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Disertacijos santrauka
Tiriamoji problema

Disertacijoje pateikiama pirmos eilés beveik nestacionariy procesy asimptotiniai rezul-
tatai. Nagrinéjama yp 1, ..., Ynn imtis, ¢ia y, , yra generuojamas pirmos eilés beveik nesta-

cionariu autoregresiniu procesu
Ynk = anyn,k—l + €k, k < n, n > 17

¢n — 1, kai n — oo, inovacijos (g, k = 0,...n) yra centruotos ir bent kvadratu integruoja-
mos.

Darbe nagrinéjamos funkcinés ribinés teoremos tolydziyjy funkcijy bei Hiolderio erdve-
se procesui (ynx). Taip pat, nagrinéjamo proceso maziausiy kvadraty liekanoms (€, k =
0,...n) jrodomos funkcinés ribinés teoremos Hiolderio erdvéje. Naudojama dvieju tipu ko-
eficiento ¢, parametrizacija: pirmoji ¢, = €?/™ (pasiiilyta Phillips [1987]), antroji ¢, =
1 —v,/nsu7y, = ooir v,/n — 0, kai n — oo (pasiulyta Girai¢io bei Phillips [2006]).
Sios dvi parametrizacijos lemia skirtingus funkciniy ribiniy teoremy rezultatus. Pirmuoju
atveju riba yra funkcionalas, priklausantis nuo integruoto Ornsteino-Uhlenbecko proceso, o
antruoju atveju — Vynerio procesas.

Disertacijoje funkcinés ribinés teoremos taikomos inovacijy vidurkio epideminio pasikei-

timo testavimui, t.y., nagrinéjamas modelis
Yk = PnYnk—1 + &k +ank, k<n, n=>1,
¢ia
n g = anlp (k).
15 (k) yra indeksy aibés
I'={k"+1,...,m"}

indikatoriaus funkcija. £* ir m* atitinkamai zZymi nezinomg epideminio pasikeitimo pradzia
bei pabaiga. Toks epideminis pasikeitimas atsispindi y, , bei & trajektorijose (1 ir 2 pa-
veiksliukai). Taigi, nagrinéjama tolydziyjy prieaugiy statistika, sudaryta tiek iS yy, , tiek i3
Er. Abiem atvejais gaunami skirtingi rezultatai.

Nagrinéjamai statistikai surandama riba prie nulinés hipotezés "néra pasikeitimo". Taip
pat nagrinéjamas statistikos suderinamumas, atlieckama galios analizé ir aptariamas sarysis

tarp jvairiy parametry, kuris padéty aptikti trumpiausia pasikeitima.
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1 pav.: Beveik nestacionaraus AR(1) proceso liekany trajektorija su pasikeitimu ir be jo.

Vertikalios mélynos linijos zymi epideminio pasikeitimo pradzia ir pabaiga.
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2 pav.: Beveik nestacionaraus AR(1) proceso trajektorija su pasikeitimu ir be jo. Vertikalios

melynos linijos Zymi epideminio pasikeitimo pradzia ir pabaiga.

6



Aktualumas

Beveik nestacionartus autoregresiniai procesai yra svarbus statistikoje bei ekonometrijo-
je. Svarbi Siy procesy savybé yra juy elgesys Salia vienetinés Saknies. Sis klausimas buvo

nagrinéjamas daugelio autoriy, pvz., P.C.B. Phillips, L. Giraitis, N.H. Chan, ir t.t.
Tikslai ir uzdaviniai

Disertacijos tikslas — jrodyti funkcines ribines teoremas pirmos eilés beveik nestaciona-
riems autoregresiniams procesams ir taikyti jas inovacijy vidurkio epideminio pasikeitimo
testavime. Disertacijos uzdaviniai:

— i8tirti lauzcéiy proceso sudaryto iS v, x’s bei & funkcinj konvergavima;

— sukonstruoti ir istirti testo statistika epideminio pasikeitimo testavimui;

— atlikti skaitinius eksperimentus epideminio pasikeitimo aptikimui.

Naujumas

Disertacijoje jrodome funkcines ribines teoremas Hiolderio erdvéje pirmos eilés beveik ne-
stacionariems autoregresiniams procesams. [rodomi nauji rezultatai epideminio pasiketimo

aptikimui naudojant Hiolderio tipo statistika beveik nestacionariems procesams.

Metodai

Naudojami tikimybiy teorijos, statistikos ir funkcinés analizés metodai bei rezultatai.
Skaitiniai eksperimentai atliekami naudojantis programa R, skirta statistiniams skaic¢iavi-

mams bei grafinei analizei.

Pagrindiniai rezultatai

Pirmos eilés autoregresinis procesas AR(1) yra svarbus procesas statistikos ir ekonomikos

taikymuose. Autoregresinis modelis yra laiko eiluciy modelis:
Yp = OYp—1 +ep, k=0,£1,£2, 43, ... (1)

¢ia (ex) yra inovacijos ir parodo laiko eilutés kintamuma. Gerai Zinoma (7r., pavyzdziui
Tsay [2002]), kad AR(1) modelio apibrézto (1) formule silpnam stacionarumui butina ir
pakankama salyga yra |¢| < 1. Procesas, apibréztas (1) formule, vadinamas nestacionariu,
kai koeficientas ¢ lygus 1 .

Praktikoje koeficientas ¢ daznai jvertinamas naudojant maziausiy kvadraty metoda



(MKM):

q; _ Z%l ykZQJkﬂ ' 2)
2k=1 Y1

Jei |¢| < 1, tai gerai zinoma, kad tinkamai standartizuotas MKM jvertinys yra asimptotiskai
normalus atsitiktinis dydis su nuliniu vidurkiu ir baigtine dispersija 91(0, 0?) (7r., pavyzdZiui,
Mann ir Wald [1943] bei Anderson [1959]). Taciau, jei ¢ = 1, tai standartizuoto MKM
jvertinio ribinis skirstinys yra funkcionalas, priklausantis nuo Vynerio proceso (7zr., White
[1958], Rao [1978]). Evans ir Savin ([1981], [1984]) skaitiniais eksperimentais parodeé, kad
stacionaraus AR(1) proceso koeficiento jvercio ir atitinkamos ¢ statistikos savybés panasios
i nestacionaraus proceso savybes, kai koeficientas yra arti vieneto. Si savybeé jau pastebima,
kai imties dydis yra apie 100. Pasak Chan ir Wei [1987], dél netolygaus peréjimo tarp
dvieju riby, kai |¢| < 1 bei ¢ = 1, né viena is Siy aproksimacijuy neatrodo intuityvi, kai
¢ arti vieneto. Taigi, buvo pradéti nagrinéti, taip vadinamieji, beveik nestacionarus arba

beveik integruoti procesai.
Beveik nestacionarus pirmos eilés autoregresinis procesas (yn : k < n;n > 0) generuo-

jamas pagal trikampio masyvo schema

Ynk = ¢nyn,k71 + €, (3)

¢ia ¢, — 1, kai n — oo, (g;) yra inovacijy seka, iprastai su Ee;, = 0 ir baigtine dispersija 2.
Pradiné reiksmé (y,o,n > 0) yra atsitiktinis dydis, kuris tenkina tam tikras reguliarumo
salygas. Toliau supaprastinsime Zyméjimus, raSydami y, vietoje v, kiekvieng karta, kai
kontekste neatsiras dviprasmiskumo.

Literaturoje, susijusioje su beveik nestacionariais procesais, (3) modelyje koeficientas
¢n, yra parametrizuojamas, siekiant tiksliau apibrézti artéjima prie vieneto. Phillips [1987]
naudojo parametrizacija ¢, = €™, ¢a v < 0. PanaSias parametrizacijas, pavyzdziui,
¢n = 1 —/n su~vy > 0 naudojo Chan ir Wei [1987], Cox ir Llatas [1991], Park [2003],
Dzhaparidze et al. [1994] ir t.t. Andrews bei Guggenberger [2008] straipsnyje koeficiena
¢n, apibrézé kaip ¢, = 1 — v,/n, ¢ia v, — v € [0,00), o Phillips ir Magdalinos [2007]
¢n = 1+ v/k,, v € R Jei v < 0, tai modelis apibréztas (3) formule tampa beveik
nestacionariu. Pastebékime, kad Giraicio bei Phillips [2006] rezultatai jtraukia atvejj, kai
On =1 —",/n, da vy, — oo ir v, /n — 0, kai n — oc.

Phillips [1987] nustaté, kad koeficiento ¢,, standartizuoto MKM jvertinio riba priklauso
nuo Vynerio ir Ornsteino-Uhlenbecko procesy. Su kai kuriomis reguliarumo prielaidomis ino-
vacijoms, Giraitis ir Phillips [2006] jrodé, kad standartizuotas MKM jvertinys konverguoja
pagal pasiskirstyma j normalyjj désnj su nuliniu vidurkiu ir dispersija o2.

Keletas autoriy nagrinéjo centrines ribines teoremas beveik nestacionariems procesams
(Ynx). Phillips [1987], kai ¢,, = €’/", su normalizavimu n~3/2 riba yra atsitiktinis dydis,

apibréziamas kaip integralas nuo Ornsteino-Uhlenbecko proceso. Giraitis ir Phillips [2006]
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nustate, jog riba yra normalusis atsitiktinis dydis 91(0,0?), kai ¢, = 1 — 7, /n, 7, — o0 ir
Yn/n — 0, kai n — oo.

Be to, literaturoje nagrin¢jami daliniy sumy procesai, sudaryti iS maziausiy kvadraty
liekany beveik nestacionariems procesams su jvairia inovacijy struktura. Pavyzdziui, Shin
[1998] su tokiomis paciomis prielaidomis kaip Phillips [1987] jrodé, kad riba yra funkcionalas

priklausantis nuo Vynerio ir Ornsteino-Uhlenbecko procesu.

InvariantiSkumo principas beveik nestacionariems procesams

Pirmiausia, nagrinéjame lauzcéiy procesg sudaryta is yy:

[ni]

SPU(t) := Zyk_l + (nt — nt)ypg, t€1[0,1, n>1, S(0)=0. (4)

Miisy tikslas yra rasti SP' riba C[0, 1] bei Hiolderio erdvése dviem atvejais
— 1 atvejis: ¢, = /™ (y yra neigiama konstanta);
— 2 atvejis: ¢, =1 — 22, 4, — 00 ir v, /n — 0, kai n — oo,

Hiolderio erdvé su parametru o € [0, 1)

Hy[0,1) = { £ € C10.1) s limewa(£,0) = 0}
ir joje apibrézta norma ||f||a = | £(0)| + walf, 1), dia

_ 1) = F(s)l
wa(f) 5) T s,tSEUi(I]:jl] |t - S’a )
0<t—s<d

yra separabili Banacho erdveé.

Toliau nagrinéjame (3) procesg su ¢, = €/, v < 0. Pastebésime, kad vietoje tiesioginiy
prielaidy inovacijoms ¢, tariame, kad galioja silpnas funkcinis WP! konvergavimas j W, ¢ia
WP yra lauzéiy procesas sudarytas i3 £j. Si prielaida leidzia jrodyti rezultatus ne tik nepri-
klausomoms, vienodai pasiskirs¢iusioms inovacijoms, bet ir bendresniu atveju, pavyzdziui

silpnai priklausomiems atsitiktiniams dydziams, zr. Hamadouche [2000].

Teorema 1. I atveju, kai (yx) generuojamas (3) formule su ¢, = &¥/™, v < 0, tarkime, kad
lauzciy proceso seka (n~Y?WP) silpnai konverguoja j standartnj Brauno judesj W erdvése
C[0,1] arba Ho[0,1] su kokiu nors 0 < o < 1/2. Be to, tarkime kad y,o = op(n'/?).
Tada n=3/2SP! silpnai konverguoja nagrinéjamose erdvése j integruotq Ornsteino- Uhlenbecko

procesq J apibréztg formule:

J(t) = /Ot U(s)ds, 0<t<1, (5)

Ve

cla

U, (s) = /0 T QW (), (6)
9



Pastaba 2. 1 teoremos rezultatas suformuluotas, kai dispersija yra 1. Jei dispersija yra

zinoma ir lygi o2, tada galiojant 1 teoremos prielaidoms, gauname

n=32eteP E s g, (7)

n—oo

¢ia E zymi CJ0, 1] arba H2[0,1], kai 0 < v < 1/2.

Pastaba 3. Jei dispersija nezinoma, remiantis Slutskio teorema, (7) rezultate ji gali buti

pakeista jverciu

~ 1 &
o= g 8%, (8)
k=1
nes Phillips [1987] parodeé, kad
5 —— o’ (9)

Atsizvelgiant j klasikinj Donskerio-Prohorovo invariantiskumo principa bei j Rackausko ir
Suquet [2004a] jrodyta Hiolderio invariantiSkumo principa, mes gauname 1 teoremos isvada

klasikiniu nepriklausomy, vienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy atveju.

Isvada 4. Tarkime, kad (yi.) yra generuojamas (3) formule, su ¢, = /", v < 0 ir ino-
vacijos () yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai su nuliniu vidurkiu.
Tada o~'n=3/2SP! silpnai konverguoja j J

— erdvéje C[0,1], jei galioja Ee? = 0 < 00 ir y,0 = op(n'/?);

— erdvéje H° [0, 1], jei sup > 2 apibrésime o = 1/2 — 1/p ir galioja sqlygos
- _
Jim ¢ P(ley] >t)=0 (10)
bei Yno = op(nt/?).

Toliau nagrinésime lauzéiy procesa SP! sudaryta i3 y, kuris apibréztas (4) formule, ¢ia

¢n =1 — /0 ir v, — oo lédiau nei n. Pradésime nuo SP' konvergavimo C[0, 1] erdvéje.

Teorema 5. Tarkime, kad (yx) yra generuojamas (3) formaule ir ¢, = 1—~,/n, ¢ia (v,) yra
tokia neneigiamy skaiciy seka, kad ~, — 0o ir y,/n — 0, kai n — oo. Taip pat, tarkime,
kad inovacijos (i) yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai su Eey, = 0,
Ee? =1 ir yno = op(n~%(1 — ¢,)7Y). Tada galioja

n*1/2(1 — $,)SP! clo,1] W

n—oo

Toliau iSpleciame 5 teoremos rezultata, jrodydami SP! silpna konvergavima Hiolderio
erdvéje, taciau su stipresne salyga (¢;) nei baigtinis antras momentas. Papildomos (11)

salygos 7, divergavimui butinumas ir optimalumas yra atviras klausimas.
10



Teorema 6. Tarkime, kad (yx) yra generuojamas (3) formule ir ¢, = 1 — v,/n, cia (V)
yra tokia neneigiamy skaiciy seka, kad ~, — oo ir vy, /n — 0, kai n — 0o, o inovacijos (ex)
yra nepriklausoms, vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai ir tenkina (10) sqlygq kokiam

nors p > 2. Tadasu0<ﬂ<a_——l

p?
HY[0,1]
(1= oS S5 W
kai yno = op(n~V2(1 — ¢,) 1) ir
h,?l)io{}f%nig > 0. (11)

Pastaba 7. Jei dispersija yra o2, tada galiojant 5 teoremos salygoms, turime

n"12(1 = ¢p)otspt S (12)

n—oo

bei galiojant 6 teoremos salygoms, gauname
HS[0,1]
nY2(1 = ¢p)ot S L W

n—oo

(13)

Pastaba 8. Jei dispersija 0% yra neZinoma, tai pagal Slutskio teorema, (12) ir (13) sary-

siuose ji gali buti pakeista jverciu, apibréztu (8) formule

~2 P 2
o°- —— o°.
n—oo

Sis rezultatas iSplaukia i3 4.3.1 lemos disertacijoje.

Toliau tiriame lauzéiy proceso (W,Ijl(t),t € [0, 1]), sudaryto i$ maziausiy kvadarty liekany
(€x), konvergavima Hiolderio erdvéje

[nt]

Wpl Z Er + nt - nt})&‘[nt]_t'_l (14)
(3) modelio liekanos apibréziamos taip:

Bk = U — Onlk-1 = €k — (O — Gn) k-1,

ia ¢, yra koeficiento ¢, MKM jvertinys.
W}L’l procesui, apibréztam (14) formule, jrodome invariantiSkumo principa bei randame

buting ir pakankama salyga.

Teorema 9. Tegu p > 2 ir (yx) yra generuojamas (3) formule, ¢, = /™ ir v < 0 yra
konstanta. Tarkime, kad (ex) yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai su
Eeg = 0 bei Ee2 = 1 ir y,0 = op(n'/?). Tuomet

pot2ppet a0y a-ipyg

n—>oo

tada ir tik tada jei (10) sqlyga galioja. Cia A = [ UZ(t)dt, B = Jo Uy () dW (t) ir J(t) yra
integruotas Ornsteino-Uhlenbecko procesas, apibréztas (5) formule.

11



Pastaba 10. Jei dispersija 02 yra nezinoma, tai galiojant 9 teoremos salygoms, gauname,
kad

e e L Y (15)
tada ir tik tada, jei galioja (10) salyga.

Pastaba 11. Jei dispersija yra nezinoma, tai pagal Slutskio teorema, (15) konvergavime ji

gali buti pakeista dispersijos (8) jvertiniu, naudojantis Phillips [1987] rezultatu (9).

Antrojo tipo modeliui, gauname, kad n=/ QW# konvergavimas j Vynerio procesg galioja

Hiolderio erdveéje su papildoma salyga -, divergavimo greiciui.

Teorema 12. Tarkime, kad (yn ) yra genervojamas (3) formule ir ¢,, = 1 —~,,/n, ¢ia (vy,)
yra tokia neneigiamy skaiciy seka, kad ~, — oo ir y,/n — 0, kai n — 00, o inovacijos (&)

yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydZiai ir tenkina (10) sqlyge kokiam

nors p > 2. Tada5u0<6§a:%_%7
12T H3[0.1] :
n—oo
jei g = o((1 = 6,)72) ir
liﬁ&lf %n*% > 0. (16)

Pastaba 13. Jei dispersija o? yra Zinoma, tai galiojant 12 teoremos salygoms, gauname

. H9[0,1]
_ _ /LY
n~%q 1W,§’1

(17)

n—oo

Pastaba 14. Jei dispersija yra nezinoma, tai pagal Slutskio teorema, (17) formuléje ji gali

buti pakeista jvertiniu (8), naudojantis 4.3.1 lema disertacijoje.

Epideminio pasikeitimo testavimas

Pasikeitimo tasko uzdavinys yra placiai taikomas ekonomikoje, medicinoje, biologijoje ir
t.t. Analizuojami klausimai susije tiek su vieno pasikeitimo tasko aptikimu, tiek su keliy
pasikeitimo tasky nustatymu. Specialus daugelio pasikeitimo tasky testavimo uzdavinys yra
epideminis pasikeitimas. Norédami apibudinti epideminj pasikeitima, tarkime, kad turime

seka Xi,...,X,. Standartiné nuliné hipotezé yra
Hy: Xy,...,X, visituri tg patj parametra 6,
(pvz., vidurkj, mediana, dispersijg ir t.t.) pries alternatyva
H, : egzistuoja tokie sveikieji skaiciai 1 < k* <m* <n , kad

‘91:---:0k*:Qm*—l—l:---:en:‘g(] bei Qk*+1:...:9m*:9A.
12



Cia k* Zymi (nezinoma) laika ar vieta, kai prasidéjo epideminis pasikeitimas, m* Zymi
pasikeitimo pabaiga, o £* = m* — k* yra epidemijos ilgis. Taigi, pirmiausia parametras 6
igyja viena reiksme, veliau kazkuriuo momentu parametro reiksmé pasikeicia is 6y i 04, o
po tam tikro periodo griztama j prading buseng.

Viena is galimy testo statistiky epideminiam pasikeitimui aptikti yra tolygiyjuy prieaugiy

statistika:

k+¢ />
Jj=k+1 j=1

Kiek mums zinoma, pasikeitusio segmento problema nepriklausomiems, vienodai pasiskirs-
¢iusiems atsitiktiniams dydziams pirmiausia buvo nagrinéjama Levin ir Kline [1985] straips-
nyje (taip pat zr. Csorgd ir Horvath [1997] 1.4 skyriu). Taip pat, siulome keleta kity Saltiniy:
Gombay [1994] tyré rangy ir zenkly statistikas; Siegmund [1986] nagrinéja parametring sta-
tistika epideminio pasikeitimo testavimui; Lombard [1987] pasiulé neparamerinius testus;
Yao [1993] studijavo jvairius parametrinius testus, kurie padeda aptikti vidurkio epideminj
pasikeitima.

Nagrinéjame statistika, apibrézta (18) formule. Rackauskas ir Suquet [2004b] pastebéjo,
kad &i statistika gali aptikti epideminj pasikeitima, kurio ilgis £* tenkina n'/? = op(£*) saly-
ga. Siekiant aptikti trumpesnj pasikeitima, Rackauskas ir Suquet [2004b] pasiulé pagerinti
statistikg su papildomu svoriu. Tegu a € [0,1) ir Xy,..., X, yra bet kokia imtis, tada

apibréziame statistika

k+L />
Ta,n = Ta,n(Xla s 7Xn) = gleag%zg 13%12;(—4 j:zkil Xj B n;XJ : (19)

Rackauskas ir Suquet [2004b] parodeé, kad bet kokiam 0 < o < 1/2 statistika T, , (X7, ...,
X,,) aptinka epidemija, kurios ilgis yra n® = op(¢*), ¢ia 0 = (1 —2a)/(2 — 2a) yra intervale
(0,1/2). Mikosch ir Rackauskas [2010] nagrinéjo statistikos T4, ,, ribinj elgesj su reguliariai
kintanciai atsitiktiniais dydziais bei a > 1/2. Be to, statistikoje jdomus uzdaviniai, kai
atsisakoma atsitiktiniy dydziy nepriklausomumo salygos. Pavyzdziui, Rastené [2011] tyreé
pirmos eilés autoregresinio proceso koeficiento epideminj pasikeitima.

Tarkime, turime n imtj y,, 1, ..., Yn,n generuojama
Ynk = OnYnk—1 t ekt ank, k=1,....n, n=>1 y,0=0, (20)

¢ia nezinomas parametras ¢, — 1, kai n — oo, (g, k > 1) yra nepriklausomi, vienodai
pasiskirste atsitiktiniai dydziai su nuliniu vidurkiu ir baigtiniu antruoju momentu, (a, ) yra
seka, kurig apibrésime véliau. Musy tikslas yra pasiulyti testa, kuriuo galétume patikrinti

nuline hipoteze

Hy: ap1=-"=ap,=0
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pries epideming alternatyva:

Hy @ egzistuoja 1<k;, 1<m; <n tokie, kad

Ank = anlﬂ;;(k‘), a, #0, 1<k <n,
¢ia I yra epideminio pasikeitimo intervalas

I = {k* +1,...,m"}

n

bei 1p: Zymi intervalo indikatoriaus funkcija. Su Sia alternatyva, a,j reiksmes, epidemi-
nio pasikeitimo periodu I, yra interpretuojamos kaip epideminis nuokrypis nuo jprastinio
(nulinio) vidurkio ir ¢! = m! — k¥ vadinamas epideminio pasikeitimo ilgiu.

Norint patikrinti Sig hipoteze, sukonstruojame testo statistika

Ta,n - Ta,n(yn,h cee ayn,n)‘ (21)
Norint pagristi tokj pasirinkima, perragykime (20) formule Siuo budu

Ynk — Tnk = (ﬁn(yn,kfl - Tn,kfl) + €,

Cia
k=1 k A
Tok =3 Phanp—j = O a,;. (22)
j=0 j=1
Apibrézkime
Rk = Ynk — Tn k- (23)

Pastebésime, kad (z,x) yra beveik nestacionarus pirmos eilés autoregresinis procesas, kuris
tenkina nuling hipoteze. Taigi, déka (23) formulés, mes turime epideminio pasikeitimo
problema, kur priklausomy dydziuy seka yra pastumta per deterministine seka. Todél (21)
statistika atrodo naturali Sioje situacijoje.

Nagrinéjame ribinj Levin ir Kline 7, o,n Statistikos su o = 0 elgesj bei statistikg Ta,n su
a € (0,1/2 —=1/p), p > 2, kurig pasiulé Rackauskas ir Suquet. Tikrinsime, ar Hiolderio
svoriai leidzia aptikti trumpesne epidemija nei T’V’o,n statistika.

Taip pat nagrinéjame dvieju tipu beveik nestacionarius procesus (20) modelyje. Pirmojo

tipo modelis atitinka koeficienta
dn=€"", 4 <0. (24)
Antrojo tipo modelis atitinka koeficientg

gbn:l—%, Cia %—>ooir%—>0, kai n — oo. (25)
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Bet kokiai funkcijai f € C[0,1] arba f € H2[0,1] su 0 < a < 1/2 apibrézkime

Tooolf) = sup |f(t) — f(s) = (t — s)f(l)\.

0<t<s<l1 |t — |«

Pradedame nuo Levin ir Kline statistikos TO,n- Pirma, nagrinékime (20) modelj prie
nulinés hipotezés Hy su koeficientu ¢, = €7/, v < 0. Tarus, kad inovacijos turi baigtinj
antrg momenta, gauname, kad riba yra funkcionalas priklausantis nuo Ornsteino-Uhlenbecko

proceso.

Teorema 15. Prie nulinés hipotezés Hy, pirmojo tipo modeliui apibréztam (20) bei (24)
formulémis, galioja

7173/20'71?07” %) T()’oo(t]),

ia 0? = Ee? ir J yra integruotas Ornsteino-Uhlenbecko procesas J(t) = [¢ U,(r)dr, t €
[0,1] bei U, apibréztas (6) formule.

Toliau, randame testo statistikos fgm ribg prie nulinés hipotezés antrojo tipo modeliui.

Teorema 16. Prie nulinés hipotezés Hy, antrojo tipo modeliui apibréztam (20) bei (25)
formulémis, galioja
n"2(1 = ¢n)o Ty —— Tooo(W), (26)

Cia 0? = Ee?.

Dabar parodysime, kad (20) modeliui su ¢, = €¥/*, v < 0 statistikos Tj,, (@ > 0)
riba prie nulinés hipotezés Hy yra funkcionalas priklausantis nuo integruoto Ornsteino-

Uhlenbecko proceso, tac¢iau su stiprense salyga inovacijoms nei antro momento baigtinumas.

Teorema 17. Pirmojo tipo modeliui, apibréztam (20) bei (24) formulémis, tarkime, kad

(g;) tenkina (10) salygq kokiam nors p > 2. Tada prie nulinés hipotezés Hy bet kokiam
ae(0,1/2—1/p)

N 14 R
n=3/2te, 1Ta7n —— Tl ),
n—oo

gia 0 = Ee? ir J yra integruotas Ornsteino-Uhlenbecko procesas J(t) = [{U,(r)dr, t €

[0,1] bei U, apibréztas (6) formule.

Toliau rasime statistikos Ty, ribg prie nulinés hipotezés antrojo tipo modeliui, t.y.,
modeliui apibréztam (20) formule su koeficientu ¢, = 1 — v,/n, v, — oo bei v,/n — 0,
kai n — oo. Siuo atveju riba yra funkcionalas priklausantis nuo Vynerio proceso. Dabar

reikalaujame ne tik inovacijy integruojamumo, bet ir v, divergavimo greicio.
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Teorema 18. Antrojo tipo modelyje apibréztame (20) bei (25) formulémis, tarkime, kad
(e;) tenkina (10) salyga, kokiam nors p > 2. Tada o € (0,1/2 — 1/p) prie nulinés hipotezés
Hy

nTV(L = )0 Tan —— Tooo(W)

su sglyga, kad

lim inf ~,,n =@/ (/2=1/P) > ¢,

n—oo

Toliau nagrinéjame, testo statistikos 7}, , suderinamuma. Sis rezultatas iSreiskia suderi-

namumo salyga per

k+¢ />
Ton(Tnts- - Tan) = max £~% max Tni— — Y Tni
a,n( n,1s ) n,n) 1<4<n 1<k<n—¢ j—zk;rl n,J) n jz_:l n,J

isSraiska, Cia 7, apibréztas (22) formule.

Dél zyméjimy paprastumo, praleisime indeksa n zZyméjimuose k), m; ir (7.

Teorema 19. Tarkime, kad pirmos eilés beveik nestacionariame autoregresiniame procese
apibréztame (20) formule, inovacijos yra nepriklausomsi, vienodai pasiskirste atsitiktiniai dy-
dziai su nuliniu vidurkiu ir tenkina (10) salygq. Tarkime, kad kokiai nors normalizuojanciai
sekai (by)n>1 statistika bnfayn yra stochastiskar aprézta prie nulinés hipotezés Hy. Tada prie
alternatyvos Hy,

- P
b Ao, — 00
7 n—oo

tada ir tik tada kai

bnTa,n (Tn,lv s 77_n,n> — OQ. (27)

n— oo

Tam, kad galioty (27), pakankama sqlyga yra

anbn * e £* 2 n—m*+1
(1_¢n)2€m<£ (1 —¢n) (1_n> —(1—¢n)<¢n—n¢n +>> o

Praktiniai 19 teoremos rezultatai pateikiami 20 ir 22 isvadose

ISvada 20. Pirmojo tipo modelyje apibréztame (20) bei (24) formulémis, tarkime, kad ko-
kiam nors p > 2, (g;) tenkina (10) ir o € (0,1/2 — 1/p). Tada prie alternatyvios hipotezés
Hy

_ ~ p
n=3*eT, , —— o0

n—oo

su sqlyga, kad 0*2~n=3/2T%q, — oo, kai n — oo ir

liminf |1 + J_ e'y(l_%> > 0.
n—o0 2

Sis rezultatas galioja ir atskiru atveju, kai o = 0, tariant, kad galioja Ee? < .
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Pastaba 21. IS suderinamumo salygos galime pastebéti, kad didéjant «, galima aptikti
trumpesnj epideminj pasikeitimg. Kaip ir buvo galima tikétis, Siuo atveju aptikimas né-
ra toks gera kaip nepriklausomy, vienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziu atveju (zr.,
Rackausko ir Suquet [2004b] straipsnj).

Isvada 22. Antrojo tipo modelyje apibréztame (20) bei (25) formulémis, tarkime, kad ko-
kiam nors p > 2, (g;) tenkina (10) sqlygq. Tequ o € (0,1/2 — 1/p) tenkinantis sqlyga

liggioglf Npn 1271~ .
Tada prie alternatyvos H 4 galioja konvergavimas
n_1/2+a(1 - ¢n)fa,n ﬁ 0,

kai

1. 0*(1—¢,) konverguoja j oo, limsup,, . ¢*/n < 1 ir n=Y/2te¢<1=q, konverguoja j oo;
arba

2. (*(1—¢y,) konverguojq i kokig nors teigiamg konstantq c ir n~Y2tepd-aq  Lonverguoja
eh
arba

3. 0*(1 — ¢y,) konverguoja j 0 ir =32+, (*>=%q, konverguoja j oc.

Sis rezultatas galioja ir specialiu atveju, kai o = 0, tariant, kad Ee? < oo,

Pastaba 23. Grafinis vaizdas pateiktas 3 paveiksliuke, iliustruoja 22 iSvados rezultatus.
Nemazinant bendrumo, tarkime, kad a, = 1, £* < n® (t.y., egzistuoja teigiamos konstantos
c1 ir ¢y tokios, kad dideliems n, ¢;n® < £* < ¢yn?) ir ¢, < n® kokiems nors 0 < a,b < 1.
Duotai p reikSmei (10) salygoje, kokios yra (a,b) poros, kurioms 22 iSvada leidzia aptikti
epideminj pasikeitima, kurio ilgis ¢* =< n®, atsizvelgiant j galimas a reikSmes? Sprendiniai
yra pavaizduoti kaip pilka zona vienetiniame kvadrate. Sviesiai pilka dalis virs diagonalés
atitinka 1 ir 2 atvejus, t.y., lim,_,, ¢*(1 — ¢,) yra intervale (0,00]|. Jos vakariné siena yra
hiperbolés lankas su parametrine israiska a = (1 — 20,,t) /(2 — 2aq,t), b=t ¢ia t = o/, ir
a, = 1/2 — 1/p. Tamsesné pilka zona atitinka atvejj, kai ¢*(1 — ¢,) konverguoja j 0. Si
zona yra trikampis apribotas diagonale, horizontale asimi bei tiesia linija D,,, ¢ia D, yra
Dekarto lygtis (2 — a)a+ b —3/2 + a = 0. Visos Sios linijos turi bendra taska F'(1,—1/2).

Be to, mes atlikome testo galios analize. Skai¢iuojame empirine galig su koreguota baze
(ne nominalia), t.y., pakei¢iame nominaly reikSmingumo lygmenj p-reik§miy empirinio pasi-
skirstymo funkcija prie nulinés hipotezés (zr. Davidson ir MacKinnon [1994]). Pavyzdziui,
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3 pav.: Aptikimo regionas parametry aibéje (£* < n?, v, < n®) 22 isvadai
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pristatysime antrojo tipo modelio skaitinio eksperimento rezultatus (1 lentelé). Antrojo tipo

modelio baziniai parametrai yra

Yo=n* a,=1, n=1000; £: = 0.05; E =04, ynpo=0.
n n
Generuojame inovacijas kaip standartinj normalyjj atsitiktinj dydj. Keisdami atskirus para-
metrus, skaic¢iuojame empirine galig. Tariame, kad visi parametrai fiksuoti, iSskyrus vieng
(pazymétas lentelés pirmame stulpelyje), kuriam leidziama kisti. Testo galia yra zemiausia
visais atvejais, kai o = 0 ir didéja, kai o didéja. Siam modeliui epideminio pasikeitimo
aptikimas geréja, kai didéja epidemijos ilgis, bet testas aptinka ir trumpas epidemijas su
dideliais o (=~ 1/3). Pastebésime, kad testo galia nepriklauso nuo epideminio pasikeitimo
vietos. Taip pat, testas gana gerai aptinka mazus pasikeitimus, pvz., a,, = 0.8. Testo galia

didéja, kai didéja stebéjimy skaic¢ius. Testo galia nepriklauso nuo pasirinkty -, reiksSmiy.

Parametrai |a=0 a=2/32 a=6/32 a=10/32
¢*/n=0.035 | 0.373 0.441 0.675 0.909
*/n=0.050 | 0.758 0.859 0.974 0.996
0*/n =0.065 | 0.980 0.990 0.999 1.000
k*/n =0.2 0.780 0.875 0.980 0.999
k*/n=0.4 0.758 0.859 0.974 0.996
k*/n = 0.8 0.783 0.877 0.981 0.998
a, = 0.8 0.478 0.565 0.780 0.929
a, =1 0.758 0.859 0.974 0.996
a, = 1.2 0.949 0.985 0.999 1.000
n = 500 0.422 0.480 0.676 0.813
n = 1000 0.758 0.859 0.974 0.996
n = 2000 0.997 1.000 1.000 1.000
v =n/In(n) | 0.754  0.847  0.970 0.995
Yo =In*?(n) | 0.758  0.844 0.972 0.995
Y = 13/ 0.758 0.859 0.974 0.996

1 lentelé: Empiriné galia prie koreguotos reikSmingumo reiksmés 0.05 antrojo tipo modeliui.

Toliau nagrinéjame ta patj (20) modelj ir norime patikrinti tas pacias hipotezes. Taciau
dabar sudarome testo statistika su liekanomis, kadangi inovacijos néra stebimos. IS tikryjy,
liekanos yra jvertintos inovacijos ir ji vidurkis ir integruojamumo laipsnis turéty sutapti.
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Norint aptikti trumpa inovacijy vidurkio epideminj pasikeitima pirmos eilés beveik nesta-
cionariame autoregresiniame procese, sudarome a-Holder tipo tolygiyjuy prieaugiy statistika

is liekany, kai 0 < o < 1:

R k+¢ />
T,, = max (% max E Ej—— E &jl -
’ 1<4<n 1<k<n—£|. n
Jj=k+1 7=1

Vél nagrinéjame dvieju tipy modelius. Pirmojo tipo modelis apibréztas (20) lygybe su
koeficientu (24), tuo tarpu antrojo tipo modelis apibréztas (20) lygybe su koeficientu (25).

Tarsime, kad inovacijos yra

e nepriklausomi, vienodai pasiskirste, centruoti atsitiktiniai dydziai ir kokiam nors
p > 2 tenkina integruojamumo salyga
- _
tlg})lot P(leo] >t) =0 (28)
arba

e nepriklausomi, vienodai pasiskirste, centruoti ir reguliariai kintantys atsitiktiniai

dydziai su indeksu p > 2. (29)

Rasime statistikos fmn ribinj pasiskirstyma prie nulinés hipotezés. Pradésime nuo pir-

mojo tipo modelio su inovacijomis, tenkinanc¢iomis (28) salyga.

Teorema 24. Pirmojo tipo modelyje, apibréztame (20) ir (24) lygybémis, tarkime, kad
inovacijos tenkina (28) sqlyge kokiam nors p > 2. Tada prie nulinés hipotezés Hy bet

kokiems o € (0, o)

VeI R T (2),
n—oo
¢ia 0® = E&?. Be to,
Z(t)=W(t)— AT B J(t), (30)

Gia A = [fU(t)dt, B = [JU,(t)dW(t) ir J(t) = [fU,(r)dr, t € [0,1] bei U, yra

g
Ornsteino-Uhlenbecko procesas, apibréztas (6) lygybe.

Tolesnis rezultatas yra antrojo tipo modeliui bei inovacijoms, tenkinan¢ioms (28) salyga.

Teorema 25. Antrojo tipo modeliui, apibréztam (20) bei (25) formulémis, tarkime, kad
inovacijos tenkina (28) sqlyge kokiam nors p > 2. Tada prie nulinés hipotezés Hy bet
kokiam o € (0, ap)

¢ia 0* = Ee?, su sqlygq kad
hﬁgg}f 20/ 2a) 5
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Pereikime prie reguliariai kintanciy inovaciju. Jei (eg) yra reguliariai kintancios, tai
apibréziame
b, =inf{z > 0: P(le;| <z) >1—-1/n}.
IS uodegu salygos seka, kad egzistuoja tokia létai kintanti funkcija v(n),n € N, kad

by ~ n'Pu(n) as n — oo.

Tolesnéje teoremoje pateikiamas rezultatas pirmojo tipo modeliui.

Teorema 26. Tegu p > 2. Jei inovacijos (g;) tenkina (29) salygq pirmojo tipo modelyje,
apibréztame (20) bei (24) formulémis, tai prie nulinés hipotezés H,
(a) bet kokiam o € (cyp, 1]

1 15 R
b lo T, — T
n an n—oo P>

cia T, yra atsitiktinis dydis su Frechet skirstiniu P(T, < z) =e¢™* ",z € R,
(b) bet kokiam « € [0, o)

_ 1 R
n VeI, —— Tooo(2),
n—oo

Gia Z(t) apibréztas (30) lygybe ir A = [} Uz(t)dt, B = Jo U () dW (t) bei J(t) =
J5U,(r)dr, t €[0,1], U, yra Ornsteino-Uhlenbecko procesas.

Antrojo tipo modeliui gauname nauja rezultata.

Teorema 27. Tequ p > 2. Jei inovacijos (g;) tenkina (29) sqlyga antrojo tipo modelyje,
apibréztame (20) bei (25) formulémis, tai prie nulinés hipotezés H,
(a) bet kokiam o € (ap, 1]
b;laflfam % T,,
su sqlyga, kad 7y, = O(n?@=)) kokiam nors 0 < q < 2,
(b) bet kokiam o € (0, ), jei

—2a

lim inf v, n'+2» > 0,
n—oo

tar

neg T, LT (W),

n—oo

Galiausiai, rasime statistikos suderinamumo salygas antrojo tipo modeliui. Musy taikomi
metodai, netinka pirmojo tipo modeliui. Toliau pateikiame fam statistikos suderinamumo

rezultatus antrojo tipo modeliui, kai a,, yra konstanta bei o € (0, ).

Teorema 28. Prie alternatyvos Hy, tarkime, kad ¢* — oo, {*/n — 0 ir kokiam nors

a € (0,a,) galioja

n—l/2+o¢€*(l—o¢) - .

n—oo
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Tada antrojo tipo modeliui, apibréztam (20) ir (25) formulémis, su inovacijomis (g;), ten-

kinanciomis (28) arba (29) sqlygas,
Ve Py
7 n—oo
su sqlyga, kad vy, didéjanti sun arba requliariai kintanti seka,
lim inf v,,n =%/ > 0
n—oo

i

¢n - ¢n o
T = orlD) (31)

(31) sqlyga galioja, kai
— 0 = o(y,) jei 0*(1 — ¢y,) — o0, kai n — o0;
~ 0* = o(y3n7Y) jei 0*(1 — ¢,) — 0, kai n — oo.

Tolesnis statistikos fa,n suderinamumo rezultatas gautas antrojo tipo modeliui su kons-

tanta a, bei a € (ay, 1].

Teorema 29. Prie alternatyvos H,, tarkime, kad (* — oo, £*/n — 0 ir kokiam nors
a € (o, 1],
b= 5 .

n—oo
Tada antrojo tipo modeliui, apibréztam (20) bei (25), lygybémis su inovacijomis (g;), tenki-
nanciomis (29) salygq,

—15 P
b T —— 00

n—o0

su sqlyga, kad v, didéjanti sun arba requliariai kintanti seka,
o O(m(@*%))

i

(bn — (bn _
T =or() (32)

(32) sqlyga galioja, kai
— 0 = o(7y,) jei 0*(1 — ¢y,) — 00, kain — oo;
— 0* = o(y3n7Y) jei £*(1 — ¢,) — 0, kai n — oo.

Prielaidy suderinamumas 28 ir 29 teoremose analizuojamas taip pat, kaip ir 23 pastaboje,
pvz., zr., 4 paveiksliuka. Jis rodo, kad maksimali aptikimo zona (gaunama, leidziant p artéti

i begalybe) néra tokia pati, kaip su statistika sudaryta i$ stebéjimu yy.
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by
1
q
1o (2) [ N : 2
2
,{23) ............................................... 3
Wl
"y
3 :
IR SIE = I

4 pav.: Aptikimo zona parametry (£* < n% -, =< nb) aibéje, teoremai 28 su ¢ = 1.5 ir
a > oy

Sviesiai pilka zona atitinka £*(1 — ¢,) — oc.

Tamsiai pilka zona atitinka ¢*(1 — ¢,,) — 0.
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Testo galios analizé atlikta visiems modeliams su abejomis prielaidomis inovacijoms. Vi-
sais atvejais gavome, kad « jtakoja testo galiag. Pavyzdziui, nagrinékime antrojo tipo modelj
su reguliariai kintanc¢iomis inovacijomis, generuojant jas kaip simetrinj Pareto atsitiktinj
dydj. Analizuodami 27 teoremos (b) dalj, imame « reikSmes kaip ir Gausiniu atveju, p = 20
ir normalizavimas n~'/?t®. Tada testas neturi galios su mazomis « reik§mémis, bet galia

didéja su a, n, £* ir a, reikSmémis (zr., 2)

Parametrai a=2/32 a=6/32 a=10/32
0/n=0.035 | 0.094 0.226 0.792
¢*/n=0.050 | 0.173 0.630 0.959
0*/n=0.100 | 0.368 0.912 0.994
k*/n =02 0.152 0.620 0.966
k*/n = 0.4 0.173 0.630 0.959
k*/n = 0.8 0.141 0.627 0.963
a, = 0.8 0.154 0.389 0.805
an =1 0.173 0.630 0.959
an =12 0.172 0.854 0.997
n = 500 0.039 0.124 0.509
n = 1000 0.173 0.630 0.959
n = 2000 0.706 0.997 1.000
Yo =mn/In(n) | 0.085 0.555 0.944
Yn = In*?(n) 0.057 0.445 0.949
Yo = 0?4 0.173 0.630 0.95

2 lentelé: Empiriné koreguota 0.05 reikSmingumo lygmens galia antrojo tipo modeliui su

reguliariai kintanciomis inovacijomis ir o < a.

ISvados

Nagrin¢jamas pirmos eilés beveik nestacionarus autoregresinis procesas ¥,k = @n¥n k—1+
£ su koeficientu ¢,, apibréztu dviem budais:

— b, = ev/n7 v < 0;

— ¢ =1—y/n, Y — 00, /0 — 0, kai n — 0.
Analizuojami lauZ¢iy procesai SP', kuris sudarytas is stebéjimuy yy, ., ir W}fl, kuris sudarytas is

liekany £),. Irodomos funkcinés ribinés teoremos SP!' procesams C[0, 1] ir H2 [0, 1] erdvese, o €
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(0,1/2). Parodoma, kad ribos skiriasi abiejy tipy modeliams. Tinkamai normalizuotas SP!
konverguoja j integruota Ornsteino-Uhlenbecko procesa pirmojo tipo modelyje, o tuo tarpu
antrojo tipo modelyje ribinis procesas yra Vynerio. [rodomos funkcinés ribinés teoremos W}l’l
procesui H?2[0, 1] erdvéje. Parodoma, kad pirmojo tipo modeliui limy_, o, t?P(|gg] > t) = 0
salyga yra butina ir pakankama salyga W};l silpnam konvergavimui H? [0, 1] erdvéje. Antrojo
tipo modeliui parodoma, kad riba yra Vynerio procesas HC [0, 1] erdvéje.

Toliau nagrinéjamas inovacijy vidurkio epideminis pasikeitimas, t.y., nagrinéjamas mo-
delis

Ynk = PnUnk—1 + €k +ani, n>0, k<n.

Tolygiuyju prieaugiy statistika konstruojama is stebéjimy vy, 1, ..., Yn, it liekany &y, ..., &,.
Galiojant tam tikroms prielaidoms inovacijoms randame riba abiems statistikoms. Ran-

damos statistiky Ty (Yn1, - - - Ynn) bel Ton(E1,. .., E,) suderinamumo salygos ir atliekama

galios analizé.
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Summary

We study some Holderian functional central limit theorems for the polygonal partial
sum processes built on a first order nearly nonstationary autoregressive process v, =
OnYnk—1 + € and its least squares residuals &, with ¢,, converging to 1 and i.i.d. centered
square-integrable innovations. In the case where ¢, = €7/ with a negative constant v, we
prove that the limiting process depends on Ornsteino—Uhlenbecko one. In the case where
¢n = 1 — 7,/n, with =, tending to infinity slower than n, the convergence to Brownian
motion is established in Holder space in terms of the rate of v, and the integrability of the
€1'S.

We also investigate some epidemic change in the innovations of the first order nearly
nonstationary autoregressive process AR(1). Two types of models are considered. For
0 < a < 1, we build the a-Holderian uniform increments statistics based on the observations
and on the least squares residuals to detect the short epidemic change in the process under
consideration. Under the assumptions for innovations we find the limit of the statistics under
null hypothesis, some conditions of consistency and we perform a test power analysis. We

also discuss the interplay between the various parameters to detect the shortest epidemics.
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