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Disertacinio darbo aprasymas

1. Tyrimo objektas: agregavimas

Agregavimas nusako rysj tarp individualaus (mikro) elgesio ir agreguotu (makro) sta-
tistiky. Yra jvairiy agregavimo rusiy: mazo kiekio ir didelio kiekio agregavimas erdvéje,
agregavimas laike, agregavimas kartu ir laike ir erdvéje (zr. [2], [8]). Disertacijoje didZiau-
sias démesys skiriamas vienalaikiam didelio kiekio agregavimui. Vienalaikio agregavimo
schema pirmieji pradéjo tirti P. Robinson (1978, [18]) ir C.W.J. Granger (1980, [7]). Jie
noréjo parodyti ilgos atminties atsiradimg agreguotose laiko eilutése. Tarkime, turime N
heterogeniniy individy, kuriu kiekvieno elgesys yra aprasomas procesais {X;(t),t € Z},
1 = 1,...,N. Agreguotqg procesq apibrézkime kaip individualiy procesy suma kiekvienu

laiko momentu ¢:

Xy(t) := AlN iv:Xi(t), t €7, (1)

¢ia Ay, N € N, yra tam tikra normuojanti seka. Didelio kiekio agregavimo pagrindinis
uzdavinys yra rasti agreguoto proceso {Xy(t), t € Z} ribinj skirstinj, kai individy skai-
c¢ius NV auga j begalybe, bei istirti kokiomis savybémis pasizymi ribinis agrequotas procesas
X(t) := limy_ 00 Xn(t), t € Z. Ribinis agreguotas procesas {X(t), t € Z} gali turéti visiskai
kita struktura negu kad turi neagreguoti individualus procesai. Pagrindinés savybés, kurios
gali atsirasti agreguojant individualius procesus, yra ergodiskumas ir ilgoji atmintis. Er-
godiskumas yra stochastinio proceso savybe, kuri leidzia jvertinti jo charakteristikas turint
tik viena pakankamai ilgg realizacija, ir mums nereikia stebéti atskiry nepriklausomy Sio
proceso realizacijy. Tuo tarpu ilgoji atmintis rodo tam tikrg priklausomybe procese. Moks-
lingje literaturoje yra aprasoma daug ilgos atminties apibrézimy. Ju jvairové apzvelgiama
disertacijos 2.3 skyrelyje.

Kitas svarbus uzdavinys yra taip vadinama deagregavimo problema: jvertinti individua-
liy procesu {X;(t),t € Z}, i = 1,..., N, tam tikras savybes, turint tik agreguotus duo-
menis X(1), X(2), ..., X(n), n € Z. Tarkime, turime realizacija ribinio agreguoto proceso

{X(t), t € Z}, kuris yra gautas agreguojant nepriklausomus AR(1) procesus:

Xl(t) :CLZXZ<t—]_)+€Z(t), tEZ, ’L:]_,,N, (2)
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¢ia {eg;(t), t € Z} yra baltasis triuksmas; a;, ¢« = 1,..., N, yra nepriklausomi atsitiktiniai
koeficientai, turintys tokj patj skirstinj kaip ir juos generuojantis atsitiktinis dydis a. Siuo
atveju deagregavimo uzdavinys buty rasti "gera'atsitiktinio dydzio a tankio funkcijos jvert;j.

Tiesiniy modeliy (de)agregavimo uzdavinys buvo nagrinétas darbuose [3], [6], [7], [9],
[11], [14], [18], [19], ir kt. Reikia pastebeti, kad mineti straipsniai nagrinéja agregavimo
uzdavinj, kai mikro lygio duomenys turi baigtine dispersija. Taip pat yra gerai zinoma
nepriklausomy atsitiktiniy procesy agregavimo schema, kuri rezultate duoda Gauso atvejj,
t.y. agreguoto proceso riba yra Gauso procesas. Disertacinio darbo pagrindinis tikslas buvo
iSplesti Siuos zinomus rezultatus bei iSnagrinéti atsitiktiniy procesy ir lauky su begaline
dispersija agregavima, taip pat apibrézti nepriklausomy atsitiktiniy procesy agregavimo

schema, kuri baigtinés dispersijos atveju duoda nebutinai Gauso procesa.

2. Aktualumas

Agreguoti duomenys yra dazniausiai randami, saugomi ir naudojami daugelyje sriciy
tokiy kaip ekonomika, taikomoji statistika, sociologija, georgafija ir kt. Tuo tarpu, neagre-
guotus (panelinius) duomenis yra labai sunku gauti, jeigu jie apskritai yra prieinami. Tai
motyvuoja tirti agregavimo ir deagregavimo problema.

Viena is svarbiausiy priezasciy, kodél vienalaikis agregavimas tapo tyrimy objektu, yra
galimybeé agreguojant duomenis gauti ilgos atminties procesus. Agregavimas paaiskina ilgos
atminties atiradimg laiko eilutése, taip pat jis yra vienas is budy simuliuoti ilgos atminties
procesus. Agreguodami trumpos atminties neergodiskus procesus galime gauti ilgos atmin-

ties ergodiska procesa, kuris gali buti naudojamas mikro ir makro kintamyjy prognozavimui.

3. Disertacijos struktura

Disertacija parasyta angly kalba. Disertacija sudaro astuoni skyriai ir literaturos sara-
sas. Pirmajame skyriuje yra jvadas, apzvelgiami tikslai ir uzdaviniai. Antrajame skyriuje
aprasomi kity autoriy gauti rezultatai, apzvelgiami literaturos Saltiniai. Treciajame skyre-
lyje aprasoma AR(1) procesuy, turin¢iy begaline dispersija ir bendrus triuksmus, agregavimo
schema. Ketvirtajame skyriuje nagrinéjamas AR(1) procesu su begaline dispersija agre-
gavimas, kai triuksmai yra individualus. Penktasis skyrius yra skirtas trikampio masyvo
agregavimui. SeStajame skyriuje nagrinéjamas lauky su begaline dispersija agregavimas ir
ribinio agreguoto lauko atminties struktura. Septintajame skyriuje aprasoma bankroto ti-
kimybés asimptotika, kai zalos modeliuojamos a-stabliu agreguotu procesu. Ir galiausiai

astuntajame skyriuje pateikiamos iSvados. Bendra darbo apimtis 191 puslapis.
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4. Tikslas, uzdaviniai ir pagrindiniai rezultatai

Vienas i pagrindiniy disertacijos tiksly buvo istirti atsitiktiniy procesy ir lauky agregavi-
ma begalinés dispersijos atveju. Kitas svarbus uzdavinys buvo aprasyti nepriklausomy baig-
tinés dispersijos procesy agregavimo schema, kurig naudojant gaunamas ribinis agreguotas
procesas yra nebutinai Gauso procesas. Apzvelkime kiek detaliau disertacijoje sprendziamus

uzdavinius ir pagrindinius rezultatus:

e AR(1) procesy su begaline dispersija agregavimas (3 ir 4 disertacijos skyriai). Pag-

rindinis Sio tyrimo tikslas buvo istirti atsitiktiniy procesy agregavima begalinés dispersi-
jos atveju ir taip isplesti P. Zaffaronio [19] rezultatus, gautus baigtinés dispersijos atvejui.
Sekdami Sio straipsnio idéja, mes nagrinéjame AR(1) procesy, kuriy koeficientai yra atsi-
tiktiniai ir triuksmai priklauso a—stabilaus désnio traukos sriciai, agregavimag. Gauname
salygas, kurioms esant, ribinis agreguotas procesas egzistuoja ir kada jis turi ilgos atminties
savybe tam tikra prasme. Kadangi nagriné¢jame procesy agregavimg begalinés dispersijos
atveju, antros eilés savybés, kaip spektrinis tankis ir kovariaciné funkcija, yra neapibréztos.
Todél naudojame ilgos atminties apibrézimus, kurie nereikalauja baigtinés dispersijos (Zr.
disertacijos skyrelj 2.3). Disertacijoje daugiausiai démesio skiriame ilgajai atminciai pagal
pasiskirstyma, kurios apibrézimg jvedé Cox [5]. Sis ilgos atminties apibréZimas yra paremtas
proceso daliniy sumy ribiniu elgesiu. Sakome, kad stacionari laiko eiluté {Y(¢),t € Z} turi
ilgg atmints pagal pasiskirstyma, jeigu jos daliniy sumy procesas konverguoja baigtiniamaciy
skirstiniy prasme j procesg su priklausomais prieaugiais, ir trumpg atmint; pagal pasiskirs-
tyma, jeigu daliniy sumy procesas konverguoja j procesg su nepriklausomais prieaugiais.

Apzvelkime pagrindinius Sio tyrimo rezultatus. Tarkime, turime AR(1) procesa,
X(t)=aX(t—1)+e(t), teZ, (3)

ia a, a € [0,1), yra atsitiktinis koeficientas, kurio tankio funkcija! yra reguliariai kintanti

vieneto aplinkoje,
p(a) ~C(1—a)’, kaiat1l,sul<C <oo, € (—1,00). (4)

Tarkime, kad triuksmai e(t), t € Z, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, turintys tokj patj
skirstinj kaip ir juos generuojantis atsitiktinis dysis €. Sakykime, ¢ priklauso a—stabilaus
désnio traukos sri¢iai (zymeésime ¢ € D(«)) bei tenkina salygas Ele]P < oo, 0 < p < «, kai

0<a<?2 Elg) < oo, kaia = 2, ir Ee = 0, jei 1 < a < 2. Esant Sioms prielaidoms,

I Tokia tankio funkcijos forma miisy uzdaviniui yra jdomiausia, nes ribinio agreguoto proceso ilgos atmin-
ties savybe labai priklauso nuo atsitiktinio koeficiento a koncentracijos prie nestacionarumo rézimo. Jeigu
la| < C < 1 beveik tikrai su kazkokia konstanta C, tada ribinis agreguotas procesas ilgos atminties neturés.
O musy tikslas gauti agreguotg procesg su ilga atmintimi.
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disertacijoje nagrinéjamas AR(1) procesu agregavimas dviem atvejais (zr. 1 lentele).

AR(1) procesy agregavimas, £(t) € D(«a), 0 < a < 2
Bendri triuksSmai Individualus triuksmai
Individai:

Agreguotas procesas:

1 & f 1 &
=y LX), teZ Xn(t) = Nl/a;Xi(t), tezZ.
=1 1=
Agreguoto proceso riba??: Agreguoto proceso riba*®

kai 1/ao — 1 < f3, kai 8 > 0,

i e(t—j), tez, Z/ a'~*M,(da), t€Z,

s<t

¢ia My(+), s € Z, yra a—stablaus atsi-
tiktinio mato nepriklausomos kopijos.
Agreguoto proceso X(t) atmintis pagal | Agreguoto proceso X(t) atmintis pagal

pasiskirstymaq: pasiskirstymaq:
B > 0, trumpa atmintis, f > max(a — 1,0), trumpa atmintis,
1/a—1< f <0, ilga atmintis. 0 < < max(a — 1,0), ilga atmintis.

Baigtinés dispersijos atveju (a = 2):

Cov(X(t),X(t +h)) ~ Ch™>% Cov(X(1),X(t+h) ~ Ch°.
llga atmintis: Ilga atmintis:
kai —1/2 < 5 < 0. kai 0 < 8 < 1.

1 lentele. AR(1) procesy, turinciy triukSmus priklausancius a—stabilaus désnio traukos
sri¢iai, agregavimas

2E[| XN (t) — %(t)\p‘/q — 0 beveik tikrai, kai N — oo, Vt € Z, 1 < p < a. Cia A := o{ay,as,...} yra
o—algebra generuota atsitiktiniy dydziy a1, as, . . .; E[\XN(t) — I(t)|p] —0,kai N 00, 0<p<a<l.

*Kai =1 < f < 1/a — 1, slenkantis vidurkis X(t) = > 72 E[a’]e(t — j) yra neapibréztas.

4Baigtiniamaciy skirstiniy prasme

5Kai § € (—1,0), tada ribinis procesas iSsigimsta N~1/@(+8) SN x5y 44 Z. Ribinis procesas
Z yra a1 + B)—stabilus atsitiktinis dydis, nepriklausnatis nuo laiko ¢. Taskas 8 = 0 yra kritinis taskas

skiriantis du visiskai skirtingus ribinio agreguoto proceso atvejus.
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Kaip matome is lentelés, bendry triuksmy atveju ribinis agreguotas procesas yra slenkan-
tis vidurkis, turintis ilga atmintj pagal pasiskirstyma, kai 1/a — 1 < 8 < 0. Taip yra todél,
kad atitinkamai normuotos Sio slenkancio vidurkio dalinés sumos konverguoja j trupmeninj
Lévy judesj su savipanasumo parametru H = —f + 1/«, a-stabiliais baigtiniamaciais skirs-
tiniais ir stacionariais priklausomais prieaugiais (zr. 3 disertacijos skyrius, 3.4.3. teiginys).
Tuo tarpu individualiy triukSmu atveju, ribinio agreguoto proceso {X(t), t € Z} dalinés
sumos baigtiniamaciy skirstiniy prasme konverguoja j a—stabily procesa su savipanasumo
indeksu H = 1 — B/« ir priklausomais prieaugiais, kai 1 < a <2ir0 < f < a—1 (zr. 4
skyriy, 4.3.2 teorema). Taigi, agreguojant AR(1) procesus su atsitiktiniu koeficientu ir be-
galine dispersija, galime gauti ilgos atminties procesus. Ilgos atminties savybé priklauso nuo
atsitiktinio koeficiento ir triuksmo pasiskirstymo funkcijy. Detalus Sio uzdavinio rezultaty

aprasymas yra pateiktas disertacijos 3 ir 4 skyruose, bei straipsniuose [16], [17].

o AR(1) procesy trikampio masyvo agregavimas (5 disertacijos skyrius) .  Sio tyrimo

tikslas yra islpésti aukséiau gautus rezultatus ir apibrézti nepriklausomy AR(1) procesy
agregavimo schema, kuri rezultate duoty ribinj agreguota procesa X(t) := limpy_ . Xn(t),
t € Z, kuris turi baigtine dispersija ir yra nebutinai Gauso procesas arba turi begaline
dispersija ir yra nebutinai a—stabilus procesas. Tuo tikslu nagrinéjame agregavima procesy
XMt =axMe-1)+NMw),  tez, i=12,...,N,
kurie yra nepriklausomos kopijos AR(1) proceso XM (t) = aX™ (t—1)+e™(t), t € Z. Cia
a yra atsitiktinis koeficientas nepriklausomas nuo triuksmy {¢™)(t¢),t € Z} ir tenkinantis
savybe 0 < a < 1 beveik tikrai; triuksmai {¢™)(¢), t € Z}, N = 1,2,... sudaro trikampj
masyva is nepriklausomy atsitiktiniy dydziy, priklausanciy be galo dalaus atsitiktinio dydzio

W traukos sriciai:
N
ZE(N) (t) —q W.
t=1
Be galo dalaus a.d. W characteristinés funkcijos logaritmas yra lygus
: . 1
V(6) :=logEe"W = /(e‘ey —1—i0y1(Jy| < 1))m(dy) — 59202 + i0p, (5)
R

¢ia p € R, o > 0 ir 7 yra Lévy matas.

Tariant, kad Ee™) = 0, NE(¢™))? < C, (baigtinés dispersijos atveju) arba, kad egzis-
tuoja 0 < a < 2 toks kad NP(|e™)| > z) < C2x~*, 2 > 0, (begalinés dispersijos atveju), ir

E[(1 —a)™'] < oo, disertacijoje jrodyta (5.2.7 teorema), kad egzistuoja ribinis agreguotas
9



procesas, kuris yra isreikstas stochastinio integralo pavidalu:

() =S X)) S X() = 3 /[0 M), te, (6)

=1 s<t

¢ia { My, s € Z} yra nepriklausomos kopijos be galo dalaus atsitiktinio mato M virs [0,1) su
kontroliniu matu ®(dx) := P(a € dx). Sio atsitiktinio mato Lévy charakteristikos (y, o, 7)
yra tokios pacios kaip ir atsitiktinio dydzio W is (5).

Ribinio agreguoto proceso {X(t), t € Z}, apibrézto (6), ilgos atminties savybes tiriame
esant prielaidai, kad atsitiktinio dydzio a tankis ¢ tenkina (4) su g > 0 ir Var(W) < oo,
EW = 0. Tokiu atveju, atsitiktinio dydzio W characteristinés funkcijos logaritmas V() yra
lygus

V(o) = /R(ewy 1 ify)n(dy) — ;9202. (7)

Agreguotas procesas {X(t), t € Z} turi baigtine dispersija ir kovariacine funkcija

&t

r(t) = Cov(X(t),X(0)) = Var(W)E[m]. (8)

I (4) ir (8) plaukia, kad 7(t) ~ Ct=?, t — oo. Ribinis agreguotas procesas turi absoliu¢iai
nesumuojamas kovariacijas ir kovariacine ilgg atmintj, kai 0 < § < 1. Tuo tarpu ilgoji
atmintis pagal pasiskirstymg priklauso nuo proceso daliniy sumy ribinio elgesio. Penktajame
disertacijos skyriuje jrodéme, kad agreguoto proceso {X(t), t € Z} dalinés sumos gali turéti
keturias skirtingas ribas priklausancias nuo paramatry (, ¢ ir Lévy mato 7 elgesio nulio

aplinkoje. Sakykime, kad egzistuoja ag > 0 ir ¢* > 0,c¢t + ¢~ > 0, kad

. «@Q I 3 @ _ —
lim 7({u>z}) =c", lim T({u < —z})=c". (9)
Tada, dalinés sumos S, (7) := sl X(t) turi keturias skirtingas ribas (zr. 5 disertacijos

skyriy, 5.3.1. teorema):

(i). jei0 < B <1, ¢ > 0, S,(7) riba yra trupmeninis Brauno judesys su savipanasumo
parametru H =1 — (3/2,

(ii). jei0 < B <1, 0=0 1405 < ay < 2, S,(r) riba yra ag—stablus procesas su

priklausomais prieaugiais ir savipanasumo parametru H = 1 — 3/ay,

(iii). jei0<f <1, 0=0, 0<ag<1l+pf, S,(r)riba yra (1 + §)—stablus Lévy procesas

su nepriklausomais prieaugiais,

(iv). jei > 1, S,(7) riba yra Brauno judesys.
10



Is siy rezultaty galima padaryti tokias iSvadas:

1 iSvada. Procesas {X(t), t € Z}, apibréztas (6),

o turi ilgg atminty pagal pasiskirstymq (i) ir (i) atvejais, ir trumpg atminti pagal pasi-

skirstyma atvejais (i) ir (iv).

o turi kovariacine ilgq atminty atvejais (i), (i) ir (i), ir kovariacing trumpg atmints

atveju (iv).

Detalesnj sio uzdavinio tyrimo aprasyma galima rasti penktajame disertacijos skyriuje,
ir prilmtame spausdinti straipsnyje [15]. Taciau turime pazyméti, kad AR(1) procesu ag-
regavimo tyrimas dar néra pilnai baigtas. Dar yra daug jdomiy klausimy Sia tema. Keli is
ju: kas yra agreguoto proceso, apibrézto (6), daliniy sumy riba begalinés dispersijos atveju?
Kas yra ribinis agreguotas procesas ir kokias savybes jis tenkina, jeigu j individy elgesj ap-
rasantj modelj jtraukiame bendrus triukSmus, kurie priklauso be galo dalaus désnio traukos
sriciai? Kas atsitinka, jeigu AR(1) modelis priklauso nuo atsitiktinio koeficiento, kuris kinta
laike?

o Atsitiktiniy lauky agregavimas (6 disertacijos skyrius). Sio tyrimo tikslas buvo isplés-

ti agregavimo schema nuo vienmaciy procesuy iki atsitiktiniy lauky. Lauku (de)agregavimo
uzdavinys baigtinés dispersijos atveju nagrinéjamas darbuose [1], [9], [10], [12]. Tuo tar-
pu musy uzdavinys yra istirti lauky agregavima begalinés dispersijos atveju. Disertacijoje
nagrinéjama artimiausio kaimyno autoregresiniy lauky agregavimo schema, apibréziamas
agreguotas laukas, randama jo riba, kai individy skaicius auga j begalybe. Turint ribinj
lauka, tolesnis tikslas yra istirti jo ilgos atminties savybes. Sios savybés stirpriai priklauso
nuo individus aprasanc¢io modelio. Todél disertacijoje ilgos atminties savybé nagrinéjama
dviem konkreéiais atvejais (kai individai aprasomi trijy ir keturiy kaimyny laukais). Kiek-
vienu atveju randamos ribinio agreguoto proceso daliniy sumy ribos. [vedama nauja idéja
kaip galima buty apibudinti priklausomybe lauke, jvedama anizotropinés/izotropinés ilgos
atminties pagal pasiskirstyma savoka.

Apibrézkime artimiausio kaimyno atsitiktinj lauka

X(ts) = > awv)X(t+us—+v)+e(t,s), (t,s) € 7, (10)
ful +ol=1

ia {e(t,s), (t,s) € Z*} yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai, turintys tokj patj skirstinj
kaip ir juos generuojantis atsitiktinis dydis e, kuris priklauso a—stabilaus désnio traukos

sriciai (Zymeésime ¢ € D(«), 0 < a < 2); atsitiktiniai koeficientai a(t,s), a(t,s) > 0 b.t., yra
11



nepriklausomi nuo triuksmy {e(¢,s), (¢,s) € Z?} ir tenkina tokia salyga

A= > alts) < 1, b.t., (11)

[t]+]s|=1

kuri garantuoja lygties (10) stacionaraus sprendinio egzistavima. Lygties (10) stacionarus

sprendinys yra isreikstas konverguojancia eilute

X(ts) = > gt—us—uv,a)e(uy), (t,s) € 72, (12)

(u,v)€Z?

Cia g(t,s,a), (t,s) € Z? yra atsitiktiné Gryno funkcija; a = (a(t,s), [t| + |s| = 1) yra atsitik-

tiniy koeficienty vektorius. Gryno funkcija gali buti uzrasyta tokiu pavidalu

g(t,s,a) = i AFpi(t,s), (t,s) € 72, a€ A, (13)
k=0

¢ia A yra atsitiktiniy koeficienty suma, apibrézta (11); pi(t,s) = P(Wy = (t,s)|Wo = (0,0))
yra tikimybé, kad atsitiktinis klaidziojimas {W}, k = 0,1, ...} per k zingsniy i$ nulinio tasko

pateks j taska (t,5); A := {a(t,s) € [0,1), Xy ys=1 a(t,s) <1} C RL
Tegu {X;(t,s),(t,s) € Z*},i = 1,2,..., yra nepriklausomos lauko (12) kopijos. Tegu
¢ zymi atsitiktinio vektoriaus a = (a(t,s), |t| + |s| = 1) € A pasiskirstyma, kurj vadinsi-
me maisanciuoju skirstiniu. Apibrézkime agreguota lauka kiekviename gardelés taske kaip

normuotg individualiy nepriklausomy lauky suma

N

XN<t,S) = Nﬁl/aZXi(t,S), (t,S) € Zz. (14)
i=1

Tuomet prie tam tikry salygy maiSanciajam skirstiniui ®, agreguotas laukas Xy (t,s) baig-

tiniamaciy skirstiniy prasme konverguoja j lauka, isreikSta stochastiniu intergalu (6 diser-

tacijos skyrius, 6.3.4 teiginys):

X(t,s) = Z /A g(t —u,s —v,a)M, ,(da), (t,s) € 72, (15)

(u,v)€Z2

¢ia {M,,(da), (u,v) € Z*} yra nepriklausomos a—stabilaus atsitiktinio mato kopijos.
Toliau disetacijoje nagrinéjamos ribinio agreguoto proceso savybés dviem specialiais at-

vejais (kai individai aprasomi triju ir keturiy artimiausiy kaimyny autoregresiniais laukais):

X(t,s) = ?(X(t —1,5) + X(t,s + 1)+ X(t,s — 1)) +e(t,s), (16)
X(t,s) = 2 (X(t—18)+ X(t+1,8) + X(ts+ 1)+ X(t,s — 1)) +e(t,9), (17)

12



esant prielaidai, kad triuksmai priklauso a—stabilaus désnio traukos sric¢iai ir atsitiktinis

koeficientas A € [0,1) turi tikimybinj tankj ¢, reguliariai kintantj tasko a = 1 aplinkoje:
d(a) ~ C(1 —a)?, atl, 3C>0,0<B<a-11<a<2 (18)

(Atvejis 0 < o < 1 nedavé ilgos atminties procesy atveju). Modelius (16) ir (17) atitinkamai
zymesime kaip 3N ir 4N modelius. Abiem atvejais lygciu (16), (17) sprendiniai yra stacio-
nartus ir gali buti uzrasyti pavidalu (12), su Gryno funkcijom g3 ir g, atitinkamai. Bendra
Gryno funkcijos iSraiska uzrasyta formule (13). Gryno funkciju asimptotinis elgesys lemia
ribinio agreguoto lauko savybes. Disertacijoje, skaiciuojant ribinio agreguoto lauko daliniy

sumy ribas, naudotos tokios Gryno funkcijy asimptotikos®:

e t>0,5€eR, z2>0,

\/ng&([)\t], [VAs], 1 — ;) — hs(t,s,2) == 23% e_SZt_%, (19)

. (1) ERZ\{(0,0)}, 2 > 0,
gs (M) D] 1= ) = Palt5.2) == = Ko(2y/2(7 + 52)), (20)

¢ia Ky yra antro tipo modifikuota Beselio funkcija.
Tegu X3(t,s) ir X4(¢,s) zymi ribinius agreguotus laukus 3N ir 4N kaimyny atvejais (ri-
binio lauko bendra israikska yra (15)). Naudojantis aukséiau uzrasytomis Gryno funkeijy

asimptotikomis, disertacijoje gautos tokios daliniy sumy ribos (6.5.3, 6.5.4, 6.6.2 teoremos):

fna] [vy] L as
o TN Xs(t,s) —aa Va(zy), z,y >0, H = 277 (21)
t=1 s=1
[na [y o
o n NN Xy(ts) —paa Vaulwy),  w,y >0,  H,i= aﬁ’ (22)
t=1 s=1
[nz] [ny]
2( —
o n 22%4(@5) —ad Va(z,y), z,y >0, H = (Oéﬁ), (23)
t=1 s=1

¢ia

%@wkz/

R

M(du, dv, dz) /x /yhg(t—U,S—U,Z) dt ds; (24)
2xR, o Jo

6Jeskant Gryno funkcijy asimptotiky, "parametrizacija'nuo A\, A — oo, buvo parinkinéjama taip, kad

ribiné funkcija egzistuoty ir buty ne triviali.
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Vau(zy) = /szR M(du, dv, dz)1(0 < v < y)/o 1273w 1 (¢ —u > 0)dt, (25)
+

Vi(z,y) = / M(du, dv, dz) /:E /y ha(t —u,s — v, z)dtds, (26)
RQXR+ 0 0

M yra a—stabilus atsitiktinis matas virs R? x R..

Vienmaciu atveju tikrinome ar procesas turi ilga atmintj, naudodami Cox [5] jvesta ilgos
atminties pagal pasiskirstyma apibrézima. Sakéme, kad procesas turi ilgag atmintj, jeigu
jo dalinés sumos konverguoja baigtiniamaciy skirstiniy prasme j procesa su priklausomais
prieaugiais. Todél kilo idéja lauky atvejui jvesti panasy apibrézimg, kuris buty paremtas
prieaugiy priklausomumu.

Lauko {V(z,y)} prieaugiu ant staciakampio K := {(s,;t) e R :u < s <z, v < t <y},

vadiname skirtuma

Sakome, kad stacionarus atsitiktinis laukas {Y(,s), (¢,s) € Z*} turi anizotroping (izotro-
pine) ilgaja atmintj pagal pasiskirstyma su parametrais Hy, Hy > 0, Hy # Hs (Hy = H»),
jeigu

[na] [n#1/ 124

n’le z_: Y(t,s) —a V(zy), (a:,y)G]Ri, (28)

ir {V(z,y)} yra atsitiktinis laukas su priklausomais prieaugiais bet kuria kryptimi. Sakome,
kad laukas {V(z,y)} turi nepriklausomus prieaugius ¢ kryptimi (¢ yra ties¢ einanti pre
koordinaciy pradzia), jei bet kuriai kitai statmenai tiesei ¢, ¢’ L¢, ir bet kuriems dviems
staciakampiams K, K’ C R? atskirtiems tiese £/, pricaugiai V(K) ir V(K') ant staciakampiy
K ir K’ yra nepriklausomi. Kitu atveju, sakome, kad {V'(z,y)} turi priklausomus prieaugius
kryptimi /.

Reikia pastabéti, kad remiantis Siais apibrézimais, laukai Vi(x,y) (24) ir Vi(z,y) (26)
turi priklausomus prieaugius visomis kryptimis. Tuo tarpu 3N atveju paéme dalines su-
mas augancias vienodais greiCiais abiem kryptimis, gauname lauka Vs, (x,y) (25), kuris turi

nepriklausomus prieaugius vertikalia kryprimi. Taigi galima padaryti tokias iSvadas:

2 iSvada. (6 disertacijos skyrius, 6.5.6 teiginys) 3N atveju, ribinis agreguotas laukas

1o
{X5(t,5)} turi anizotropine ilgg atmintj su parametrais Hy = H = 22 ’ H, = 2H, ir

neturi izotropinés ilgos atminties pagal pasiskirstymaq.
3 iSvada. (6 disertacijos skyrius, 0.6.3 teiginys) 4N atveju, ribinis agrequotas laukas
{X4(t,s)} turi izotropine ilgq atmintj pagal pasiskirstymg.

Anizotropinés/izotropinés ilgos atminties pagal pasiskirstyma apibrézima pritaikéme
14



konkretiems atvejams. Bet aisku jis reikalauja tolesnio tyrimo. Atviras klausimas ar visais

atvejais tikrai nesusikirs anizotropiné ir izotropiné atmintis pagal Siuos naujus apibrézimus.

e Deagregavimo uzdavinys (5.4 disertacijos skyrelis). Deagregavimo uzdavinio pagrin-

diné idéja yra: turint ribinio agreguoto proceso stebinius, jvertinti individualiy procesy
savybes, rasti bendry atsitiktiniy parametry skirstinius. Tarkime turime realizacijg ribi-
nio agreguoto proceso {X(t), t € Z}, kuris yra gautas agreguojant nepriklausomus AR(1)
procesus:

Xi(t) = a; Xi(t — 1) + &4(¢), teZ, i=1,...,N, (29)

¢ia a, a;, 1 = 1,2,..., N yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai, kuriy
tankio funkcija ¢(z) yra nezinoma. Tikslas yra gauti "gera'tankio ¢(z) jvertj. Straipsniy
[4], [11] autoriai pasiulé suderinta tankio funkcijos jverti per Gegenbauerio polinomus, da-
rydami prielaida, kad {e;(t), t € Z}, i = 1,2,..., N yra seka nepriklausomu balto triuksmo
kopiju ir kad ribinis agreguotas procesas {X(t), t € Z} yra Gauso. Mes jrodéme, kad toks
tankio jvertis yra suderintas ir kai ribinis agreguotas procesas néra Gauso. Parodéme, kad
tankio jvercio, isreiksto per Gegenbauerio polinomus ar per Jacobi polinomus, suderinamu-
mui uZtenka turéti ribinio agreguoto proceso’ baigtinj ketvirta momenta. Taciau kai ribinis
agreguotas procesas {X(t), t € Z} néra Gauso, maiSancio tankio jvercio, isreiksto per Ge-
genbauerio ar Jacobi polinomus, asimptotinis normalumas dar lieka atviru klausimu. Tuo

tarpu asimptotinis normalumas Gauso atveju jrodytas straipsnyje [4] (2.1 teorema).

e DBankroto tikimybés asimptotika (7 disertacijos skyrius) . Sio uzdavinio tikslas buvo

rasti bankroto tikimybés

P(u) = P(sup(Y(l) +---+Y(n)—nu) > u) (30)
n>0
asimptotika, kai u — oo. Cia laikome, kad u yra zinoma konstanta ir ‘Zalos’ {Y(t) =

X(t), t € Z} yra modeliuojamos maiSanciuoju a-stabiliu slenkanciu vidurkiu,

x() = ¥ | 0 M.(da), teT. (31)

s<t
ia M,(+), s € Z, yra a—stablaus atsitiktinio mato nepriklausomos kopijos. Sis procesas yra
gaunamas agreguojant nepriklausomus AR(1) procesus su sunkiauodegiais triuksmais.

Tokios draudimo tikimybeés asimptotika nagrinéjo Mikosh ir Samorodnitsky [13]. Auto-

riai gavo bankroto tikimybés gesimo greitj 1 (u) ~ C u~(@~Y kai 7alos yra apragomos silpnai

"Tyrimui daréme prielaida, kad ribinis agreguotas procesas {X(t), t € Z} yra gautas agreguojant nepri-
klausomus AR(1) procesus su triuksmais priklausanciais be galo dalaus désnio W traukos sridiai, t.y. ribinis

agreguotas procesas {X(t), t € Z} yra apibréztas (6) formule.
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priklausomais SaS stacionariais procesais, ir visiskai kita asimptotikg t(u) ~ Cu=*(=H),
kai zalos yra aprasomos trupmeninio SaS judesio su savipanasumo indeksu H € (1/a,1)
prieaugiais. Pastebékime, kad a—stabilaus trupmeninio judesio prieaugiai turi ilgg atmintj
pagal pasiskirstyma. Dél tokiy atradimu, Mikosch ir Samorodnitsky ([13], p.1817) pasiulé
bankroto tikimybés asimptotika kaip alternatyvy ilgos atminties apibrézima SaS procesams.

Mes apskaiciavome bankroto tikimybés asimptotika zaloms, modeliuotoms ribiniu ag-
reguotu procesu {X(t), ¢ € Z}, apibréztu formule (31). Irodéme, kad tokiu atveju, kai
0 < B8 < a — 1, bankroto tikimybé gesta greiciu (u) ~ Cu=*U=H) u — oo, su
H=1—-(f/a) € [1/a,1). Tai reiksty, kad turime ilgaja atmintj. Tuo tarpu, kai g > a— 1,
bankroto tikimybés asimptotika ¢ (u) ~ Cu~(@~Y nusako trumpg atmintj. Sis rezultatas su-
tampa su kitomis ketvirtame disertacijos skyriuje nagrinétomis proceso {X(t), t € Z} ilgos

atminties charakteristikomis.

5. ISvados

Disertaciniame darbe iSnagrinétas AR(1) procesu su begaline dispersija agregavimas,
trikampio masyvo agregavimas ir artimiausio kaimyno autoregresiniy lauky su begaline

dispersija agregavimas. Kiekvienu atveju:
e apibréziamas agreguotas procesas/laukas;

e randama agreguoto proceso/lauko riba, kuri vadinama ribiniu agreguotu proce-

su/lauku;

e turint ribinj agreguota procesa/lauka, nagrinéjamos jo ilgos atminties savybés. Ska-

¢iuojamos jo daliniy sumy asimptotikos, is kuriy padaromos iSvados apie ilga atmintj;

e procesy atveju, ilgai atminciai nusakyti naudojamas ilgos atminties pagal pasiskirsty-
ma apibrézimas, kuris buvo jvestas Cox [5]. Tuo tarpu lauky atveju, siuloma nauja
anizotropinés/izotropinés ilgos atminties pagal pasiskirstyma idéja, kuri kaip ir Cox

[5] atveju yra paremta prieaugiy priklausomumu.

Apibendrinant galima buty pasakyti, kad agreguojant tiek AR(1) procesus, turinéius
begaline dispersija, tiek laukus, galime gauti ilgg atmintj, kuri priklauso nuo idividus apra-

sanc¢iy modeliy atsitiktiniy parametry bei triuksmy savybiy.

6. Uzdaviniy naujumas

Disertacijos rezultaty naujumas yra:
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trikampio masyvo agregavimo schema;

AR(1) procesy, turinciy begaline dispersija, agregavimo schema bendry ir individualiy

triuksmy atvejais;

artimiausio kaimyno lauky, turinciy begaline dispersija, agregavimo schema;

lauky anizotropinés ir izotropinés ilgos atminties pagal pasiskirstyma idéja.

Sie uzdaviniai yra nauji ir nebuvo anksc¢iau spresti mokslinéje literaturoje.

7. Aprobacija

Disertacijos rezultatai buvo pristatyti siose mokslinése konferencijose, kurios vyko Lie-

tuvoje ir uzsienyje:

e 50-0ji Lietuvos matematiky draugijos konferencija, Vilnius, Lietuva, birzelio 18 - 19,

2009.

e 10-0ji tarptautiné Vilniaus konferencija "Tikimybiy teorija ir matematiné statistika',
Vilnius, Lietuva, birzelio 28 - liepos 2, 2010.

e 1-0ji LMA Jaunyjy mokslininky konferencija "Fiziniy ir technologijos moksly tarpda-

lykiniai tyrimai', Vilnius, Lietuva, vasario 8, 2011.

e 2-0ji LMA Jaunyjy mokslininky konferencija "Fiziniy ir technologijos moksly tarpda-

lykiniai tyrimai', Vilnius, Lietuva, vasario 14, 2012.
e Doktoranty diena "Journée des doctorants', Nantas, Prancuzija, balandzio 26, 2012.

e 53-0ji Lietuvos matematiky draugijos konferencija, Klaipéda, Lietuva, birzelis 11 - 12,
2012.

e Konferencija "Non-stationarity in Statistics and Risk Management", Luminy, Marselis,

Prancuzija, sausio 21 - 25, 2013.

e Pirmoji vokiec¢iy-lenky jungtiné konferencija "First German-Polish Joint Conference
on Probability and Mathematical Statistics", Toruné, Lenkija, birzelio 6-9, 2013.
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8. Publikacijos

Disertacijos rezultatai yra publikuoti Siuose straipsniuose:

1. D. Puplinskaité, D. Surgailis, Aggregation of random-coefficient AR(1) process with
infinite variance and common innovations. Lithuanian Math. J., 49 (4), 446-463,
2009.

2. D. Puplinskaiteé, D. Surgailis, Aggregation of a random-coefficient AR(1) process with
infinite variance and idiosyncratic innovations. Adv. Appl. Probab., 42 (2), 509-527,
2010.

3. K. Perilioglu, D. Puplinskaité, Asymptotics of the ruin probability with claims modeled
by a-stable aggregated AR(1) process. Turkish J. Math., 37 (1), 129-138, 2013.

4. A. Philippe, D. Puplinskaité, D. Surgailis, Contemporaneous aggregation of triangular
array of random-coefficient AR(1) processes. 2013, priimtas spausdinimui Zurnale J.

Time Ser. Anal.

9. Summary

The aggregation of random processes and fields has been studied in this doctoral disserta-
tion. First, we discuss the aggregation of autoregressive random-coefficient AR(1) processes
with innovations belonging to the domain of attraction of an a-stable law. We investigate
separately the aggregation of AR(1) processes with common innovations and idiosyncratic
innovations. We obtain conditions under which the limit aggregated process exists and
exhibits long memory in a certain sense. Since in our case the variance of the aggregated
process is infinite and second order properties, as spectral density or covariance function,
are not defined, we use alternative definitions of long memory which do not require finite
variance, e.g. distributional long memory.

In the second step we generalize previous results and describe the aggregation of trian-
gular array. We discuss an aggregation of independent random-coefficient AR(1) models
with innovations belonging to the domain of attraction of an infinitely divisible law W. We
obtain conditions under which the limit aggregated process exists and is represented as a
mixed infinitely divisible moving average X(t) (formula (6), page 10). Using Cox’s defini-
tion of distributional long memory and assuming that the limit aggregated process admits
finite variance, we investigate its long memory properties. We study partial sums of the

limit aggregated process and show that these partial sums may exhibit four different limit
18



behaviors depending on the distribution of random coeffitient of AR(1) model and the Lévy
triplet of infinitely divisible law W.

The next question of our research is to explain the aggregation scheme of random fields.
We focus on the aggregation of independent random fields with infinite variance (innovations
belong to the domain of attraction of an a-stable law). First, we explore the aggregation
scheme of nearest-neighbor autoregressive random fields and specify what is the limit agg-
regated field. Further, we investigate the dependence structure of the limit aggregated field.
The dependence structure of random field is more complicated than in a univariate process
case. The dependence of random fields extends in all directions and can have different inten-
sity in different directions. Since properties of the limit aggregated random field are highly
dependent on the assumptions put on micro level (individual) fields, we investigate long me-
mory properties of the limit aggregated field in two special cases: when individual models
are described by (16) and (17), page 12. In order to describe the dependence structure of
the aggregated random field we introduce the notion of anisotropic/isotropic distributional
long memory, which is based on the dependence of increments of random field.

The next question of our interest is the disaggregation problem: having data from the
limit aggregated process at hand to recover the distribution of individual processes. Sup-
pose we have sample of the limit aggregated process, which is obtained via aggregation of
independent random-coefficient AR(1) processes. Let ¢(a) be an unknown density function
of random coefficient of AR(1) model. The disaggregation problem in this case is to find
a "good'estimator of the density function ¢(a). The authors of papers [4], [11] proposed
consistent estimator of this density function via Gegenbauer polynomials, under assumption
that the limit aggregated process is Gaussian. Our aim was to show that this density esti-
mator, proposed in [4], [11], is consistent not only in Gaussian case. We showed that for the
consistency of the density estimator via Gegenbauer polynomials (or Jacobi polynomials)
it is enough to have finite fourth moment of the limit aggregated process. This result is
small extension of the disaggregation problem. It remains many interesting questions for
the future. The main of them is how to solve disaggregation problem in infinite variance
case.

In the last Chapter we found asymptotics of the ruin probability in a discrete time risk
insurance model with stationary claims modeled by the aggregated heavy-tailed process. It
is known, that the long memory properties of heavy-tailed claims can be discribed using
asymptotics of the ruin probability (see [13]). The obtained results coincide with other

characterizations of long memory of the aggregated process.
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