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Anotacija

Disertacijg sudaro darbai, autoriaus atlikti 2006-2013 metais. Siuos darbus jungianti tema
yra algebriniy kreiviy, apibrézty virs racionaliyjy skaiciy, Seimos, einancios per taskus, kuriy
koordinatés priklauso duotam skaic¢iy kunui ar jo sveikyjy skaiciy ziedui. Pirmoje disertacijos
dalyje yra gaunama vidutinio mazo aukscio racionaliyjy tasky kiekio ant fiksuoto zanro hiper-
elipsiniy kreiviy asimptotika. Antroje dalyje Sis rezultatas iSpleciamas, apibudinant vidutinj
homogeniniy daugianariy reikSmiy taskuose, kuriy koordinatés yra mazo aukscio tarpusavyje
pirminiai skaiciai, sutampanciy su duoto vieno kintamojo daugianario reikSmémis sveikuosiuose
taskuose, skaiciy. Trecioje dalyje sukonstruojamos nedidelés kreiviy, apibrézty virs raciona-
liyjy skaiciy ir iSvengianciy tasky, kuriy koordinatés priklauso duotam skaiciy kunui, seimos.
Ketvirtoje dalyje tyrinéjamos kongruenciy skaiciy kreives. Irodoma, kad bent pusé pirminiy
skaiciy p, kurie lieka inertigki cikliniame skaiciy kiine K, atitinka kreives 16p? = x* — 2, kurios
neturi netrivialiy tasky su koordinatémis to kuno sveikyjy skaic¢iy ziede. Paskutinéje dalyje
iliustruojamas Gauso sveikyjy skaic¢iy skaidymosi daugikliais vienatinumo taikymas jrodant,

kad konkreti hiperelipsiné kreive neturi tasky su sveikosiomis koordinatémis.



1 Ivadas

1.1 Moksliné problema ir tyrimo objektas

Sio darbo tyrimo objektas yra algebrinés kreivés. Sprendziama problema, ar tam tikro
pavidalo kreivés eina per taskus su koordinatémis, priklausanciomis fiksuotam skaic¢iy kunui
arba jo sveikyjy skaiciy ziedui, kaip daznai tai atsitinka ir koks yra vidutinis mazo aukscio

tokiy tasky kiekis.

1.2 Tikslai ir uzdaviniai

Pagrindiniai Sio darbo uzdaviniai - gauti asimptotinj jvertj mazo aukscio vidutiniam raciona-
liyjy tasky kiekiui ant hiperelipsiniy kreiviy bei Siek tiek bendresnio pavidalo lygciy, sukons-
truoti kuo didesnes kreiviy Seimas, iSvengiancias tasky su koordinatémis duotame skaiciy kune,

tyrinéti kongruenciy skaiciy kreives virs skaiciy kuny sveikyjy skaiciy ziedy.

1.3 Aktualumas ir naujumas

Darbas On the average number of rational points of bounded height on hyperelliptic curves
yra heuristinis M. Stoll hipotezées apie vidutinj racionaliyjuy tasky skaiciy ant hiperelipsiniy
kreiviy argumentas, jrodantis ja mazo aukscio taskams. Paskutiniu metu dideli Zingsniai link
visos hipotezés jrodymo zengti M. Bhargava ir B. Gross, M. Bhargava ir A. Shankar, B. Poonen
ir M. Stoll darbuose.

Darbe How many integer homogeneous polynomials at small coprime integers have value of
a univariate polynomial? pagrindinis pirmojo darbo rezultatas iSpleciamas Siek tiek bendresnio

pavidalo lygtims.

Tolesniame skyriuje sukonstruojamos kreivés, neturincios sprendiniy virs pasirinkto skaiciy
kuno. Analogiskas klausimas elipsinéms kreivems yra atsakin¢jamas viename is B. Mazur ir K.

Rubin darbe jrodyty teiginiy.

Skyriuje On the congruent number curves klasikinis kongruenciy skaic¢iy uzdavinys yra na-
grinéjamas vir§ tam tikry skaiciy kuny sveikyjuy skaic¢iy ziedy. Neseniai T. Jedrzejak darbe
buvo jrodyta, kad, jei Birch ir Swinnerton-Dyer hipotezé yra teisinga, tuomet visos kongru-
endiy skai¢iy kreives turi tasky, kuriy koordinatés priklauso skaitiy kunui Q(v/3,v/5). Cia
irodome, kad daug kongruenciy skaiciy kreiviy, kuriy parametras yra pirminis skaicius, iSvengs

tasky, kuriy koordinatés priklauso fiksuoto ciklinio skaiciy kuno sveikyju skaiciy ziedui (isskyrus



trivialius taskus, tai yra, tuos, kuriy pirmoji koordinaté lygi nuliui).

Paskutiniame skyriuje iliustruojamas Gauso sveikyjy skaiciy skaidymosi daugikliais vienati-
numo taikymas, jrodant, kad konkreti hiperelipsiné kreivé neturi tasky su sveikosiomis koordi-

natemis.

Visi jrodinéjami teiginiai, iSskyrus paskutiniojo skyriaus, kiek autoriui zinoma, yra nauji.
Rezultatai yra publikuoti recenzuojamuose zurnaluose ir pristatyti mokslinése konferencijose

(7r. skyrius ,Publikaciju sarasas“ ir ,Rezultaty aprobavimas®).

1.4 Tyrimy metodika

Pagal tyrimy tematika disertacija galima skirti j dvi dalis. Pirmuose dviejuose skyriuose
ieskoma vidutinio mazo auksc¢io sprendiniy skaiciaus ant aprézto aukscio kreiviy asimptotika.
Likusiuose trijuose skyriuose jrodin¢jama, kad tam tikros kreivés neturi sprendiniy fiksuotame

kune ar ziede. Atitinkamai j dvi dalis galime skirti ir naudojamus metodus.

Idéja, kuria pagrjsta pirmoji dalis, yra geometriné ir priklauso M. Stoll. Visos hiperelipsinés
kreivés, einancios per duotg racionalyjj taska, gali buti sutapatintos su pastumtos gardeles
taskais. Skaiciy geometrijos metodu galima jvertinti pastumtos gardelés tasky skaiciy Euk-
lidinés erdveés rutulyje to rutulio spindulio, gardelés fundamentalaus lygiagretainio turio bei
Sio lygiagretainio ilgiausios jstrizainés ilgio terminais. Kai rutulio spindulys yra pakanka-
mai didelis palyginus su ilgiausios jstrizainés ilgiu, taip gaunamas jvertis yra pakankamai
geras. Gardelés fundamentalaus lygiagretainio turj, reikalinga Siam jverciui, galima isreiksti
per racionaliojo tasko pirmosios koordinatés skaitiklj ir vardiklj, pasinaudojus rekurentine for-
mule trijstrizaininiy matricy determinantams. Sumuojant gautuosius jvercius per visus duotos
gardelés pastumimus, gauname monotonine suma, kuria galima jvertinti integralu. Tankio
konstanty sekos v(H) konvergavimas jrodomas pasinaudojus tinkama sumuojamuy elementy
perstata. Antrame pirmosios dalies darbe nagrinéjamos Siek tiek bendresnio pavidalo lygtys.
Kad galétume joms pritaikyti pirmo darbo metodus, jrodome papildoma lema, skirta aprézti

skirtumg tarp Siame ir pirmame darbe sutinkamy integraly per tam tikros funkcijos iSvestine.

Keli zinomi skai¢iy teorijos rezultatai naudojami antroje disertacijos dalyje. I[rodinédami
zanro g = 4 kreivés, neturincios tasky duotame skaic¢iy kune, egzistavima, pasiskoliname Falt-
ings’o teorema bei Hilberto neredukuojamumo teoremos apibendrinima, jrodyta A. Schinzel.
Irodinédami analogiska teiginj zanro g = 0 kreivems, pasinaudojame Cebotariovo tankio teo-
rema bei idealy skaidymosi pirminiais daugikliais vienatinumu skaiciy kuny sveikyjy skaiciy
zieduose. Teiginio apie kongruenciy skaiciy kreives cikliniy plétiniy sveikyjy skaic¢iy zieduose

irodyme, be pastaryjy dviejy rezultaty, dar naudojama Dirichlé teorema apie apver¢iamy e-



lementy strukturg skaic¢iy kuny sveikyjy skaic¢iy zieduose. Be to, pasiskolinamos dvi neseniai
jrodytos teoremos: B. Green ir T. Tao teorema apie pasirinkto ilgio aritmetiniy progresijy, kuriy
elementai priklauso pirminiy skai¢iy aibés teigiamo tankio poaibiui, egzistavima, bei M. Jar-
den ir W. Narkiewicz teorema, tvirtinancia, kad baigtinai generuotose nulinés charakteristikos
sveikumo srityse visos aritmetinés progresijos, kuriy nariai yra fiksuoto skaic¢iaus apverciamy
elementy sumos, yra aprézto ilgio. Paskutiniame skyriuje svarby vaidmenj vaidina faktas, kad

Gauso sveikieji skaic¢iai skaidosi ] neredukuojamus daugiklius vieninteliu budu.

1.5 Disertacijos struktura

Disertacija parasyta angly kalba. Ja sudaro anotacija, naudojamy zymeéjimy paaiskinimai,

ivadas, penki skyriai bei cituotos literaturos sarasas. Disertacijos apimtis - 55 puslapiai.

2 Vidutinis mazo aukscio tasky ant hiperelipsiniy kreiviy
kiekis

Tegu g > 2 buna sveikasis skai¢ius, o n = 2g + 2. Lygtis

y2 = fpoa" + fn_lx”_l + ...+ fo

su sveikaisiais koeficientais f,, fu.—1, ..., fo ir nezinomaisiais x, y apibrézia zanro g hiperelipsing
kreive, jei daugianaris f,z" + f,_12" ! + ... + fo neturi kartotiniy Sakny ir bent vienas i3
skai¢iy f,, fn_1 yra nelygus nuliui. 1983 metais G. Faltings jrodé 1922 metais L. Mordell
iskelta hipoteze, teigiancia, kad hiperelipsiné kreive gali eiti tik per baigtinj skaiciy tasky,
kuriy abi koordinatés priklauso duotam baigtinio laipsnio racionaliyjy skai¢iy kuno plétiniui.
Vadinasi, galime klausti, kiek iS viso racionaliyjy tasky yra ant pasirinktos baigtinés aibes
tokiy kreiviy ir kalbéti apie vidutinj racionaliyjy tasky skaic¢iy. Galima tikétis, kad surikiavus
visas zanro g kreives pagal dydj, kurj ¢ia apibréziame kaip vektoriaus (f,, fn_1, .-, fo) ilgi,
vidutinis racionaliyjy tasky kiekis ant visy aprézto dydzio kreiviy artés j tam tikrg riba, kai
rézj didinsime. Hipotezéje, iskeltoje M. Stoll, spéjama, kad Si riba turéty buti nulis. Dar
daugiau - kad egzistuoja konstanta v, su kuria 7/ VN yra vidutinio skai¢iaus racionaliyjy
tasky ant kreiviy, kuriy dydis ne didesnis uz N, asimptotika. Kita labai stipri hipotezé (angl.
Uniformity conjecture) spéja, kad racionaliyju tasky skaicius ant zanro ¢ hiperelipsinés kreiveés
negali buti kiek norimai didelis. Spéjama, kad ir tasky, priklausanciy kuriam nors baigtinio

laipsnio racionaliyjy skaic¢iy kuno plétiniui, skai¢ius ant zanrdo g hiperelipsinés kreivés taip pat



negali buti kiek norimai didelis. IS kitos pusés, yra zinoma, kad zanro g = 2 kreivé, apibrézta

lygtimi

y? = 823428002° — 4701351602° + 524856812" + 23960404662°+
567207969z + 567207969x% — 9859056402 + 247747600

turi ne maziau nei 642 racionaliuosius taskus.

Racionaliojo skai¢iaus, uzrasyto nesuprastinama trupmena a/b, auksciu vadinsime didesniaja
is reikSmiy |a/|, |b|. Galime nagrinéti vidutinj skai¢iy racionaliyjy tasky, kuriy aukstis ne didesnis
uz H, ant kreiviy, kuriy dydis ne didesnis uz N. Siuo atveju galime jrodyti teiginj, analogiska

iskeltajai hipotezei:

2.1 TEOREMA. Tequ H, N - naturalieji skaiciai, tenkinantys nelygybe H+/2g+2 < N.
Tuomet vidutinis skaicius racionaliyjy tasky, kuriy aukstis yra ne didesnis uz H, jskaiciuo-
jant tasky kartotinumg, ant visy Zanro g hiperelipsiniy kreiviy, kuriy dydis ne didesnis uzZ N,

yra lygus

v(H)/VN + O(N—32H? 4+ N~ H?),

¢ia y(H) - skaicius, nepriklausantis nuo N. Be to, v(H) konverguoja kai H neapréztai didéja.

Jei tikésimes, kad didelio aukséio tasky ant kreiviy turi buti ,mazai“, si teorema gali buti
suprasta kaip heuristinis M. Stoll hipotezés argumentas. Neseniai (2013 m.) B. Poonen ir M.
Stoll darbe Chabauty’s method proves that most odd degree hyperelliptic curves have only one
rational point, pasirémus M. Bhargava ir B. Gross darbu, jrodoma, kad hiperelipsiniy kreiviy,
atsirandanciy i$ nelyginio laipsnio daugianariy ir neturinéiy (afiniyju) racionaliyju tasky, tankis
tarp visy tokiy kreiviy artéja j vieneta, kai zanras didinamas, taip Zengiant didelj Zingsnj
link visos hipotezés jrodymo. Naujausiame M. Stoll darbe jrodoma, kad jei hiperelipsinés
kreives Jakobio daugdaros K-racionaliyjy tasky grupés generatoriy skaic¢ius yra nedidelis, t.y.,
jei kreivés zanras yra ne mazesnis uz 3, o generatoriy skaicius bent 3 mazesnis uz zanra, tuomet
ta kreive turi ne daugiau negu C(d, g) tasky bet kuriame skai¢iy kune K, kurio laipsnis [K : Q)

yra ne didesnis uz d, ¢ia C'(d, g) yra skaicius, priklausantis vien nuo g ir d.



3 Homogeniniy daugianariy reikSmés taskuose, kuriy ko-

ordinatés yra mazo aukscio tarpusavyje pirminiai skaiciai

Pirmasis rezultatas gali buti interpretuojamas kaip dviejy kintamyjy homogeniniy daugia-
nariy su sveikaisiais koeficientais, jgyjanciy reikSme, kuri yra sveikojo skaiciaus kvadratas,
taske, kurio koordinatés yra mazo aukscio tarpusavyje pirminiai skaiciai, kiekio (jskaitant kar-
totinumus) asimptotika. Galima klausti, kaip §i asimptotika pasikeis, jei, uzuot skaiciave dau-
gianarius, jgyjancius reikSme, kuri yra sveikojo skaiciaus kvadratas, skaic¢iuosime daugianarius,
jgyjancius vieng arba daugiau kurio nors kito fiksuoto vieno kintamojo daugianario reikSmiy

sveikuosiuose taskuose. | §j klausimg atsakoma sia teorema:

1.2 TEOREMA. Tequ n - bet koks naturalusis skaicius, H, N - naturalieji skaiciai, tenkinan-
tys nelygybe Hy/n < N, o p € Zlx] - fiksuotas laipsnio m > 0 daugianaris su sveikaisiais
koeficientais. Tuomet skaicius trejety (a/b,c, f), kur a/b - racionalusis skaicius, uzrasytas su-
paprastintgja trupmena, o skaiciai a,b yra absuliuciu didumu ne didesni uZ H, ¢ - sveikasis
skaicius, o f - dviejy kintamyjy homogeninis daugianaris su sveikaisiais koeficientais, kurio
laipsnis ne didesnis uZ n, o dydis - ne didesnis uz N, tenkinanciy lygybe p(c) = f(a,b), yra
lyqus

7p<H)Nn+l/m+O(Nn+l/m_lH3+NnH2),

¢ia vp(H) - skaicius, nepriklausantis nuo N.

Kai n = 29 + 2, o p(z) = 2?2, i§ Sios teoremos nesunkiai gauname jrodytaja auksciau:
tereikia abi lygybés puses padalinti iS zanro ¢ hiperelipsiniy kreiviy skaic¢iaus, kuriy aukstis
nevirsija N, o tokiy kreiviy i§ viso yra vol(BI™ )Nt + O(N™). Jei m > 1 ir papildomai
yra tenkinama nelygybé n > 2m(m — 1), tuomet 7,(H) konverguoja kai H neapréztai didéja.
Jei nejskai¢iuosime pavidalo (0, ¢, f) trejety, tuomet taip modifikuoty konstanty ~,(H) ribos,
neapréztai didinant n reikSme, sudarys konverguojancia j nulj seka. Taipogi galime matyti,
kad kai N >> ™32} N 5 oo, narys vp(H)N”“/m yra teoremoje skaiciuojamo dydzio
asimptotika. Pazymeésime, kad reikalavimas N > H.+/n tiek Sioje, tiek ir ankstesnéje teoremoje
yra esminis, nes pirmoji jrodyme naudojama lema negali buti efektyviai taikoma gardeléms,

turinc¢ioms ilgg jstrizaine.

Teorema jrodinéjama analogiskai, kaip ir pirmoji, bet tam, kad galétume pasinaudoti ankstes-

niu metodu, reikalinga papildoma lema, kuri ir sudaro sios darbo dalies pagrinda:

3.2 LEMA. Tegu p(p) = p'+pi_1p" +...4+po € Rp| - kintamojo p daugianaris su realiaisiais
koeficientais, o Voli(t, p) = vol(BETH(0)N{x|x-e = p}) - sankirtos tarp (k+1)-macio euklidinio

10



rutulio, kurio spindulys lygus t, o centras koordinaciy pradzZioje, ir hiperplokstumos, kuri yra
statmena vienetiniam vektoriui e atstumu p nuo koordinaciy pradzios vektoriaus e kryptimsi,

k-matis turis. Tuomet teisinga lygybé
/ Voli(t, p(p))dp = / Vol (t, pH)dp + O(t*),
0 0

ia liekamojo nario O(t*) neisreikstgjai konstantai leidZiama priklausyti nuo k ir p, bet ne nuo
t.

Lema leidzia daugiamacio rutulio pjuviy, issidésc¢iusiy atstumais, atitinkanciais daugianario
p(p) reikSmes sveikuosiuose taskuose, bendra turj jvertinti per pjuviy atstumais, kurie yra
vienanario p™ reikSmeés svekuosiuose taskuose, bendra turj, taip supaprastinant jvertinima iki

jau gauto ankstesniame darbe.
Paminésime ir lygiagreciai gaunama jrodytos teoremos varianta, kai imame b = 1:

3.3 TEOREMA. Tegun - bet koks naturalusis skaicius, H, N - naturalieji skaiciai, tenkinantys
nelygybe Hy/n < N, o p € Z[x] - fiksuotas laipsnio m > 0 daugianaris su sveikaisiais koeficien-
tais. Tuomet skaicius trejety (a,c, f), kur a - sveikasis skaicius, absoliuciu didumu ne didesnis
uz H, ¢ - sveikasis skaicius, o f - vieno kintamojo daugianaris su sveikaisiais koeficientais,
kurio laipsnis ne didesnis uz n, o dydis - ne didesnis uz N, tenkinanciy lygybe p(c) = f(a), yra

lygus

,YP<H)Nn+1/m + O(Nn+1/m—1H2 + NnH),

¢ia v, (H) - skaicius, nepriklausantis nuo N.

4 Kreivés, isvengiancios tasky, kuriy koordinatés pri-

klauso duotam skaiciy kunui

Galima tikétis, kad tiek auksciau jrodyty teoremy, tiek ir Stoll hipotezés analogai turéty
galioti ir baigtinio laipsnio racionaliyjy skai¢iy kiino plétiniams. Vis délto pirmiau susiduriame
su elementaresniu klausimu: ar kiekvienam skaiciy kunui K egzistuoja kreivé su racionaliaisiais
koeficientais, neinantj per né vieng taska, kurio koordinatés buty to skaiciy kuno elementai?

Jei taip, kaip sukonstruoti kuo daugiau tokiy kreviy?

Vienas budas jrodyti, kad egzistuoja daug kreiviy, iSvengianciy aibés K x K tasky - pasi-

naudoti dviem gerai zinomomis teoremomis. Pagal auksc¢iau minéta Faltings’o teorema, lygtis

11



y? = 2% + 1 turi tik baigtinj skai¢iy sprendiniy kiine K. PaZymékime p,(z) bet kurio tokio

sprendinio xz-koordinatés o minimalyjj daugianarj virs racionaliyjy skaiciy. Galime jrodyti, kad
daugianaris p, (z%+y) yra neredukuojamas Ziede Q[z, y] su visomis natiiraliosioms d reik§meémis.
Imkime d > [K : Q]. Pagal Hilberto neredukuojamumo teorema, egzistuoja toks naturalusis
nx, su kuriuo visi daugianariai p, (z?+nx) yra neredukuojami virs racionaliyjy skaic¢iy. Tuomet

kreivé

v = (2% +ng)’ +1
isSvengs aibés K x K tasky.
Matome, kad tokios kreivés zanras priklauso nuo plétinio K/Q laipsnio. Galime to isvengti,

pasinaudoje ta pacia konstrukcija bei Siek tiek benresniu Hilberto neredukuojamumo teoremos

variantu, jrodytu A. Schinzel, ir jrodyti, kad

4.1 TEOREMA. FEgzistuoja be galo daug Zanro g = 4 kreivy su racionaliaisiais koeficientais,

isvengianciy aibés K x K tasky.

Galima ir Siek tiek paprastesné tokiy kreiviy konstrukcija. I§ Cebotariovo tankio teoremos
zinome, kad pirminiy skaiciy, kurie visiskai suskyla Galua plétinyje K, tankis pirminiy skaiciy
aib¢je yra lygus 1/[K : Q]. Galime jrodyti, kad jei p yra visiskai suskylantis pirmins skaicius,

o sveikasis skaic¢ius a néra kvadratiné liekana moduliu p, tuomet lygtis

y* = pr® + a2’

kuno K sveikuju skai¢iy ziede O turi vienintelj sprendinj (z,y, z) = (0,0, 0). IS ¢ia seka tokia

teorema.

4.2 TEOREMA. Tequ K - baigtinio laipsnio d Galua plétinys. Tuomet pirminiai skaiciai
p, su kuriais visos kreivés y*> = px® + a isvengia tasky su koordinatémis kune K, kai a yra
sveikasis skaicius, kuris néra kvadratiné liekana moduliu p, sudaro aibe, kurios apatinis tankis

visy, pirminiy skaiciy aibéje yra ne mazesnis uz 1/[K : QJ.

IS Sios teoremos galime padaryti tokia iSvada;

4.3 1SVADA. Egzistuoja be galo daug bet kurio Zanro kreiviy, apibréZty virs racionaliyjy
skaiciy kuno ir isvengianciy tasky, kuriy koordinatés priklauso pasirinktam baigtinio laipsnio
racionaliyjy skaiciy plétiniui K.

Pridursime, kad sio skyriaus metodais negalime sukonstruoti daugianario f(z) € Z[z|, kurio
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laipsnis biity lygus 9 arba biity lygus nelyginiam pirminiam skaic¢iui, o kreive y? = f(z) iSvengty

tasky su koordinatémis duotame skaiciy kune K.

5 Kongruenciy skaicCiy kreiveés

Naturalusis skaicius n yra vadinamas kongruenciu, jei egzistuoja statusis trikampis, kurio
krastiniy ilgiai yra racionalus skaic¢iai, o plotas yra lygus n. Klausimas, kurie naturalieji skaiciai
yra kongruentus minimas rasytiniuose saltiniuose jau desimtame amziuje, bet iki Siol néra iki
galo iSsprestas. P. Fermat jrode, kad sveikyjy skaiciy kvadratai néra kongruentiis skaiciai. Siuo
metu zinoma daug kongruenciy ir nekongruenciy skaic¢iy. Pavyzdziui, visi pavidalo 8m + 5

pirminiai skaiciai yra kongruentus, o visi pavidalo 8m + 3 pirminiai skaiciai - nekongruentus.

Skaicius n yra kongruentus tuomet ir tik tuomet, kai lygciy sistema

a’+ b =c?

ab = 2n

(1)

turi sprendinj teigiamais racionaliaisiais skaiciais a, b, c. Si lygciy sistema yra ekvivalenti sis-

temai

2 —4n = (a — b)?
A +4n = (a+0b)2

Taigi, jei n yra kongruentus skaicius, tuomet kreive

16n? = z* — ¢

turi racionalyjj taska su nelygiomis nuliui koordinatémis. Teisingas ir atvirkscias teiginys: jei
si kreivé turi racionalyjj taska su nelygiomis nuliui koordinatémis, tuomet n yra kongruentus

skacius. Tokio pavidalo kreives vadinsime kongruenciy skaic¢iy kreivémis.

Kongruentaus skaiciaus sgvoka galima apibendrinti: jei k£ yra racionaliyjy skaiciy kuno
plétinys, o S C k - bet koks jo poaibis, sakysime, kad naturalusis skaiCius n yra S-kongruentus,
jei (1) lygtis turi sprendinj nelygiais nuliui skaiciais a, b, ¢, priklausanciais aibei S. Kai aibé S
sudaro zieda, tuomet jei n yra S-kongruentus skaicius, tai ir jj atitinkanti kreive turi taska su

koordinatémis aibéje S.

E. Girondo ir bendraautoriy straipsnyje Right triangles with algebraic sides and elliptic
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curves over number fields buvo iskeltas klausimas, ar egzistuoja toks baigtinio laipsnio raciona-
liyjy skaiciy kuno pletinys K, kad visi naturalieji skaiciai buty K-kongruentus. Nors zinoma,
kad kreivé 16n? = 2* — 2 neturi sprendiniy racionaliyjy funkcijy kiine C(n), neseniai (2012 m.)
T. Jedrzejak straipsnyje Congruent numbers over real number fields i sj klausima buvo salyginai
atsakyta teigiamai, parodant, kad jei teisinga yra silpna Birch ir Swinnerton-Dyer hipotezé

kongruendiy skai¢iy kreivéms, tuomet visi naturalieji skaiciai yra Q(v/3, v/5)-kongruentis.

Galime klausti, kurios kongruenciy skaic¢iy kreives turés taskuy virs duoto racionaliyjy skaiciy
kiino plétinio sveikyjy skai¢iy ziedo. Siame darbe jrodome tokia teorema kongruenéiy skaiciy

kreivéms, atitinkanc¢ioms pirminius skaicius:

5.1 TEOREMA. Tegu K - ciklinis racionaliyjy skaiciy kuno plétinys. Tuomet pirminiai
skaiciai p, su kuriais kreivé 16p* = x* — y? neturi sprendiniy skaiciy kuno K sveikyjy skaiciy
ziede Ok su nelygia nuliui x koordinate, sudaro bet puse (asmptotine prasme) visy inertisky

kune K pirminiy skaiciy.
Pazymékime ciklinio plétinio K /Q laipsnj d. IS jrodytos teoremos iSplaukia, kad

5.2 ISVADA. Pirminiai skaiciai, kurie néra Og-kongruentus, turi ne maZesnj uz ¢(d)/(2d)

apating tanky pirminiy skaiciy aibéje (¢ia ¢ - Oilerio funkcija).

5.3 PAVYZDYS. Daugianaris f(z) = z® — 3z + 1 yra neredukuojamas Ziede Q[z]. Be to,
jo diskriminantas yra racionaliojo skaiciaus kvadratas, todél sio daugianario skaidymosi kuno
laipsnis lyqus trim, taigi, yra ciklinis racionaliyjy skaiciy kuno plétinys. Tegu o = 2 cos(2m/9)
buna daugianario f(x) Saknis. IS teoremos isplaukia, kad pirminiai skaiciai, kurie néra Zlo]-
kongruentus, sudaro aibe, kurios apatinis tankis visy pirminiy skaiciy aibéje yra ne mazesnis
uz 1/3.

Teoremos jrodymui pasiskoliname du teiginius, kuriuos suformuluosime ¢ia kaip lemas. Pir-
moji yra B. Green ir T. Tao teorema.

5.4 LEMA. Tegu A - pirminiy skaiciy poaibis, turintis teigiama apating tanky pirminiy skaiciy
aibéje. Tuomet aibéje A yra be galo daug bet kurio (baigtinio) ilgio aritmetiniy progresijy.

Antroji yra teorema, jrodyta M. Jarden ir W. Narkiewicz.

5.5 LEMA. Jei R yra baigtinai generuota nulinés charakteristikos sveikumo sritis, o | -
naturalusis skaicius, tuomet egzistuoja tokia konstanta Aj(R), kad kiekvienoje aritmetinéje pro-
gresijoje 1§ ziedo R elementy, turincioje daugiau nei Aj(R) nariy, bus bent vienas narys, kurio

negalima uzrasyti | Sio Ziedo apverciamy elementy suma.
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Greta 8iy teiginiy jrodyme taip pat naudojama Dirichlé teorema apie multiplikatyviosios
apveréiamy elementy grupes skai¢iy kuny sveikyjy skai¢iy zieduose struktura, Cebotariovo
tankio teorema, nusakanti pirminiy idealy skaidymosi tipy skaiciy kuny sveikyjy skaiciy zieduo-

se daznj bei idealy skaidymosi nebesiskaidanciais dalikliais vienatinumas.

Teoremos jrodymas suskyla i du atvejus. Pirmuoju atveju pradiné lygtis suvedama j lygciy

sistema

2?2 —y=opr
2?2 +y = 16p/r

su nezinomaisiais x,y,r € Ok bei salyga, kad r dalija 16. Imdami patj didziausig kuno K
pokunj K’, kurio, kaip racionaliyjy skaiciy kuno plétinio, laipsnis yra nelyginis, pastebime, kad
prijunge prie K’ kompleksinj skai¢iy v/—1, vél gausime ciklinj pletinj. I Cebotariovo teoremos
galime isvesti, kad Siame pletinyje inertiskais liks pusé (asimptotine prasme) pirminiy skaiciy,
kurie yra inertiski pradiniame plétinyje K. Butent Siems pirminiams (iSskyrus p = 2) galime

irodyti, kad nagrinéjamoji lygtis negali turéti sprendiniy su nelygia nuliui z reikSme.

Antruoju atveju pradiné lygtis suvedama j lygciy sistema

x? —y = 16p?/r
2y =r.

Siuo atveju prijungiame prie kiino K visus pavidalo /7 skaicius (¢ia r € O, kaip ir auks¢iau,
dalija 16). Dirichlé teorema leidzia padaryti iSvada, kad taip gautas plétinys tebebus baigtinio
laipsnio racionaliyjy skai¢iy kuno plétinys. Siame plétinyje galime kairigja iSvestos lygties
222%r — 16p? = r? puse iSskaidyti dauginamaisiais ir padaryti iSvada, kad 8p yra dviejy sveikyjy
algebriniy skai¢iy, kurie yra 162 dalikliai, suma. Tuomet lemy pagalba nebesunku igvesti, kad

tokiy pirminiy skaiciy tankis pirminiy skaic¢iy aibéje turi buti lygus nuliui.

2n+1 __ .2

6 Lygciu z y° = 4 sveikieji sprendiniai ir Gauso

sveikieji skaiciai
Paskutiniame disertacijos skyrelyje jrodome, kad hiperelipsiné kreive y? = 2% — 4 iSvengia
tasky su sveikosiomis koordinatémis. Sis rezultatas yra Zinomas, bet ¢ia jrodomas kitu biidu, nei

tai daroma zurnale ,Mathematical Excalibur® pateiktame sprendime: ¢ia pasinaudojame Gauso

sveikyjy skaiciy skaidymosi daugikliais vienatinumu. Pats jrodymo budas taip pat yra gerai
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zinomas ir taikomas panasiems uzdaviniams spresti, kai duotosios lygties abi puses pavyksta
isskaidyti | daugiau dauginamyjy kuriame nors racionaliyjy skaiciy plétinyje, kurio sveikyjy
skaiciy ziedas yra principiniy idealy ziedas. Naudodamiesi ta pacia idéja jrodome ir truputj

bendresnj teiginj:

Il 2 — 4 turi

6.1 TEOREMA. Tegu n Zymi neneigiamqg sveikqji skaiciy. Tuomet lygtis
sveikqji sprending (z,y) tada ir tik tada, kai lygtis y+ 2i = 41+ 2i)* 1 turi sveikqjj sprending

(y,1).

Paskutinioji lygtis gali buti intepretuojama geometriskai per posukio ir homotetijos trans-
formacijas plokstumoje. Gali buti jdomu klausti, ar yra be galo daug naturaliyjy skaiciy n, su
kuriais Si lygtis turi sveikajj sprendinj. Pasirodo, kad atsakymas j $j klausima yra neigiamas:
T. Nagell jrodé, kad lygtis neturi sveikyjuy sprendiniy kai n > 2. S. S. Pillai iskelta hipotezé
spéja, kad, ir daug bendriau, bet kuris naturalusis skai¢ius gali tik baigtiniu skaic¢ium budy

buti uzrasytas kaip dviejy naturaliyjy skaiciy laipsniy skirtumas.
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7 ISvados

Siame darbe
» radome vidutinio mazo aukscio racionaliyjy tasky ant hiperelipsiniy kreiviy kiekio asimp-
totika. Sj rezultata apibendrinome platesnei lygéiy klasei.

o Sukonstravome nedideles kiekvieno zanro kreiviy, iSvengianciy tasky su koordinatémis

duotame skaicy kune, Seimas.

o [rodéme, kad bent pusé kongruenciy skaiciy kreiviy, atsirandanciy iS pirminiy skaiciy,
kurie yra inertiski duotame cikliniame skai¢iy kune, neturi netrivialiy tasky su koordi-

natémis to kuno sveikyjy skaiciy ziede.
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10 Summary

This thesis is comprised of research work that the author pursued as a graduate student at
the Department of Mathematics and Informatics of Vilnius University and as an undergraduate
student at Jacobs University. The object of investigation is solvability of certain families of two-
variable algebraic equations in rational numbers or algebraic numbers and, more restrictedly,
rational or algebraic integers, as well as the number of solutions with restrictions on their
heigth.

The thesis consists of an abstract, explication of used notation, introduction, five sections
and bibliography. In the first section, average number of rational points of small height on
hyperelliptic curves of fixed genus is described. It is shown that when only rational points of
height that is small compared to the number of curves considered are counted, this average
decreases proportionally to 1/ V/N, where N is the bound on the size of the curves that are
considered. Furthermore, the constant of proportionality is expressed explicitly and the error
term is estimated. In the second section, a genaralization of this result is obtained to a wider
class of equations. In the third section, some families of curves that do not have points in a
given number field are constructed. In the fourth section, curves that arise from the congruent
number problem are investigated. It is shown that, asymptotically, at least half of the curves
that correspond to prime numbers that remain inert in a given cyclic extension of the field of
rational numbers, do not have nontrivial points over the ring of integers of that extension. In

the last section, integral solutions of a particular family of hyperelliptic curves are investigated.
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