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ITVADAS

Tikimybiniai matai yra vienos is svarbiausiy jrankiy tiriant atsitiktinius
reiskinius bei dydzius. Asimtotinj $iy objekty elgesj charaktrerizuoja tikimy-
biniy maty konvergavimas, darzniausiai yra naudojamas silpnas konvergavi-
mas. Todél tikimybiniy maty jvairiose erdvese tyrimas yra svarbus tikimybiy
teorijos uzdavinys.

Tegul, kaip jprasta, R yra visy realiyjy skaiciy aibé, o C yra kompleksiné
plokstuma. Magistro darbe yra nagrin¢jami tikimybiniai matai ir jy silpnasis
konvergavimas Dekarto sandaugoje R x C. Tam tikslui yra naudojamos
charakteringosios transformacijos.

Simboliu B(S) zymésime erdvés S Boreliy aibés klase ir tegul, trumpumo
délei, X = R x C. Erdveés X taskams naudosime Zymenj (z,re™). Tegu P

yra tikimybinis matas, apibréztas erdvéje (X, B(X)), ir
Pr(A)=P(AxC), AeBR).

Tuomet funkcijas

w(r) = /emdPR, T €R,
R

ir
w(Ty, T, k) = /ei(ﬁ”k”)rmdP, T, €E Rk EZ,
X

vadiname mato P charakteringosiomis transformacijomis. Funkcijos w(ry, 72, k)
apibrézime pointegraline funkcija laikome lygia nuliui, jei r = 0.

Egzistuoja glaudus rysys tarp mato P ir jo charkteringyjy transformacijy.
Tai rodo toks tvirtinimas.

3.1 teorema. Tikimybinis matas P yra vienareiksmiskai apibréZiamas
savo charakteringosiomis transformacijomis (w(1), w(r, 12, k)).

Charakteringosios transformacijos yra naudingas objektas tiriant tikimybiniy
maty konvergavima erdvéje (X, B(X)).

Tegul P,, n € N (N yra sveikyjy teigiamy skai¢iy aibé), ir P yra tikimy-

biniai matai erdvéje (X, B(X)). Sakome, jog P,, kai n — oo, silpnai konver-



guoja j mata P erdves X prasme, jei P, silpnai konverguoja j P ir papildomai
lim P,(R x {0}) = P(R x {0}).

Sis apibrézimas primena tikimybiniy maty konvergavima erdveés C prasme,
kuris buvo nagrinétas [3| ir [4] darbuose.

Magistro darbe yra gauti kai kurie rezultatai apie maty erdvéje (X, B(X))
konvergavima.

5.1 teorema. Tegul P, yra tikimybinis matas erdvéje (X, B(X)), o (w, (1),
Wy (11,72, k)) yra jo charakteringosios transformacijos, n € N. Tarkime, jog
P,, kai n — oo, silpnai konverguoja erdves X prasme 3 kurg nors tikimybing
matq P erdvéje (X, B(X)). Tuomet

lim w,(7) =w(r), 7€R,

n—oo
i

lim w, (11,70, k) = w(m, 72, k), 71,72 € Rk €Z.

n—oo

Cia (w(7),w(11, 72, k) yra mato P charakteringosios transformacijos.
5.2 teorema. Tegul P, ir (w,(7),w, (11,72, k)) yra apibrézti 5.1 teore-

moje. Tarkime, kad

lim w,(7) =w(r), 7€R,

ir
Jirgown(Tl,Tg,k) =w(m, 1, k), m,meRkeZ,
o funkcijos w(r), w(r,0,0) ir w(0,7,0) yra tolydzios atitinkamai taskuose
7=0,7=01irmn=0. Tuomet erdvéje (X, B(X)) egzistuoja toks tikimybinis
matas P, kad P,, kain — oo, silpnai konverguoja erdvés X prasme 3 matq P.
Siuo atveju (w(T),w(m, T2, k)) yra mato P charakteringosios transformacijos.
Irodytos teoremos gali buti pritaikytos analizinéje skai¢iy teorijoje na-

grinéjant funkcijy, apibréziamy Dirichlé eilutémis, reikSmiy pasiskirstyma.



1. PAGALBINIAI REZULTATAI

1. apibrézimas. Tarkime, kad €2 yra netuscia aibé. Jos poaibiy sistema

F vadinama o-algebra (o-kunu), jei
1. Qe F,
2. A°c F, kai A€ F,

3. UAneF kaiA,eF, m=12,...

m=1

2. apibrézimas. Neneigiama aibés funkcija P, tenkinanti salygas

1. P(Q) =1,

2. P(U An) = > P(A,,) visoms tokioms aibéms A,, € F, kad A; N
m=1 m=1
A; =0, k # 1, vadinama tikimybiniu matu.

3. apibrézimas. Tarkime, kad A yra aibiy sistema. Maziausias o -
kunas, kuriam priklauso §i sistema vadinamas aibiy sistemos A genetruotu
o - kunu. Jei S - metriné erdvé, tai jos visy atviry aibiy sistemos generuotas
o - kunas vadinamas erdvés S Borelio aibiy klase ir zymimas B(S).

Tarkime, kad P, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (S, B(.S)).

4. apibrézimas. Jei su kiekviena realia, tolydzia funkcija f erdvéje S

/fdPn—>/fdP, n — 00,
S S

tai sakome, kad matas P,, kai n — oo, silpnai konverguoja j mata P. Tai
zymeésime simboliu P, = P

1.1 teorema. P, = P tada ir tik tada, kai i§ bet kokio posekio {P,}
galima isskirti tokj posekj { P}, kad P,» = P.

5. apibrézimas. Apibrézty erdvéje (S, B(S)) tikimybiniy maty seka
{P} vadinama reliatyviai kompaktiska, jei bet kokia elementy i§ {P} seka
turi silpnai konverguojantj posekj.

6. apibrézimas. Apibrézty erdvéje (S,B(S)) tikimybiniy maty seka
{P} vadinama suspausta, jei bet kokiam ¢ > 0 egzistuoja tokia kompaktiska
aibé K, kad P(K) > 1 — ¢ visiems P is { P}.
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1.2 teorema. Jei tikimybiniy maty seka { P} yra suspausta, tai ji yra ir
realiatyviai kompaktiska.

1.3 teorema. Tequl P,,n € N ir P yra tikimybiniai matai erdvéje
(S,B(S)). Tuomet P,,n — oo, silpnai konverguoja i matg P tada ir tik tada,
kai kiekvienas posekis {P,1} C {P,} turi savyje tok; kitq poseks {P, 2}, kad
P, 2,n — 00, silpnai konverguoja j P.

Teoremy 1.1, 1.2, 1.3 jrodymus galime rasti [1] monografijoje.

7. apibrézimas. Tegul P yra tikimybinis matas erdvéje (S, B(S)). Aibé
A € (S,B(S)) yra vadinama mato tolydumo aibe, jeigu P(dA) = 0. Cia A
yra aibés A krastas.

Mums bus reikalingas toks silpnojo kponvergavimo ekvivalentumas.

1.4 teorema. Tikimybinis matas P,, kai n — oo, silpnai konverguoja j
matq P tada ir tik tada, jeigu kiekvienai mato P tolydumo aiber A

nhi& P,(A) = P(A).
Teorema yra dalis 1.1 teoremos i§ [1].

1.5 teorema. Tikimybinis matas P erdvéje (R, B(R)) yra vienareiksmis-
kai apibréZiamas savo charakteringgja funkcija.

Prisiminsime tikimybiniy maty konvergavima erdvese R ir C.

Tegul P yra tikimybinis matas erdvéje (R,B(R)). Sio mato charak-

teringoji funkcija f(7) yra apibréziama formule

f(r) = / ¢ dp.

R

1.6 teorema. Tegu P, yra tikimybinis matas erdvéje (R, B(R)), o f.(7)
yra jo charakteringoji funkcija, n € N. Tarkime, kad P,, kain — oo, silpnai
konverguoja § matq P. Tuomet f,(7) konverguoja j mato P charakteringgjq
funkcijg. Konvergavimas yra tolydus kiekviename baigtiniame intervale.

1.7 teorema. Tequ P, ir f, yra apibrézti 1.6 teoremoje, jeigu

lim f,,(7) = f(7),

n—oo



o funkcija T yra tolydi taske T = 0, tai tada matas P,, kai n — oo, silpnai
konverguoja i kuri nors matg P erdvéje (R, B(R)). Siuo atveju f yra mato
P charakteringoji funkcija.

1.6 ir 1.7 teoremy jrodymus galima rasti [2].
Tegul P, yra tikimybinis matas erdvéje (C,B(C)). Mato P charak-

teringoji transformacija w(7, k) yra apibréziama formule

w(T, k) = / |z|Tek ez dp, e Rk € Z.
C\{0}

1.8 teorema. Tikimybinis matas P erdvéje (C,B(C)) apibréZiamas vie-
nareiksmiskai savo charakteringgja transformacija w(t, k).

8. apibrézimas. Tegul P ir P, yra tikimybiniai matai erdvéje (C, B(C)).
Sakome, kad P,, kat n — oo, silpnar konverguoja erdvés C prasme j matqg P,

jeigu Py, kai n — oo silpnai konverguoja j P ir papildomaz

lim P,({0}) = P({0}).

Yra teisingos tokios tolydumo teoremos.
1.8 teorema. Tegul P, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (C, B(C)),
0 wy (1, k) ir w(r, k) yra ju charakteringosios transformacijos. Jeigu P,, kai

n — 00, silpnai konverguoja erdvés C prasme j matg P, tai tada

lim w, (1, k) =w(r, k), T7€RkeZ.

n—oo

1.9 teorema. Tegul P, yra tikimybinis matas erdvéje (C, B(C)), o w, (7, k)
jo charakteringoji transformacija, n € N. Tarkime, kad

lim w, (1, k) =w(t, k), T7€R k€ELZ,

n—oo

ir funkcija w(t, k) yra tolydi taske T = 0. Tuomet erdvéje (C,B(C)) egzis-

tuoja toks tikimybinis matas P, 3 kurj kain — oo, silpnai konverguoja erdvés



C prasme matas P,.

Siy teoremy jrodymai duoti [3] ir [4].



2. TIKIMYBINIAI MATAI ERDVEJE
(Y, B(Y))

Tegul 7 yra vienetinis apskritimas {s € C : |s| = 1} kompleksin¢je ploks-
tumoje, T=R x v, 0Y =R x T. Sandaugos Y taskus zZymeésime (z,y, a) su
z,y € Rir a € 7. Tikimybinio mato P erdvéje (Y, B(Y)) Furjé transforma-

cija f(rm1,m, k), 71,7 € R, k € Z, yra apibréziama formule

f(m1, 1, k) = /ei(ﬁﬁﬁy)akdp

Y

Tikimybiniy maty erdvéje (Y, B(Y)) tyrima pradésime tokia teorema.

2.1 teorema. Tikimybinis matas P yra vienareiksmiskai apibréZiamas
savo Furjé transformacija f(m, T2, k).

Irodymas. Imkime du matus P, ir P, erdvéje (Y, B(Y)) su jy Furjé trans-
formacijomis fi(71, 72, k) ir fo(71, 72, k). Mums reikia jrodyti, kad i§ lygybeés

fi(r1, 72, k) = fa(m1, 72, k), T, €R K €Z,
visoms aibéms A € B(Y) isplaukia lygybé
Pi(A) = Py(A).

Aigku, jog pastargja lygybe pakanka jrodyti aibéms A, turinc¢ioms pavidala
A = (a,b] x (¢,d] x I, kur [ apskritimo 7 laukas ir —oco < a < b < o0,
—o0o<c<d<oo.

Realiy skaiciy aibéje R apibréziame funkcija ¢ (u) formule

1, kai u <0,
Yu)=<¢ 1—u, kai0<wu<l,
0, kai u > 1,

ir tegul ¢, (u) = ¥ (nu). Simboliu p(z, A) Zymeésime tasko x atstuma iki aibés



A, tuy.
p(x,A) = yigg p(x,y),

o p1(a,l) yra tasko « atstumas iki lanko I. Apibréziame funkcijas
gl,n(x) = %ﬁn(/)(% (Cl, b])),

g2,n(y) = djn(p(ya (C, d]))? (1)
g3,ﬂ(a) = 77/)n(p1(04, l)):

ir tegul I4 yra aibés A indfikatorius. Tuomet i§ funkcijos 1(u) apibrézimo ir
(1) gauname, kad
hHolo gl,n(x) = I(a,b] (%),

lim g1, (y) = Le.q(y),

n—oo

lim g ,(a) = Li(a).

n—oo

Todeél
‘PJ(A) - nh—>nolo gl,n(‘r)gQ,n(y)g&n(O{)d.Pj, j = 1, 2.

Y

Vadinasi pakanka jrodyti, jog visiems n € N yra teisinga lygybé
[ 50@0@n@aP = [ 9@t @
¢ Y

Fiksuojame n € N, imame 0 < £ < 1 ir parenkame tokius skai¢ius K; >
0 ir Ky > 0, kad funkcijos g1 ,(x) ir g2,,(y) buty lygios 0 atitinkamai uz
intervaly [— Ky, K] ir [— K3, Ks] riby ir be to, galioty nelygybé

PJ(Y\AKLIQ) <g, j = 1727 (3)

kur
AK17K2 = {(x,y,oc) €Y: ’JJ| < Kl? |y| < KQ}

Kadangi g;,(—K;) = g;n(K;), funkcija g;,(z) pagal VejerStraso teorema

[5] galima aproksimuoti tolygiai intervale [— K, K] baigtine triginometrine



suma

imiTE
J

§ )79
ajﬂnje J Y
mj

kuri yra periodiné su periodu 2K, j = 1,2. Panasiai funkcija gs,(a) yra

aproksimuojama tiesine kombinacija apskritiminiy funkcijy
Z by, ™.
m3

I3 8iy pastaby gauname, kad sandauga g1,,(%)g2.,(y)g3.n () yra aproksimuo-

jama tolygiai stac¢iakampyje
[— K1, K] x [ K>, K]

baigtine suma

imiTT  Imgmy
g(l’,y,Oé) = Z afl,mla2,m2b3€ Er e Kz '3,

mi,m2,m3

Suma parenkame taip, kad visiems (z,y, o) € Ak, k, buty patenkinta nely-
gybeé
|91.0(2) 92,0 (1) 93,0 () — 9(2,y, 0)| < e. (4)

Is apibrézimo isplaukia, kad
| 910 (%) 920 () g3.0 ()| < 1. (5)
Todél i8 ¢ia ir (4) gauname, kad visiems (x,y, o) € Ak, k,
9(z.y. )| = [910(2)92.0(¥) g3 (@) + (9(2,y: @) = G1.0(2)g2.0(y) g3n(@)) | <
< g1 (@) 920 (1) 3.0 ()] + [9(2, 1, @) = g1 (2) G20 (Y) 3.0 ()| <
< l+e.

I$ ¢ia ir funkcijos g(z,y,«) periodiskumo turime, kad visiems (z,y,a) €
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Y\ Ak, k, teisinga nelygybé
|91 (%) G20 (1) 3.0 () — g(2, 1, )| < | 910 (@) G20 (V) 3.0 ()| + |9(, 5, )|
< 1l+1l+e=2+c¢. (6)
I5 (3), (4) ir (6) randame , kad

/ |917n(x)927n(y)93,n(a) — g(:v,y,a)‘de =

([ [ )@@ -gle.0)|dp, < c+242) < te

AK1,K2 Y\AKl,KQ

j=12.

Is cia isplaukia, kad

/mﬂ@mM@%d@ﬂﬁ—/mM@me%AMW%

Y Y

/a:y, dpl/ o, y, ) AP, |+ /

Y
/ an an g3’n(05)—g($,y,06)’dp2 <
Y

gln g2n g37n<04)—g(l’,y,06)‘dpl

/ T,y o dPl_/g(xaz%a)dPZ

Y Y

/g(x7y7a)dpl_/g(xvyva)dPQ
Y

Y

+4e +4e < + 8e. (7)

Is teoremos salygy ir Furjé transformacijy apibrézimo turime lygybe

/g(x7y7a)dpl:/g(ﬁ,y,()é)dpg.

Y Y
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Todél i8 ¢a ir (7), kai ¢ — 0, gauname (2) lygybe, ko ir pakanka teoremos
tvirtinimo jrodymui.

Toliau panagrinésime tikimybiniy maty erdvéje (Y, B(Y)) silpnajj kon-
vergavima.

2.2 teorema. Tegul P, yra tikimybinis matas erdvéje (Y, B(Y)), o fn(m1,
To, k) yra jo Furjé transformacija, n € N. Tarkime, kad P,, kai n — oo,

silpnai konverguoja j kurj nors matg P erdvéje (Y,B(Y)). Tuomet
lim fn(TlaT%k) :f(TlaT%k)a 1, T2 GR,]CGZ,

o f(m,72, k) mato P Furjé transformacija.

Irodymas. Funkcija e (M*+7) % yra tolydi ir aprézta erdvéje Y. Todél teo-
remos tvirtinimas yra betarpiska Furjé transformacijos apibrézimo ir silpnojo
maty konvergavimo apibrézimo isvada.

2.3 teorema. Tegul P, ir f,(m1,72,k), n — 00, yra apibrézti 2.2 teore-

moje. Tarkime, kad

lim f, (7,72, k) = f(r,72, k), 7,2 €RkELZ,

n—o0

o funkcijos f(11,0,0) ir f(0,7,0) yra tolydzZios atitinkamai taskuose 7 = 0
ir o = 0. Tuomet erdvéje (Y,B(Y)) egzistuoja toks tikimybinis matas P, j
kury, kai n — oo, silpnai konverguoja matas P,. Siuo atveju, f(11, 7T, k) yra
mato P Furjé transformacija.

Jrodymas. Apibréziame matus
Prn(A)=P,(AxT), AecB(R),
ir
Pr,(A)=P,(Rx A), AeB(T).

Yra zinoma, jog maty Seima {P, : n € N} yra suspausta, jei yra suspaustos
marginaliyjy maty Seimos { P, : n € N} ir { Pr,, : n € N}. Todél pirma mes
gausime pastaryjy Seimy suspaustuma. Pradésime nuo Seimos {Pr,, : n €
N}.
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Tegul
fn(7_27 k) = fn(077_2> k)) T2 < R, k € Z

Tuomet funkcija f,(72, k) yra mato Pr, Furjé transformacija. IS teoremos

salygy turime, kad
lim fo(ro, k) = £a(0,72.k) < f(rk), meERKEL (8)

Tegul u > 0. Tuomet pasinaudoje Fubinio teorema [4, 1.74 teoremal apie

integravimo tvarkos keitimg ir Furjé transformacijos apibrézimu, gauname

— / (1 — fn(TQ, O))dT2 = —/ (1 — /6”2ydp’]1"n> dT2 =
u u
—u —u T
1 i X 1 iT2Y u
u u Yy —u
T T
i 1
:2/(1—$nw0dﬂm2 l/ (1———>ﬂﬁn2
J uy |uyl

—Uu
(y,)€T,|y|>2

EHMO%@ewmng) ()

Dabar pasinaudosime funkcijos f(7,0) tolydumu taske 75 = 0. Turime, kad

kiemvienam ¢ > 0 egzistuoja toks u > 0, kad
1 u
E/‘l — f(T270>‘dT2 < €.

I3 ¢ia, (8) bei Lebego teoremos apie aprézta konvergavima [5] gauname, kad

egzistuoja toks ng € N, kad visiems n > ng yra patenkinta nelygybé

1/!1 — fn(TQ,())‘dTQ < 2e.
u

13



Si nelygybé kartu su (9) nelygybe parodo, jog visiems n > ng

2
Pr, ((y, a)eT: |yl > Z) < 2e. (10)

Mazindami v galime pasiekti, kad paskutinioji lygybé islikty teisinga ir vi-
siems n < ny. Kadangi aibé K = {(y,«) € T : |y| < 2} yra kompaktiska

erdvéje T, tai is (10) turime, kad visiems n € N teisinga nelygybeé
Pro(K)>1— 2.

Pagal apibrézima tai reiskia, kad tikimybiniy maty Seima {Pr,, : n € N} yra
suspausta.

Maty Seimos {Pr,, : n € N} suspaustumas yra jrodomas analogiskai.

Is pastaryjy 2 seimy suspaustumo, kaip buvo mineéta, gauname, kad maty
Seima {P, : n € N} yra suspausta. I§ ¢ia iSplaukia pagal 1.2 teorema, kad
maty Seima {P, : n € N} yra reliatyviai kompaktiska. Todél kiekvienas
posekis {P,,} C {P,}, turi savyje kita posekj {P,,}, silpnai konverguojantj,
kai ny — oo, j kurj nors mata P, erdvéje (Y,B(Y)). Be to, funkcija yra
f(r1, 72, k) mato P Furjé transformacija. Pagal 2.1 teorema turime, kad
matas P yra visy silpnai konverguojanc¢iy posekiy ribinis matas. Todeél teo-

rema yra 1.3 ir 2.2 teoremy isvada.
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3. ATITIKTIS TARP MATU IR JU
CHARAKTERINGUJU TRANSFORMACILIU

Tegul X = Rx C, o (x,re?) yra erdves X taskai. Tegul P yra tikimybinis
matas erdvéje (X, B(X)), ir

Pa(A) = P(Ax C), AeB(R).

Tuomet funkcijos
w(T) = /eimdPR, T e R,
R

ir
w(ry, 1o, k) = /ei(“”ky)rmdP, 1,2 €EREk€Z,
X
yra vadinamos mato P charakteringosiomis transformacijomis.

Siame skyrelyje irodysime tokj tvirtinima.

3.1 teorema. Tikimybinis matas P yra vienareiksmiskai apibréZiamas
savo charakteringosiomis transformacijomis (w(t),w (7, 12, k)).

Irodymas. Pirmiausia pastebime, kad viena funkcija w(r, 7, k) negali
vienareikSmiSkai apibrézti mato P. PavyzdZiui, tarkime, kad matas P; turi
vieneting mase taske (z;,0), j = 1,2, 1 # zo. Tuomet wy(m, 2, k) =
wy (71, T2, k) = 0 nors Py # P,. Kitais ZodZiais tariant, jeigu r = 0, tai
funkcija w(7y, 7, k) neskiria maty erdvés X komponentéje R.

Tegul Xy = R x (C\{0}). Tuomet funkcija h : Xy — Y, apibrézta formule

h(z,re") = (z,logr, e'¥),
yra tolydi, todél ir mati. Vadinasi,

w(7‘1,7‘2, k’) = /ei(nx-i-ky)rewfz dP = /Gi(Tlx+T2y)adeh_1, (11)

X Y

1,72 € Rk €Z.
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Cia matas Ph~'(A) yra apibréziamas formule
Ph™'(A) = P(h™'A), A€ B(Y).

Tegul G = w(0,0,0) = P(Xy). Tarkime, kad 3 # 0, ir erdvéje (Y, B(Y))

apibréziame tikimybinj mata P formule

. P(h'A) _ Ph7\(4)

P(A) == 5 AEBY) (12)

[§ ¢ia iSreiskiame Ph™!(A) ir jstate j (11), gauname,

w(m, 12, k) = ﬂ/ei(m”w)akdp, 71,72 €E Rk €Z. (13)

Y

Tegul
f(Tl,TQ, k) = /ei(”“”y)akdf?, T, €E Rk EZ,
Y

yra mato P Furjé transformacija. Tuomet (13) formule galima perraSyti
pavidalu

~ IU(Tl,TQ,/{f)

flr, 1, k) = 5 , T, €ERkeZ. (14)
Is 2.1 teoremos turime, kad matas P yra vienareikSmiskai apibréziamas savo
Furjé transformacija f(ri, 72, k). Todél is (14) gauname, kad jis yra vien-
areik8miskai apibréziamas ir funkcija w(m, 79, k). Vadinasi matas P(A) yra
vienareik§miskai apibréziamas w(7, o, k) visoms aibéms A € B(X), A C X,.
Atskiru atveju, P(A x (C\{0})) yra vienareik§miskai apibréziamas visoms
aibéms A € B(X). Kadangi matas P(A x C) vienareiksmiskai apibréziamas,
is ¢ia gauname, kad P(A x {0}), A € B(R), yra taip pat vienareiksmiskai
apibréziamas funkcijomis w(7) ir w(m, 79, k). Tai rodo, kad P(A) visoms
aibems A € B(X), An (R x {0}) = 0, yra vienareikdmiskai apibréziamas
charakteringosiomis transformacijomis. Taigi atveju § # 0 teorema jrodyta.

Tegul 5 = 0, t.y., P(Xy) = w(0,0,0) = 0. I3 ¢a turime, kad P(A) =0
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visoms aibéms A € B(X), A € Xo, yra vienareiksmiskai apibrézta. Siuo

atveju visoms aibéms A,
A€ B(X), A=A, x Ay, A, € B(R), A, € B(C),0 € Ay,
furime
P(A) = P(A; x Ay) = P(A; x (A\{0})) + P(A; x {0}) = P(A, x {0}).
Tadiau
P(A; x {0}) = P(A1 x C) — P(A; x (C\{0})) = P(A; x C) = Pa(Ay),

todél yra vienareiksmiskai apibréziama funkcija w(7). Teorema visais atvejais

jrodyta.
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4. TOLYDUMO TEOREMOS ERDVEJE
(X, B(X))

Siame skyrelyje gausime pagrindinius darbo rezultatus apie silpnajj tiki-
mybinj maty konvergavimg erdvéje (X, B(X)). Siam tikslui naudosime cha-
rakteringasias transformacijas.

Visy pirma apibrésime silpnajj tikimybiniy maty konvergavima erdvéje
(X, B(X)). Tegul P,, n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (X, B(X)).
Sakome, jog P,, kai n — o0, silpnai konverguoja j matg P erdvés X prasme,
jei P, silpnai konverguoja j P ir papildomai

nh_}rgo P,(R x {0}) = P(R x {0}).

5.1 teorema. Tegul P, yra tikimybinis matas erdvéje (X, B(X)), o (w, (1),
Wy (11,72, k)) yra jo charakteringosios transformacijos, n € N. Tarkime, jog
P,, kai n — oo, silpnai konverguoja erdves X prasme 3 kurg nors tikimybing
matq P erdvéje (X, B(X)). Tuomet

lim w,(7) =w(r), 7€R,

n—oo
i

lim w, (11,70, k) = w(m, 72, k), 71,72 € Rk €Z.

Cia (w(7),w(11, 72, k) yra mato P charakteringosios transformacijos.

Irodymas. Kadangi P,, kai n — oo, sipnai konverguoja j P, tai i$ cia
turime, kad Pg,, kai n — oo, silpnai konverguoja j Pr. Todél turime atitin-
kamy charakteringyjy funkcijy konvergavima

lim w,(7) =w(r), 7€k

n—oo

Tegul
8 = w(0,0,0) = /dP — P(R x (C\ {0}).

Xo
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Kadangi
Tim P, (R x {0}) = P(R x {0}),

tal pazymeje
ﬁn = wn(07 07 0)7

gaunalne
lim 3, = 6.
n—oo

Jeigu § # 0, tai gauname, kad matas P,, kai n — oo, silpnai konverguoja
] mata P. Todél i§ 2.2 teoremos iSplaukia atitinkamy Furjé transformacijy

konvergavimas

lim fn<7—177—27k) = JE(TlaTzak)y 7,72 € Rk € Z.

n—oo

I3 ¢ia pasinaudoje (14) tipo formule randame, kad

lim w, (71,70, k) = w(m, 2, k), 71,7 €R k€EZ.

n—oo

Jeigu B = 0, tai ribinis matas P yra sukoncentruotas aibéje (R x {0}),
o jo charakteringoji transformacija w(m, 72, k) = 0. Todél i§ charakteringy

transformacijy apibrézimo gauname, kad

lim w,, (7,72, k) = 0.

n—oo

Teorema jrodyta.
Dabar suformuluosime ir jrodysime teorema, atvirkstine 5.1 teoremai.
5.2 teorema. Tegul P, ir (w,(7), w, (11,72, k)) yra apibrézti 5.1 teore-

moje. Tarkime, kad

lim w,(r) =w(r), 7T€R,

n—oo
wr

lim wy, (1, 7o, k) = w(m, 72, k), 7,72 €RkeEZ,

n—oo

o funkcijos w(t), w(,0,0) ir w(0,72,0) yra tolydZios atitinkamai taskuose
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7=0,7=0irm=0. Tuomet erdvéje (X, B(X)) egzistuoja toks tikimybinis
matas P, kad P,, kai n — oo, silpnai konverguoja erdvés X prasme 3 matg P.
Siuo atveju (w(T), w(T, T2, k)) yra mato P charakteringosios transformacijos.
Irodymas. Tegul
P, = w,(0,0,0).

Pagal teoremos salyga turime, kad

lim 8, = w(0,0,0) <

n—oo

Tarkime, kad g # 0. Tuomet egzistuoja toks skaicius n € N, kad (3, # 0, kai
n > ng. Tarkime, kad n > ng, ir (12) formule apibréziame mata P, erdvéje
(Y, B(Y)). Tegul f,(m,7s,k) yra mato P, Furjé transformacija. Tuomet i
(14) formulés turime, kad

A wn(7—177-27k)

fn(7'1,7'2,]€) = 6 , T1,T9 GR,]{TGZ.

Kadangi
lim w, (7, T, k) = w(m, ™, k), T,meRkeZ

ir funkecijos w(7), w(m,0,0) ir w(0,72,0) yra tolydzios atitinkamai taskuose

7=0,7 =0ir » =0, tai i§ ¢ia gauname, jog egzistuoja riba
Ji_)rrolofn(ﬁﬁg,k) = f(r1, 72, k), m,meRkeL,

o funkcijos f(71,0,0) ir f(0,7,0) yra tolydzZos atitinkamai tagkuose 7 = 0

ir i, = 0. Todél i§ 2.2 teoremos turinio, kad erdvéje (Y, B(Y)) egzistuoja

toks tikimybinis matas 15, i kurj, kai n — oo, silpnai konverguoja matas Pn,

be to, f(Tl, Ty, k) yra mato P Furjé transformacija.

Simboliu 0A Zymeésime aibés A krasta. Primename, jog krasta sudaro
tokie taskai, kuriy kiekvienoje aplinkoje yra tasky, priklausanciy aibei A ir
nepriklausanciy aibei A. 3 skyrelyje buvome apibréze funkcija h : Xy — Y
formule

h(z, rew) = (z,logr, ew)
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ir matéme, kad ji yra tolydi. Nesunku matyti, jog jos atvirkstiné funkcija
yra taip pat tolydi. IS ¢ia turime, jog funkcija h yra homeomorfiné. Todél

[1] kiekvienai aibei A € B(Y) yra teisinga lygybé
O(h~tA) = h™1(0A). (15)
Kadangi B,, kai n — oo, silpnai konverguoja j Pir

n—oo

tai i§ mato P apibrézimo turime, kad erdvéje (X,B(X)) egzistuoja toks

tikimybinis matas P, kad

lim P,(A) = P(A)

n—oo

visoms aibéms A = h™'B, kur B € B(Y) ir P(h"'0B) = 0. Tada pagal (15)

lygybe
P(0h™'B) = P(DA).

Todél gauname, kad

lim P,(A) = P(A) (16)

n—od

visoms mato P tolydumo aibéms A, neturin¢ioms tasky (z,0). Atskiru

atveju,
lim P, (A x (C\ {0})) = P(4 x (C\ {0}) (17)
visoms mato P(A x C) = Pg(A) toludumo aibéms A. Be to, kadangi
71113)10 Wy (1) = w(T)

ir funkcija w(7) yra tolydi taske 7 = 0, tai turime, kad

lim P,(Ax C)=P(AxC)

n—oo
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visoms mato Pg tolydumo aibéms. I$ ¢a ir (17) visoms mato Pg tolydumo

aibéms A gauname sarysj
lim P,(A x {0}) = P(A x {0}). (18)

Tarkime, kad B D 0 yra mato Fg, Pc(B) = P(R x B) tolydumo aibé. Tada
is (16)-(18) isplaukia, kad kiekvienai mato Pg tolydumo aibei A

lim Py(Ax B) = lim By(Ax ((C\ {0})\ BY)U{0})

n—oo n—oo

= lim P,(A x (C\{0}) — lim P, (A x B
+ ,}LIEOP"(A x {0}) = P(A x (C\ {0}))
— P(Ax B°) + P(Ax {0}) = P(A x B).

Taigi gavome, kad matas P,, kai n — oo, silpnai konverguoja j P.
Kadangi

tai panasiu budu randame, kad ir
lim P,(R x {0}) = P(R x {0}).

Taigi atveju, kai 3 # 0, teorema yra jrodyta.
Tegul § = 0. Tuomet

Tim P,(R x (€ {0})) = 0.

IS ¢ia gauname, kad
lim P,(A) =0

n—oo

visoms aibéms A € R x (C\ {0}). Kadangi

lim w, (1) = w(7),

n—oo

22



turime, kad visoms mato Py tolydumo aibéms

lim P,(A xC)=P(AxC).

I8 cia ir sarysio
lim P,(Ax (C\{0}))=0

gauname, jog
lim P,(A x {0}) = P(Ax C) = P(A x {0}).

Kadangi
lim P,(R x {0}) =1,

gauname, kad P,, kai n — oo, silpnai konverguoja erdves X prasme j mata
P, kurio visa masé sukoncentruota aibéje R x {0}.
Visais atvejais i silpno mato konvergavimo apibrézimo turime, kad (w(7),

w(T1, T2, k)) yra maty P charakteringosios transformacijos.
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ISVADOS

Tegul R realiy skai¢iy aibé , o C kompleksiniy skaic¢iy plokstuma ir X =
R x C. Erdveés X tagkai yra zymimi (x,7¢e’?). Tegul B(S) erdveés S Borelio
aibiy klasé, P yra tikimybinis matas erdvéje (X, B(X)), o

Pr(A) = P(AxC), AecB([R).
Mato P charakteringosiomis transformacijomis yra vadinamos funkcijos

w(T) = /e”‘”dPR, TeR
R
ir
w(Ty, T2, k) = /ei(“”k“")rmdP, 1,7 ER, k €Z.
X

Magistro darbe nustatyta, jog matas P yra vienareikSmiskai apibréziamas
savo charakteringosiomis transformacijomis (w(7), w(ry, 7, k)). Si atitiktis
tarp mato ir jo charakteringyjy transformacijy tam tikra prasme yra tolydi.

Tegu P,, n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (X, B(X)). Sakome,
kad P,, kai n — oo, silpnai konverguoja j mata P erdvés X prasme, jeigu P,,
kai n — oo silpnai konverguoja j P, taip pat ir papildomai

RILIEO PR x {0}) = P(R x {0}).

Darbe gauta, jog i$ silpno maty konvergavimo erdvés X prasme iSplaukia
charakteringyjy transformacijy konvergavimas ir atvirksciai, jeigu charak-
teringosios transformacijos konverguoja j funkcijas tolydzias nuliniame taske,

tai i$ ¢ia iSplaukia maty silpnas konvergavimas erdvés X prasme.
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SUMMARY

CHARACTERISTIC TRANSFORMS OF PROBABILITY
MEASURES

Let R and C denotes the set of all real and complex numbers, respectively.
Denote X = R x C. The space X are denoted by (z,re?). Let B(S) stand for
the doss of Borel sets of space S, let P be a probability measure on (X, B(X)),
and

Pr(A)=P(AxC), AeB[R).

The functions
w(r) = /emdPR, TER
R
and
w(Ty, T, k) = /ei(ﬁ”k‘p)rmdP, 1,72 € Rk € Z.
X
are called the characteristic transforms of the measure P.

In de work it is obtained that the measure P is uniquely determined by its
characteristic transforms (w(7),w(7,72,k)). This correspondence between
the measures P and its characteristic transforms is some sense continuous.

Let P,, n € N, and P be probability measures on (X, B(X)). We say that
P,, as n — oo, converges weakly in the sense of X to the measure P if P,
converges weakly to P as n — oo, and, additionally,

lim P(R x {0}) = P(R x {0}).

n—oo

It is obtained, that the weak convergence in the sense of X implies the conver-
gence of characteristic transforms, and, on the contrary, if the characteristic
transforms converge weakly to the functions continuous at zero, then from
this the weak convergence in the sense of X for the probability measures

fallows.
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