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1 Ivadas

Siuolaikiné draudimo matematikos teorija buvo pradéta vystyti XX a. pradzioje,
kai Svedy aktuaras Filipas Lundbergas pasiulé sudétinj Puasono rizikos modelj [14].
Sis modelis apraso draudimo jmonés turimo sutaréiy portfelio elgsena, kurig jtakoja
turimas pradinis kapitalas, draudéjy mokamos jmokos bei iSmokamos zalos. Véliau
jau klasikiniu tapes Lundbergo modelis buvo plec¢iamas, tobulinamas, bendrinamas,
ir $iuo metu yra nagrinéjama daugybé modelio variacijy. Siame disertaciniame darbe
nagrinéjamas modifikuotas diskretaus laiko rizikos modelis, kai Zzalos pasiskirs¢iusios
skirtingai.

Rizikos modeliuose nagrinéjamas draudiko turtas, esantis virs jsipareigojimuy, dar
vadinamas mokumu — tai papildoma apsauga draudéjams, kad esant nuostoliams
didesniems nei numatyta, buty iS ko juos iSmoketi. Pastaraisiais metais draudimo
imoniy mokumui Europoje skiriama daug démesio siekiant uztikrinti, kad draudimo
imonés bankroto tikimybé per vienerius metus nevirsyty 0.5 proc. Harmonizavus
mokumo atsargos skaic¢iavimo reikalavimus visoje Europoje, buty sumazinta rizika,
kad draudikas neisgalés vykdyti jsipareigojimy, o draudimo jmonés bankroto atveju
draudeéjy nuostoliai buty mazesni. Be to, draudimo prieziuros institucijos turéty
daugiau galimybiy stebéti rinka ir, atsiradus poreikiui (draudiko turimo turto lygiui
nukritus Zemiau minimaliy reikalavimy), galéty iskart reaguoti. Tokiu budu buty

uztikrinamas draudimo rinkos finansinis stabilumas ir patikimumas.

1.1 Tikslai ir uzdaviniai

Sio disertacinio darbo tikslas — iSvesti diskretaus laiko rizikos modelio su skirtingai
pasiskirséiusiomis zalomis pagrindiniy rizikos maty israiskas. Tam buvo iskelti Sie

uzdaviniai:

o Praplesti klasikinj diskretaus laiko rizikos modelj, nagrinéjant skirtingai pasi-

skirsciusias zalas (bet vis dar nepriklausomas).
o Rasti proceduras bankroto tikimybiy ir Gerber-Shiu funkcijos tikslioms reiks-
mems skaic¢iuoti.

o Analizuoti baigtinio ir begalinio laiko kritines modelio charakteristikas. Ne-

vienodai pasiskirs¢iusiy zaly begalinio laiko kritiniy charakteristiky analizé yra

[ et



e Begalinio laiko kritiniy charakteristiky nagrinéjima isskaidyti atsizvelgiant j
pradinj kapitalg. Atskirai nagrinéti atvejus, kai kapitalas nulinis ir kai jis tei-

giamas.

o ISnagrinéti nors vieng konkrety diskretaus laiko rizikos modelio atveji, kai zalos

pasiskirscéiusios pagal skirtingus geometrinius désnius.

» Rasti procedirg diskretaus laiko rizikos modelio su skirtingai pasiskirsé¢iusiomis
zalos ir kintan¢iomis racionaliomis jmokomis kritiniy charakteristiky skaiciavi-

mui.

1.2 Mokslinio darbo naujumas

Siame disertaciniame darbe nagrinéjamas diskretaus laiko rizikos modelis su skir-
tingai pasiskirs¢iusiomis zalomis. Kiti autoriai, pavyzdziui, De Kok [6], Leféevre ir
Picard [12], yra nagrinéje tokj klasikinio modelio praplétima, tac¢iau jie apsiribojo tik
baigtinio laiko bankroto tikimybeés analize. Siame darbe i$vestos rekursinés formulés
leidzia greitai suskaiciuoti baigtinio laiko bankroto tikimybe ir Gerber-Shiu funkcija.

Taip pat norétysi atkreipti démesj, kad begalinio laiko bankroto tikimybeé ir
Gerber-Shiu funkcija diskretaus laiko rizikos modeliui su nevienodai pasiskirsciu-
siomis zalomis literaturoje iSvis néra nagrinéjama. Be to, baigtinio laiko Gerber-Shiu
funkcija, nors ir yra naturalus begalinio laiko Gerber-Shiu funkcijos praplétimas, bu-
vo apibrézta bei pradéta nagrinéti tik pries metus ir tik klasikinio rizikos modelio
atveju. Tai padaré nepriklausomai vieni nuo kity Siaulys ir Kocetova 2010 metais
[17], Kuznetsov ir Morales 2011 metais [11]. Todél sio darbo rezultatai yra pirmieji
modeliy su skirtingai pasiskirsc¢iusiomis zalomis srityje.

Be to, darbe nagrinéjamas ir modelis su skirtingai pasiskirsciusiomis zalomis, jgy-
janc¢iomis racionalias reikSmes. Jam irgi pateikiama formulé baigtinio laiko bankroto

tikimybéms rasti.

1.3 Metodai

Disertacijoje naudojami siuolaikinés tikimybiy teorijos ir statistikos metodai. Patei-

kiamy pavyzdziy skaitinés vertes suskaic¢iuotos Maple programine kalba.



1.4 Darbo struktura

Disertacinis darbas yra suskaidytas j septynias dalis. Pirmose dviejose dalyse yra
apzvelgiami klasikiniai rizikos modeliai bei jy iSplétimai. Trecioje dalyje supazindi-
nama su disertacijoje nagrinéjamu modeliu, pagrindinémis sgvokomis bei zyméjimais.
Kitose trijose dalyse pateikiami pagrindiniai rezultatai, jy jrodymai, skaitiniai pavyz-
dziai su iliustracijomis. Paskutinéje dalyje nagrinéjamas specialus modelio atvejis,
kai zalos pasiskirsciusios pagal geometrinj désnj. Taip pat prieduose yra pateikiami
pagrindiniy rezultaty kodai Maple programine kalba.

Pirmame skyriuje aprasomi klasikiniai rizikos modeliai: Sparre Andersen [16], su-
détinis Puasono rizikos modelis [5], [9], [15], [18], sudétinis binominis rizikos modelis
[9]. Parodoma, kaip jie vienas su kitu susije. Pristatomi pagrindiniai rizikos matai,
toliau nagrinéjami darbe — bankroto tikimybé ir Gerber-Shiu funkcija. Apzvelgia-
mi Gerber ir Shiu [10], Li ir Garrido [13] darbai, pristatomi ir jvairiy kitu autoriy
rezultatai.

Antrame skyriuje apzvelgiami klasikiniy modeliy praplétimai, artimiausi diser-
taciniame darbe nagrinéjamam diskretaus lauko rizikos modeliui su skirtingai pasi-
skirsc¢iusiomis zalomis. Pristatomi De Kok [6], Picard ir Lefevre [12] rezultatai.

Treciame skyriuje detaliai aprasomas darbe nagrinéjamas diskretaus laiko rizikos
modelis su skirtingai pasiskirs¢iusiomis zalomis ir pagrindinés savokos: draudiko re-
zervai, bankroto laikas, baigtinio ir begalinio laiko bankroto tikimybés, baigtinio ir
begalinio laiko Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija.

Toliau pristatomi autorés [1], [2], [3], [4] straipsniuose publikuoti rezultatai. Ket-
virtame skyriuje nagrinéjama baigtinio laiko bankroto tikimybe. Gaunama tiksli
rekursiné formulé, kurios pagalba galima baigtinio laiko bankroto tikimybe isreiksti
per trumpesnio laiko bankroto tikimybiy sumg. Pateikiami keli skaitiniai pavyzdziai,
iliustruojantys formulés veikimg. Tada nagrinéjamas dar bendresnis diskretaus laiko
rizikos modelis su zalomis, galin¢iomis jgyti reikSmes iS racionaliyjy skaiciy aibés
su tam tikrais apribojimais. Jrodomos dvi teoremos, kuriy pagalba modelis su ra-
cionaliomis zalomis suvedamas j modelj su diskreciomis zalomis ir suskaiciuojama
baigtinio laiko bankroto tikimybeé. Pateikiamas skaitinis pavyzdys.

Penktajame skyriuje nagriné¢jama begalinio laiko bankroto tikimybés problema.
Skirtingai pasiskirsciusiy zaly atveju suskaiciuoti Sig tikimybe yra tikrai nelengva,
jei néra daroma jokiy prielaidy apie zaly skirstinius. Isvedama rekursiné formulé,
kuria norint pasinaudoti jau reikia padaryti tam tikras prielaidas apie zaly skirstinius.

Pateikiamas pavyzdys, kai zalos pasiskirsc¢iusios cikliskai, kas realiame pasaulyje buty



sezoniniai zaly svyravimai arba ekonomikos pakilimo ir nuopuolio ciklai.

Sestasis skyrius yra pats didziausias ir apimantis daugiausiai rezultaty. Jame
analizuojama Gerber-Shiu funkcija — baigtinio laiko ir begalinio laiko. Irodomos
teoremos ir gaunamos rekursinés israiskos. Be to, gaunama tiksli begalinio laiko
Gerber-Shiu funkcijos israiska, kai pradinis kapitalas lygus 0. Pateikiamas algorit-
mas, kaip naudojant gautas rekursines formules, galima rasti Gerber-Shiu funkcijos
vertes. Disertacinio galo pabaigoje, Priede, pateikiamas Maple programos kodas,
kurio pagalba galima tai suskaiciuoti. Viskas iliustruojama gausiais pavyzdziais bei
spalvotais bréziniais. Parodoma, kad begalinio laiko bankroto tikimybé priklauso
net ir nuo zaly skirstiniy eilés sekoje. Pavaizduojama priklausomybé nuo pradinio
kapitalo ar nagrinéjamo periodo trukmeés, nubraizomi funkcijos verciy pavirsiai.

Disertacijos pabaigoje pateikiamas atskiras pavyzdys, kai zalos pasiskirsc¢iusios
skirtingai pagal geometrinj désnj. Analizuojami du atvejai su skirtingais parametrais.

Gaunamos baigtinio laiko bankroto tikimybés, kurios pavaizduotos ir grafiskai.

2 Pagrindiniai rezultatai

2.1 Savokos

Rizikos teorijoje diskretaus laiko rizikos modelis yra skirtas draudimo jmonés turto
analizei ir jo pagalba yra nagrinéjamos draudimo jmonei kylancios rizikos. Laikoma,
kad draudiko turta kiekvienu laiko momentu jtakoja trys veiksniai: turimas pradinis
kapitalas, gaunamos jmokos ir mokamos iSmokos (zalos). Klasikinio diskretaus laiko
rizikos modelio atveju jvykstancios zalos yra nepriklausomos ir vienodai pasiskirs-
¢iusios. Siame disertaciniame darbe nagrinéjamas modelis atsisakant prielaidos apie
vienoda zaly pasiskirstyma (taciau vis dar paliekant prielaida, kad jos nepriklauso-
mos), kadangi realiame pasaulyje stebima tiek infliacija, tiek ekonominio pakilimo
ir nuosmukio ciklai, todél modelis su skirtingai pasiskirsc¢iusiomis zalomis geriau at-
vaizduoty realybe.

Pateikiame apibrézimus, kurie iSsamiai aprasyti disertacijos 3 skyriuje.

1 apibrézimas. Laikysime, kad draudiko turtas kiekvienu laiko momentu t € {0} U

N =: Ny yra apibrézZiamas lygybe

t
Ui(bj)(t) =u+t— Z ZH_]',
=1



kur patenkintos tokios salygos:
e pradinis kapitalas u = quj)(O) € Ny,
e Zalos Z1, 75,73, . .. yra nepriklausomi neneigiams atsitikiniai dydziai, sveikgsias

reiksmes jgyjantys su lokaliomis tikimybémis (j,k € Ny):

n =P (Ziy; = k)

. Aisku, kad seka Zi, Z5, ... nusako pasiskirstymo funkcijy seima

=)
HO(2) =P(Z1; <2) =Y h' zeR
1=0

Kaip matome i$ draudiko turto apibrézimo, gaunamos jmokos yra pastovios ir

lygios 1. Kai j = 0, model] vadinsime baziniu. Viena is galimy proceso Uﬁj) (t)

trajektorijos realizacijy pateikiama 1 paveiksle.

1 pav.: Viena is galimy proceso Uzgj )(n) trajektorijy

Pagrindinis rizikos valdymo uzdavinys — tai jvertinti draudimo jmonés veiklg bei
prisiimamg rizika. Kiekvienu laiko momentu draudiko turimas kapitalas gali likti
teigiamas, tapti neigiamu arba lygiu nuliui. Situacija, kai draudiko kapitalas krenta
zemiau ar tampa lygus nuliui, vadinama nemokumu arba bankrotu. Atitinkamai,

bankroto laikas yra pirmasis laiko momentas, kai jvyksta bankrotas.

2 apibrézimas. Modelio bankroto laikas — tai apibendrintas atsitiktinis dydis, api-

bréZiamas lygybe:

min {t > 1: Uqgj)(t) < 0},

00, jetgu Ul(bj)(t) >0, visiems te N.

) _



Vienas iS pagrindiniy rizikos maty, vertinant prisiimama rizika, yra bankroto

tikimybé.

3 apibrézimas. Baigtinio laiko bankroto tikimybé - tai tikimybé subankrutuoti iki
tam tikro laiko t € N, kat pradinis turtas v € Ny ir modelio postumio parametras

j € Ny:
D (u,t) =P (Tzﬁj) < t) .

Begalinio laiko bankroto tikimybé - tai tikimybé apskritai kada nors subankrutuoti.
Butent:

60 () = P (Tﬁ < oo) = lim v (u, ).
— 00

Kitas siame disertaciniame darbe naudojamas rizikos matas yra Gerber-Shiu

funkcija

4 apibrézimas. Baigtinio ir begalinio laiko Gerber-Shiu funkcija modeliui su skir-
tingat pasiskirsciusiomis Zalomis apibréZiamos taip:
¢(j)(u’ t) = E[e_‘STﬁj)ﬂ

i _s(d)
of) (w) = Ele ™™ 100 _ )

kurd>0,teN, ueNyirjeNj.
Kai § = 0, Gerber-Shiu funkcija sutampa su bankroto tikimybe, t.y.:

{T<t}

6 (u) = E[I | =P(T) < 00) = v ().

{1 <00}

Apibréze pagrindines savokas, pristatysime disertacinio darbo rezultatus. Visos
teoremos jrodomos diskretaus laiko rizikos modeliui su skirtingai pasiskirsc¢iusiomis
zalomis, jgyjanc¢iomis neneigiamas sveikas reiksmes, isskyrus 3, 4 ir 5 teoremas, kur
papildomos modelio salygos aprasomos atskirai.

Pirmosios penkios teoremos pateikia baigtinio ir begalinio laiko bankroto tiki-
mybiy suskaic¢iavimo metodus, o paskutiniosios trys teoremos leidzia suskaic¢iuoti

baigtinio ir begalinio laiko Gerber-Shiu funkcijos reiksmes.



2.2 Baigtinio ir begalinio laiko bankroto tikimybés

Pirmosios dvi teoremos pateikia rekursines formules baigtinio bei begalinio laiko
bankroto tikimybiy suskai¢iavimui. Cia ir véliau skliausteliuose nurodomas teoremos

numeris, pagal kurj teoremg su pilnu jrodymu galima rasti disertaciniame darbe.

1 teorema (4.1). Diskretaus laiko rizikos modelio su skirtingai pasiskirsciusiomis

zZalomis baigtinio laiko bankroto tikimybés

b (u,t) =P <u tn— Zz§j> <0 kakuriam n e {1,2,... ,t})

i=1
kiekvienam j,u € Ny tenkina sias lygybes:
(1) = 1-HI (),
() = D 1)+ U w1kt —1) b,

t=23... .

2 teorema (5.1). Sakykime, kad patenkintos diskretaus laiko rizikos modelio su skir-

tingai pasiskirsciusiomis Zalomis sqlygos. Tada begalinio laiko bankroto tikimybés
n
YD () =P (u +n=Y Zin; <0, katkuriam n € N)
i=1
visiems j,u € Ny tenkina Siq lygybe:

() = 9(0) + zujw“)(r) =) HD (u - 1))
r=1

u—1
= (1= HOUEY).
0

<

2.3 Diskretaus laiko rizikos modelis su skirtingai
pasiskirsc¢iusiomis zalomis, jgyjanciomis racionalias
reikSmes

Kitos trys teoremos nagrinéja modifikuotg diskretaus laiko rizikos modelj su skirtingai

pasiskirséiusiomis zalomis, jgyjanciomis neneigiamas racionalias reikSmes. Be to,

gaunamos jmokos gali kisti bégant laikui ir kartu su pradiniu kapitalu gali jgyti

neneigiamas racionalias reikSmes.



Apibréziame draudiko turtg kiekvienu laiko momentu ¢ € N taip:

t t

U(n)zu—i-ZCi—ZZi, kur

i=1 i=1
e dydziai u, c1, co, ... yra neneigiami ir priklauso racionaliyjy skaiciy aibei Q;
e 7alos 71, 7y, Z3, . .. yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, jgyjantys neneigiamas
racionalias reikSmes:;
e egzistuoja toks naturalusis skaicius «, su kurivo au € Z, ac; € Z (i € N) ir
aD,(cj ez ( € Ny, k € N), kur D](cj ) yra a.d. Zi4; igyjamos racionalios reiksmeés su
tikimybe A\,

Baigtinio laiko bankroto tikimybé, kaip ir visame disertaciniame darbe, yra
o (u,t) = P <T5j> < t) .

Dabar suformuluosime pagalbine teorems, kurios pagalba véliau bus suskaiciuo-
jama baigtinio laiko bankroto tikimybeé modeliui su zalomis, jgyjan¢iomis racionalias

reikSmes.

3 teorema (4.3). Tarkime, kad v € Ny; a.d. Zy,Zs,... yra nepriklausomi ir jgyja

svetkgsias reiksmes; hlgj) =P(Z14; = k) visiems k € Z ir j € Ng. Tada tikimybés

P (u,t) =P <u+nz Ziyj <0, kazkuriam ne{1,... ,t})
i=1

visiems j,u € Ny tenkina Sias lygybes:

0w =

k>u

DD (u,t) = oD (u,1)+ Z DU (41 — Kyt — 1) h,(j).
k=—00
Verta atkreipti démesj, kad a.d. Z1, Z5,... nebutinai jgyja tik neneigiamas reiks-

mes ir todél Siy atsitiktiniy dydziy nevadiname zalomis.

4 teorema (4.5). Baigtinio laiko bankroto tikimybé g (u,t), visiems u,t € Ny sutam-
pa su tikimybe O (au,t), kur sveikareiksmiai a.d. 21+j, j € Ng yra pasiskirste su

tokiomis tikimybémas:

~(7) o~ ; j
haD,(j)—acj—l =P <Z1+j = ozD](Cj) —acj — 1) = h,(j), k € Ny.



Si teorema jrodoma tiesiogiai pasinaudojus tuo, kad egzistuoja naturalusis « ir
visiems fiksuotiems j,n € Ny galioja

n

n
aU(n):au—l—n—Z(aZi—aci—l):au—i—n—zz.
i=1 i=1

Pagal 4 teorema baigtinio laiko bankroto tikimybé w&) ) (u,t) modelyje su racio-
nalias reikSmes jgyjanciomis zalomis gali buti suskaic¢iuota naudojantis 3 teorema,
pritaikius atitinkamg modelio transformacija. Pastebime, kad dé¢l modelio apriboji-
my transformuoti a.d. Zﬂ- (7 € Np) gali jgyti tik baigtine aibe neigiamy reiksmiy.
5 teorema (4.7). Baigtinio laiko bankroto tikimybé g(u,t), visiems u,t € Ng su-
tampa su baigtinio laiko bankroto tikimybe () (au, Zt: aci), kur a.d. Ei, i € N yra

i=1

pasiskirste su tokiomis tikimybémis:

=~ -1y (i-1) ol
P(zZzi=aD, ')=h, 7, k€Ng, jei 1= ) acny,
m=1

P(Zi = k) = Tg_gy, kitur.

Akivaizdu, kad pasirinktam « ir visiems fiksuotiems j,n € Ny, turime

n n
aU(n) = au + Zaci — ZaZi.
i=1 =1

Kadangi ac; € N visiems i € N, tai nagrinéjamas modelis yra ekvivalentus jprastam

diskretaus laiko rizikos modeliui, kai zalos jgyja sveikgsias neneigiamas reikSmes.

Eo,...,EQ,O(ZLEQ,...,E(),CVZQ,..., (1)
— S——

aci—1 aca—1

kur a.d. Ej pasiskirste pagal iSsigimusj désnj, t.y.
P(Ey = k) = Ti—gy-

Pastebime, kad zalos Z; (¢ € N) i§ pradinio modelio transformuojasi i a.d. aZ;
t
su lygiai iSdalintais skaiciais ) ac; transformuotame modelyje (1). IS ¢ia ir seka 5
i=1
teoremos jrodymas.

2.4 Baigtinio ir begalinio laiko Gerber-Shiu funkcija

Dabar griztame prie jprasto diskretaus laiko rizikos modelio su skirtingai pasiskirs¢iu-
siomis zalomis, jgyjanc¢iomis sveikas neneigiamas reikSmes. Pateikiame tris teoremas,

kuriy pagalba randamos baigtinio ir begalinio laiko Gerber-Shiu funkcijos reikSmeés.



6 teorema (6.3). Sakykime, kad patenkintos modifikuoto diskretaus laiko rizikos mo-
delio sqlygos. Tada baigtinio laiko Gerber-Shiu funkcija visiems j € Ng, ue Ny ir
d = 0 tenkina sias lygybes:

o (w1) = ¢ (1—H<J'><u>),

oD (w,t) = ¢, 1)+ e 5Z¢J“ wl—k, t—1)h) | 1=2,3 .

[rodymas. Teorema jrodoma tiesiogiai pasinaudojus Gerber-Shiu funkcijos apibré-
zimu, zaly Ziyj, Za+j, Z3+j, ... nepriklausomumu ir tuo, kad zaly sekos Z;(j 1),

Zot(j+1)s Z3+(j+1); - - - Pasiskirstymas sutampa su pasiskirstymu sekos Za j, Z3+j, Za4j, . - -:

—(5T(j)

o) = B[

—5T - _ - —6m
E e Z ]I{Téj)m}] = Z E [6 ]I{Téj)—m}i|
m=1
= Z e~0mP (ng)<u, o ,ngll< u757(,{) > u) =P (S ( > u)—l—z —om

{T&j><oo}] -

m=1
P (59)<u, S5 <u—s)... 89 —sP<u—5Y) 505z u—5Y ))
= P (P )+ 3 e
m=2 k=0
P (sé”-s}jk u—k+1,...,89 gDy gy, 895V u—k—l—l)
— P (ng) > u) +e0 h,(cj) Z e 0
k=0 =1
G

P (0" 0<umkr1.. 5 1)<u—k+1,5l(j+1)>u—k:+1)

_ —61@(5 )+e—5Zh 69 (0 — k4 1)

= P (5P > u)+e 52% 10V, (2)
Taigi
w ) w . w  u+l ' .
> o) = 3B (s) zu)+ et 33 o)
u=0 u=0 u=0 r=1
w w+1 w
= Y (1-HOW) +e*52¢§””<r> S
u=0 u=r—1
= 6_62(1 ) _5Z¢]+1 (w—r+1)1+e _5gb3+1 (w+1)h(()j).
u=0

10



oY Vw+0af) = 600+ (690) - T O w - r 1))
r=1
- e_5i (1 — H(j)(r)) :
r=0
Be to, is (2) lygybes isplaukia, kad
DI w 1) = 9 _azhw () e (1 _ HU‘)(w)) ‘

w

0§ (w) = “5th5 0§ V) + e (1= HOW)) +0§(0)

+30 (60 0) = ey TV HD =+ 1)) =P (1= HO ()
r=1 r=0
. . . wil
— 0+Y (696 = e 36§ VD w=1)) =3 (1= HO ().
r=1 r=0
Teoremos jrodymas isplaukia is paskutinés lygybés. ]

Kity dviejy teoremy pagalba galima rasti begalinio laiko bankroto tikimybe. Ta-
¢iau, nepadarius jokiy prielaidy apie zaly skirstinius, jos suskaiciuoti praktiskai buty
nejmanoma.

7 teorema (6.1). Sakykime, kad patenkintos modifikuoto diskretaus laiko rizikos mo-
delio sqglygos. Tada begalinio laiko Gerber-Shiu funkcija gbgj)(u) vistems j,u € Ny ir
d = 0 tenkina lygybe

u—1
I @HIO) = o))+ Y (<6 () - of P HD @ 1))
r=1

u—1
_ 7O M)
;(1 HO())

8 teorema (6.5). Sakykime, kad patenkintos modifikuoto diskretaus laiko rizikos mo-

delio sqlygos. Tada

o) = (1—H<j><o>) pe (hé”u—HU*”u»)

Z (m+2) Z h J-‘rl J+2) hgfn—i_m)(l_H(]+m+1)<m+1_zzn>>a

11,02,...,im €40, 1,.,.} n=1
Z1<1 11+i2<27-~-7
11++zm<m

visiems 7 € Ng ir 6 > 0

11



[rodymas. Teorema jrodysime laikydami, kad ;7 = 0. Bendras atvejis, kai j € N,
jirodomas analogiskai. IS bankroto laiko ir Gerber-Shiu funkcijos apibrézimy seka,
kad

0 —o13”  —om
¢((5 )(()) = E ( ]I{TO(O><OO}> =E (Z e ]I{T()(())m})

m=1
9

=S B = m). g

m=1

Isvedame, kad

P(Téo) =1) = P(Z1>1)=P(Z >0)=1-H(0),
PT\ =2) = P(Zi+ 2,222 <1)=P(Zy >2,7 =0) =h"(1 - HI(1)),
P(Téo):?’) = P(Dh+Z22+72323,Z1+7Z2<2,Z1 <1)

= hyhy) (1= HO(@)) + V(0 HO ),
PT\) =4) = P(Zi+ Zo+ Zs+ Zu 24,21+ Do+ Zs < 3,21+ Zo < 2,71 < 1)
= hg hy by (1= HO@) + by g 02 (1= B (2)) + g hg n?
C(1=HOW) + w"n IR 1~ @) + 1R URP (11O (1)),

ir bet kuriam m € N

PTo=m+2) = > hn'n ™ (1 — HO <m +1- Zzn>> .

11,02,..,im €{0,1,...} n=1
11<1,i1+12<2,...,
'Ll"‘ +Zm<m

Teoremos jrodymas isplaukia i$ paskutinés ir trecios (3) lygybiu. O

2.5 Pavyzdziai

1 pavyzdys. Nagrinékime zaly seka 71, Z, . . ., kurios zalos pasiskirsciusios pagal Pu-
asono désnj su chaotiskais parametrais y; € (0,1.5), i € N (ziur. 2 pav.). Visy pirma
suskaic¢iuosime baigtinio laiko bankroto tikimybes, kai pradinis kapitalas u kinta nuo
0 iki 3 visiems laiko momentams iki 20. Rezultatai pateikiami 3 paveiksle. Akivaiz-
dziai matyti, kad tikimybé bankrutuoti, kai pradinis kapitalas 0, yra labai auksta
ir, bégant laikui, artéja prie 0.7, o tuo tarpu pradinj kapitalg padidinus vos vienu
vienetu, tikimybé bankrutuoti krenta beveik perpus. Kadangi zalos pasiskirsc¢iusios
pagal Puasono désnius su skirtingais parametrais, bégant laikui, bankroto tikimybés
didéja netolygiai ir atsiranda Suoliukai tais laiko momentais, kai zala pasiskirsciusi

pagal désnj su didesniu vidurkiu.
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2 pav.: u parametrai

Kitame, 4 paveiksle, pateikiamos nagrinéjamos zaly sekos su chaotiskais para-
metrais Gerber-Shiu funkcijos vertés, kai pradinis kapitalas u = 0, ¢ jgyja reikSmes 0,
0.01, 0.05, 0.1, ir 0.2, o t kinta nuo 1 iki 20. IS Sio paveikslo matyti, koks yra Gerber-
Shiu funkcijos jautrumas ¢ parametrui — jam padidéjus nuo 0 iki 0.05, baigtinio laiko

Gerber-Shiu funkcija nukrenta 0.1.

08
07
— A
v — — —
06 P
- . -
05 /
. — =0
- - - -
04 / --_..ﬂ---- - e =]
7 P m = m—m——
. Fd seee u=2
03 — = = 3
- u
o5 L sssssesssss
#  Lessssssssescssesssstt®t’t
0.2 7
/et
' .
01 > 5
- _’
-
-
0 +—s-apeaat T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 3] 7 8 9 10 11 1z 13 14 15 18 17 18 1% 20

3 pav.: Baigtinio laiko bankroto tikimybeés, kai zalos pasiskirsc¢iusios pagal Puasono

désnj su chaotiskais parametrais. Cia t =1,2,...,20 ir u=0,1,2,3.

2 pavyzdys. Kitame pavyzdyje apzvelgsime begalinio laiko Gerber-Shiu funkci-

jos skaiciavimg. Kaip jau minéta anksciau, nepadarius jokiy prielaidy apie zaly pasi-
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0.8

07
0.6 %
05
//’_’ — =) 01
0.4
/ §=0.05
/ -0 1

] —y —=0.2

0.2

01

T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 ] 7 8 9 0 11 12 13 14 15 1s 17 18 19 20

4 pav.: Baigtinio laiko Gerber-Shiu funkcijos verteés, kai zalos pasiskirsciusios pagal
Puasono désnj su chaotiskais parametrais. Cia u =0, t =1,2,...,20ir § = 0,
0.01, 0.05, 0.1, 0.2.

skirstyma, suskaic¢iuoti begalinio laiko kritines charakteristikas yra tikrai sudétinga.
Todeél tarsime, kad zalos pasiskirsciusios cikliskai, t.y. kas trecios zalos pasiskirstymo
funkcija pasikartoja. 1 lenteléje pateikiamos lokalios tikimybés, kur m - naturalusis

skaicius. Akivaizdu, kad visy zalos seky vidurkiai yra lygus 0.1m.

k ‘ 0 ‘ m k ‘ 0 ‘ 2m

P(Z = k) | 0.95 | 0.05
k ‘ 0 ‘ 4m

P(Zs = k) | 0.975 | 0.025

1 lentelé: Lokalios zaly 71, Zo, Z3 tikimybeés

5 paveiksle pateikiamos begalinio laiko Gerber-Shiu funkcijos vertes naturalie-
siems modelio parametrams p, 6 = 0.05 ir postumio parametrams j = 0, 1, 2. Zinoma,
kad vienodai pasiskirsciusiy zaly atveju, begalinio laiko bankroto tikimybe, kai pra-
dinis kapitalas lygus 0, yra lygi zaly vidurkiui (ziur. [7], [8]). Taciau skirtingai
pasiskirséiusiy zaly atveju, kaip matyti iS 5 paveikslo, taip nebéra. Idomu pastebeti,
kad net zaloms su vienodais vidurkiais (E[Z]; = E[Z]y = E[Z]3 = 0.1m) begalinio laiko

Gerber-Shiu funkcijos vertés pasikeicia pakeitus zaly iSsidéstyma sekoje.

14



05
e /_—_A——l{:
04 /_,.J' ’/
0.35 /,:-.//
03 =
//' —e—Model 71,72 73,71,
0.25
H —B—Model 72,73,71,72, .
0.2 /// Model 3,71,72 73,
o
0.15 ‘//
01
0.05 —
0
1 2 3 4 5 & 7 8 9 10

D pav.: qb((so)(()), qbgl)(O), gbgz)(()) vertés, kai § = 0.05. Skirtingai pasiskirsc¢iusiy zaly
vidurkis lygus 0.1m su m =1,2,...,10.

3 Apibendrinimas

3.1 Ginamos isvados

o Apibréztas diskretaus laiko rizikos modelis su skirtingai pasiskirsc¢iusiomis zalo-
mis bei pagrindinés jo charakteristikos. ISvestos rekursinés formulés, leidzian-

Cios greitai suskaic¢iuoti bankroto tikimybiy bei Gerber-Shiu funkcijos vertes.

o ISnagrinétos baigtinio ir begalinio laiko kritinés modelio charakteristikos. Bega-
linio laiko atveju pateikiama rekursiné formulé, reikalaujanti pradinio atskaitos
tasko, kai pradinis kapitalas lygus 0. Siam dydziui apskai¢iuoti papildomai

jrodoma teorema bei pateikiami paskaiciavimo algoritmai.

» Pateiktas ir iSnagrinétas atskiras diskretaus laiko rizikos modelio atvejis su skir-

tingai pasiskirsc¢iusiomis zalomis pagal geometrinj désnj.

o Apibréztas diskretaus laiko rizikos modelis su skirtingai pasiskirsciusiomis za-
lomis ir kintanc¢iomis jmokomis, jgyjanciomis racionalias reikSmes. Randama

procedura tokio modelio baigtinio laiko bankroto tikimybei skaic¢iuoti.

3.2 Publikacijos ir pranesimai konferencijose

Disertacijos rezultatai buvo publikuoti Siuose straipsniuose:
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3.3 Summary

In this thesis, the discrete time risk model with inhomogeneous claims is considered.
This model is used for describing the insurer‘s capital and its components: initial
capital, premiums received, and claims paid. The main risk measures, ruin probabi-
lities and Gerber-Shiu function, are investigated and recursive formulas are obtained.
These formulas give fast and accurate evaluation of the finite time ruin probabilities
and Gerber-Shiu function.

However, the infinite time investigations require that the Gerber-Shiu function’s
values for the initial capital equal to 0 must be known. This is slightly more difficult
due to the claim inhomogeneity and for this reason a theorem with explicit expression
of the infinite time Gerber-Shiu function for a zero initial capital is proposed. Howe-
ver, for the calculation of the infinite time values, some assumption about underlying
claim structure must be made. As a solution the cyclically distributed claims are
proposed, the algorithms for application of the theorems are given and numerical
examples with graphical output are presented. Finally, a special case of discrete
time risk model with inhomogeneous claims distributed according geometric law is
investigated.

In addition to the main results, another discrete time risk model with inhomoge-
neous claims acquiring rational values is investigated. Two theorems for evaluation

of the finite time ruin probabilities are proved and some examples are presented.

3.4 Santrauka

Disertaciniame darbe nagrinéjamas diskretaus laiko rizikos modelis su skirtingai pasi-
skirs¢iusiomis zalomis. Sis modelis apraso draudimo jmonés turta jtakojancius veiks-
nius: pradinj kapitala, gaunamas jmokas, iSmokamas zalas. ISvedamos rekursinés
formulés, kuriy pagalba galima tiksliai ir greitai rasti baigtinio laiko bankroto tiki-
mybiy ir Gerber-Shiu funkcijos vertes.

Rekursinés formulés taip pat pateikiamos ir begalinio laiko kritinéms charakteris-
tikoms, tac¢iau nevienodai pasiskirsc¢iusiy zaly atveju iskyla papildomy sunkumy ran-
dant bankroto tikimybe ir Gerber-Shiu funkcija, kai pradinis kapitalas lygus 0. Tam
jrodoma atskira teorema, taciau nedarant jokiy prielaidy apie zaly pasiskirstymus,
apskaiciuoti vertes lengva tikrai néra. Kaip iseitis pasituloma cikliskai pasiskirsc¢iusiy
zaly struktura ir pateikiami algoritmai, leidziantys teoremas pritaikyti praktiskai.

Demonstruojant teoremy ir rekursiniy formuliy veikimg, pateikiami skaitiniai pa-
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vyzdziai su grafinémis iliustracijomis bei programy kodai. Galiausiai nagrinéjamas
atskiras diskretaus laiko rizikos modelio atvejis, kai zalos pasiskirs¢iusios skirtingai
pagal geometrinj désnj.

Disertacijoje taip pat yra nagrinéjamas diskretaus laiko rizikos modelis su skir-
tingai pasiskirsciusiomis zalomis, kurios jgyja racionalias reikSmes, bei kintanc¢iomis
imokomis ir pradiniu kapitalu, taip pat jgyjanciais racionalias reikSmes su tam tikra
salyga. Irodomos dvi teoremos, kaip rasti tokio modelio baigtinio laiko bankroto

tikimybe, ir keli pavyzdziai.
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