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1 Ivadas

Pastaraisiais metais riziky valdymas tapo vienu pagrindiniy uzdaviniy kredito jstaigy veiklo-
je. Globali krizé finansy sektoriuje paskatino rinkos dalyvius skirti daugiau démesio rizikos
vertinimui. Tikslus rizikos jvertinimas yra ypatingai svarbus, nes kredito jstaigos naudoja
rizikos jvercius skai¢iuodamos kapitalo poreikj ir valdydamos galimus nuostolius. Rinkos
rizika apibudinama kaip rizika, kylanti dél nezinomo finansiniy priemoniy kainy kitimo
ateityje. Kredito jstaigos susiduria su rinkos rizika dél savo portfeliuose laikomy jvairiy
finansiniy priemoniy, tokiy kaip akcijos, skolos vertybiniai popieriai, uzsienio valiuta, birzos
prekes ir iSvestinés finansinés priemonés. Nuo 1996 m., kai Bazelio banky prieziuros komi-
tetas patvirtino naujus kapitalo poreikio skai¢iavimo reikalavimus ir leido taikyti vidinius
rizikos vertinimo modelius, rinkos rizikai vertinti kredito jstaigos dazniausiai renkasi vertés
poky¢io rizikos (value-at-risk) modelj. Tai toks statistinis modelis, kurj taikant su tam tikra
tikimybe jvertinamas didziausias galimas nustatyto laikotarpio nuostolis, kredito jstaigos
patiriamas dél neigiamy taikomos finansinés priemonés vertés pokyciy. Rizikos jvertis,
gautas pasitelkus vertés pokycio rizikos modelj, gali buti naudojamas tiek skaiciuojant
kapitalo poreikj pagal prieziuros instituciju reikalavimus, tiek valdant rizikingy portfelio
poziciju rinkos rizika.

Daugéjant finansinés informacijos ir jai apdoroti tinkancios naujos technologijos, didéja
auksto daznio duomeny prieinamumas ir jy panaudojimo atliekant analize galimybeés. Duo-
meny aibés fiksuoja tokia informacija aukstu dazniu. Ji apibudina jvykius, susijusius su
konkrecios finansinés priemoneés taikymu, t.y. jos ypatumus (pvz., sandorio kaing, Salis ir
pan.) ir jvykio fiksavimo laikg. Auksto daznio duomenys buvo pradéti kaupti dvideSimto
amziaus devintojo desimtmecio pradzioje. Netrukus pasirodé pirmosios publikacijos, kuriose
empiriskai nagrinéjami auksto daznio duomenys ir ieSkoma stilizuoty fakty (7r., pavyzdziui,
[14], [21]). Siek tick véliau, Engle (2000) jvedé ultra auk$to daznio duomeny savoka,
norédamas pabreézti, kad tokios duomeny aibés turi pilna informacija apie visus finansinés
priemonés jvykius ir ju ypatumus. Auksto daznio duomeny eiluté yra nereguliari, nes laiko
tarpas tarp dvieju stebéjimy - atsitiktinis dydis. Didzioji dalis ekonometriniy modeliy skirti
reguliariy laiko eiluc¢iy analizei, todél dirbti su nereguliariais duomenimis gana sudétinga.
Vis délto galima ir tiesioginé auksto daznio duomeny eilutés analizé, tam sudaromi specialtis
modeliai (7r., pavyzdziui, [7]). Kitas nereguliarios laiko eilutés paruosimo analizei budas -

duomeny agregavimas, kuris ir yra pasitelkiamas Sioje disertacijoje.



1.1 Tikslai ir uzdaviniai

Pagrindiné disertacijos tema - duomeny agregavimo jtakos vertinant rinkos rizika tyrimas.

Tam pasitelkiamas vertés pokycio rizikos modelis. Disertacijoje keliami Sie tikslai:

o Apibrézti agreguoty duomeny vertés pokycio rizikos modelj ir iStirti jo jvertiniy

priklausomybe nuo pasirinktos duomeny agregavimo taisykles.

o Sudaryti funkcini GARCH modelj su vienmaciu agreguoty grazy kintamumu ir iSnag-

rinéti jo savybes.
o Apibrézti funkcini GARCH modelj Hilberto erdvéje ir iSnagrinéti jo savybes.

o Pristatyti duomeny agregavimo problema nagrinéjant auksto daznio duomeny stili-

zuotus faktus.

1.2 Metodai

Disertacijoje naudojami siuolaikiniai tikimybiy teorijos, statistikos ir funkcinés analizés

metodai.

1.3 Darbo mokslinis naujumas

Disertacijoje pristatomas naujas poziuris j rinkos rizikos vertinima dienos bégyje, pasi-
telkiant vertés pokycio rizikos modelj agreguotiems auksto daznio duomenims. Be to,
disertacijoje sudaromi ir nagrinéjami du nauji funkciniai GARCH tipo modeliai. Pirmame
kintamumas priklauso nuo tam tikry funkciniy grazy savybiy, o antrasis modelis apibrézia-

mas Hilberto erdvéje su vienmadciu kintamumu.

1.4 Darbo struktura

Disertacija parasyta angly kalba. Ja sudaro jvadas, keturi skyriai, bendrosios isvados, du
priedai ir literatuiros sarasas. Pirmame disertacijos skyriuje pristatomas vertés pokycio
rizikos modelis: aptariama nuostolio sgvoka, apibréziamas vertés pokycéio rizikos modelis,
aprasomas dazniausiai tyrimams taikomas praeities duomenimis pagristas vertés pokycio
rizikos modelis. Apibréziamas agreguoty duomeny vertés pokycio rizikos modelis ir patei-
kiamas praktinis tyrimas apie su JAV doleriu (USD) lyginamy valiuty - bendros Europos

Sajungos valiutos euro (EUR), Diziosios Britanijos svaro sterlingu (GBP) ir Japonijos jenos
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(JPY) - pozicijos vertés pokyc€io rizikos modelio jvertiniy priklausomybe nuo duomeny agre-
gavimo taisyklés (pataskio, didziausios vertés, maziausios vertes ir vidutinés vertés). Antrojo
disertacijos skyriaus pradzioje nagrinéjamas pataskis GARCH modelis rizikos vertinimo
kontekste. Apibréziamas naujas funkcinis p — GARCH(1,1) modelis ir analizuojamos jo
savybés. Galiausiai pateikiama keletas apibréztojo modelio pavyzdziy, kai agreguoty grazu
tankio funkcija yra zinoma. Trec¢iame disertacijos skyriuje pristatomas naujas GARCH(1, 1)
modelis Hilberto erdvéje su vienmaciu kintamumu. Nagrinéjamos modelio savybés - sta-
cionaraus sprendinio egzistavimas, parametry suderinamumas ir asimptotinis normalumas,
atliekama liekany analizé. Ketvirtame disertcijos skyriuje pateikiama trumpa auksto daznio
duomeny stilizuoty fakty apzvalga. Ilga atmintis, kaip vienas svarbiausiy stilizuoty fakty,
nagrinéjama absoliuc¢ioms valiutos kursy grazoms, pasitelkiant klasiking R/S statistika ir
vertinant Hursto eksponente. Skyriaus pabaigoje pristatomas empirinis tyrimas apie Hursto
indekso priklausomybe nuo agregavimo taisyklés dienos metu, pasitelkiant su USD lyginamuy

valiuty kursy - EUR, GBP ir JPY - stebéjimus.

2 Pagrindiniai rezultatai

Nagrinékime nereguliarig laiko eilute {(Tj,yj)}j-vzl, kur 7; ir y; Zymi j-ojo stebéjimo ati-
tinkamai laika ir verte. Fiksuokime § > 0 laiko tarpa tarp dvieju stebéjimy ir sakykime
T =16,t=1,..., N*. Pritaike tam tikra agregavimo taisykle g, galime apibrézti reguliaria

duomeny eilute:

y::y:(g):g({(TﬁyJ)ﬂ—j € (Tt*—lth*]})v t=1,...,N" (1)

Taip apibréZtas agregavimas reiskia, kad agreguotoji stebéjimo verté y; yra sudaryta pa-
naudojant informacija nuo laiko momento 7;°; iki laiko momento 7;. Pastebékime, kad
agregavimo taisyklés ¢ i§ (1) dimensija néra fiksuota, todél galime nagrinéti tiek baigtines,
tiek begalinés dimensijos agregavimo schemas. Pavyzdziui, Brownlees ir Gallo (2006)
pasiulé keleta vienmaciy agregavimo taisykliy, kurios apibréziamos imant pirma, paskutine,
didziausia, maziausia ar suma ver¢iy y; iS intervalo (7, ,,7/]. Be to, siuloma taikyti
metodus, pagristus interpoliavimu, t.y. reikSmé taske 7, apskaic¢iuojama interpoliuojant
pries tai einantj ir sekantj stebéjima (7r., pavyzdziui, [7]). Siuo atveju, kai agreguojant

duomenis sudaroma reguliari vienmate laiko eiluté, duomeny analizei taikomi standarti-



niai ekonometriniai modeliai. Dar vienas auksto daznio duomeny apdorojimo variantas
- funkciniy duomeny konstravimas. Ramsay ir Silverman (1997) pristaté keleta metody,
kuriais remiantis neapdoroti duomenys gali buti isreiskiami funkciniu pavidalu. Funkcinius
duomenis galima sukonstruoti ir tiesiogiai. Pavyzdziui, auksto daznio duomeny maksimalios

vertes eiluté sudaroma i$ tokiy nemazéjanciy funkeijy:

yi (s) = max{y;lm; € (71, (1 = s)m"y +s77]}, s €[0,1].

Agreguoti funkciniai duomenys gali buti nagrinéjami pasitelkiant funkciniy duomeny anali-
zés modelius.

Manoma, kad auksto daznio duomenys turéty pagerinti rizikos modeliy jvertiniy kokybe,
taciau yra tik keletas publikacijy, kuriose vertés pokycio rizika vertinama naudojant tokius
duomenis. Tam tikruose straipsniuose (Zr., pavyzdziui, [2],[13]) nagrinéjamos reguliarizuoty
duomeny eilutés ir remiamasi standartiniais vertés pokycio rizikos modeliais. Kitose publika-
cijose (7r., pavyzdziui, [5], [8]) sudaromi specialus vertés poky¢io rizikos modeliai, tinkami
nereguliariems auksto daznio duomenims. Austo daznio vertés pokyc¢io rizikos modeliai
paprastai vertinami pasitelkiant nuo 5 iki 30 minuciy grazas, o ju ivertiniai naudojami
rizikos valdymo dienos metu tikslais. Musy ziniomis, auksto daznio duomeny vertés pokycio
rizikos modeliai néra taikomi vertinant rizika kapitalo poreikiui pagal priezituros institucijy
nustatytus reikalavimus apskaic¢iuoti. Taip yra dél to, kad Bazelio banky prieziuros ko-
miteto (2006) iSleistuose reikalavimuose verteés poky¢io rizikos modeliy taikymui, teigiama,
kad vertés pokycio rizikos modelis privalo buti vertinamas pasitelkiant dienos duomenis.
Akcijy rinkose dienos kainomis laikomos uzdarymo kainos, o uzsienio valiuty rinkoje, kur
prekyba vyksta iStisa para, dienos kaina fiksuojama tam tikru paros metu. Pavyzdziui,
Bloombergo sistemoje dienos valiuty kursai atitinka uzfiksuotus dienos pabaigoje, o tuo
tarpu Lietuvos bankas oficialy dienos valiutos kursa nustato sekanciai dienai pagal valiuty
kursus, stebimus rinkoje apie 10 valanda Lietuvos laiku. Akivaizdu, kad tos pacios dienos
Lietuvos banko nustatytas oficialus valiutos kursas ir valiutos kursas Bloombergo sistemoje
skiriasi. Be to, dienos kainos gali buti apibréziamos kaip didziausia, maziausia ar vidutiné
reiksmeé visy kainy tos dienos bégyje arba taikant dar sudétingesnes agregavimo taisykles.
Deja, oficialiuose priezituros institucijy reikalavimuose vertés pokycio rizikos modeliui néra

uzsimenama apie duomeny agregavima.



2.1 Vertés poky¢cio rizikos modelis

Disertacijos pirmame skyriuje, apibendrinant klasikinj vertés poky¢io rizikos modelj is [18],
buvo apibréztas agreguoty duomeny vertés poky¢io rizikos modelis. Nagrinékime finansiniy
priemoniy agreguoty kainy eilute p:(g) su agregavimo taisykle g i§ klasés G, o 7 := ¢4
pazymékime reguliarios kainy eilutés laiko momenty seka. Sakykime f: R, x R? — R yra
funkcija, iSreiskianti portfelio verte per rizikos faktorius. Pasitelkiant logaritmines finansiniy

priemoniy agreguotas kainas, portfelio nuostolj galime uzrasyti:

Liyi(g9) = =[fm41, Zi(9) + Xis1(9)} — fAm: Zu(9)}], (2)

¢ia Zi(9) = (Z41(9), -, Zea(9))T = (Inpga(g), ..., Inpra(g))T yrarizikos faktoriai, 0 Xyy1(g) =
Z1(g) — Z4(g) - rizikos faktoriy poky¢iai. Pazymékime Fi ), g € G finansiniy priemoniy
portfelio nuostoliu L(g) skirstinj. Sakykime pasikliovimo lygmuo o € (0,1). Portfelio
agreguoty duomeny, vertés pokycio rizika esant fiksuotam pasikliovimo lygmeniui «, api-
bréziama kaip toks maziausias skai¢ius [, kad tikimybé nuostoliui L(g) virsyti ta skaiciy yra

ne didesneé, kaip (1 — «) per fiksuota laikymo laikotarpj 6 > 0:
VaR,(g) =inf{l e R: P(L(g) >1) <1 —a} =inf{l € R: Fr(l) > a}. (3)

Kaip matome pagal sj apibrézima vertés pokycCio rizikos modelis priklauso ne tik nuo
pasikliovimo lygmens « ir finansiniy priemoniy laikymo laikotarpio d, bet ir nuo agregavimo
taisyklés g is duotos agregavimo taisykliy klasés G.

Norédami pailiustruoti vertés pokycio rizikos modelio jvertinio priklausomybe nuo agre-
gavimo taisyklés, atlikome empirinj tyrima auksto daznio duomenims. Analizei panaudoti
uzsienio valiuty kursy duomenys, t.y. su USD lyginamos valiutos EUR, GBP ir JPY. Siy
Saliy valiutos pasirinktos dél duomeny apie ju kitima gausos, be to, jos yra tarp valiuty,

kuriomis pasaulyje dazniausiai prekiaujama. Buvo taikytos keturios agregavimo taisyklés:
« pataskio agregavimo

Z?AILY(S)

P =A{pilm = max{r; € (1, (1 —9)7, +s77]}}, s €[0,1],



« didziausios vertés agregavimo
pi" % (s) = max{piln; € (7, (1= s)7y + 571}, s €[0,1],
« maziausios vertés agregavimo

pi""(s) = min{pilri € (7, (1= 9)77y + 7]} s €10,1],

o vidutinés vertés agregavimo

. 1
Y (s) = — B > pi, s €0,1],
N2 ey (1=s)mr +s77)

¢ia my(s) = #{m € (14, (1 — s)7 1 + 577}

Agregavimo taisykle ¢ia atspindi skaicius s, o agregavimo taisykliy klasé G yra sutapa-
tinama su intervalu [0, 1]. Imdami, pavyzdziui, maksimalias ar vidutines vertes kiekvienam
laiko momentui s € [0, 1], gauname atitinkama agregavimo taisykle.

Verteés pokycio rizikos modelio metodiky spektras gana platus (7r., pavyzdziui, [11]).
Viena populiariausiy, praeities duomenimis pagrista vertés pokycio rizikos modelj, galima
tiesiogiai apibendrinti agreguotiems duomenims. Agreguotais praeities duomenimis pragris-

ta vertés pokycio rizikos modelj galime uzrasyti taip:
VaRy(s) = qu(Fr(s), s€1[0,1],

Cia Fr(s) Zymi empirine finansinés priemonés nuostoliy pasiskirstymo funkcija, o simbolis g,
- empirinio skirstinio « kvatilj.

Taikant vertés pokycio rizikos modelj ir naudojant agreguotus auksto daznio valiuty
kursy ir dienos valiuty kursy duomenis, buvo jvertinta kredito jstaigy patiriama rinkos rizika
(didziausias galimas vienos dienos nuostolis dél valiuty kursy svyravimy). Tyrimo rezultatai
rodo, kad kredito jstaigy nuostolio jvertinys ypac¢ priklauso nuo pasirinktos duomeny agre-
gavimo funkcijos ir pakinta per diena. [vertinys, kuriam skai¢iuoti naudojami dienos valiuty
kursy duomenys, neatskleidzia visos informacijos apie kredito jstaigu patiriama rinkos rizika,
o ji, kaip rodo nuostolio jvertinys, apskaic¢iuojamas naudojant auksto daznio duomenis, per

diena pakinta.
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1 pav.: USD pozicijos agreguoty duomeny vertés pokycio rizikos modelio jvertinio eurais
kitimas dienos metu.

Pavyzdziui, 1 paveikslelyje pateikti EUR/USD valiutos pozicijos (1 mln. USD) vertes
poky¢io rizikos modelio su 95 proc. pasikliovimo lygmeniu vienos dienos laikymo laikotarpio
jverciai, pasitelkiant pataskio (POINT), didziausios vertés (MAX), maziausios vertés (MIN)
ir vidutinés vertés (AVE) agregavimo taisykles. Be to, horizontali linija paveikslélyje zymi
dienos vertés pokycio rizikos modelio jvertj (DAILY) pagal Bloombergo sistemoje pateikia-
mus dienos valiutos kursy duomenis. Didziausia vertés pokycio rizikos modelio reiksme 15,2
tukst. EUR pasiekiama pataskio agregavimo atveju 13:56. Taikant pataskio agregavimo
taisykle tarp 9 val. ir 15 val. vertés pokycio rizikos modelio jverciai yra didziausi, nes tuo
metu vyksta aktyvi prekyba valiuta Europos rinkoje ir prasideda prekyba Amerikos zemyne.
Dienos pabaigoje EUR/USD kursas keiciasi nezymiai, todél ir vertés poky¢io rizikos modelio
reiksmeés yra salyginai mazos. Dienos valiutos kursas fiksuojamas dienos pabaigoje todél ir
standartinio dienos vertés pokycio rizikos modelio reiksme lygi 12,7 tukst. EUR yra 16 proc.
mazesné nei maksimali vertés pokycio rizikos modelio reikSme, gauta pataskio agregavimo
atveju. Net ir didziausios bei maziausios vertés agregavimo taisyklés beveik visos dienos
metu duoda didesnius rizikos jvercius uz standartinj dienos rizikos jvertj. Vidutinés verteés
agregavimo taisyklé néra tinkama tokiam ilgam agregavimo laikotarpiui kaip viena diena,
nes si agregavimo taisyklé duoda tolydesnes valiuty kainy funckijas daugéjant reikSmiy ir
dienos pabaigoje svyruoja nezymiai.

Kredito jstaigy prieziuros reikalavimai leidzia naudoti dienos duomenis (dienai priskiria-
mas vienas skai¢ius) rinkos rizikai ir kapitalo poreikiui vertinti. Taciau tokie skai¢iavimai

pagristi nepakankama informacija, nes ji nefiksuoja visa per dieng jvykstanciy rinkos jvykiy.



Taigi kredito jstaigy patiriama rinkos rizika jvertinama nelabai tiksliai. Agreguoty duomeny
naudojimas taikant vertés pokycio rizikos modelj leisty atsizvelgti j visos dienos informacija
ir tiksliau jvertinti rinkos rizika.

2.2 Funkcinis p — GARCH(1,1) modelis

Antrame disertacijos skyriuje pristatytas funkecinis p—GARCH(1, 1) modelis. Tegul (22, F, P)
Zymi visy atsitiktiniy dydziy tikimybing erdve. Nagrinékime funkcing eilute (X, t € Z), kur
kiekvienam ¢, X; = (X:(g), g € G) reiskia atsitikting funkcija, apibrézta klaséje G. Sakykime,
visiems ¢, X, € E C RY, yra atsitiktinis elementas i$ erdveés E, kuri yra separabili topologiné

vektoriné erdveé su Borelio o-algebra. Tegul p: E — R - mati pusnorme.

1 Apibrézimas. Procesas (Xi,t € Z) yra funkcinis p — GARCH(1, 1), jeigu visiems g € G

ir t € Z tenkinama

Xi(9) = aei(g), 4)

0} = w+ap’(Xem) + Boi (5)

Cia (g4(9),9 € G),t € Z yra nepriklausomos vienodai pasiskirs¢iusios atsitiktinés funkcijos.

Remiantis [12], buvo jrodytas modelio (4), (5) grieztas ir antros eilés stacionarumas (2

ir 3 teoremos).

2 Teorema. Jeigu (¢;) yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydZiai ir
—o0 < 7 := Elog{ap?(eo) + } <0, (6)
tuomet eiluté

h =w+w Z H (apQ(st,j) + ﬁ) (7)

n=1 j=1

konverguogja beveik tikrai ir procesas (X3),
1/2
Xt(g) = ht 6t(g)7 g€ g7 (8)

yra vienintelis stacionarus modelio (4),(5) sprendinys.



3 Teorema. Tegul (e,(g),t € Z) yra nepriklausomi vienodai pasiskirste kvadratu integruo-
jami atsitiktiniai dydZiai, t.y. Ee(g) < oo visiems g € G. Jei aEp®(eg) + 3 < 1, procesas
(X:(9),t € Z), apibréztas lygybe (8) yra vienintelis antros eilés stacionarus modelio (4), (5)

sprendinys.

Modelio parametrams vertinti buvo pasirinktas didziausio tikétinumo metodas. Tikéti-

numo funkcija uzrasoma taip:

Lo(v) = La(vi X1, X X)) = > G, Xe X, X)) (9)
t=1
G, X, Xoo, . X)) = loglay 'pa(p(X) /6)], t=1,...m, (10)

giav = (0,7, 0 = (w,, 3)T Zymi nezinomy parametry vektoriy, py - atsitiktinio dydzio
p(go) tankio funkcija i§ parametrinés Lebego tankiy klasés {py|]A € M}, M C R4, 0 62 =
72(0), tenkina

6f =w+ap* (X, )+ 067, t=1,...n,

su pradinémis salygomis 62 = 0 ir X, = 0.
Tikryjy parametry vy = (0g, \o)?, 0o = (wo, o, )T, didZiausio tikétinumo jvertinys

randamas maksimizuojant tikétinumo funkcija:

U, = argmax Zn(y)7 (11)
veK xM

¢ia K ¢ R ir M C R? yra kompaktinés aibés. Papildomai tarkime, kad tankio funkcijai py
galioja tokios salygos:

M.1 py(z) > 0 visiems A € M ir z € R.

M.2 Atvaizdis R x M — (0,00) : (z,A) — pa(x) yra tolydus.

M.3 Jei py = py, tai A= N.

S n X¢
Pazymékime, L,(v) = > 64(v), li(v) = log Wp)\ ((hféﬂ%)’ h(0) = %5 +
a5 T (Xey)-
Didziausio tikétinumo jvertinio 7, suderinamumo jrodymas remiasi 6.1.4. teorema is

[20].

4 Teorema. Nagrinékime modeli (4), (5), kuriame (4) pakeista lygtimi p(X;) = oup(er) ir

sakykime, tenkinamos sqlygos:



(i) Elog{ap?(co) + B} < 0 ir Ep*(X,) < 00.
(i) K C (0,00) x [0,00) x [0,1) i M C R? yra kompaktinés aibés, kurioms priklauso
tikroji parametry reiksmé 6y € K, Ao € M ir (ap, Bo) # 0, wo > w; > 0.
(iti) Tankio funkcijy klasé D = {px|A € M} tenkina M.1-M.3 sqlygas.
() ;7 110g pag (@) P2, (z)da < oo.

(v) % 5UDyercnr [ La(v) = Lu(v)| —— 0.

n—oo
Tuomet didZiausio tikétinumo jvertinys v, yra stipriai suderintas:

(0.3) = (6o, M)

n—0o00

Skyriaus pabaigoje pateikti modelio (4), (5) pavyzdziai, kai atsitiktiniy dydziuy p(e;)
tankis zinomas. Buvo patikrintos 4 teoremos salygos, taigi parodyta, kad didziausio

tikétinumo parametry jvertiniai yra suderinti.

1 Pavyzdys. Sakykime, kad G = [0, 1], t.y. kiekvienas taskas s € [0, 1] atitinka tam tikra
agregavimo taisykle. Nagrinékime erdves C[0, 1] elementy (X;,t € Z), gauty pritaikius tam

tikrg agregavimo taisykle, laiko eilute:

Xi(s) = oree(s), s €10,1],

2
ol=w+ a( max Xt,l(s)> + Bol |,

s€[0,1]

Cia (g4(s), s € [0,1]),t € Z yra nepriklausomi vienodai pasiskirste Vynerio procesai.

Sis pavyzdys atitinka modelj (4), (5) erdvéje E = C[0, 1] su pusnorme p(f) = maxp<,<1 f(5).
Kadangi dydziy p(e;) = max,ejo,1€(s) tankio funkcija yra zinoma, galime rasti didziausio
tikétinumo funkcija. Patikrine 4 teoremos salygas parodéme, kad $io modelio didziausio
tikétinumo jvertiniai yra suderinti.

2 Pavyzdys. Nagrin¢kime erdves C[0, 1] elementy (X3, ¢ € Z) laiko eilute:
Xi(s) = aei(s), s €0,1],
o =w+a min X2 (s)+ Bol |,
s€(0,1]
Cia (g4(s), s € [0,1]),t € Z yra nepriklausomi vienodai pasiskirste Vynerio procesai.
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Sis pavyzdys atitinka modelj (4), (5), kuriame E = €0, 1] ir pusnormé p(f) = ming<,<; f(s).
Panasiai kaip ir pirmajame pavyzdyje, galime isreiksti tikétinumo funkcija ir parodyti, kad

sio modelio didziausio tikétinumo jvertiniai yra suderinti.

3 Pavyzdys. Sakykime, klase G = {g1, ..., g4} sudaro d agregavimo taisykliy ir nagrinéki-
me erdvés R? laiko eilute (X;,¢ € Z), kurios elementai gauti pritaikius tam tikra agregavimo

taisykle i$ klasés G ir kuri tenkina:

Xjp=oje, j=1,....d,

of =w+ap’(Xi) + foiy,

dia (gj,j = 1,....d),t € Z yra nepriklausomi vienodai pasiskirste Gauso atsitiktiniai
vektoriai su nulini]u vidurkiu ir kovariacijy matrica A = (N;,4,5 = 1,...,d). Tegu
p(z) = (Zf’zl x?)z Tarkime, kad A\; = 1,i = 1,...d, tuomet p*(ej;) = S0, e, teZir
jo skirstinys yra x?. Pasitelke x? skirstinio tankio funkcija, radome didZiausio tikétinumo

funkcija parametrams vertinti ir parodéme, kad tenkinamos 4 teoremos salygos.

4 Pavyzdys. Siame pavyzdyje nagrinékime pataski agregavima. Sakykime erdves C[0, 1]

laiko eiluté (X, ¢ € Z) uzrasoma:

Xi(s) = aue(s), s €10,1], (12)

of = w+ a(Xe1(1) = Xea(0))* + Boiy, (13)

Cia (gi(s),s € [0,1]),t € Z yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai Gauso
procesai.

Sis pavyzdys atitinka modelj (4), (5) erdvéje E = C[0, 1] su pusnorme p(f) = |f(1) —
f(0)]. Toks modelis turi ir praktinj paaikinima, kai nagrinéjamos finansiniy priemoniy
kainos, pavyzdziui, akcijos. Tuomet modelio (12), (13) kintamumas priklauso nuo atidarymo
ir uzdarymo kainy skirtumo absoliu¢ios reiksmes.

DydZio [e:(1)—¢4(0)] tankio funkcija yra zinoma, taigi sudare didziausio tikétinumo funk-
cija modelio parametrams vertinti, parodéme, kad galioja 4 teoremos salygos ir parametry

ivertiniai yra suderinti.
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2.3 GARCH(1,1) modelis Hilberto erdvéje

Sakykime, H yra separabili baigtinés ar begalinés dimensijos Hilberto erdvé su skaliarine
sandauga (-,-) ir norma || - ||, ||z]|> = (z,z), * € H. Tegul (X;,t € Z) yra atsitiktinis
procesas erdveje H, Z = {0, £1,£2,... }.

5 Apibrézimas. Sakysime, kad (X;) yra GARCH(1, 1) su vienmaciu kintamumu, jei

X, =0, (g) ~iid (0,Q.), (14)

o} =w+ Bol, + (X 1,2)% teZ, (15)

Glaw > 0,0 > 0ir z € H yra modelio parametrai.

Laikysime, kad (g;,t € Z) yra nepriklausomi vienodai pasiskirste erdves H atsitiktiniai
dydziai su nuliniu vidurkiu ir kovariacija Q.. Kai (X;) projektuojamas kryptimi z, laiko
eilute ((Xy, z),t € Z) yra klasikinis GARCH(1, 1) modelis. Reikia pastebéti, kad kryptis z
nezinoma.

Hilberto erdvées GARCH(1,1) sprendinio grieztas ir 2-os eilés stacionarumas (6 ir 7

teoremos) jrodyti remiantis [12] ir [20].

6 Teorema. Jeigu (g¢) yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydZiai ir

00 < 7 1= Blog{(e0, 2)? + 8} <0, (16)
tuomet eiluté
he ::w+wZH(<5t,j7z)2+[)’) (17)
n=1 j=1

konverguoja beveik tikrai ir procesas (X;,t € Z), apibréZiamas
X, =h"%, tez, (18)

yra vienintelis grieztai stacionarus modelio (14), (15) sprendinys.

7 Teorema. (g,,t € Z) yra nepriklausomi vienodai pasiskirste kvadratu integruojami atsi-
tiktiniai dydZiai, t.y. E|leo||* < co. Jei E{go, 2)? + 3 < 1, procesas (X;,t € Z), apibréstas

lygybe (18), yra vienintelis modelio (14),(15) antros eilés stacionarus sprendinys. Be to,
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jeigu El|gol[P < oo ir E((eg, 2)2 + B)P/? < 1, kai p > 2, sprendinys (18) turi baigting p-osios

eilés momentq.

Modelio parametrams vertinti pasirinktas taip vadinamas kvazi-didziausio tikétinumo
metodas. Darydami prielaida, kad dydziai (e;) yra pasiskirste pagal Gauso skirstinj, kvazi-

didziausio tikétinumo funkcija uzrasome taip:

d
X7 1 T
:»220 Lor o+ osh )
t=1 i=1
Ga (u3),j = 1,...,d yra operatoriaus Q. tikrines funkcijas (¢;) atitinkancios tikrines

reikSmes, kurios yra zinomos, o h(6) uzrasoma

t

a(0) = Z NX,2)? 0= (w8 M., M) € K.

Didziausio tikétinumo jvertinys gn randamas maksimizuojant tikétinumo funkcija:

0, = argmaxeeKIj,,L(@)

Didziausio tikétinumo jvertinio @L suderinamumas jrodytas pagal 5.1.7 teorema is [20].

8 Teorema. E(gy,z)% + 3 < 1, visiems 0 = (w, 5, A1,..., M) € K, kur 2 = Mgy + -+ +
Aa¢a € H ir K yra kompaktiné aibé. Tuomet

o a.s.
0, —— b
n—00

Didziausio tikétinumo jvertinio gn asimptotinis normalumas jrodytas remiantis 7.2 teo-

rema i [12] ir 5.6.1 teorema i§ [20]. Pazymekime, hy(0) = 125 + 3272, /71X, 2)%
9 Teorema. Sakykime, tenkinamos tokios sqlygos:
(i) Oy € K° K° yra kompaktinés aibés K vidus;

(ii) Kai0<§ <1, Ellgo|[*° < 0o ir E({g, 2)2 + 3)? < 1 visiems 0 = (w, B, A1, ..., M) €
K, kur z = M\¢1 + -+ 4+ Aida;

(iii) Matrica J = Eoy*hy(00)[1,(00)]" yra apverciama.
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Tuomet

Vi, — 65) % N(0, %J’l),

cia .,
Z ( 307@ 607¢j>2 o 1)
=1 Nzﬂj
Skyriaus pabaigoje buvo istirtos liekanoms & = &;'X;, t = 1,...,n, 62 = % +

PR Bj’1<X,,,j, 2)2, 1 <m < n, asimptotinés savybeés.

10 Teorema. Sakykime E{ey,2)% + 3 < 1, visiems 6 = (w, B, A\1,..., ) € K, ¢ia 2 =
A+ -+ Mg € H ir K yra kompaktiné aibé. Tuomet visiems x,y € H,

71 Z Eky T 6/47 <Q5$ 7/>

2.4 Stilizuoti faktai ir agregavimas

Ketvirtame disertacijos skyriuje pristatytas auksto daznio duomeny agregavimo uzdavinys,
kai nagrinéjami stilizuoti faktai, apzvelgti pagal [6], [7] ir [12]. Bendros finansiniy priemoniy
kainy ir ju grazy statistinés savybés analizuojamos jau ilga laika ir tokie stilizuoti faktai, kaip
grazy, autokoreliacijos nebuvimas, nestacionarios kainy eilutés bei ilga atmintis yra puikiai
zinomi. Nagrinéjant grazy kintamuma, pastebeéti kintamumo klasterizacijos, sezoniskumo
bei sverto efekto ypatumai. Taip pat didelio démesio susilauké naujieny bei kity iSores
intervenciju poveikio finansiniy priemoniy kainy eilutés elgesiui analizé. Véliau apibendrin-
tos tokios auksto daznio duomeny savybés, kaip spredo tarp pirkimo ir pardavimo kainos
diskretumas, trumpo laikotarpio trikampis arbitrazas, o skalés désniai nagrinéjami ir iki siol
randami nauji. Taciau analizuojant agreguotus auksto daznio duomenis svarbu zinoti, ar
agregavimo funkcija turi jtakos stilizuotiems faktas. Musy ziniomis Siuo klausimu analizé
iki Siol nebuvo atliekama.

Empiriniam tyrimui buvo pasirinkta ilga atmintis, kaip vienas svarbiausiy stilizuoty
fakty. Pagal [17] laikoma, kad procesas y; turi ilgg atmintj, jei

-n
5 Il = 00,1 = o0,
k=n

Cia py - autokoreliaciné funkeija. Pasitelkiant klasiking R/S statistika [15], buvo apskai¢iuota
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Hursto eksponeteé, kurios reikSméms patenkant j intervala 0,5 < H < 1 yra laikoma, kad
procesas turi ilga atmintj. Pritaikius keturias 1 skyriuje nagrinétas agregavimo taisykles -
pataskio, didziausios vertés, maziausios vertés ir vidutinés vertés, atlikta analizé uzsienio
valiuty (USD, EUR, GBP, JPY) auksto daznio duomenims patvirtino zinoma fakta apie
tai, kad absoliu¢ios grazos turi ilga atmintj, taciau kartu parodé, kad Hursto indeksas
kinta intervale nuo 0,63 iki 0,81 priklausomai nuo agregavimo taisyklés ir dienos momento,

kuriame jis buvo apskaiiuotas. Paveikslelyje 2 pavaizduota EUR/USD valiutos kurso

H 08100

0.7900

0.7700 =

0.7500 -

0.7300

0.7100

0.6900

0.6700

0.6500

0.6300

00:00 1:30 300 430 600 7:30 9:00 10:30 12:00 13:30 15:00 16:30 18:00 19:30 21:.00 22:30

——POINT —MAX —MIN —AVG LAIKAS

2 pav.: EUR/USD Hursto eksponentés priklausomybé nuo agregavimo

Hursto indekso priklausomybé nuo duomeny agregavimo taisyklés. Nagrinéjamu atveju
didziausi skirtumai tarp Hursto eksponentés reiksmiy, apskaiCiuoty taikant skirtingas ag-
regavimo taisykles, pasirodo pirmoje dienos puséje. Didziausia Hursto indekso reikSmé
lygi 0,771 pasiekiama 10:15 pritaikius didziausios vertés agregavima, o maziausia reiksme
lygi 0,658 buvo uzfiksuota 06:30 pataskio agregavimo atveju. Apskritai Hursto indekso
reiksmeés labiausiai kinta taikant pataskj agregavima, nes kitos agregavimo taisyklés duoda
tolydesnes kainy funkcijas. Galime pastebéti, kad Hursto eksponentés, apskaic¢iuotos pagal
skirtingas agregavimo taisykles, dienos pabaigoje konverguoja i bendra reiksme. Taigi
taikant ilgos atminties modelius funkcinéms grazoms modeliuoti, reikéty atsizvelgti i tai,

kad ilgos atminties parametro reikSmé priklauso nuo agregavimo taisyklés.
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3.1

3.2

Apibendrinimas

Ginamos isvados

Apibréztas agreguoty auksto daznio duomeny vertés pokyéio rizikos modelis ir is-
nagrinéta sio modelio jvertiniy priklausomybé nuo taikomos agregavimo taisyklés,

pasitelkiant valiuty kursy grazas.

Sudarytas funkeinis p — GARCH(1, 1) modelis, priklausantis nuo tam tikry funkciniy
duomeny savybiy. Irodytos stacionaraus sprendinio egzistavimo ir modelio parametry
didziausio tikétinumo jvertiniy suderinamumo teoremos. Pateikta keletas modelio

praktiniy pavyzdziy, kai Zinoma agreguoty grazy tankio funkcija.

Apibréztas Hilberto erdves GARCH(1, 1) modelis su vienmaciu agreguoty grazy kin-
tamumu. Jrodytos stacionaraus sprendinio egzistavimo, modelio parametry kvazi-
didziausio tikétinumo jvertiniy suderinamumo ir asimptotinio normalumo teoremos

bei istirtos modelio liekany asismptotinés savybeés.

[sanalizuota Hursto eksponentés, kaip ilgos atminties parametro, priklausomybé nuo

pasirinktos agregavimo taisyklés, pasitelkiant absoliucias valiuty kursy grazas.

Rezultaty pristatymas

Disertacijos rezultatai buvo pristatyti Siose konferencijose:

1.

Tarptautinéje konferencijoje, surengtoje Vilniuje pavadinimu "10th International Vil-
nius Conference on Probability and Mathematical Statistics', 2010 m. birzelio 28 -
liepos 2 dienomis. Pranesimo tema: High Frequency Data Aggregation in Value-at-

Risk Models.

. LI Lietuvos matematiky draugijos konferencijoje, surengtoje Siauliuose 2010 m. bir-

zelio 17-18 dienomis. PraneSimo tema: Long Memory in High Frequency FX Rates:

Hurst Exponents Dependence on Data Aggregation.

. Tarptautinéje konferencijoje, surengtoje Lodzéje, Lenkijoje pavadinimu "9th Annual

Conference, Forecasting Financial Markets and Economic Decision-Making (FindE-
con)", 2010 m. geguzés 13-15 dienomis. Pranesimo tema: Ultra High Frequency Data

Aggregation in Value-at-Risk Models.
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4. L Lietuvos matematiky draugijos konferencijoje, surengtoje Vilniuje 2009 m. birzelio
18-19 dienomis. Pranesimo tema: Functional Data Analysis of Foreign Exchange

Rates.

3.3 Publikacijy sarasas

Disertacijos rezultatai yra publikuoti Siuose leidiniuose:

1. Pranckevi¢iuté M. and Rackauskas A. Hilbert space valued GARCH with univariate
volatility. Vilnius University Faculty of Mathematics and Informatics Preprint 2011-
06, (2011).

2. Pranckeviciute M. and Rackauskas A. GARCH models depending on data aggregation.
Vilnius University Faculty of Mathematics and Informatics Preprint 2011-05, (2011).

3. Pranckeviciute M. High Frequency Data Aggregation in Value-at-Risk Models: is Daily
Data Enough? FindEcon Monograph Series: Advances in Financial Market Analysis

Number 10, (priimtas publikavimui).

4. Pranckeviciuté M. High Frequency Data Aggregation in Historical Value-at-Risk Mo-
dels. Pinigy studijos, 2 (2010) 42-52.

5. Pranckeviciuté M. Long Memory in High Frequency FX Rates: Hurst Exponents
Dependence on Data Aggregation. Liet. Mat. Rink. 51, (spec. nr.) (2010), 357-361.

3.4 Summary

A Value-at-risk (VaR) model, as a tool to estimate the market risk, is considered in the
thesis. VaR is a statistical model defined as the maximum future loss due to likely changes
in the value of financial asset portfolio during a certain period with a certain probability. A
new definition of an aggregated VaR is given and the empirical study about VaR estimates of
different currencies position dependence on the data aggregation rule (pointwise, maximum
value, minimum value and average value) is provided. In the second chapter of the thesis,
a functional p — GARCH(1, 1) model is defined and the theorems of the stationary solution
existence and the maximum likelihood estimators of model parameters consistency are
proved. Additionally, some examples of p — GARCH(1, 1) model taking a known density

function of aggregated observations are given. Next, a general Hilbert space-valued time
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series are considered and a GARCH(1, 1) model with univariate volatility is investigated.

The theorems of the stationary solution existence, quasi-maximum likelihood estimators of

model parameters consistency and asymptotic normality are proved, the analysis of residuals

is provided. In the fourth chapter of the thesis, the empirical study about the Hurst index

value of absolute returns for different foreign currencies dependence on the data aggregation

rule is provided.

3.5 Trumpos zZinios apie autore

Gimimo data ir vieta

1982 m. kovo 11 d., Vilnius.

ISsilavinimas

2000-2010 Vilniaus universitetas, Matematikos ir informatikos fakultetas:

e 2006-2010 Doktoranturos studijos,

« 2006 Magistro diplomas (studiju specializacija - finansy ir draudimo matematika),

« 2004 Bakalauro diplomas (studijy specializacija - finansy ir draudimo matematika).

Darbo patirtis

2008-09-01 - iki dabar, Finansinés rizikos departamento direktoriaus pavaduotoja, AB

bankas Snoras.
2006-10-18 - 2008-08-31 Riziky valdymo departamento analitiké, AB bankas Snoras.

2003-06-16 - 2006-10-17 Aktuarijus (nuo 2004-07-01 - vyriausiasis aktuarijus), Coface
Austria Kreditversicherung AG Lietuvos filialas (buvusi UAB D] Lietuvos eksporto ir

importo draudimas).
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