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Jvadas

Siame darbe nagrjamas vieno kintamojo unimodadis funkcijosf(x) minimumo radimo
intervale [a; b] uzdavinys

min{f (x): x € [a;b]}.

Nagringjamos tos funkcijos, kurios éma diferencijuojamos arba imeanoma rasti yj
iSvestires nulio task. Siame darbe iSnagtiti Fibonaio ir aukso pjvio metodai, kuriais
remiantis iSsprendziamas unimodalifiinkciju minimizavimo uzdavinys.

Pirmoje darbo dalyje pateikiami Fibana ir Lukaso skaiiy seky apib&zimai ir sirySiai
tarp ju bei pateikiamos pagrindia savyis.

Antroje darbo dalyje supazindinama su Fibkood aukso pjivio metod; ypatykemis.

Sio darbo 2.3 skyriuje pateikiamas metodas, kuggrindy sudaro Lukaso skéai. Sis
metodas pavadintas Lukaso metodu. Lukaso metodamstuuotas, siekiant iSsiaisSkinti kaip
Lukaso skaiiai itakoja unimodalinj funkciju optimizavims.

ISvadose pateikiami kiekvieno metodo pranaSumatrbkumai, lyginant juos tarpusavyje.
Pateikiami kiekvieno metodo algoritmai, pritaikyiikomajai matematikos programai ,Maple*

(septintai arba aukStesnei jos versijai).



1. Fibonacdio ir Lukaso skaiédiai

Prandizy matematikos profesorius Eduardas Lukasasnedamas tiesines rekursines sekas
pastebjo, kad skatiy sekos
11,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,....., (1.2)
1,3,4,7,1118,29,47,76,123199,322,......; (1.2)
pasizymi tomis p&omis savymis.

Pirmoji (1.1) seka yra vadinama Fibsitf skatiy seka, o (1.2) — Lukaso skhj seka
(pavadinimas duotas Sios sekos oo garbei). Seka (1.2), buvo zinoma dar iki Lukastiau
Lukasas yra zinomas, kaip pirmasig Skatiy tyrinétojas.

Suformuluokime §j seky apibgzimus.

1 apibrézimas. Skakiy seka{F,} vadinama Fibon#o skakiy seka, jei

1) F =1,

2) F, =1,

3)F,=F, ,+F,,,n>3,cia F, —n-tasis Fibon&o sekos sk&ius.

2 apibrézimas. Skatiy seka{L, | vadinama Lukaso skai; seka, jei

1)L, =1,

2) L, =3,

3)L,=L,,+L,,,n>3, ¢ia L, —n-tasis Lukaso sekos skais.

Prandizy matematikas BineFibonaio skatiams ived bendaja formule:

& aShes)

Panagrigkime Sios formus iSvedim.

Bine Si formule iSved, remdamasis lygybe
p°+o=1,

y J5-1

cla @ =
$=7

vadinama aukso fyiu.

Pertvarkomep® + p = 1

! Francois Edouard Anatole Lucas (1842 — 1891)
? Leonardo of Pisa (Fibonacci) (1175-1252)
% Jacques Philippe Marie Binet (1773-1856)



(1o +F(2p+1)=1

ir padauginame i& ¢*. Gauname
(-1’0 + F,(2p+1)p* =1.
Dauginame i$- ¢°, gauname
(-1)°p° + F,(2p +2)p° =1.

Bendru atveju, gauname

(-1)"p™ +F, (20 +1)p" =1.

IS pastarosios lygys iSreiSkiameF, :
Fo(2p+1)p" =1-(-1)' 9™,

F.Rp+)=¢p"—(-1)"p",

1
F, = M —(-p)").
! 2¢+1(¢> (o))
Taigi gavome, kanFn:i L+5 - 1-5 :
NI 2
Lukaso skaliy bendroji formué iSvedama, remiantis analogiSku principu.
Ln=[l+2*/g] +(¥J . (1.4)

Sig formule 1730 metais iSvedVoivre.

Fibon&io ar Lukason-taji skatiy, galime apska&iuoti iS pagal apytiksles formules:

1(1+45)
Fn~£[ . ] (1.5)
L {“2*/5} . (1.6)

Lukasas tyriadamas (1.1) ir (1.2) sekas pasfeb kad (1.1) sekos skaai yra iSreiSkiami
(1.2) sekos skaiais ir atvirkEiai:

I:n = %(Ln—l + I-n+1) ’ (17)
I-n = I:n—l + Fn+1 ' (18)
L=t

= (1.9)

n



Vélesni tyriretojai, atrado daugiawsySiy:

Fo=L,- L, gL, (1.10)

L2 —5F2=4(-1)", (1.11)
1

Fo.. = E(FmLn +L,.F,). (1.12)

Pastebta, kad Lukaso sk&iy tapatyles panaSiosi Fibon&io skatiy tapatybes.
Zvilgtelekime | Sias tapatybes.

Pagrindires Fibongio skatiy tapatyles:

Fn—l Fn+1 - Fn2 = (_ 1)” ’ (113)
I:n+m = I:n—lFm + I:n I:m+1 ' (114)
Analogiskos (1.13) ir (1.14) tapatyins, Lukaso skaiy tapatyles:

Lr ~Loabna =50, (1.15)
L., =%(5le:n +L,L,). (1.16)

Visuscia pamiretus rysius galimgrodyti, remiantis matematés indukcijos principu.

Fibon&io skatiai pasizymi tuo, kad gretim sekos nati santykis, didjant skafiu

numeriams sekoje, &ja prie skatiaus \/52_1.
1 savyte, lim Fr - Y51 (1.17)
e I:n+l 2

AnalogiSka savybgalioja ir Lukaso sk&iams.

2 savylke. lim Ly :E.
e I—n+l 2

(1.18)

[rodymas.

Pasinaudeaj (1.4) formule, gauname
2 2 _

Iimi =lim e} — = V5 1.

n—ow Ln+1 n—oo (1_'_\/3} +[1_\/§J 2

2 2



2. Unimodaliniy funkcij y optimizavimo metodai

Nagriréckime vieno kintamojo funkcijo§x) minimumo radimo atkarpoan; b]c R uzdavin
min{f (x): x € [a;b]}, (2.1)
kai tikslo funkcija grieztai unimodalin Priminsime, kad funkcijd(x) vadinama grieztai
unimodaline intervale[a;b] , jeigu ji turi vieninte], Siame intervale, minimumo t&él& ir
tenkina glygas:
1) f(x)> f(x,), kai x, <X, < X;
2) f(x)< f(x,) kai x<x, <x,;
gia x,, %, intervalo[a;b] taskai.
Unimodalires funkcijos pavyzdziai pateikti 1 ir 2 paveiksluose

1 pav. 2 pav.

h ' e -~

Tarkime, kad xe[a;b] yra (2.1) uZzdavinio sprendinys. SprendZiant (2ubdavin,
konstruojamadétyjy intervaly [a, ;b ] seka konverguojantix, x e [a, ;b ]. Intervalai[a, ;b, |

konstruojami tol, kol pasiekiamas norimas tikslum#&avyzdZziui, norime rasti funkcijos

minimumo task % (¢ >0) tikslumu. Tuomet intervalada,;b, |, k=1,..,n, turi tenkinti

nelygyle b, —a, <¢.
Kad bity patogiau, pradinintervah [a;b] pazyntkime [a,;b,]. Tarkime, kadc,_, ir d, ,
intervalo [a, ;b ,] vidaus taskaif(c_,) ir f(d,_,) yra funkcijos f (x) reiksmes juose.
Intervalas[ak;bk] sudaromas remiantis palyginimo rezultatais:
o jei f(c)< f(d,,), taila;b ]=[a,_;;d.]; (2.2)
e jei f(c,)> f(d.,), taila;b.]=[c. ;b._]. (2.3)



Taskaic, , ir d, ;, parenkami, taikant formules:

CGa=a,t (1_ V-1 )(bk—l - ak—l); (2.4)

di=a,+ ?’k—l(bk—l -, )’ (2.5)

¢ia ¥, , parenkama taip, kad,_, <d, ,, IS to gauname, kaé <% <1
Siekiant, kad minimumo taskas patekt, i intervalus|a, ;b, |, taskaic, ,, d,_, turi tenkinti

lygybe
d.,-c.,=b —d,.
Panagrigkime interval; konstravimo mechanizm
Turime intervad [a; b], kuriame funkcijaigyja minimum. Pasirenkame taskus , ir d, ,,

(2.6)

tuomet pagal funkcijos reikSmpalyginimo rezultatus, formuojar‘r{ek ; bk] intervalus (3 pav.).

3 pav.
a = X ds b
X :
T d, b,
Chi 5 O
1
e I:'r. -l
K

—
2 hr.

Kai b, —a, <&, tuomet (2.1) uzdavinys iSgstas.

Siu metod; esné yra ta, kad reikia taip pasirinkti,_,, kad reikty formuoti kuo maziau

intervaly.
Pabandykime apskauoti y, , reikSmes.

Intervalo [a, ;b, ] ilgi iSreikskime intervalda, ,;b, ,] ilgiu. Tarkime, kadf(c,_,)< f(d, ),
tuomet is (2.2) iSplaukia, kad.

b -a=d_,-a,=7.,0,-a,).

Jei f(c,,)> f(d,_,), tuomet i§ (2.3) iSplaukia analogiska lygyhy.

b, -a=b_,-c,=b,-a,-01-7.,)b,-a_.)=r.b,-a_)

Taigi,

b, —a,= 7k—1(bk—l - ak—l) . (2.7)



Zinome, kad taskac, ,, d, ,, b_ir d, turi tenkinti (2.6) lygyk. Apskatiuokime Kairhja
(2.6) lygytes pus. IS (2.4) ir (2.5) gauname, kad

d,-c,=a,+r,b,-a,)-a,-1-r,)b,-a_)=

=2y, -Yb, —a,). (2.8)

Sutvarkykime desinja (2.6) lygykes pus. Tarkime, kadf(c_,)< f(d,_,); tuomet i$ (2.2),
(2.5) ir (2.7), iSplaukia, kad

b, -d. =d,,-d =a_,+r.,0b.,-a.,)-a -7(b -a)=01-r)b -a).

Taigi,

b —d, =1- )b, —a,). (2.9)

Targ, kad f(c_,)> f(d, ) i8 (2.3), (2.4) ir (2.7) lygyhi, gausime analogigkrezultas, t.y.

(2.9) lygyt.
Sulyginkime (2.8) ir (2.9) reiskinius:

(27k—1 _1)(bk—1 - ak—l) = (1_ " )(bk — & ) .
Taikydami (2.7) formd, y, iSreikSkimey, ,:
(27k—1 _1ka—1 - ak—l) = (1_ Y )7k—1(bk—1 - ak—l)' abi puses padalinkime (ék—l - ak—l) ;

27k—1_1:(1_7k)7k—1;

27, . —1
v =1- Y k-1 :
Yk
1-
Yk ==t k=1..n. (2.10)
Yk

- 1-
Taigi, gauname, kag, — Ve
Yk

Pasirinkimey,, %< 7. <Lk=12,.,n, tokias, kad intervalda,;b, ] ilgis bity maZiausias.
IS (2.7) lygykes iSplaukia, kad
b, ~a, =] ]7,(b,~a). (2.11)

IS (2.11) iSplaukia, kad interva[an;bn] ilgis, bus maziausias, tuomet, kai

n-1 n-1
I[17;=min]]7;- (2.12)
=0 i =0

Tolimesnis tyrigjimas yra skirtas susipazinti sy, , reikSmi parinkimu, atitinkamam

metodui bei pateikiama imetod; schema.
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2.1. Fibonaéio metodas

Panagrigkime § metod.

Esame apskaiave, kad

1 k=1..,n.
Y4

Yk

Apskatiuokime ir iSrasSykime kelety, iSreiksty y,.

Taigi,
1-y
7/1 = 0 ’
Yo
1_ 1_ }/0
y _1-n Yo _—1+2y,
2
71 1-7o 1-7,
Yo
Iras T
& y, iSraiSk i y; = gauname
Vo2
2-3y
V3= —
-1+ 2y,
AnalogisSkai gauname:
-3+5
V4= % )
2-3y,
5-8
Vs = To_ .
-3+5y,

Pastebime, kad apskaiotosey reikSnese pasirodo Fibor# sekos sk&iai. IS indukcires

prielaidos iSplaukia, kad

F, —F
v =k Tkalo y_ 23 n (2.13)
-F.a+ Ry

Turédami y, iSraiSk (2.13), iSspgskime (2.12) uzdavin

n-1

n-1

Apskatiuokime ﬂyj .
j=0
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n-1 1— ~1+2 2-3

H 7o ) 7o
7/—7/7/?/ ...?/n_ —?/ . . . oo

j=0 : e ' ° Yo 1 Yo 1 270

F.,—-F F..—F n
2" Fnalo _ FnaTFnlo (_1) l(Fn—l _ Fn?’o)-
- Fn—3 + I:n—27/0 - I:n—2 + I:n—17/0
Taigi,
|-F,. +Fy, kainlyginis;
i Z\F. ., ~F.7, kainnelyginis.

j=0
Pagal indukcia prielaidy ir (2.13) formué, gauname, kad
I:k—l

<Yk < i’ ,kaik nelyginis.
k+1

F
F

F
<y <=2 kaik lyginis.
I:k+1 I:k

Kai n — nelyginis (> 3), tai

. F
= I:n—1_|:n—1’k"3“7’o:I:Lil;

min(Fn—l_Fn}/O)j A 2 "

7o n I:n+1 I:n—l ) I:n+1 - I:n kai Vo= I:n

Fn+l ’ ° I:n+l
Priminsime, kadF, ,F.., - F? = (-1)". Remiantis $ia lygybe gauname, kad
_ F,

70 I:n+1

Analogiskai apsk&iuojama, kan — lyginis (n> 2),

-F..-F.+F2 F
F F n—1Fn+1+ n’kalyoan;
min(-F _, +F.7,) = =<y, < F”‘l = n+l g =
"’ m " —F+F kaiy, = -
Fn
- . F
1 Jkaiy, =—;
n+1 I:n+l l:n
= _ F =y, =—".
0,kaiy, = F”; n+l
- , F, ... . o ,
Taigi, apskaiiavome, kady, = = IS indukcires prielaidos iSplaukia
n+l
_ Fn—k+l k _
yk_l_ 3 _lzlln (214)

I:n—k+2
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Atkreipkime &¢meg, kad y, , turi tenkinti %< 71 <1 salyga, tockl paskutire y reikSne,

kuri Sia salyga tenkina, yray, , :_322, k=n-2, nesy,, k1 nepatenkq[l;lj
R 3 F, 2 2
intervah.
Taigi,
7k_1=@,k=l2,...,n—2 .
n-k+2

Taikant Fibon&io metod, reikés sukonstruotin— 2idétyjy intervaly [a, ,;b, ,]. Ir

paskutiniojo intervalo ilgis apskauojamas remiantis Sia formule:

n-3
b, ,-a,,= HV] (bo _ao)' (2.15)
j=0
= F F,F, F F F
C|aH7j:Fn n-1 I:n—z'“F4'F_3: 3 :FZ
=0 n+l n n-1 5 4 n+1 n+1

Apskatiavome, kad ieSkant (1.1) uzdavinio sprendigidikslumu, pradinio intervalo ilgis
> I:n+1
sumazs > karty.

Dabar, kai jau zinome, ,, panagrigkime taskusc, , ir d, ,:

F
Gai=a,t [1_ n;kﬂJ(bkl - ak—l) )

n-k+2

Foka
d,=a,+—— (bk—l - ak—l)'
n—-k+2

Remdamiesi Fiboré#o skatiy sekos apitézimu ¢, , ir d, , galime perraSyti taip:

I:n—k
Gai=a,t (bk—l - ak—l)’
n-k+2

F
_ n-k+1
dk—l =, + (bk—l - ak—l)'
n-k+2

Jei f(c_,)< f(d,,), tai pagal (2.2)[a;b, |=[a, ,;d, ] ir d, =c,.
Jei f(c,)> f(d,,), tai pagal (2.3a;b, |=[c. ;b ir c. =d,,.
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Sukonstruokime Fibok& metodo schem
1. Apskatiuokime, kiek reiks atlikti iteracijos zingsmi, norint iSspesti (1.1) uzdavip

¢ tikslumu. ISsprendziame nelygym atzvilgiu:

F<Z2) g
&

2. Apskakiuokime taskusc, , ir d, , (1<k<n-2):

Fn—k
CGa=a,t (bk—l - ak—l)’
n—-k+2

Foka
d=a,+—— (bk—l - ak—l)'
n—-k+2

3. Apskatiuokime funkcijos reikSmes taskuosg, ir d, ;.

Jeif(c,)< f(d,), tai [a;b.]=[a.,;d,.],

G = + Pt (bk - ak);
n-k+1

d,=c,.

Jei f(c,)> f(d,), tai[a, ;b ]=[c..;b..].

C =iy

dk =a t Fn_k (bk _ak)'
n—k+1

Sprendimas baigiamas, kiai>n- . 2

Panagrigkime pavyzdl
1
1+ x)?

1.1 pavyzdys. Taikydami Fibong&io metod, raskime funkcijos f(x)=-e*+
minimumo tasl intervale[0;1], tikslumu s = 01

Sprendimas.ISsprendziame nelygybF, < 0—2,1 <F,i-

F. <20<F,, =n=7nesF, =13 F, = 21

Apskatiuojame taskug, ,, d,_, (k=12,...,9 ir funkcijos reik§mes juose:

b ==,
F, 21
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= 13
d —a +-2(h —a )==>,
0 ao+F8(o a,) o1

f(c,)~-0,158834 f(d,)~ -0,156969

Kadangi f(c,)< f(d,), tai [a;;b]=[ay;d,] = [OE}

,21 )
F 5 13 5
a=a+b-a)= 7=
7
8
1=GC :Z-

Palyginame funkcijos reikSmes ir d,:

f(c,)~-0,13576Q f(d,)~-0,158834

8
C:d =—,
2 1 21

5 5 8 10
d,=a,+—2(,-a)=—+o — ==,
2 |:6(2 2) 21 8 21 21

Palyginame funkcijos reikSmes ir d, :

f(c,)~-0,158834 f(d,)~-0,162248

. . 8 .13
Kadangi 1(c,)> 1(d,), tai [aib] - [eib,]-| 2 22|
10
ngdzzz,
F 8 35 11
d fd _4b— = —_— —,— =,
: a3+|:5(3 2) 2175 217 21

Palyginame funkcijos reikSmes ir d,:

f(c,)~-0,162248 f(d,)~-0,161595

, . 8 11
Kadangi f(c;)< f(d,), tai [a4;b4]:[a3;d3]:[2_1;2_1},
F 8 1 3 9
Gt boa) g T
10
d4 :CSZZ'

Palyginame funkcijos reikSmes ir d, :



15

f(c,)=-0161439 f(d,)=-0162248

[ i 9 11
adangi f(c,)> f(d,), tai [a;;b;] = [c,;b, ] {21 21}
Taigi funkcijos f(x)=—e™ + ﬁ minimumo taskas [—291;—;} .

Pazvelkimej rezultatus, gautus skaiojant, kompiuterine programa ,Maple” (1 priedas,

Fibon&io metodo programa), padidinus tikslaimki ¢ = 0,0001.

Funkcijos minimumo ieSkoma intervale [0.00, 1.00], pasirinktas tikslumas yra
.0001000000.

k c d f(c) f(d) Intervalas

1 .38196601 .61803399 -.15891145 -.15703707 [0.00000000, .61803399]
2 .23606798 .38196601 -.13521849 -.15891145 [.23606798, .61803399]
3 .38196601 .47213595 -.15891145 -.16224049 [.38196601, .61803399]
4 47213595 .52786405 -.16224049 -.16148217 [.38196601, .52786405]
5 .43769411 .47213595 -.16172193 -.16224049 [.43769411, .52786405]
6 .47213595 .49342220 -.16224049 -.16216526 [.43769411, .49342220]
7 .45898035 .47213595 -.16214053 -.16224049 [.45898035, .49342220]
8 .47213595 .48026660 -.16224049 -.16224526 [.47213595, .49342220]
9 .48026660 .48529155 -.16224526 -.16222726 [.47213595, .48529155]
10 .47716090 .48026660 -.16224844 -.16224526 [.47213595, .48026660]
11 .47524165 .47716090 -.16224733 -.16224844 [.47524165, .48026660]
12 47716090 .47834735 -.16224844 -.16224795 [.47524165, .47834735]
13 .47642810 .47716090 -.16224830 -.16224844 [.47642810, .47834735]
14 47716090 .47761454 -.16224844 -.16224836 [.47642810, .47761454]
15 .47688174 .47716090 -.16224843 -.16224844 [.47688174, .47761454]
16 .47716090 .47733538 -.16224844 -.16224843 [.47688174, .47733538]
17 .47705622 .47716090 -.16224844 -16224844 [.47688174, .47716090]
18 .47698643 .47705622 -.16224844 -.16224844 [.47698643, .47716090]
19 .47705622 .47709111 -.16224844 -.16224844 [.47705622, .47716090]
20 .47709111 .47712601 -.16224844 -.16224844 [.47705622, .47712601]

Paskutiniojo intervalo ilgis yra = .0000697910

IS Sios funkcijos grafiko interval{aO,474; 0,47q, pastebime, kad funkcijos minimumas yra

skatiaus 0,477 aplinkoje.
1 4 pav.
0.1622455 7,
01622661
-ﬂ.‘IEiE‘EdEE%
-0.162247
0.1622475 A /

ﬂ1ﬂ2ﬂ; -

M r -~
0,1622485 - e .
0474 0475 0476 0477 0478 0479
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2.2. Aukso pjavio metodas

Sis metodas ypatingas tuo, kad, yra pastovus dydis ir i3 anksto miéha Zinoti atliekam

iteraciniy skakiavimy skatiaus. Skaiiuojama tol kol pasiekiamas norimas tikslumages > 0).

Esame apskéiave, kad
-y,
Y =Lt (2.10)
V1
Pazyntkime, y, , =y, =y Ir istatykimej (2.10) lygyle

Sios lygties sprendiniai yra

_-1-45
71 2 )

_—1+\/§

V2 2

Kadangi pirmasis x;) sprendinys netenkina;—<7k_l <1 slygos, o y, — tenkina, tod

Siame metode, taikoma, reiksne.

Taigi y = —\/32_1 .

Sukonstruokime aukso pjio metodo schem kai iS anksto éra Zinomas iteracini

skatiavimy skatius (1 schema):

1. Apskatiuokime taskusc, , ir d, ;:

3-/5
Gai=a,t (Tj(bkl — );

*/_5_‘1(

dey=ac + b -a.) keN.

2. Apskatiuojame funkcijos reikSmes taskuosg, ir d, ;:
Jeif (Ck—l)g f(dk—l)’ tai [ak;bk]z[ak—l; dk—l]'
Jeif (Ck—l) > f(dk—l)’ tai [ak ; bk]: [Ck—l; bk—l]'
3. Patikriname ar intervaltﬁak;bk] Ilgis nemazesnis uz pasirinktiksluma ¢ . Jei mazesnis

sprendina baigiame.
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ISsiaiSkinkime kiek kart sumazja pradinio intervalo [ao;bo] ilgis, kai pasiekiamas
tikslumase . Kadangiy yra pastovi, tai taikydami $netod turésime sukonstruot jdétyju

intervaly. Taigi,
b, ~a, =] ]7(b,~a). (2.11)

Apskatiuokime sandaug

ni J5-1 "

L17=1 7%

Taigi,

bn_an_[%j (bo_ )

Apskatiavome, kad ieSkant (1.1) uzdavinio sprendigidikslumu, pradinio intervalo ilgis
J5-1

sumazs (Lj karty. Norint suzinoti iteracij skatiy, reikia iSspesti nelygyle n

atzvilgiu:

S R

2 &

Sios nelygybs sprendinys yra

|nb0;ao

In 2

J5-1

tia [x] yra skakiaus x sveikoji dalis.

Sukonstruokime aukso {jio metodo schem kai Zzinomas iteracini skatiavimy skatius
(2 schema):
1. Apskaciuokime, pagal formut

|nb0;ao

n=|—=%—|+1
Ini o
J5-1
kiek reikes atlikti iteracijos Zingsmi, norint iSspesti (1.1) uzdavin e tikslumu.

2. Apskakiuokime taskusc, , ir d, , (1<k<n):
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3-4/5
Gai=a,t [T](bk—l — )'

J5-1
dk—l =t —(bk—l - ak—l) .

3. Apskatiuojame funkcijos reikSmes taskuosg, ir d, ;.
Jei f(c,,)< f(d,), tai [a;b ]=[a ,;dc L]
Jeif (Ck—l) > f(dk—l)’ tai [ak ; bk]: [Ck—l; bk—l]'

Sprendimas baigiamas, kiai> n.

Panagrigkime pavyzd

1
1+ x)?

2.1 pavyzdys.Taikydami aukso pivio metod, raskime funkcijos f(x)= e

minimumo tasl intervale[01], tikslumue = 01
Sprendimas. Taikykime 1 schem Apskatiuokime taskusc,, d, ir funkcijos reikSmes

juose:

Co = 8, +[3_2\/§j(bo —a,)~ 0,382;

(b, —a,) ~ 0,618;

f(c,)~-0,1589 f(d,)~-0,1570,
Kadangi f(c,)< f(d,), tai [a;b]=[a,;d,]=[0;0618. Pastebime, kad intervalo ilgis yra
didesnis uZs = 0,Lckl to sprendim teskime toliau.

Apskatiuokime taskusc,, d, ir funkcijos reikSmes juose:

3-45
2

01=al+( j(bl—ai)zo,zse;

J§2—1(bl _a,)~0382;

f(c,)~-0,1352 f(d,)~-0,1589

d=a+

Kadangi f(c,)> f(d,), tai [a,;b,]=[c;;b]=[02360,619. Gautojo intervalo ilgis yra
didesnis uZs = 0O}lsprendim t¢skime toliau.

Apskatiuokime taskusc,, d, ir funkcijos reikSmes juose:
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2

C,=a,+ [3_—\@](@ —a,)~ 0,382

d, =a, +*/§T_1(b2 —a,)~0472;

f(c,)~-0,1589, f(d,)~-0,1622
Kadangi f(c,)> f(d,) tai [a,;b,]=[c,;b,]=[0,3820,618. Gautojo intervalo ilgis yra
didesnis uzs = 0lsprendim teskime toliau.

Apskatiuokime taskusc,, d, ir funkcijos reikSmes juose:

Cs =8 +[3_2£J(ba ~a,)~ 0472;

d, =a, +*/_57_1(b3 —a,)~ 0528;

f(c,)~-0,1622 f(d,)~-0,1615

Kadangi f(c,)< f(d;), tai [a,;b,]=[a,;d,]=[03820,52§. Gautojo intervalo ilgis yra
didesnis uZs = 0 sprendim teskime toliau.

Apskatiuokime taskusc,, d, ir funkcijos reikSmes juose:

c, =a, +[3_\/gj(b4 —a,)~ 0,438;

2

d, =a, +*/§T_1(b4 ~a,)~0472.

f(c,)~-0,1617, f(d,)~-0,1622

Kadangi f(c,)> f(d,), tai [as;b,]=[c,;b,]=[0,4380,524. Apskatiuotojo intervalo ilgis
yra mazesnis uz = 0Sprendimas baigiamas.
Taigi funkcijos f (x)= —e™ + W minimumo taskas e [0,438;0,529].
+ X

Pazvelkimej rezultatus, gautus skaiojant, kompiuterine programa ,Maple” (2 priedas,
Aukso pjivio metodo programa), padidinus tikslgmi & = 0,0001.
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Funkcijos minimumo ieSkoma intervale [ 0.00, 1.00], pasirinktas tikslumas yra
.0001000000.

k c d f(c) f(d) Intervalas

1 .38196601 .61803399 -.15891145 -.15703707 [0.0000000, .61803399]
2 .23606798 .38196601 -.13521849 -.15891145 [.23606798, .61803399]

3 .38200000 .47210503 -.13522065 -.15891401 [.23607600, .61800000]

4 47210503 .52784800 -.15891401 -.16224039 [.38200000, .61800000]
5 .43771394 .47210503 -.16224039 -.16148264 [.38200000, .52784800]
6 .47210503 .49341679 -.16172248 -.16224039 [.43771394, .52784800]
7 .45899243 .47210503 -.16224039 -.16216531 [[43771394, .49341679]
8 .47210503 .48026668 -.16214068 -.16224039 [.45899243, .49341679]
9 .48026668 .48527570 -.16224039 -.16224526 [[47210503, .49341679]
10 .47713623 .48026668 -.16224526 -.16222734 [[47210503, .48527570]
11 .47522278 .47713623 -.16224844 -.16224526 [.47210503, .48026668]
12 .47713623 .47833991 -.16224731 -.16224844 [.47522278, .48026668]
13 .47641353 .47713623 -.16224844 -.16224796 [[47522278, .47833991]
14 47713623 .47760403 -.16224829 -.16224844 [[47641353, .47833991]
15 .47686830 .47713623 -.16224844 -.16224836 [[47641353, .47760403]
16 .47713623 .47732298 -.16224843 -.16224844 [.47686830, .47760403]
17 .47704199 .47713623 -.16224844 -.16224843 [.47686830, .47732298]
18 .47713623 .47721564 -.16224844 -.16224844 [[47704199, .47732298]
19 .47710832 .47713623 -.16224844 -.16224844 [[47704199, .47721564]
20 47707799 .47710832 -.16224844 -.16224844 [[47704199, .47713623]

Paskutiniojo intervalo ilgis yra .00009424.

Kaip matome, gauti rezultatai skiriasi nezymiai meaultat; gaut;, sprendziant Fibore

metodu.
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2.3. Lukaso metodas

Lukaso metodas yra sukonstruotas Fildamanetodo pagrindu, atsizvelgiantFibonaio
skatiy santykio ir Lukaso skaiy santykio savyhi panasSuny.
Darbo pradziojejsitikinome, kad Fibonao ir Lukaso gretim skatiy santykis lygsta

skatiui , Ly.
lim i :\/_5—_1, (1.13)
n—e I:n+1 2
lim L, :\/_5—_1. (1.14)
e | 2

n+l

Pastebkime, kad y, yra dviejy gretimy Fibon&io skatiy santykis. Atsizvelgdami Sia
lygybe, y, apibezkime kaip dviej gretimy Lukaso skaiiy santyk:

Ln
L

Vo=

n+1

IS indukcires prielaidos ir (2.10) formas, gauname

Ve =ﬂ, k= 123,..,n.

I-n—k+2

Patikriname ar su visomik =1,...,n reikSmemis y, , € (%1) Pastebime, kad, k& =n,

L

1 1 .
¢|=;1|, nesy,, =—+==.Taigi,
Yk (2 j Vn1 L, 3 g

L
Vig=—FL k= 123,.,n-1

Ln—k+2

Taikant Lukaso metadreikés sukonstruotin-1 jdétaji intervah. Intervalo [an_l;bn_l] ilgi

iSreikskime intervalda,; b, | ilgiu:

n-2
bn1_an—1:H7] (b a0):7’07’1"'7’n—37n—2'(bo_ao)—
j=0
L, Lo Lo L, L L L, 3
= JRPSIES LR L L B b. — = b, — = b, — )
I-n+1 I-n I‘n1 L5 I-4 LS (0 aO) Ln+1 (0 aO) I-n+1( ° aO)

Taigi, apskaiiavome, kad
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. . . L
Taikant Lukaso metagdpradinis intervalas sumga % karty.

Sudarykime Lukaso metodo schem

1. Apskatiuokime, kiek reiks atlikti iteracijos zingsmi, norint iSspgsti (1.1) uzdavin &
tikslumu. ISsprendziame nelygylm atzvilgiu:

L, <MS L.,
&

2. Apskakiuojame taskug, , ir d, ,, (1<k<n-1):

Ln— +
CGa=a,t (1_L—klj(bk—1 - ak—l) ,

n—k+2

L —k+1
dk—l =, t — (bk—l - ak—l)'
n—k+2

3. Apskatiuojame funkcijos reikSmes taskuosg, ir d, ,:
Jeif(c,,)< f(d,), tai [a;b ]=[a ,;d, 4]
Jeif(c,,)> f(d.,), tai[a;b ]=[c ;b ].

Sprendimas baigiamas, klai>n- . 1

Panagrigkime pavyzdl
o, 1
1+ x)?

3.1 pavyzdys. Taikydami Lukaso meted raskime funkcijos f(x)=-e

minimumo tasl intervale[01], tikslumue = 01
Sprendimas.ISsprendziame nelygybL, < O_?jl <L,

L, <30<L,,,=n=7nesL,=29L,= 47

Apskatiuokime taskusc,, d, ir funkcijos reikSmes juose:

L 29 18
C, = 1-—L (b, —ay)=1-—=="=;
0 ao‘*‘( ng( b ao) 47 47

L 29
o ao+L8( b= 30)=
f(c,)~-0,1589 f(d,)~-0,1571
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Kadangi f(c,)< f(d,), tai [a,;b,]=[a,;d,]= [O %}

Apskatiuokime taskusc,, d; ir funkcijos reikSmes juose:

L 11 29 11
= 1-—=5 — = —=—
“ a1+[ LJ(bl a) 29 47 47

_18 29_18,
L, =297 47" a7’

f(c,)~-0,1346 f(d,)=~-0,1589.

Kadangi f(c,)> f(d,), tai [az;bz]:[cl;bl]:[i—;;%]

Apskatiuokime taskusc,, d, ir funkcijos reikSmes juose:

L
o=+ -a)- 2L {1- 2] 2015

o 47 18) 47 47’

L 11 11 18 22
_S(bz_ 2) =t

d,=a,+
L, 47 18 47 47’
f(c,)~-0,1589, f(d,)~-0,1622

. . 18 29
Kadangi f(c,)> f(d,), tai [aa;bs]z[cz;bz]z[4—7;4—7]

Apskatiuokime taskusc,, d, ir funkcijos reikSmes juose:

:6‘3*(1—5}(%—83):1—8{1_ 7) 11_22,

L, 47 11) 47 47’
L 18 7 11 25

d.=a.+—2(b, - 2L =

3= % L5(3 3)= 47 11 47 47’

f(c,)~-0,1622 f(d,)~-0,1613

Kadangi f (c,) < f(d,), tai [a,;b,]=[as;d;]= Bf; iﬂ

Apskatiuokime taskusc,, d, ir funkcijos reikSmes juose:

c,=a, +(1—%j(b4 ~a,)= 18 (1_ﬂj.l:2_1;

. 47 7) 47 47
L 18 4 7 22
d,=a,+—=(b,—a,)="=+=
a L4(4 )= 47 7 47 A7’

f(c,)~-0,1619, f(d,)~-0,1622
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Kadangi f (c,)> f(d,), tai [as;bs]:[c4;b4]:[21'2—5]

47’ 47

Apskatiuokime taskusc,, d; ir funkcijos reikSmes juose:

Cs =a5+[1—%j(b5—a5)= 21 (1—% 4 _22.

— —=—
. 47 4) 47 47
L 21 3 4 24
dy=a;+—2(b,—ay)="—S+=—="—;
5= % L3(5 a) 47 4 47 47

f(c,)~-0,1622 f(d,)~-0,1619.

. . 21 24
Kadangi f (c;) < (d;), tai [aﬁ;be]z[aS;d5]:[4—7;E}-

Taigi funkcijos f (x)= —e 21 24} .

+% minimumo tadka e [——
(1+x) 47’ 47

Pazvelkimej rezultatus, gautus skaiojant, kompiuterine programa ,Maple” (3 priedas,

Lukaso metodo programa), padidinus tiksiuk & = 00001.

Funkcijos minimumo ieSkoma intervale [0.00, 1.00], pasirinktas tikslumas yra
.0001000000.

k c d f(c) f(d) Intervalas

1 .38196601 .61803398 -.15891145 -.15703707 [0.0000000, .61803398]
2 .23606797 .38196601 -.13521849 -.15891145 [.23606797, .61803398]
3 .38196601 .47213594 -.15891145 -.16224048 [.38196601, .61803398]
4 47213594 .52786405 -.16224048 -.16148217 [.38196601, .52786405]
5 .43769411 .47213594 -.16172193 -.16224048 [.43769411, .52786405]
6 .47213594 .49342221 -.16224048 -.16216525 [.43769411, .49342221]
7 .45898038 .47213594 -.16214053 -.16224048 [.45898038, .49342221]
8 .47213594 .48026664 -.16224048 -.16224525 [.47213594, .49342221]
9 .48026664 .48529151 -.16224525 -.16222725 [.47213594, .48529151]
10 .47716082 .48026664 -.16224844 -.16224525 [.47213594, .48026664]
11 47524177 .47716082 -.16224732 -.16224844 [.47524177, .48026664]
12 47716082 .47834759 -.16224844 -.16224795 [.47524177, .47834759]
13 .47642855 .47716082 -.16224829 -.16224844 [.47642855, .47834759]
14 47716082 .47761533 -.16224844 -.16224835 [.47642855, .47761533]
15 .47688306 .47716082 -.16224842 -.16224844 [.47688306, .47761533]
16 .47716082 .47733757 -.16224844 -.16224842 [.47688306, .47733757]
17 .47705981 .47716082 -.16224844 -16224844 [.47688306, .47716082]
18 .47698406 .47705981 -.16224843 -.16224844 [.47698406, .47716082]
19 .47705981 .47708506 -.16224844 -.16224844 [.47705981, .47716082]
20 .47708506 .47713557 -.16224844 -.16224844 [.47705981, .47713557]

Paskutiniojo intervalo ilgis yra = .00007575
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Kadangi 1.1, 2.1 ir 3.1 pavyzdziuose sprand & pai uzdavin skirtingais metodais, tai
palyginkime gautus rezultatus.

Fibon&io:

Sukonstruota 2@étyju intervaly. Paskutinis intervalas — [.47705622, .47712601].

Paskutiniojo intervalo ilgis yra = .0000697910.

Aukso pjivio:

Sukonstruota 2@étyjy intervaly. Paskutinis intervalas — [.47704199, .47713623]

Paskutiniojo intervalo ilgis yra = .00009424.

Lukaso:

Sukonstruota 2@étyjy intervaly. Paskutinis intervalas — [.47705981, .47713557]

Paskutiniojo intervalo ilgis yra = .00007575.

Pastebime, kad gautieji intervalai skiriasi nezymia

Palyginkime Siais metodais gaunamterval, ilgius. Esame apskaave, kad

2
F

b,,-a,,=——(b,—a,) — taikant Fibon&o metod,

n+1

b -a, = [ST_lj (b, —a,) — taikant aukso pyio metod,

b ,-a_ = 3k -a) taikant Lukaso metad

n+l

Palyginkime aukso pyio ir Fibon&io metodus:

J5-1)"" 1 (1+45)"
|b _a | 5 (bo_ao) T 5 3
e oy, _ Fu 45 1 (1+\/§j N
b _ 2 n-2 n-2 2
by 2 =@ - l(bo—ao) 2'(1+2\/§J 2(1+2\/§J 25

~ 09472
Apskatiavome, kad taikydami aukso@pjo metod, intervalo ilg sumazinsime apie 5%,

lyginant su Fibon&o metodu.

Palyginkime aukso pyio ir Lukaso metodus:

\/E_l n-1 1+\/§ n+1
J (b -a) Lo ~[ 2 ] _g(lwéj:

b .—a
— —lla.p
by s — 2y _( 2
a 2

|bn_1_an_1|" L3 (bo_ao) 3{14_\/5}”_1 3.(1+\/§jn_1 3

2 2

n+l

~ 08726
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Atlik ¢ analiz pastebime, kad auksotpjo metodo konstruojamintervaly ilgis maziausias.
Taciau, kaip matome iS pavyzdzio, taipra ne visada. Inter\A@I[ak;bk] ilgiai priklauso nuo to

ar skatiai

F;*l, (ﬁz_lj , L”B*l yra arti skatiaus M. Kuo ariau jie to skatiaus, tuo ilgesni
&

intervalai. Taigi vienareikSmiSkai pasakyti, kumsetodas pasizymi didesniu intervalo ilgio
mazinimu, negalima.
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ISvados

VienareikSmiSkai pasakyti, kuris metodas turi daugiprivalumy, o kuris — maziau,
negalima.

Lukaso skaiiai optimizavimo uzdaviniuose didelio pranaSumaunietly pranasumas yra tik
tas, kad ska&iuojant mazais tikslumaiss(< 10 *°), atliekama maziau iteracipzingsniy.

Tarp skatiavimy grekio, naudojantis kompiuteriu, tarp Lukaso ir Fib®omametod; didelio
skirtumo rera. Aukso pjivio metodas dideliems sk&vimy tikslumams (taikant nesuapvaliji
aukso pjivio reikdne) netinkamas, nes pvz., ieSkant funkcijé$x)= x* — 2x+1 minimumo
intervale [0;3], tikslumu 0,000001, taikant Fibafia ir Lukaso metodus kompiuteris uZztruko

maziau negu 0,1s. Taikant auksayip metod, — 2h 28 min. 53 s.
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Summary

Lucas Numbers in Optimization Problems

The main objective of this work is to find out hdwicas numbers influence unimodal
function optimization.

First chapter of this master thesis is introductmiribonacci and Lucas numbers.

In the second chapter is analyzed unimodal fungiiablem. Here are analyzed Fibonacci,
golden section and Lucas methods, in this masésigh

Here are introduced with each method advantagesliaadvantages, in this thesis.
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1 priedas (Fibonaio metodo programa)

> Fibonacci_method:=proc(f::procedure,a::numeric,b::n
epsilon::numeric)

>local F, k, Fn, c, d, n;

> F:=2*(b-a)/epsilon;

> k:=1;

> pradzia;

> Fn:=fib(k+1);

> if Fn<F then

> k:=k+1;

> goto(pradzia);

> else

> n:=k;

>end if;

> printf("Funkcijos minimumo ieSkoma intervale [%4.2f
pasirinktas tikslumas yra %2.10f.\n",a,b,epsilon);

> printf(" \n");

>printf* kK ¢ d f(lc) f(d) Inte

> iterate(f,a,b,n);

> printf(" \n");

> printf("Paskutiniojo intervalo ilgis yra = %2.10f \

> end:

> iterate:=proc(f::procedure,a::numeric,b::numeric, n

> |ocal cn,dn,an,bn,i,fc,fd,j;

> global ilgis,fib;

> i:=0;

> an(0):=a;

> bn(0):=b;

> for j from 1 to n do

> cn(i+1):=an(i)+(1-fib(n-i)/fib(n-i+1))*(bn(i)-an(i)

> dn(i+1):=an(i)+(fib(n-i)/fib(n-i+1))*(bn(i)-an(i));

> fc(i+1):=evalf(f(cn(i+1)));

> fd(i+1):=evalf(f(dn(i+1)));

> if fc(i+1)<=fd(i+1) then

> an(i+1):=an(i);

> bn(i+1):=dn(i+1);

> else

> an(i+1):=cn(i+1);

> bn(i+1):=bn(i);

> fi;

> =i+l

> printf(" %2.0f % 2.8f % 2.8f % 2.8f %2.8f [%2.
2.8f\n",i,cn(i),dn(i),fc(i),fd(i),an(i),bn(i));

> if(n-i-2)<1 then

> goto(pabaiga);

>end if;

> ilgis:=bn(i+1)-an(i+1);

> end do;

umeric,

% 4.21],

rvalas \n");

n",ilgis);

::posint)

8f, %
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> pabaiga;

> end:

> fib:=proc(n::numeric)

> option remember;

> fib(1):=1:

> fib(2):=1,

> if n<2 then

>N,

> else

> fib(n-1)+fib(n-2);

>end if;

> end:

> fi= X->x"2-2*x+1; — ivedama funkcija
> plot(f,a..b);

> Fibonacci_method(f,a,b,epsilon);

Paskutigse dviejose eildése,ivedamos konkkgos, parametr a, b ir epsilon, reikSnes.



32

2 priedas (Aukso pjivio metodo programa)

> Golden_section:=proc(f::procedure,a::numeric,b::num
epsilon::numeric)

> |ocal N;

> global pfi;

>N :=0;

> pfi:=(sqrt(5)-1)/2;

> printf("Funkcijos minimumo ieSkoma intervale [% 4.2
pasirinktas tikslumas yra % 6.10f.\n",a,b,epsilon);

> printf(" \n");

> N:=ceil((In(epsilon/(b-a))/In(pfi)));

>printf" k ¢ d f(c) f(d) Intervalas

> jterate(f,a,b,N);

> printf(" \n");

> printf("Paskutiniojo intervalo ilgis yra % 3.10f.\n

> printf(" \n");

> printf("Funkcijos minimumas, intervale [%4.2f,% 4.2
%2.10f.\n",a,b,minimumas);

> end:

> iterate:=proc(f::procedure,a::numeric,b::numeric,N:

> |ocal cn,dn,an,bn,fc,fd,j;

> global ilgis, minimumas;

> an(0):=a;

> bn(0):=b;

> for j from 1 to N do

> cn(j-1):=an(j-1)+(1-pfi)*(bn(j-1)-an(j-1));

> dn(j-1):=an(j-1)+pfi*(bn(j-1)-an(j-1));

> fc(j-1):=evalf(f(cn(j-1)));

> fd(j-1):=evalf(f(dn(j-1)));

> if fc(j-1)<=fd(j-1) then

> an(j):=an(j-1);

> bn(j):=dn(j-1);

> else

> an(j):=cn(j-1);

> bn(j):=bn(j-1);

> fi;

> printf("%3.0f % 2.10f % 2.10f % 2.10f %2.10f [
2.10f\n" j,cn(j-1),dn(j-1),fc(j-1),fd(j-1),an(j),b

> ilgis:=bn(j)-an(j);

> od;

> end proc:

> fi= X->X"2-2*x+1; — ivedama funkcija

> plot(f,a..b);

> Golden_section(f,a,b,epsilon);

eric,

f,.% 4.21],

\n");

" ilgis);

f], yra

‘posint)

%2.10f, %
n@));

Paskutiise dviejose eildse,ivedamos konkkaos, parametr a, b ir epsilon, reiksnes.
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3 priedas (Lukaso metodo programa)

> Lucas_method:=proc(f::procedure,a::numeric,b::numer

epsilon::numeric)

>local L, k, Ln, c, d, n;

> L:=3*(b-a)/epsilon;

> k:=1;

> pradzia;

> Ln:=luc(k+1);

> if Ln<L then

> k:=k+1;

> goto(pradzia);

> else

> n:=k;

>end if;

> printf("Funkcijos minimumo ieSkoma intervale [%4.2f
pasirinktas tikslumas yra %2.10f.\n",a,b,epsilon);

> printf(" \n");

>printf* k ¢ d f(c) f(d) Inter

> iterate(f,a,b,n);

> printf(" \n");

> printf("Paskutiniojo intervalo ilgis yra = %2.10f \

> end:

> iterate:=proc(f::procedure,a::numeric,b::numeric, n

> |ocal cn,dn,an,bn,i,fc,fd,j;

> global ilgis,luc;

> i:=0;

> an(0):=a;

> bn(0):=b;

> for j from 1 to n do

> cn(i+1):=an(i)+(1-luc(n-i)/luc(n-i+1))*(bn(i)-an(i)

> dn(i+1):=an(i)+(luc(n-i)/luc(n-i+1))*(bn(i)-an(i));

> fc(i+1):=evalf(f(cn(i+1)));

> fd(i+1):=evalf(f(dn(i+1)));

> if fc(i+1)<=fd(i+1) then

> an(i+1):=an(i);

> bn(i+1):=dn(i+1);

> else

> an(i+1):=cn(i+1);

> bn(i+1):=bn(i);

> fi;

> =i+l

> printf(" %2.0f % 2.10f % 2.10f % 2.10f %2.10f
2.10f\n",i,cn(i),dn(i),fc(i),fd(i),an(i),bn(i));

> if(n-i-1)<1 then

> goto(pabaiga);

>end if;

> ilgis:=bn(i+1)-an(i+1);

> end do;

% 4.21],

valas \n");

n",ilgis);

::posint)

[%62.10f, %
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> pabaiga;

> end:

> luc:=proc(n::numeric)

> option remember;

> luc(1):=21:luc(2):=3;

> if n>2 then

> luc(n-1)+luc(n-2);

> else if n=2 then luc(2);

> else luc();

>end if;

>end if;

> end:

> fi= X->X"2-2*x+1; — ivedama funkcija
> plot(f,a..b);

> Lucas_method(f,a,b,epsilon);

Paskutigse dviejose eildése,ivedamos konkkgos, parametr a, b ir epsilon, reikSmnes.



