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[VADAS

Vystantis gamtos mokslams, visitir zaidimai, taip pat ir matematiniai. Ne tik ksbas,
bet ir dabartinio XXI amziaus pramogos turiirgs matematika. Kazkada azartiniai loSimaiidav
galinga impulsy tikimybiy teorijai atsirasti,0 dabar zodis ,loSimas” tapotemaatiniu zodziu,
placiai vartojamu jvairiausiuose moksluose: ekonomikoje, biologijojearyboje... Ta&au
populiariajai literatirai ,nelengva“ atspingti Sias permainas.

Zmogy gali nustebinti rysis tarp pramedr rimto mokslo, nesisteiti abstrakiy savoky
ir skaiiavimo technikos iSradingu pritaikymu zaidirbei loSimy ir galvodikiy analizei...

Pagal J. Danilay
ir J. Smorodinsk

Miusy tikslas ity iliustruoti, kad Zaidimai su logikos elementaisdpda mokytis ir
tobuléti.

Siame darbe pateiksime keldb3imy ir Zaidimy pavyzdzi, méginsime juos analizuoti,
taip pat dar nurodysime konkie uzduciy ir ju sprendimo bdy. Darbo rezultatai géty
itikinti, kad ne tik mokantis galima ko nors pasigket ir ZaidzZiant Sio to iSmokti. Kai kam taip
gal ity netidomiau, ne taigprasta. Tikiuosi kad, mano darbmanoma panaudoti jaunesp
klasiy mokiniy ugdymui, j lavinimui bei supazindinti juos su teorijos elern@s.

Darbo tikslas:
e [rodyti, kad loginiai Zaidimai skatinaastyma;
e Pateikti zaidina pavyzdzy,

e Surinkti ir pateikti su zaidimais susijusizdavini.



1. PAZINTIS SU TIKIMYBIU TEORIJA

,Sansai“, ,galimyles®, tikimybés* — tai Zodziai i3 kasdieninio @8y Zodyno, kaip ir
.,moneta“, ,futbolas” ar ,tortas“. Nors visi intuityai jawciame, k reiskia kiekvienas iS ketuyi
pacituot; teiginiy, grieztai apib¥zti terminus ,Sansai“, ,galimys“ ir tikimybés® yra
neitikétinai sunku.

Zodis tikimybés* vartojamas dvejopa prasme. Viena vertus, Sissa@ikiamoksl —
iS esnés matematikos SakAntra vertus, mes kalbame apigkiy tikimybes, ir tada ,tikimyb*
reiSkia skatiu, kaip, pavyzdziui, teiginyje , Tikimyly kad tris kartus metant mogestvirs vien
herbai, lygi 12,5%". Terminas ,galimyés* vartojamas tai pgai tikimybés sivokai isreiksti Siek
tiek kitu pavidalu.

1.1.Kas yra tikimybi y teorija?

Tikimybiy teorija tiria tam tikras situacijas, kurias matéike megsta vadinti
tikimybiniais bandymais, arba tiesiogpandymais Sakysime, kad bandymas yra tikimybinis,
jei galimy jo baigiu (rezultat) yra daugiau negu viena, ir negalima i ankstdavpasakyti,
kuri iS galimy baiggtiy iS tikryju ivyks. TipiSki bandym pavyzdziai yra monetos dymas,
loSimo kauliuko ridenimas, $audymglgk3tes, oi prognozs. Zodis ,bandymastia vartojamas
labai laisvai, ir daugumai §ibandymy atlikti visai nereikia balt chalaty ar geraijrengu
laboratoriji.

Su tikimybiniais bandymais susiduriame kasdien. Kaiie iS j yra paprastesni (orali,
Pasaulio tauss rezultatai ir t. t.), o kai kurie — sétthgesni (nisy mokamos draudimgnokos,
perkamy produkt; patikimumas ir t. t.).

Tikimybiy teorija nagrigja suctingiausius reiskinius, o ne tik mometétyma, loSimo
kauliuky ridenimy ar Saudyra i IékSteles.

1.2. Tikimyb és
Sakykime, metame monetokia tikimybe, kad ji atvirs herbu? Taiéna sunkus
matematinis klausimas, ir beveik kiekvienas dusalatma: 50%, 1 iS 2, apie pgsr t. t.

paprasSius pagsti Siuos atsakymus, argumentai paprastai suskilakategorijas.

" Iprasta tikimybes reiksti deSimtaimis ar paprastosiomis trupmenomis, 0 $ansus — praise



Vienas argument tipas yra toks: kadangi moneta gali atvirsti dvidadais, herbo
tikimybe yra 1 i§ 2. $argument tipa vadinameobjektyviuoju poZiiriu i tikimybe.

Kitas argument tipas yra mazdaug toks: jei mestgsime monet daug daug kaut tai
mazdaug puskarty atvirs herbas ir mazdaug pusarty atvirs skatius, ir toctl herbo tikimyke
yra mazdaug apie pausS argumeni tipa vadinamedazniniu, arba statistiniu poZiiriu i
tikimybg.

Nors abu pofiriai yra logiSkai pagsti (laikant, kad ritoma moneta yra ideali), sunku

apibendrinti bet kuris ju taip, kad ity apgptas ir kitas pofiris.

1.3. Daugybos taisylkd

Tikimybi y daugybos taisyké. Jei sudtini jvyki galima suskaidytii paprastesnius
nepriklausomugvykius (t. y. tokius, kux baigtis neturiitakos kit jvykiy baigiai), tai
viso jvykio tikimybeé lygi jo sucktiniy jvykiu tikimybiy sandaugai.

Daugybos taisykl tvirtina, kad jei kas nors vyksta keliais etap#s, norint rasti bendr
skatiy IS bady, kuriais tai galijvykti, reikia nustatyti, keliais iais tai galiivykti kiekviename
etape, ir gautus skails sudauginti.

Kodél veikia daugybos taisyk] galime paaiskinti paprastu pavyzdziu.

Pavyzdys Jis norite suvalgyti pordijledy. Galima pasirinkti iS dvigj raSiy vafliniy

indeliy (saldziy ir nesaldai)
ir vieng i§ trijy radiy ledy (o % _@
(vaniliniy, Sokolading ir

vaisiniy). 1 paveiksilis rodo

visas galimas pasirinkimo

kombinacijas.

1. pav. Taip veikia daugybos taisgkl



1.4. Baigtiy erdves

Su kiekvienu bandymu susijusi vigalimy jo baigiy (rezultat) aibeé, vadinaméabaigéiy
erdve, arbaelementariyjy jvykiy erdve. Baitiy erdw zymima raideE, o aikes baigiy erdws

element; skatius — raideN.

1.5.Jvykiai

Iki Siol mes kalljome apie atskir baigtiu tikimybes, kurias nurodo tikimybipriskirtis.
Dauguma tikimyhi uzdaviniy yra susig su baigiu kombinacijomis, vadinamomigvykiais.
Ivykiu vadiname bet kakbaigiiu erdws poaily.

Palanki; jvykiy baigtiy skatius gali kisti nuo 0 ikiN (baigtiy erdws dydzio). Jejvykio
baigtiy skatius lygus 0, taivykis vadinamasiegalimuoju jvykiu; jei baigiy ivykio skatius
yraN, taijvykis vadinama®iatinuoju jvykiu.

Kiekviena baigiu erdws tikimybiy priskirtis kiekvienam elementariapaykiui savaime
priskiria tikimybe. Ji gaunama siflis ta jvyki sudaratiy baigiy tikimybes. Kad ir kokia @ty
tikimybiy priskirtis, negalimojavykio tikimybé visada lygi 0 (P({d}) = 0), o iitinojo ivykio
tikimybé¢ visada lygi 1 (P(E) = 1).

1.6. Tikimybiniai modeliali

Tikimybini mode| sudaro, pirma, batiju erdw, sudaryta iS vis galimy atsitiktinio
bandymo baigu ir, antra, tos baigu erdws tikimybiy priskirtis. Pastaroji kiekvienai atskirai
baigtiai priskiria skakiy tarp O ir 1 imtinai, vadinama tos baigties tikineybMatematiniu
poziariu nesvarbu, i$ kur tos tikimygbs imamos. Jos gali remtis sédjo subjektyvia nuomone,
gali bati dazny skatiavimo ar kokios nors swtingos formués taikymo rezultatas.
Tereikalaujama, kadudy laikomasi ,Zaidimo taisykii* — visos tikimybiy reikSnes turi kiti
tarp O ir 1, oy suma lygi 1. jei tikimybs jau priskirtos atskiroms baigtims, tai i |
kombinacijos, vadinamomgvykiais, yra priskirtos tikimybs. Bet kurio jvykio tikimybé
gaunama sudedaityki sudaratiy baigiy tikimybes. Skyrium imant, negalimojeykio {J}
tikimybé lygi 0, o litinojo jvykio E tikimybé lygi 1. Visus Siuos teiginius galima apibendrinti
taip:



Tikimybinis modelis
¢ Baig¢iy erdveé. Visy galimy atsitiktinio bandymo baigu erdw E = {b1, by, ... b}
e Erdvés E tikimybiy priskirtis. Kiekvienai baigiai b priskiriamas sk&ius P(b),
laikantis taisykli:
1. 0<P()<1ir
2. P() +P(lp) +...+PH)=1.
e Jvykiai. [vykis yra bet kuri€ poaibis. Skyrium imant, {3} (negalimgsykis) ir pati
E (batinasivykis) yraivykiai.
o Jvykiy tikimyb és. Kiekvieno ivykio tikimybé yra # ivyki sudaratiy baigtiu
tikimybiy suma. Skyrium imant, P{@}) = 0 ir Bf = 1.

Vienas iS seniausiir paprasiausi tikimybiy teorijos taikymy susigs su azartiniais
loSimais. Mes nesama Balininkai, bet azartiniai loSimai yra gausus Eaau Saltinis ir kelia
daugyle jdomiy matematini uzdavinip. Daugeliui loSina reikia kokios nors priemas ar
prietaiso, kaip moneta ar monetos, loSimo kauliukakauliukai, kom kalack, ruleg ir t. t.
Tokiu atveju laikoma, kad loSimgankis yra idealus, t. y. moneta ar kauliukas ynaesriski,
kortos gerai iSmaisytos iréra zynetos, o rulets ratas — subalansuotas. Matematiskai tai
reiSkia, kad vig baigiiy tikimybés vienodos. Kadangi tikimyti suma lygi 1, tai, pirma,
kiekvienos baigties tikimybturi bati 1/N (¢ia N — baigiiuy erdws dydis), ir, antra, bet kurio
ivykio tikimybé gaunama padalijus gudaratiy baigtiy skatiy iS N. Tad $ tikimybini model

galime surasyti taip:

Tikimybinis modelis, jei visos baigtys vienodai tiktinos
¢ Baigtiy erdws dydis =N.
¢ P(bet kuri baigtis) = N.
e Jei A yrajvykis, tai P(A) =jvykio A baigtiu skatius/N.

Pagal § mode] tikimybés gali hiti apskatiuotos (neretai tenka taikyti daugybos
principa).



1.7. Galimybes ir tikimyb és

Matematikas, siekdamas aiSkumo, reikalauja, kaihyikes bity skatiai tarp O ir 1.
kasdieninei vartosenai taéma taip svarbu — mes zinome, kad zri®hkalba apieSansuskaip
tikimybes, iSreikStas procentais, ir apie galimybksrios dazniausiai naudojamos iSreiksti

tikimybéms, susijusioms su loSimo situacijomis.

Jeigalimyk¥s jvykio A naudaiyram priesn, tai P(A) =m/m+n

Bendra tikimybi vertimo galimylemis taisyke yra tokia:

Jie P(A) =a/b, tai galimykes jvykio A naudaiyra a prieSb — a, o galimykes jvykio A

nenaudairab — a priesa.

1.8. Atsitiktiniai dydziai

Kintamieji gali kiti natiraliai susig su tikimybiniu bandymu, nes, Siaip ar taip, bandym
baigtys yra kintamos. Jkiekybiniodydzio skaitig reikSne priklauso nuo bandymo rezultato, tai
kintamaji vadinameatsitiktiniu dydziu . Galima sakyti ir kiek kitaip — kadangi tydama
populiacija yra baigu erdw, tai bet koks kiekybinis kintamasis, sgsijsu ta populiacija, yra

vadinamas atsitiktiniu dydziu.

1.9. Teorijos iSvados

Zmogui tikimykes, $ansai ir galimyds yra miglotos svokos, vartojamos vis pirma
loSiant loterijoje ar aptariant rytojaus orus.ciba matematikai ir statistikai @ii i tikimybiy
teorija kaip i tikslia schem, kuri daznai leidzia iSsiaiSkinti atsitiktupi jvykiu désnius.
Pagrindiniai Sios schemos elementai ¥agciy erdw, matematisSkai tiksliai nusakanti visas
galimasatsitiktinio bandymdoaigtis (rezultatus), iikimybiy priskirtis, suteikiadias kiekvienai
baigtiai skaitire reik3me. Sios skaitias reikdngs rodo atitinkamos baigties ¢inuma. Jos gali
turéti matematines ar nematematines iStakasiatavos tik tikimykes priskirtos, zaidimo

taisykks tampa visiSkai matematis



Vienas iS paprasausiy tikimybiu priskyrimo kidy yra vienod tikimybiu suteikimas
visoms baigtims. Siuo atveju tikimy® skatiuojamos, atsakiug du pagrindinius (ne visada
paprastus) klausimus: 1) koks yra nagamos baigiy erdws dydis? 2) koks yra naggjama
ivyki atitinkartio baigtiy erdws poaibio dydis?

Nors tikimybiy teorija yra palyginti jauna matematikos Saka, péisu atsitiktinumo
désniais yra svarbi visuotés kultiros dalis ir labai pravéia kasdieniniame gyvenime. Mirlg
pamascius apie tai, kiek msy gyvenimas yra valdomas likimo ir kiek — atsitrkiimo, didelis
tikimybiy vaidmuo nebestebint Kaip kart pasak Julijus Cezaris, ,atsitiktinumas yra didysis

gyvenimo mokytojas”.

Pagrindinés sgvokos: galimykes tikimybiy priskirtis
atsitiktinis dydis nepriklausomgvykiai negalimasgvykis
baigciy erdw tikimybiy daugybos Sansai
batinasjvykis taisykk tikimyhe

daugybos taisykl tikimybinis bandymas tikimybinis modelis

elementanijy jvykiy erdw

1.10. Zaidimai su tikimybémis
1.
Du lygevetiai zaickjai zaidzia be lygiju (tai reiSkia, kad kiekvieno zaip laiméjimo
tikimybé p yra%). Jie buvo sutarzaisti :

a) 3 partijas,
b) 5 partijas,
C) 7 partijas.
Priz; fondas buvo 80 Lt. Zaidimas buvo nutrauktas pmp# partijos, kusi laimejo
pirmasis zaidjas. Kokiu kidu jie tugéty pasidalinti tuos 80 Lt?

Aisku, kad pirmajam zadli turéty priklausyti daugiau negu paify pinigu, nes pergaljis
jau turi, kita vertus, visko atiduoti jam negalinmes jeigu bty zaista toliau, antrasis ga
laiméti daugum iS ty partiju.

a) SurasSykime, kaip zaidimas @@l rutuliotis toliau, jeigu bty Zaistos antroji ir tr&oji

partijos.



10

Pirmojo zaidjo pergat pazynekime raide P, o antrojo — A.

2 partija| 3 partija
P P
P A
A P
A A

Pirmasis zaigjas jau turi vien pergaé, tai jam tereikia lairéti bent viera partija, kad
laiméty visa Zaidim.
Tikimybé laiméti pirmajam Zaidjui yra g 0 antrajam _411 Tai ir pinigus tuéty pasidalinti tokiu
pat santykiu. Pirmajam Zaigi atitekty 80* g = 60Lt, o antrajam 80* % = 20Lt.

b)  SuraSykime, kaip Zaidimas gal rutuliotis toliau, jeigu bty Zaistos antroji, tr8oji,
ketvirtoji ir penktoji partijos. Visos galimos Zamo baigtys suzaidus likusias partijas

atrodyt, taip:

2 |3 4 5
partija| partija | partija | partija
P P P P
P A P P
A P P P
A A P P
P P A P
P A A P
A P A P
A A A P
P P P A
P A P A
A P P A
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A P A
P P A A
P A A A
A P A A
A A A A

Pirmajam Zzaigui reikia laiméti bent dvi partijas, kad taptzaidimo nugadtoju. Jam palankios
- 11 baigiy, o antrajam — 5. Zadjhi pinigus tugty pasidalinti tokiu santykiu: pirmasis Zajes
gauna80* i_:é =55 Lt, o antrasis gaun&0* 1_56 = 25Lt.

c) Surasykime, kaip zaidimas gal rutuliotis toliau, jeigu bty Zaistos antroji, treoji,
ketvirtoji, penktoji, Sestoji ir septintoji partigo Visos galimos Zaidimo baigtys, suzaidus likusias

partijas, atrodyt taip:

2 3 4 5 6 7
partija| partija| partija| partija | partija | partija
P P P P P P
P A P P P P
A P P P P P
A A P P P P
P P A P P P
P A A P P P
A P A P P P
A A A P P P
P P P A P P
P A P A P P
A P P A P P
A A P A P P
P P A A P P
P A A A P P
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Pirmajam Zaigjui reikia laimeti bent tris partijas, kad tagtugaktoju. Jam yra palankios 42
baigtys, o antrajam — 22 baigtys. Zgal pinigus tugty pasidalinti tokiu santykiu: pirmasis

Zaidkjas gaunaB0* g—j =5250 Lt, o antrasis gaun80* 2—3 = 2750Lt.

2.
Du visiSkai svetimi zmais sugalvoja po viennaitiralyji skatiy. Jei j; sugalvotieji skaiiai

sutampa, jie gauna paizKokj skatiy sugalvotunte jas?

Paprastai niekas neima keliazenldkatiy. Dazniausiai minimi skaiai yra 1, 3 ir 7.
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3.

Kaimynas Petras Pasakorius pasakojo, jog MatemRi&&je tuoj bus atidarytas
hipodromas, kur pradzioje lenktyniaus tik 3 arkIMienas arklys visai neblogas, vardu Trimitas,
kiti du, Bugnas ir Skudutis yra ne tokie geri. Kadangi Trimiy@a pats gréiausias, tai uzjj
statymai priimami santykiu 1 : 1. Tai reiSkia: jeigis statte 100 lity, kad jis bus pirmas, ir
Trimitas atlégs pirmas,taigs atgausite savo statytus 10Q litdar gausite antra tiek arba dar
100 lity.

Jeigu Trimitas nebus pirmassy pinigai liks organizatoriams.

Uz Bigma priimami statymai santykiu 1 : 4, o uz Skuduasantykiu 1 : 5. Tai reiskia, jeigu,
pavyzdziui, Skudutis algs pirmas, ois buvote uzjjstats 100 lit, tai jis atgausite savo
statytus 100 lif ir dar gausite 500 lit AiSku, kad Skudutis yra laikomas silpniausiu arkleigu
jis nebus pirmaspp t; savo pinig nebematysite.

Panagriékime padti. Galcia imanoma uzsidirbti?

Sakykime, kad uz pigj arkli, vardu Trimitas, pastane A lity, uz antaji arkli, vardu
Bugnas, pastaine B lity, galiausiai uz tr&aji arkli, vardu Skudutis, pastahe C lit;.

Aisku, jeigu pirmasis atigs Trimitas, mes tésime 2A lity (pagal glyga atgauname pastatytus
pinigus ir gauname dar kita tiek), jeigu pirmasegthBignas, mes gausime 5Bulifatgausime
inestuosius ir dar gausime keturiskart tiek), gaj@ippirmasis bus Skudutis — kas maziausiai
tikétina, sprendziant i$ to, kokiu santykiu organizetigoriima uz j statymus, tai mes gausime
6C lity (atgausiménestuosius ir dar gausime penkiskart tiek).

IS viso mes pastahe

A+B+C
lity ir, jeigu mes tiksimés bet kuriuo atveju iSlosti, tai kad ir koks arkbigegty pirmas, nasy
gaunama suma turiib didesre uz & ka tik nurodyt suna, arba turi i
2A> A+B+C,

5B> A+B+C,
6C > A+ B+C,

arba
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A>B+C,
4B > A+C,
5C > A+ B.
O tokiai sistemai sprendinparinkti ne taip sunku, tinka, pavyzdziui, A =, B)=C =4,
arba, apvalesniais skais, 100, 40 ir 40.

Vadinasi, jeigu uz Trimgtstatysime 100 hif, o uz Bigna ir Skudut — po 40 lity, tai jei
Trimitas atkegs pirmas, tai mes, pastdt80 lity, atsiimsime 200, jei &ynas, tai irgi 200, na, 0
jeigu Skudutis, tai net 240t

Kitaip tariant, jeigu tas hipodromas irdoi taip elgasi, tai mes greitai gélume ten
neregtai uzsidirbti...

4.

Dvi draugs, Laima ir Nijok, loSia hipodromo totalizatoriuje. Pirmajame jojichayvauja 5
zirgai — pavadinkime juos A, B, C, D ir E. Laimarke ,,bronzos*” bilie4 (tai reiSkia, kad jei jos
pasirinktas zirgas uzims pigm anta arba tréia vieta, jai atiteks piniginis lairgimas). Nijok
perka ,dviejy prizininky” bilieta (tai reiSkia, kad jei jos pasirinkti zirgai uzirhsr 2 vietas jos
nurodyta tvarka, jai atiteks piniginis laéfrmas).

a) iSraSykite baigy erdw Laimai.
b) iSraSykite baigu erdw Nijolei.

Atsakymai:
a) {A,B,C,D,E}
b) {AB, AC, AD, AE, BA, BC, BD, BE, CA, CB, CD, CE, DADB, DC, DE, EA, EB, EC,
ED]}.

5.

Loterijos bilietuose surasyti s&ai nuo 1 iki 50, kaip parodyta paveiksle.
Zaickjai moka uZ bilieq 1 It ir paZzymi jame 6 i 50 skaip. Savaits gale i$ d7¢s, kurioje
suckta 50 rutuliy, sunumeruat nuo 1 iki 50, atsitiktinai iStraukiami 6 rutulialei Zaidjo biliete
buvo pazyniti tie patys 6 skdiai, tai jis laimes milijona lity. (prieSingu atveju - nieko). Kokia

tikimybé laiméti Sioje loterijoje?
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1 314|567 8 9 10
1111211311415 16| 1718119 20 IStraukti 6 kamuoliukus i 50 yra tie#do:
6 —i_ * * * * D _

2122123 24| 25| 26| 27| 28| 29| 30| T = grag 0 497477467 3=15890700
31132133134/ 35/36|37/38]39] 40 Palankugvykis yra tik vienas, tai tikimyblaiméti

loterijoje yra
414243 |44|45|46|47|48|49|50 1

P(A) = ————=0.000000062

15890701
6.

Du draugai Zaidzia kortomis. IS idealiosios kdtaladts abu traukia po kart Kokia
tikimybé, kad abu iStrauksizus?

IS pradai apskatiuokime baigiy erdws dyd. Laikydami, kad kortos traukiamos paeiliui (iS
pradziy viena, po to - kita). Pirmoji korta galiib iStraukta 52 bdais. Antroji korta gali Bt
iStraukta 51 bdu.

N — bendras sk&ius bidy, kuriais gali lati iStrauktos dvi kortos, ir jis lygus 52*51

Dabar apskaiuokimeijvykio A = ,iStraukti du tizai* dydi.

Pirmojo fizo galimybi skatius yra lygus 4.
Antrojo tizo galimybi; skatius yra lygus 3.
Ivykio A dydis yra lygus 4*3.

*
Taig, tikimyhe iStraukti du tzus yraP(A) = > - _ 1 _ 50045
52*51 13*17 221

1.
Penki tenisininkai — Tomas, Marta, AndriGsbriet ir Monika dalyvauja turnyre. Mus
domina, kas lais turnyn. Baigtiy erdw yra E = { Tomas, Marta, Andrius, GabéeMonika}.
Remiantis vienu treneriu, Sios eédutikimybiy priskirtis yra tokia: P(Tomas) = 0.25, P(Marta)
= 0.22, P(Andrius) = 0.14, P(Gab#gk 0.18, P(Monika) = 0.21, wgikimybiy suma turi kti
lygi 1.
Paverskime Sias tikimybes galingybis.
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P(Tomas) = 0.25 % tai Tomo pergaébk galimyles yra 1(skaitiklis) prieS 3(vardiklis minus

skaitiklis). Tomo praloSimo galimys yra 3 pries 1.

Panasiai, P(Marta) = O.’é212—02c = 513_3 , tad jos pergék galimyles yra 11 prieS 39.
. 14 7 . - o
P(Andrius) = 0.14 — = —. Jo pergals galimylgs yra 7 prieS 43.
10C 5C
. 18 9 . - .
P(Gabriet) = 0.18= 0 = ik Jos pergab galimyles yra 9 pries 41.

P(Monika) = 0.2% 12_01C Monikos pergais galimylgs yra 21 prieS 79.

8.
Vaikas &kmingai Zaidzia tenis Tévas, noédamas 8nu paskatinti, pazada nupirkti braagi
dovan, tik su viena glyga: dinus turi suzaisti sievu ir klubocempionu pagal pasirinktviena
iS dviej eiliSkumy ir bent du kartus iS &i$ laineti. EiliSkumai yra tokie:
a) tvas —¢empionas —évas;
b)¢empionas —vas —¢empionas.

Cempionas zaidzia geriau uv4. Kurj gi variang pasirinks snus?

Kaip zinome¢empionas Zaidzia geriau u¥4, tai Sinui baty geriau su juo zaisti kuo maziau

partiju. Tiau, antroji partija — lemiamai8us negais laiméti du kartus iS eds, jei neisSlos
antros patrtijos.
TeguC — reiskiactempion,
T —dva,
L — 8naus laindjima,
P - @naus pralairgima,
t — tikimyb, kad sinus laints Zaisdamas savu,
¢ —tikimybe, kad sinus laints Zaisdamas stempionu.
Sinaus laingjimus laikykime nepriklausomais. Visas galimybeskimybes surasykime
lentek.
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T C T tikimybe C T ¢ tikimybe
L L L tct L L L cte

L L P t(1-t) L L P &t(1-¢)

P L L (1-tit P L L (1)t
Bendra tikimybip suma bus ¢(2-t) ir a(2-¢)

Kadangi évas zaidzia blogiau u#empion, tai t >¢ ir 2-t < 2<
Taigi, didesi tikimybé laiméti du kartus iS eds yra pasirinkus eiliSkuan-¢empionas —vas —

cempionas.

9.

Metami du loSimo kauliukai. Léfas lazinasi, kad atsivertusakwiy suma bus lygi 2, 3, 4,
9, 10, 11 arba 12. Kokia tikimgham laintti tokias lazybas?

Pirmasis kauliukas gali atvirsti @dbais, antrasis taip pat @dbais.
Tai visu galimy jvykiu bus n = 6*6 = 36.
Apskatiuokime kiek bus mums palankivykiy.

Suma 2 gali bti tik vienu atveju: 1 + 1.

Sumai 3 gauti galimi 2 variantai: 2 +1, 1 + 2.

Sumai 4 gauti galimi 3variantai: 2 + 2,3 + 1, B.+

Sumai 9 gauti galimi 4 variantai: 6 +3, 3 + 6, 8,45 + 4.

Sumai 10 gauti galimi 3 variantai: 6 +4 , 5 + 5; 8.

Sumai 11 gauti galimi 2 variantai: 6 +5, 5 + 6.

Sumai 12 gauti galimas tik vienas variantas — 6 + 6
Taigi, palanki jvykiy turime m = 16.

Tikimybé laiméti Sias lazybasidy lygi P(A) = ;—2 ~ 0.444...
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10.

Metamos dvi monetos.
a) SuraSykite Sio bandymo baiig erdw.
b) Koks baigiy erdws dydis?
c) SuraSykite baigtis, sudakaasivyki, kai atvirsta lygiai du herbai.
d) Laikydami monetidealia, raskite punkto ¢yykio tikimybeg.

Pazymkime H —jvykis, kad atvirto herbas,
S ivykis, kad atvirto skaius.
a) baigiy erdw sudaro tokigvykiai: E = {HH,HS, SH, SS, pirmoji raick reiskia pirmos
monetos galimus atvirtimus, antroji — antros mosetivirtimus.
b) baigiu erdws dydis: N = 4.
c) A —jvykis, kad atvirs du herbai. Galima Si baigtis: AHH]}.

d) c) atvejo tikimyk pazynekime P(A )ir ja apskatiuokime pagal toki formule: P(A) :%

¢ia n — visi galimijvykiai, m— palankis ivykiai. Tai P(A) = %

11.

Metamos trys monetos.
a) Surasykite Sio bandymo baig erdw.
b) Koks baigiu erdws dydis?
c) SurasSykite baigtis, sudaraasivyki, kai atvirsta lygiai du herbai.
d) Laikydami monetidealia, raskite punkto ¢yykio tikimybe.

Pazyntkime H —jvykis, kad atvirto herbas,

S ivykis, kad atvirto skaius.
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a) baigiy erdw sudaro tokigvykiai: E = {HHH, HHS, HSH, SHH, SSH SHS HSS SS9,
pirmoji raick reiSkia pirmos monetos galimus atvirtimus, antrointros monetos atvirtimus,
trecioji — trecios monetos atvirtimai.

b) baigiy erdws dydis: N = 8.

c) A —jvykis, kad atvirs du herbai. Galimos Sios baigtgs= {HHS, HSH, SHH}

d) c) atvejo tikimyhk pazynekime P(A )ir ja apskatiuokime pagal toki formule: P(A) = m
n

¢ia n — visi galimijvykiai, m— palankis jvykiai. Tai P(A) = g .

12.

Metamos keturios monetos.
a) SuraSykite Sio bandymo baig erdw.
b) Koks baigiy erdws dydis?
c) SuraSykite baigtis, sudardasivyki, kai atvirsta lygiai du herbai.

d) Laikydami monet idealia, raskite punkto ¢yykio tikimybg.

Pazynékime H —jvykis, kad atvirto herbas,
S #vykis, kad atvirto sk&ius.
a) baigiy erdw sudaro tokigvykiai: E
HHHH, HHHS, HHSH, HSHH, SHHH,HHSSHSHSHSSHSSHH| .

- {SHSH SHHS HSSSSHSSSSHSSSSHSSSS } - pirmoji raidé
reiSkia pirmos monetos galimus atvirtimus, antrofintros monetos atvirtimus, &reji —
trecios monetos atvirtimai, o ketvirtoji — ketvirtos metos atvirtimai.
b) baigiu erdws dydis: N = 16.
c) A —jvykis, kad atvirs du herbai. Galimos Sios baigtgs= {HHSS, HSSH, SHHS, SHSH,
HSHS, SSHH.}
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d) c) atvejo tikimyk pazyntkime P(A )ir ja apskatiuokime pagal toki formule: P(A) = - cia

n — visi galimijvykiai, m — palanks ivykiai. TaiP(A) = %

2.ZAIDIMAI

Visas gyvenimas — matematika! Taip pat ir daugumidithy ir loSimu masy gyvenime
yra susig su matematika. Sa&k Sachmatai, kortos, magija ir dauguma kit matematiskiCia

jums pateiksiu kelgtzaidimo pavyzdij ir juy sprendimo bdy.

2.1. Bridz-it®

RysSkiausias yra topologinis loSimas bridz-it, kut970 — | .

1980 metais buvo vienadgstamiausj vaiky pramog. o
1 paveiksle parodyta bridz-it zaidimenta. Kai loSimo | ©

laukas nupiestas popieriaus lape, dalyviai padilitizia vertikalias

arba horizontalias atkarpas, jungi@ms du gretimus vienodos

spalvos taskus. Negalima taSkungti istrizai. Vienas Zaigas e
1 pav. Bridi-at lodimy lenta

juodu pieStuku sujungia juodus taSkus, antras —eskipalvos

taSkus tokios paos spalvos piestuku. Zai linijos niekur neturi susikirsti. Laimi tas, kuris

pirmasis sudaro ,savo“ spalvos lagiZungiartia du prieSingus Zaidimlentos krastus. Daugel

mety buvo Zinoma, kad egzistuoja strategija, padedpasiekti

pergat lojui, darartiam pirmgji ¢jima, bet j rasti pavyko ne is|  ® ¢ _ 'D *.%.

karto. & atrado O. Grosas. Martinas Gardneris par@$osui | , . ® °. :D:
oy . . S " . - . e e @ =

laiSka, tikédamasis gauti ilg ir sudttinga uzdavinio analig, | o . o .o o~ o™ o
[ ] e - @ [ ] ®

tikriausiai nelabai aiSki eiliniui skaitytojui. M. Gardnerio | © & C‘. = .?\.D

. . vy . . o . . \\‘ \\\ C«; O\\‘ o
nuostabai, vig aiSkinimg sudaé brézinys, kuf matote 2 paveiksle,| © I & o R R

ir dvi tokios frazs: ,Jis pradedate loSignr darote¢jima, ) -
2 pav. Strategya, padedanti pasiekti pergale

pazyneta juoda linija kairiajame apatiniame dimio bridi-it lofime

" BridZ-it angliSkai skamba kaip moters vardas BtalA.oSimo pavadinimgalima idversti ,sujunk tai.
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kampe. Toliau reikia losti taip: kiekvierkart, kai tieg, kuria nubgzé prieSininkas, kerta kokios
nors punktyru pazyatos atkarpos gal jis beZiate ties, kertargia tos tiegs antgji gah." Si
samoninga iSloSimo strategija padeda nétiahm, kuris daro pirrji ¢jima, betéjimy skatius
nebus minimalus. Pats Grosas taip charakterizavaSyga strategij: ji yra ,bukas ginklas
pries bulg l0&ja, gudrus — pries gudr bet ir vienu, ir kitu atveju padeda laitif.

Grosas sugalvojo nemazai iSloSimo stratedpgt iSsirinko 4, apie kura ka tik pasakojau.
Ji turi privaluny - lengvai apibendrinama bet kakinatmem loSimo lauko atveju.

Atkreipkite demeg, kad 2 paveiksle i5 anksto nenumatytos atkarpogjigrtios zaidim
lentos kraStus. Bridz-it loSimo taisykl nedraudzia toliatkarm, bet beZzti jy néra prasms, nes
pergalei pasiekto jos netytakos. Jeigu loSiate taip, kaip parodytéziomyje , o jisu prieSininkas
staiga nubizia atkarp iSilgai lentos pakra$o, tai jus darote atsakoaji ¢jima, sujungdami du
kraStinius arba, jeigu jums tai labiau patiks, k@tiuos kitus du lentos taskus. Gali atsitikti, kad
§i atsitiktini ¢jima jums paskui padiktuos strategifuomet, nubizkite koki nors kit atkarp.
Papildoma atkarpa lentoje netrukdo, o kazkuriaiejats net teikia tam tikr privalumy.
Suprantama, dabar, kai zinoma optimali pirmojoéjmSstrategija, bridz-it netenka viso

patrauklumo. glosti gali tik tie, kurie dar negiggb aiskinimo kaip lainati.

2.2. Chalmd

Prajusio Simtmeio pabaigoje Anglijoje pl&ai buvo zinomas chalmos loSimas, iS kurio
atsirado visa Seima iki Siol dar matematileiSnagriaty loSimy.

1898 metais Bernardas So da$Anglijoje priimta, kad kiekvienos atskiros 3eisjo
gyvenagios atskirame name, nariaédsty atskiruose kambariuose ir arbaétidmi skaityt
knyga ar laikrast, arba lo&i chalmy...”

IS pradzi chalmy lo& ant 16x16 matmenSachmat lentos. éliau pradtos naudoti
ivairiausiy matmen ir formy lentos. LoSimas, dar Zinomas kaip ,kinisSkos 8aSkyra vienas i$
daugelio ¢lesniy chalmos variant Cia M. Gardneris papasakojo apie \desuprasting variant,
kuris loSiamas paprastoje 8x8 langelachmat lentoje. 1S jo galima sudaryti vigidomy ir vis

dar neiSsprsta galvosiki iS pasijang déliojimo srities.

" Lo&imo pavadinimas kik i§ graikisko ZodZio, reiskiaio ,Suoli.
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Pradedant loSim $asks iSctstomos lentoje kaijprasta.Ejimai daromi beveik taip pat,
tik su kai kuriais pakeitimais:

1) Draudziama stumti Sagkkuri ka tik perSoko per kit

2) Sokireti galima ir per savo, ir per svetimos spalvos 8ask

3) Galimi¢jimai atgal.

Vienu ¢jimu galima nuosekliai perSokti per kelias bet kskispalvos Saskes, stosiss
pagal langelioistrizairg, bet derinti tok ¢jima su paprastéjimu (be perSokimo) draudziama.
Kiekvienas logjas stengiasi uzimti prieSininko pradimozicija, ir laimi tas, kuriam pirmam
pasiseka tai padaryti. 1Slosti galima ir tada, Kaiptoje susidaro tokia situacija, kad prieSininkas
daugiau negali padaryti nei vieagmo.

Analizuoti chalmos tipo loSimus yra siihga. Stai jums dar vienas pavyzdys.
Lyginiuose lentos pirm triju eiliu kvadratuosegprastu ndu sustatykite dvylika Saski visus
kitus langelius palikdami laisvus. Koks minimaléjgny skatius reikalingas visoms Sadks
perkeltii prieSingos lentos pés tris eilesEjimai daromi pagal chalmos taisykles: pirma, §ask
galimaistrizai perkelti ant gretimo juodo langelio pirmgrba atgal ir, antra, leidzianistrizai
perSokti per viem arba kas andrper kelias $askes. Soljant per Saskes, galimajii atgal,
paskui ¢l pirmyn; jeigu Sasés stovi kas langelis, tai ssucttinga Suol galima atlikti vienu
¢jimu. Taip pat, kaip ir chalmoje, natina perSokti per visas galimas Saskes; nuasekloliy
serij leidziama nutraukti bet kurioje vietoje nepriklangai nuo to, ar galima jpratsti.

Sprendziant uzdavinjuodus langelius patogu numeruoti i$ ksir deSir ir i$ virSausj

apd&ia skatiais nuo 1 iki 32 (3 pav.).

3 paentos numeracija
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2.3. Soliteris

.,Man didziuli malonum teikia Zaidimas, vadinamas soliteriu, — 1716 neeta$
vokieciy matematikas Gotfridas Leibnicas viename i$ laiSk Tik as j ZaidZiu ne taip, kaip
visi: pagal Zaidimo taisykles, perSokus per lapgaikia nuimti jame stovimntkauliuka, o as
labiau negstu atstatiéti tai, kas sugriauta, — uzpildyti kauliukais vistisXius langelius,
kuriuos perSoka mano kauliukas. Be to, kyla nawddavinys: kaip iS5 kauliuk sukurti
uzsibgzty figura, jeigu Zinoma, kad, laikantiprast; taisykliy, ja galima sugriauti. ,Bet kam visa
tai?”. Atsakysiu: ,Tam, kad tobulintume suggus iSrasti nauja, nes mumatima moléti kurti
visa, lg tik galima sugalvoti, vadovaujantis sveika nuovoka

Dvi paskutiniosios laisSko fra&s turi Siek tiek miglat prasne. Gallit jos reiSkia, kad bet
kokia loging ar matemati@ strukfira verta nagriati atidziau.

Joks kitas zaidimas su kauliukais ant specialiotokeilgai nebuvo taip pé&i zinomas,

kaip soliteris. Sio Zzaidimo kilthneZzinoma. Jo iSradimas kartais priskiriamas kaizkokaliniui,

kalejusiam Bastilijoje. Sis zaidimas buvo @iai papliks 37 [47 |57

Prandizijoje prajusio amZiaus pabaigoje. ol B (29

—

Soliteriui Zaisti reikia lentos su duobuntis, i kurias | | [* |*° | | |

. . . . . o E e s |44 |54 |ea |4
dedami rutuliukai, arba su kiaurgmis, { kurias smeigiami

13 23 |33 |43 |53 |63 73

paprasti kaisteliai. Solitesckmingai galima Zaisti ir su kauliuka

. . ias . . . 32
ar monetomis, nusibraiZius lenpopieriaus lape (4 pav.). Kaip N

31 |41 |51

tik ant tokios lentos su trisdeSimt trimis langsialazniausiai b et
ZaidZiamas soliteris Anglijoje, JAV. Prarmai Sk lenty papildo
dar keturiais langeliai. VakarEuropos Salyse galima aptikti abi len@iSis, t&iau prangazy
variantas Zymiai maziau papit Tai paaiSkinama, matyt, tuo, kad prangclentoje ngmanoma
zaidimo pabaigoje palikti vienkauliuka, jeigu partijos pradzioje buvo uzimti visi, iSskgr
centrin, langeliai.

Langeliusjprasta numeruoti dvizenkliais skeiis: pirmasis skaitmuo reiSkia stulpelio
numei, skatiuojant paeiliui i$ kais | deSir, antrasis — eilds numey, skatiuojam IS ap&ios

1 virsy.
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Svarbus ir paprastai vienintelis skirtumas yra kasl, visuose lentos langeliuose, iSskyrus
centrin, sustatomi kauliukai. Zaidimo tikslas pasiektidkao daugelio ,3uolj* lentoje likty tik
vienas kauliukas. Baigtis atrodo ypauiki, jeigu paskutinysis kauliukas lieka centaime
langelyje. ,Suolis* reiSkia Staiak kauliukas perkeliamag laisva lange] per bet kur gretimy
kauliuka, tuo metu nuimam nuo lentos. Sie Suoliai labai primena $aSiolius. Vienintelis
skirtumas tas, kad, ZaidZiant solifekauliukus galima perstatii kairén, deSign, virSun ir
Zemyn, bet draudziama ejstriZai.

Kiekvienaséjimas hitinai turi bati Suolis per kauliuk. Jeigu eilinis Suolis negalimas,
Zaidimas baigiamas, anot Sachmatininknatu. Kiekvienas kauliukas vierdimu gali paeiliui
atlikti tiek Suoliy, kiek leidzia susidariusi ant lentos pozicija, patiaryti visus Suolius natina.
Bet kuri vienas paskui kiteinargiy Suoliy virtiné laikoma vienugjimu. AiSku, kad galvoskiui
iSspesti reikia trisdeSimt vieno Suolio, béfimu gali biti ir maziau, nes keletas Suplgali
sudaryti viem virting — viem ¢jima.

Niekas nezino, kiek yra skirtimgbtady, kuriuos taikant, galima pereiti nuo pragin
pozicijos prie vienintelio kauliuko, likusio centrame langelyje. iSspausdinta daugyb
sprendin, bet j1 sarasas toli grazu nepilnas.

Kiek maziausiagjimy reikia atlikti, kad i$ trisdeSimt dvigjkauliuky, sustatyg ant lentos
Zaidimo pradZzioje, likt tik vienas? Gana ilgai buvo manoma, kad tam refleat SeSiolikos
¢jimy, bet 1963 metais Haris O. Devis iSnagjinatvej, kai pradije pozicijoje paliekamas
tu&ias 55-asis arba 52-asis langelis, arba vienalang kuriuos jie pereina, pasukant lert
atspindint § veidrodyje. Pasirag kad, taip pradedant, pakanka penkiolikgisny. Sakykim,
Zaidimo pradzioje tu$as 55 langelis, o pabaigoje kaip tik jame liekaskpdinis kauliukas.
Tuomet Devio sprendimas yra toks: 57—55, 54—56, 52,+73—53, 43—63, 37—57—55—
53, 35—55, 15—35, 23—43—45—25, 13—15—35, 31—33, 36—54—52—32, 75—73—
53, 656—63—43—23—25—45, 51—31—33—35—55. Kai praginpozicijoje tusias 52
langelis, uzdaviniui iSspsti reikia penkiolikoséjimy, be to, paskutinysis kauliukas lieka 55
langelyje.

Drauge su Deviu digs Veidas E. Filpotas, gey daug svarhirezultat; soliterio zaidimo

teorijoje, ZaidZiant ne tik ant tradicipibet ir ant izomerinj (trikampu) lenty.
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Uzdavinys, kuriame ir pradinis, ir galinis yra aémt langelis, laikomas klasikiniu.
Zinoma daugyb jo sprendim, kuriy ¢jimy skatius neliitinai minimalus. Neretai tie sprendimai
nuostabiai simetriSki. ISnagtisime vier pavyzd.

JZidinys*: 42—44, 23—43, 35—33, 43—23, 63—43, 55—-58—63, 51—53, 14—
34—54—52, 31—51—53, 74—54—52, 13—33, 73—53, 32—82,-54, 15—35, 75—55.
Padag¢ visus iSvardytuséjimus, pamatysite, kad uZdavinys atitinka poazicijZidinys®,
pavaizduat 5 paveiksle.

Soliterio Zzaidimo matematinteorija iSnagrigta dar labai

L AR 2K J
silpnai. Atskirai imant, iki Siol lieka neiSsgtas vienas elele
pagrindiniy jdomiosios matematikos uzdawvini iSmokti o oo
nustatyti, ar galima kokinors poziciy, susidariusi ZaidZiant, ® *

laikyti IS anksto uzsi@ztu paprastesniu figy iSdestymu.

Matematikos dstytojui M. CeroSui pavyko jrodyti daug

teoreny, kuriomis remiantis, galima iS karto teigti, kaal kurie

uzdaviniai, kik, Zaidziant solitar apskritai neturi sprendinio. .
- L I S 2 pav. , Zidinys”
CeroSo0 metog pritaikysime klasikiniam uzdaviniui, kai
Zaidimo pabaigoje yra laisvas tik vienas centriaisgelis. IS karto matyti, kad iS kiekvienos
lentos eiés galima nuimiati po tris kauliukus tol, kol liks tusti tik kuri@ors tusti langeliai,
pavyzdziui, 45 ir 43. kadangi jie kartu su centrifngeliu sudaro galigmlangeliy trejety (trys
gretimi langeliai vertikaliai), galime nuimti stowiius juose kauliukus, o viarkauliuka pastatyti
centre. Taigi paragne, kad pradié pozicija, turinti pilra kauliuky rinkinj ir tu€ia langel lentos

centre, yra ekvivalenti pozicija su vieninteliu kaku, stovirtiu centriniame langelyje. i8ia

iSplaukia, kad uzdavinys, kuriame susidaro tokiadpe pozicija, SUSNESIISR RS
N B L IR AL IR AN BN
iSsprendziamas. o|le|o|e]0]e
1960 metais inzinierius Noblas D. Karlsonasci§kdom; (¢ | e |e (e |® | @
klausimy: kokie maziausi matmenys kvadrasnlentos, nuo kurios| @ (® |® (® | ® | @
L A BN R N N

galima, laikantis soliterio zaidimo taisykli nuimti visus B e e e A e
kauliukus, iSskyrus vien kai pradije pozicijoje tusias
langelis buvo kvadrato kampe? Remianflero50 metodu, nesunku parodyti, kad iSkeltos

salygos nepatenkina kvadratai, kuriuose iSilgai krast yra nedalus i$ trjj langely skatius.
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Taciau galima jrodyti, kad ant kvadratés lentos 3x3 uzdavinys neiSsprendziamas.¢lfod
Karlsono uzdaviniui iSspsti labiausiai tiks kvadratas 6x6 (6 pav.). Jeigreadimas egzistuoja,
paskutinysis kauliukas turi likti arba kairiajameSutiniame langelyje, kuris Zaidimo pradZioje
buvo tugias, arba viename IS wijam ekvivalewiy langelyy (kairjji virSutini langel pazyngjus

1 ir tgsiant numeraciyjis kairsi deSirg, pirmajam bus ekvivaleas 4, 19 ir 22 langeliai). Ar turi
Karlsono uzdavinys sprendth Taip, turi. Pats Karlsonas sugalvojo dvideSimiyde; ¢jimy
sprendim, be to, paskutinysis kauliukas lieka 22 langelyje.

Standartig soliterio zaidimo pradin pozicija (tu&ias langelis lentos centre) galima
pertvarkytii neiSsprendziampozicija, padarius i$ viso tik keturigimus: Suoj i centg, Suol per
centy, vél Suol i centy ir dar karg Suol per cents. Pirmaji ir paskutinji ¢jima reikia daryti
viena kryptimi. Keturiaiszjimais galima sudaryti tik vienneiSsprendZiampozicija (mazesniu
¢jimy skakiumi sudaryti neiSsprendzianpozicija iS viso negalima). Penkiaigimais galima

sudaryti dvi neiSsprendziamas pozicijas.

2.4, Zaidimas virvute

Panasiai kaip japanpopieriaus lankstymo sen&gs/ menas — origami — Zavus g,
kurias galima iSlankstyti iS paprasto Svaraus paguis lapojvairove, zaidimai virvute, arba kaip
juos vadina Anglijoje ir JAV, ,ké&u lopSeliai®, Zawis zaisming ir nepaprastai grazirasty,
kuriuos galima iSpintiprasta vires kilpa,ivairove. Zaidimui reikia labai paprasto inventogau
paimti mazdaug pusantro metro ilgio virgut suristi jos galus. Gagity kilpa galima laikyti
paprastos uzdaros kréss modeliu. Atliekant visokias manipuliacijas vireutnesikeiia tik
virvutés ilgis ir jos topologias savyls, todl Zaidima virvute galima laikyti topologiniu Zaidimu
placiaja prasme.

Zaidimai virvute skirstomii du pagrindinius tipus: pirmajam priklauso visokie

T

jog virvuté tarytum apraizgyta apie kazkoKaiki ir net perpinta su juo, &&mu, patraukus
virvute uz galo, ji, fisu nuostabai, stebuklingai iSsinarplioja. Kitame tatigs tipo zaidimo
variante virvu¢ nesuprantamuiolu suverzia koknors daiki. Siy Zaidimy yra labaijvairiy:
virvuté perkiSama per Svarko kdpr suriSama mazgu, paskui, vos tik truktaluz galo, ji keistu
budu atsiriSa, kilpos, uzmestos ant kaklo, ranko$okdir net ant nosies), nesuprantama kaip

iSsileidzia ir t. t. Kartai virvit uzmezgama ant kieno nors smiliaus. Poukedisming, triuku
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belaisvis iSlaisvinamas. Yra daugylapgavikiSk fokusy, kuriuos seniau demonstruodavo
mugese, variani.

2.4.1. Pirmojo tipo zaidimai

Visai kitas fokuso tipas yra Ziedo éraimas nuo peri jperkistos virvelds kilpos. Virveés
kilpa, prakiSt pro Zied, uZzmaukite ant abigjziarovo rank; nykXiy (7 pav.). Papré&sausia
Ziech nuimti taip. IStiest kaires rankos pirdt uzdekite ant 7 pav. Foltusas su Ziedeln
abiey, virveliy taSke A. DeSine ranka paimkite virgekuri agiau jusy, tasSke B ir, pal¢ ja,

uznerkite ant Zirovo desSigs rankos nyk&o (jums iS kaiés) rato judesiu (iS pradzii save,

paskui nuo sas). Pamazu lenkite k&g rankos smitj, ”
| N
kad abi kilpos atSakogsitempt;. Patraukite Zieg kuo Y ‘ s q

daugiaui kaire. DeSine ranka paimkite virSuginvirvute

Ziedo deSigje ir kilstekje uznerkite 4 ant ziirovo deSigs rankos nykdo (§ karta rato judesys
turi bati atvirk&ias pirmajam: iS pradZinuo sags, paskui save).

Sustokite ir papraSykite #iova stipriai suspausti abigjranky nyk&iu ir smiliy galus,
.Kad kilpa negaltu nusmukti“. Paimkite ziegd deSine ranka ir papraSykitetaidva, jums
suskatiavus iki ,triju”, iSskesti rankas. Sukomandavtrys®, iStraukite kaiés rankos smiij iS
kilpos. Ziedas liksijsy desireje rankoje, o virvig kilpa — ant Ziirovo pirst,. Sis fokusas yga
patinka vaikams, nes jis labai parastas, ir jie galvargo demonstruot; |
savo draugams.

8 paveiksle fokusas apie daikto ,iSlaisvinimPririSkite Zirkles prie
vieno virvugés galo taip, kaip parodyta paveiksle, oakitirvutés gah

pririSkite prie kokio nors pagaliuko. Reikia ,isainti* Zirkles, neperkirpus

virvutés ir neatriSus jos nuo pagaliuko. 8 pav. Kaip, neperpjovus virmtes
io tipo Zaidimai Elaisvintl Firkl
2.4.2. Antrojo tipo zaidimai 1slatswint Drieles

Siam tipui priklausojvairas rastai ir figiros, kurias galima iSpinti i5 virves kilpos,
uznertos ant abigj ranky. Virveliniy rasty pynimo menas buvo labai papbt daugelio
civilizaciju vystimosi pagrindiniame etape. Virveliniai raskaivo viena pagrindini pramog
daugelyje eskim karty. Gana idvystytas virvelinirast; menas tarp Siaés Amerikos indny ir
Australijos aborigem, Naujosios Zelandijos, Karolip Havajy ir MarSal; saly, Filipiny,
Naujosios Gvigjos ¢iabuviy. Per daugelSimtmeiy virveliniy rast; pynimo menas Siose tautose

(ypa eskimy) taip iStobut¢jo, kad gattu sckmingai varzytis su figry iSlankstimo iS popieriaus
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menu, paplitusiu Ryt Salyse ir Ispanijoje. Buvo sugalvotzkstartiai rast. Kai kurie y buvo
tokie sudtingi, jog iki Siol dar neiSaiskinta, pagal kakbperaciy sek buty galima ,ant pir&"
gauti tuos raStus. Pirmy&§ gertiu meistrai pyR savo rastus nepaprastai greitai, daZniausiai tik
ranky pirStais (nors kartais prireikdavo danir kojy pirSty). Be to, neretai demonstravim
papildydavo kokia nors daina @omios istorijos pasakojimas.

Virveliniai raStai paprastai buvo vadinami pagabgudaiktus, kuriuos jie primindavo.
Daugumau ,realistiniy“ figary pasirodo pinant: tarp abigjanky delny netikétai blyksteli Zaibo
zigzagas,dtai leidziasi saul, Suoliuoja zirgas, raitosi gyvair t. t.

Papasakosiu jums kaip reikia supinti ,dbk kopcias”. Reikia paimti pusantro metro
minkSt virve, suristi jos galus ir ,parodyti,akgali“. Trupuf pasipraktikavus, ,Jalbo kogcias”
galima supinti greiau kaip per 10 sekundgPradire pacttis tokia pati, kaip daugelio virvelini
rasty: kilpa uzcta ant abiej ranky nyk&iu ir mazyliy pirsty (9 pav.,a). DeSirés rankos smiliumi
uzkabinkite virne tarp kaigs rankos mazylio pirSto ir ny&® ir, nenuleisdami virgs nuo
smiliaus, grazinkite deSine ranka pradirg

pactti. Kairés rankos smiliumi uzkabinkite

virve tarp deSias mazylio ir nyksio (kaires

rankos smilius Siuo atveju turi pistli pro
virve, uzkabing ant deSias rankos smiliaus)
ir patraukite kaik ranky | kairg. Gausite
figura, kuri parodyta 9 paveikslé, ISlaisvirg

abiep ranky nyk&ius ir itempg virve, gausite

figura, pavaizduat 9 paveiksle,c. Pasukite
rankas delnais nuo sgy kad Ity patogiau
nyk&iy galais uzkabinti tolimiausgi virvés

dali taSkuose, 9 paveiksleg, pazynttas

raidemis A. UZkabir atsukite rankas atgal
pradirge packti. Dalis, buvusi toliausiai nuo A A
jusy, prais po visomis kitomis virés dalimis h

ir bus atiausiai fisy (9 pav.d). sulenkite

nyk&ius virS artimiausi virvés daly ir
. - . . . i
uzkabinkite jais kitas dalis taSkuose, 9

9 pav. Eaip supinti Jokiibo kopétiaz
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paveiksled, pazynétus raidmis A. Numeskite kilpas nuo mazylpirsty. Gausite 9 paveiksle,

pavaizduat virveling figira. Dabar mazuosius pirStus sulenkite vir§ artim@ygms virnes

daliy ir vidine maxjy pirSty puse uzkabinkite virvtaSkuose, 9 paveiksle, pazynttais raiccmis

A. ISlaisvire nyk&ius, gausite figra, pavaizduat 9 paveikslef. Sulenkite nyk&us virs dviej

artimiausi; jiems vires daliy ir vidine ju puse uzkabinkite kitas (tfas nuo fisy) virvés dalis
taSkuose, 9 paveikslg, pazynttus raigdmis A. Gmzinkite nykSius i pradire padti. Gausite 9
paveiksleg, pavaizduat figira.

DesSires rankos nyk&u ir smiliumi suimkite vire taske A (9 pavg), patraukitg save ir
uzmeskite kilp ant kaiés rankos nyk&o. Tuomet paimkite kilp, kuri jau buvo uzéta ant
kairés rankos nykdo, taske B (9 pavg) ir pakelkite 4 kilpa, drauge nuleisdami jnuo nyksio.
Sitoks kilpy pasikeitimas daZnai pasitaiko virveliniuose rastioKaire ranka atitinkamai
sukeiskite kilpas ant de&i® rankos nykdo. Po vis; operaciy turi iSeiti 9 paveiksleh,
pavaizduota figra.

Dabar jau viskas paruoSta paskutiniam judesiuier8al smilius, iSkisSkite ¢ galusi
mazus trikampius, 9 paveikslke, pazynétus raigdmis A. ISvaduokite i$ kilp mazylius pirstus ir
kartu pasukite abi rankas delnais nuogsakuo stipriau iSsite nyk&ius ir smilius. IStempkite
virve. Jeigu visk atlikote teisingai, pamatysite kiligthi iS romhy, kuris pavaizduotas 9 paveiksle,
i. Netiketas graai rast; susidarymas is$ virvelinipyniy chaoso yra viena i$ maloniawsiaugelio

manipuliacij virvute savyhbi.

I

2.5.1 Prandizu karinis zaidimas

Siy Zaidimy taisykks labai paprastos, lentas jie

nesudtinga nupiesti ant popieriaus arba kartono. Zaiditikaai

patiks visiems nuo mazo iki didelio.
Prandgizy karinis Zaidimas yra puikus Zaidimo vienas prieg

viem pavyzdys. Jame labai paprastos taisykierinamos su Iabai

imantria strategija. Sis Zaidimas buvo populiarusaingizy
kariniuose sluoksniuose per ¥id870 —1871 met prandizy-
prasy kar ir po jo. Deja, nuo to laiko Sis zaidimas visampatas.

Sio zaidimo laukas pavaizduotas 10 paveiksle. &ieki 10 pav. Pranciizy karinis ¥aidimas
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suprastinti taisykli aiskinim, skrituliukai sunumeruoti. Vienas zgjds (,baltieji) turi tris
kauliukus, kuriuos jis Zaidimo pradzioje stato &mijiy Sviesiy skrituliuky: A, 1 ir 3. Antrasis
Zaidkjas (,juodieji) turi iS viso viem kauliuka, kuris prie$ Zaidimo pradZiuzima 5 skrituliuk.
Zaidkjai daro ¢jimus i$ eibs; pradeda baltieji. Juodasis kauliukas gali pewmsit bet kurio
gretimo lizdelio. Baltasis kauliukas eina taip pagt jam draudziama jét atgal, t. y. jis gal
pereiti ant bet kurio gretimo lizdelio, es#ém kair¢je, deSigje arba priekyje nuo to skrituliuko,
ant kurio jis yra. Kauliukai vienas kito ,nenumusaBaltieji laimi tuo atveju, jeigu jiems
pavyksta uzdaryti juagli kauliuka, t. y. jvaryti ji i skrituliuka, iS kurio Sis negék padaryti &
vieno¢jimo. Paprastai juodasis kauliukas tuo atveju p&puskrituliuka B, bet kartais tokia pati
situacija susidaro, juodiesiemséuius 4 arba 6 skrituliuk Visais kitais atvejais laimi juodieji.
Juodieji, siekdami pergad, turi vis laika savo vienintel kauliuka laikyti uz varzovo kauliui,
neduodami progos varzovui uZzeiti IS uznugario. &jotaimi ir tuo atveju, kai tie patygjimai
pradeda kartotis be galo daug kart

ISmokti Zaisti § zaidim ne sudtingiau, negu Zaisti kryziukais ir nuliukais, bet Zymiai
azartiSkesnis, ir jo analizsucktingesrt. Eduardas Liuka sugé&o parodyti, kad baltieji,
racionaliai zaisdami, gali kiekviarpartija laiméti, taciau paprastos laigimo strategijos éra ir
Zaidime visada gausu Zabanig staigmen. Geriausias i$ pirmo zvilgsnigimas pasirodo es

blogiausias. Jeigu juodieji pakankamai patyie lengvai laimi prieS mazajudug varzow.

2.5.2. Topologini§ Zaidimas - blekas

Topologiniai Zaidimai — tai Zaidimai, kuriuosg!

Zzaisdami zaiéjai pieSia kreives, vingiuoj&ms per vig

lenta. 1960 metais Villamas L. Blekas, damdamas

studentu,emeési tyrinéti heksy ir bridz-ita, dél to atsirado 1

naujas topologinis zaidimas, kuiSractjo garbei draugai

- “ ERaR
pavadino ,bleku®. ayEs

Siam Zaidimui galima paruosti nupie3tvadratliy

RENZEN

rinkini, tatiau jam gali praversti ir languotas popierius; | pay Topeloginis Faidimas blekas

* Topologija — matematikos 3aka, tirianti bendriassierdvi, ir geometriniy figiiry savybes, kuti nepakeiia
tolydziosios transformacijos.
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Lentos matmenys bet kokie; geriausia fiirtandartia lenta 8x8, bet, aiSkinant taisykles,
patogiau imti 4x4 dydzio Zaidimo lagkKai laukas bus paruoStas, vienas varzovas pradeda
Zaidima: langelyje, esafiame kairiajame virSutiniame kampe (11 pav.), gaskayZiy. Antras
Zaidkjas turi pritaikyti Siam kryZiui ¢sinj, nupieg§s bet kuriame gretimame langelyje \dei§
trijuy figary, parodyt; apatirgje 11 paveikslo dalyje. Kiekviany sudaro dvi linijos. Viena linija
jau ant lentos nupieStos figps tsinys, antroji sujungia tas kvadild krastines, kurios
nesusikerta su pirga linija.

Zaidkjai éjimus daro peiliui. Kiekvienugjimu reikia pragsti kreive i viemn gretimy
langeliy, stengiantis, kad kretvnesusikirai su Zaidimo lauko riba. Tas, kuris perkirsaripatirs
pralaimgjima. Zaickjas laimes tuo atveju, jeigu jam pavyks nébti kreive iki subtik3niuoto
langelio deSiniajame apatiniame kampe. 11 paveigal®dyta tipid Zaidimo ant sumazintos
lentos schemalvares varzow | deSinji virSutini kamp, pirmasis Zaigas laimi, nes
nepriklausomai nuo pasirinktesinio kreive turi susikirsti su lentos riba.

Bleko Zaidimas itinjdomus @l to, kad netrukus po jo pasirodymo Blekasibiis ir
mokslo draugas Elvinas R. Berlkempas surado sfrategrantuojatia perga¢ vienam zZaidju.

Si strategija taikoma bet kakimatmem su bet kokiu kraStini santykiu stéiakampiams
laukams. Suzingj teising strategig, jus tuoj pat nustosite daiis zaidimu, bet as jums |
papasakosiu.

IS pradzy iSnagriresime, kaip Zaidziama lentoje su nelyginiu langesikatiumi,

pavyzdZiui, lentoje 5x5. tuomet pirmojo Zgil strategijos esiyra

isivaizduoti, kad visa lenta, iSskyrus wierangel deSiniajame

apatiniame kampe, padeagtomino kauliukais (12 pav.). IS tikg

jokiu domino, aisku, éra. Antrasis Zaiglas kiekvienujimu pratsia

L I D

¢

kelia nauju domino kauliuku, o pirmasis z&@s turi veikti taip, o -

L . . o 12 pav. Optimali strategyia,
kad kelias likiy ant to paties kauliuko, ant kurio jis besgpries tai  zaidsiant bleko Faidima
buvusiu kauliuku. Aisku, kad galgale jis arba bus priverstas 2x> dydio lentoje
perkirsti rita, arba atsidurs ant ribos langelio, esameSiniajame apatiniame kampe.

Pereisime prie lenf turinciy lygini langeliy skatiy. Siuo atveju antrojo Zadfb
laiméjimo strategija Siek tiek s@tingesre. Jis turijsivaizduoti, kad domino kauliukais padengta

visa lenta, iSskyrus virSufikairiji ir apatin desSinji kampin langel.
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Kadangi Sie du langeliai yra vienos spalvos (tagirkad g

lenta nuspalvinta taip pat, kaip Sachmavisy kituy langely, aiSku,

negalima istisai padengti domino kauliukais, nesvidunos spalvos

langeliai visuomet liks atidengti. Elvinas R. Bentkpas, nuodugniai

iStyres bleko Zaidim, Siuos du langelius vadina ,parskeltu domincr‘\\\‘af}r S

ir, atsizvelgdamagtai, siilo toki ssmonings maneva. g

Pirmasis antrojo Zaifb ¢jimas pavaizduotas 13 paveikslo

virSuje. Tuomet pirmasis zais priverstas eiti anta pagrindires

istrizaires langel. Tuomet trys atsirandaios galimyleés parodytos

13 paveiksle. Visais trimis atvejai linija, nepakisanti tolydziai |™ T~

kreivei, jungia du vienos spalvos langelius. Tie ldngeliai, 13

paveiksle pazysti raidemis S, laikomi ,perskeltu domino®, o visus

kitus langelius (iSskyrus viarkvadratéli deSiniajame apatiniame 13 pav. Optimali strategija,

kampe) dabar galima padengti paprastais domindukaib. Zadiant bleko Zadima lentoje
Padengimo tdas, kaip ir anksau, gali Wti bet koks. Lentoje su su lygintu langely skattums

nelyginiu langel; skatiumi taikydamas domino metggdantrasis Zaigas laimi.

2.6. Zaidimas 15 ir kiti galvodikiai
~Seni galvoskiy Salies gyventojai tikriausiai prisimena, — ¢éaSemas Loidas savo
knygoje, — kaip septintojo deSimtiie pradzioje as iSjudinau \ispasaul maza nedideli
kubeliy prikrauta @ézute, kura pavadinau zaidimu 15.*

Zaidimas 15 — yra penkiolika sunumeryot

kubeliy kvadratirtje dezutje taip, kaip vaizduojama 14
paveiksle. Perkeliant iS éd po viela kubel, reikedavo
pasiekti, kad 14 ir 15 numeriai pasikaistetomis ir kad
visi kubeliai guéty IS eiks, be to, visk perstéius,
apatinis deSinysis kampas turiatb laisvas, kaip ir
Zaidimo pradZioje.

Visuotinis susidorgjimas Siuo Zzaidimu greit

14 pav. 7 aidirmas 15
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apeme ir Anglija, ir Europ. ,Zmorgs tiesiog paiso pen tgalvosiki. — tesé Loidas. — i dipy i
lapas keliavo pasakojimai apie krautuvirinpamirSugatidaryti savo parduotgy apie Sventi,
kuris po gates Zibintu prastosjo ilga Ziemos nakt vildamasis prisiminti, kaip jam pavyko
iSspesti uzdavir...

Keletui matematilf paskelbus, kad Sio galvidso iSspesti negalima, juo prada maZziau
dometis. Bet tai buvo netiesa.

Jeigu didji statiakamp sudaro ne kvadratukai, ipairios geometriés figaros, Zaidimo
15 teorijos, pasirodo, pritaikyti negalima. Loidalhgpgikio pasisekimas pa&@ atsirasti

daugybei analogi¥k galvosikiy, kuriuose naudojamos a 5

jvairiausiy formy geometrigs figaros.

Siuos galvoskius galima spgsti vienam, be partnerio.
Specialiai tam pasiruosti nereikia: turint zirklegabah kartono,
visa, ko reikia, galima paruosti tiesiog per keleinuciu.

Vienas t galvosikiy vaizduojamas 15 paveiksle, tai
»T évuko galvoskis”. Uzduotis tokia: reikia, perstumiant po

viem figara, neperkeliant vienos per kitr neiSeinant iS didziojo

statiakampio rily, perstumti kvadratl iS kampo A kamp B.

c

Perstumti kvadrati kam@ B nesudtinga. Tam tikslui _
15 pav.  Tewniko galvostlis”

figuros pastumiamos tokia tvarka: 5, 4, 1, 2, 3, 4 $auwk ir
desiren), 1,6,7,8,9,5,4,1,6,7, 8,9, 4 (kair Zemyn), 8, 7, 6, 2, 3, 1. pateiktasis spreyslin
sudarytas iS minimalaus sk&us, lygaus 25jimuy. Dideliam kvadratui iS kampo Akamp C
perstumti reiks ne maziau kaip 58imuy.

Niekas nezino, kaip atsirado Sis nuostabus gakises1926 metais Amerikoje jis buvo
pardavirgjamas kaip , Evuko galvoskis®.

Taip pat yra ir daugiaivairiausi tokio tipo galvoskiy. Tai ,Rudas asilas”, ,Penketukas

vienoje eitje”, ,Mociutés galvoskis” ,Tigras“ ir kiti.

3. UZDAVINIAI

Sialomy zaidimy uzdaviniai yra gangdomis, pritraukiantys, ve€rantys pagalvoti,

reikalaujantys loginio mstymo.
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Dabar pateiksiu kelgtuzdavini, o kitame skyrelyje iry sprendina atsakymus.
1.

Chalma
Kaip éjimais, kuriuos leidzZia chalmos taisykl perkelti dvylika SaskiiS vieno lentos
krastoi prieSing?

awp Chalmos uzdavinys

2.

Monety rasiavimas

Monety raSiavimas. 1Séstykite gretoje dvi 2 ct ir tris 5 ct monetas, kpgrodyta 2
paveikslo virSuje. Minimaligjimy skatiumi reikia sudaryti gret pavaizduat paveikslo
apaioje. Daroma taip. Dviem pirstais, pavyzdziui, diddu ir smiliumi, prispauskite dvi
gretimas monetas, iSstumkite jas aukStyn iS giefoarstatykite bet kury jsivaizduojamos
tiests, pazynstos punktyru, viet. Paimtos monetos turi vdaika liestis, ir i negalima sukeisti
vietomis: kairioji poros moneta \idaika bus kaigje, deSinioji — deSigje. Perstatigjant
monetas, jas galimapraudigti bet kurioje vietoje, tarp atskimpon galima palikti bet kokius
tarpus, téiau pabaigoje visi tarpai turahi uzpildyti. Visa grandialé nelitinai turi bati iStisai
pradirgje vietoje, bet gali pasislinkti ir punktyirtiese.

Jeigu lmty galima perstatyti dvi vienodas monetas, e

galvosiki baty galima iSspgsti trimis kidais, bet —— -~ _—~ ~  —

uzdaviniui reikia keturj éjimy. Taigi kokie jie? ooe

2 pav. Galuks su 2 ct ir 5 ct monetomis
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3.
Soliteris
ISspeskite Siuos soliterio uzdavinius. ° °
L JE 2R e e 8
o % e 00 LI
o0 @00 ®
e o0 oo .
elee bl s
® [ 2 1IN |

3 3 pav. ,Pasuktas kvadratas” ,Lempa“

4.

Penketukas

1934 metais Londone gimpenketukas. Tam
ivykiui pazyneti buvo iSleistas galvaskis ,Penketukas .
vienoje eiéje”. Penki rutuliukai vaizduoja penkivaiku
O o

galvutes. Uzduotis tokia: 4 paveikslo virSutiniakeere

vaizduojam pozicija reikia pertvarkytii kita pozicija,

vaizduojam to paties paveikslo apatiniame kadre. E-.m

4 pavPenketukas vienoje éje"

S.
Logika
Loginio pobiidzio uzdavinys.
Zaisdami mokiniai susiskirsi dvi grupesj ,rimtuosius®, kurie teisingai atsakdet kui

klausimy, ir i ,pokstininkus”, kuriej bet kuriuos klausimus atsako neteisingai.
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Tai suzinogs mokytojas paklagsMindaugo, ar jis rimtas mokinys, ar pokstininkas.
NeiSgirces Mindaugo atsakymo, jis paklauBariaus ir Kstwio, ssdé¢jusiy greta su Mindaugu:
.Ka sakk man Mindaugas?“, Darius atgak,Mindaugas rimtas“, o Kstutis: ,Mindaugas
pokstininkas. Kuo buvo Darius irgstutis?

6.
Li atai ir tigrai
Liatai ir tigrai.
Tramdytojui reikia iSvesti 5iitus ir 4 tigrug cirko aren. Keliais lmdais galima sustatyti

tuos 2vris| eilg, jei du tigrai negali eiti vienas paskuidat

7.
Perstatymas
1) Kiek yra lady iS Zodziy — NAMAS, ANANASAS sudaryti skirtingus junginius?
2)Kiek yra Indy perstatyti zodxi - ONA, UMEDE, ANONIMAS raides taip, kad dvi bais

nestovty greta?

8.
Liuko uzdavinys
Liuko uzdavinys.
Sasks iSastomos 5 paveiksle nurodyta tvarka. Reikiadsidis Saskes sukeisti vietomis
su juodosiomis, keliant bakias tiki deSir, o juodisias tiki kairg, kad bet kuri Sagkbaty
perkeliama arbakaimynin tugia langel, arbaj tufia langel, esanttuoj po artimiausios kitos

spalvos SaSis.

00000 eee e e

5 pav.
9.
Pastabumas
UZdavinys ,geometriniam pastabumui® ugdyti.
Kiek trikampuy, kvadraty ir stafiakampiy yra 6 paveiksle
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6.1 pav. 6.2 pav. 6.3 pav.

10.

Du mokiniai ZaidZia tokzaidima. PrieS$ juos pados dvi kiivelés degtuk. Vienas
mokinys sudedadézute kuria nors kivelg, o likusk perskiriaj dvi dalis taip, kaip jam patinka.
Antrasis taip pat sudedalézute viem iS nauj kraveliy, o kita dalijai dvi dalis ir t.t. Pralaimi
tas, kuris nebegali padalytitireliy tockl, kad kiekvienoje liko po viendegtulk. Kas laings
(pradedantysis ar jo partneris), Zaidziant teidingais pradzi vienoje kivelgje buvo 20
degtuky, o kitoje — 25?

11.
Kortel és

Ant stalo guli 100 korteli. Kortekse po vien suraSyti visi sk&iai nuo 1 iki 100. Du
Zaickjai pakaitomis(@, kuris pradeda, pavadinkime pirmuoju) nuigj@nnuo stalo po vien
kortek tol, kol ant stalo lieka 2 kortid. Kai ant stalo telieka 2 korésl, yra susk&iuojama jose
parasSyiy skatiy suma. Jeigu ta suma dalijasi i$ 3, tai laimi psimdai@jas, o jeigu nesidalija,
tai laimi antrasis.

Ar kuris nors iS Zaigju turi laiminciaja strategig, t.y. ar gali jis taip zaisti, kad visada
laiméty, nepaisant to,&kitas bedaryt?

12.
1001
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Du lo&jai pakaitomig 12 langel eilute jraso po skaitmenkol uzpildo visus 12
langeliy.(leidZziamajraSytii bet kug lange| bet kui i$ skaitmen.) Ar gali antras lo§as pasiekti,
kad gautasis sk&us dalytsi iS 1001?

13.
Saldainiy dalybos

I n déZWwiy suckta 2n saldaini. Mergait ir berniukas pakaitomis ima po saldaiRirmoji
saldain ima mergag. Irodykite, kad berniukas gali imti saldainius tdipd du paskutiniai
saldainiai Ity vienoje @¢Zutje.

14.

Akmenukai

Ant stalo guli trys kiivelées akmenul. Vienoje kaveléje yra vienas, kitoje — du, theje
— trys. Du zaidjai paeiliui ima akmedlius. Vienu kartu galima paimti kiek norima aknén iS
vienos kifivelés. Laimi tas, kas paima paskutakmertli. [rodykite, kas pradedantysis zaidim

tikriausiai pralaings.

15.
Monetos ant stalo
Turime st&iakamp stah 1m x 2m ir mai§ 1ct. monai. Du Zaidjai pakaitomis deda tas
monetas ant stalo. Monetos negali iSsikisti uZtkra$persidengti. Ar turi kuris nors isloSimo
strategig?
16.

Sachmay Zirgas

5 x 5 matmen lentoje pirmasis Zaighs stato Sachmatirga i lentos cent. Po to
antrasis iS to centrinio langelio dafjoma Zirgu. Po tajima Zirgu daro pirmasis Zaifas ir taip
pakaitomis. Zaidjas, negalintis padarytjimo pralaimi. Ar kuris nors i$ zabjly turi i5losimo

strategiy?
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7 10 15 20 5

16 25 6 9 14

11 8 21 4 19

24 17 2 13 22

1 12 23 18 3

Matome zirgo mat§rSachmat lentoje

17.
-Kryziukai — nuliukai“
Dviese ZaidZia ,kryziukais-nuliukais"” lentoje 3 xRek pakeit jprastas taisykles:
kiekvienas
Zaidkjas savajimu gali pazyngti tiek ,kryZiuka“, tiek ,nuliuka” (aiSku, vier iS ju kiekviera
karta). Laimi tas, po kuri@jimo susidaro trys i$ it einantys vienodi Zenkliukai (vertikaliai,
horizontaliai arbastrizai — kaip iriprastame Zaidime). Kas laésiSiame Zaidime, jei Zais
~protingai“?
18.
Du zaidjai paeiliui ant lentos raso rialiuosius skaiius, nevirsijagius 10. Pagal
Zaidimo taisykles negalima raSyti skiai kurie yra dalikliai jau paraSytskatiy. Pralaimi
Zaickjas, kuris nebegali atlikti eilinigjimo. Pasakykite, kuris iS Zaipl turi pergaling strategig,

nurodykite j.

4. UZDAVINIU ATSAKYMAI

Praeitame skyrelyje jums patéike keleq uzdavini; ir jis gatjote pabandyti patys juos

iSsispesti. Dabar galite pasitikrinti ar gerai iSspreéted
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1.

Sunku isivaizduoti, kaip galima SasSkes perkilnoti maZiaipk20 ¢jimy. Sunumeravus

lentos juodus langelius galime parodyti kaip reik$spesti § uzdavin maziausiuéjimuy

skagiumi.

11. 14-5
1. 21-17 12. 23-7
2.30-14 13. 18-2
3.25-9 14. 32-16
4.29-25 15. 27 - 11
5.25-18 16. 15-8
6.22-6 17. 8-4
7.17 -1 18. 24 -8
8.31-15 19. 19-3
9. 26-10 20. 16 —12
10. 28 -19

Pateiktas sprendimas yra simetriskas. Siaipda vienintelis 20—iegjimy sprendimas.

2.

Monetos virSutiniame paveiksle laikomos sunumersiggokaies | desir. Sis uzdavinio
sprendimas turi keturigimus:

1) 3 ir 4 monetas perkeliideSire nuo 5 monetos, paliekant tarp 3 ir 4 dyigjonet; plocio

tarpa;

2) 1ir 2 monetas perkeltideSirg nuo 3 ir 4 taip, kad 1 eeeee

ir 4 monetos liesisi; - - .

3) 4 ir 1 monetagstumtij tarp tarp 5 ir 3 monetos;

4) 5 ir4 monetagstumtii tarp tarp 3 ir 2 monet ,
pawv.

3.
Tai sprendimai, minimaligjimy skatiumi:
~Pasuktas kvadratas“ — aStuonigjsnais: 55 — 75, 35 — 55, 42 — 44, 63 — 43 — 45
—65,33—35—37—47 —55—53—51—31—1315—35,75—55,74 — 54 —
56 — 36 — 34, 24 — 44.
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.Lempa® — deSimtgjimy: 36 — 34, 56 — 54, 51 — 53 — 33 — 35 — 55, 65 — 45
— 43,31 —33—53—55—35,47 — 45, 44 — 462515, 46 — 44.

4.

Penketul galima iSrikiuotii viem eile 30¢jimu: 9, 8, 1, 2, 3, 6, 8 (aukStyn ir k&), 2,
5 (deSign ir Zemyn), 3, 6, 8 (aukStyn ir kair), 9, 2, 8, 6, 3, 1 (de&n ir Zemyn), 6, 3, 5
(aukstyn ir deSién), 1 (deSian ir Zzemyn), 7, 1 (kaén), 8, 5 (Zemyn), 3, 6 (iki vidurio), 4, 9.

5.
Reikia suvokti, kad kuo ba&b; Mindaugas,i déstytojo klausym — ar jis rimtas
mokinys, ar pokstininkas — gdih atsakyti tiktai taip: ,as rimtas“. Teau tuomet aisSku, kad

Darius — rimtas Zmogus, ogstutis — pokstininkas.

6.

IS pradzy sustatykime visusitus, tarp g palikdami tarpus. Tai padaryti yra 5! = 120
budu. Tarpm skatius lygus 4. jei priey prijungsime dar dvi vietas — éd priekyje ir
uzpakalyje, tai tuisime 6 vietasj kurias galima pastatyti po vignigra. Tokiu atveju visi tigrai
bus atskirti vienas nuo kito. Kadangdi tigru eilg irgi reikia atsizvelgti, taiy paskirstymo bdy
skatius lygus gretini iS 6 po 4 ska&iui, t. y. A% = 360. Kombinuodami kiekvien liaty
sustatymo tda su kiekvienu tigro sustatymouadiu, gauname 120 360 = 43 200 iy
pléSrinams iSvesti aren.

7.

. |
1) Zod NAMAS sudaro 5 raiék, tai n = 5, raiél A kartojasi 2 kartusP; (2111) = ﬁ =60

Zodi ANANASAS sudaro 8 raigb, tai n=8, raid A kartojasi 4 kartus, N-2, S-2.
B 22 = o =
2) zodis — ONA. Balses kaitalioti vietomis yr&2lP€ 2 hidai, priebalses- 1. IS viso turime 1*2
= 2 variantai.
Zodis —-UMEDE. Balses kaitalioti vietomis yra P(2,1) = 8dai, priebalses — P(2) = 2

budai. Jei priebaks jau iSdstytos, tai bakms lieka 3 vietos. Tadl pasirinkti balsi vietas

galima 3 ladais. IS viso turime 3 * 3*2 = 18 variant
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Zodis — ANONIMAS. Ir balses, ir priebalses kaitdilivietomis yra P(2, 1, 1) = 12it.
Jei priebalss jau iSdstytos, tai bakams lieka 5 vietos. Tad pasirinkti balsy vietas galima G =
5 bidais. 1 viso turime 512 = 720 variant.
8.
Atmetus ¢éjimus, kuriais sudaromos neiSsprendziamos étyad galime surasti tgk

Sasky spalva, b — balta, j - juoda.

9.
6.1) Kvadrat; —1, trikampiy —8, st&iakampi, (skatiuojant ir kvadratus) —1.
6.2) Kvadrat; —10, trikampy —44, st&iakampiy (skatiuojant ir kvadratus) — 18.
6.3) Kvadraty — 31, trikampip —124, stadiakampi, (skatiuojant ir kvadratus) — 87.

10.

ISnagrirtkime tokias pradines péiis, kai kiivelese yra tik keli degtukai. AiSku, kad 1
Zaicjas laimi, jei vienoje Kiveléje yra 1 degtukas, o kitoje 2. Jis paliekavale su 2 degtukais
ir perskiria g i dvi dalis po 1 degtuk AnalogisSkai 1 zaiéjas laimi, kai vienoje kiveléje yra 2
degtukai, o kitoje — bet kuris skais n degtuly. Trumpai padtis ir 1 Zaictjo ¢jima galima
uzrasyti taip: (2;m—— (1;1). Kai yra paétis (1;3), tai 1 zai¢jas pralaimi, nes turi vienintel
¢jima (1;3) —(1;2), o tada 2 zaighs laimi; (1;2)—>— (1;1). Kai pradig pactis (1;4) arba
(4;n), tai 1 zaidjas laimi; (4;n)—— (1;3). Pastebime taisykl1 Zaictjas laimi, kai pradigje
pacttyje vienoje iS kiiveliy yra lyginis degtulg skatius. 1 zaidjas turi palikti & kravelg ir
perskirti g i dvi dalis taip, kad vienojeiiy vienas degtukas, o kitoje likusieji, arba kad pisie
kravelése luty nelyginis degtuk skatius. Bet kura iS kriveliy 2 Zaicjui padalijusi dvi dalis,
vienoje iS j1 bus lyginis degtuk skatius. Tada 1 Zaigas &l palieka lygire kravele ir dalija ja i
2 nelygines ir t.t. Vadinasi, kai iS prad&iienoje kiaveléje yra 20, o kitoje — 25 degtukai, tai

pradedantysis laimi. Taigi, teisingai Zaisdamasjilpradedantysis.
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11.
Kad hity aiSkiau, sumazinkime kortelskatiy nuo 100 iki 10.
Vadinasi, turime jau daug paprastesituacip: ant stalo guli 10 korteli trijose paraSyta po
0, keturiose kortébe — po 1 ir dar trijose kortsle yra paradytas skais 2. Sie naujieji

skatiai rodo liekan, gaut seryji skatiu padalijus IS trij.

1 2 3 4 5 6 78 9 10 - kortsd

1 2 0 1 2 0 12 0 1 - liekana, gauta skapadalijus iS trij.

Du Zaictjai, pradeda pirmasis, pakaitomis paima po 4 kestelada ant stalo lieka 2 koél
ir yra sudedami jose paraSyti skai. Jeigu ta suma yra 0 arba 3 (dalijasi iSi}rifai laimi
pirmasis, 0 jeigu ne — tai antrasis. Ar gali kurss garantuotai laiéti?

Antrojo zaijo perspektyvos gerokai Sviesésnpnes jam reikia to, kas nutinka dazniau.

Sugizkime zingsnélatgal, kai abu Zaighi dar po kakt gali imti.

Abu zaictjai jau pgmé po tris kartus ir antrasis Zajds vien savoggomis gatjo pasalinti
nuo stalo visas 3 jam nenaudingas korteles, kupasaSytas 0 — tai ,ankstesf korteks,
kuriose paraSyti sk&mi dalijosi iS 3, arba tai 3, 6 ir 9.

Taigi antrasis gali uztikrinti, kad prieS paskufinéjima ant stalo korteli su 0 nebra, yra tik
keturios kortels su 1 arba su 2.

Tada galimi tokie atvejai: ant stalo liko 4 viernigBvienetai ir 1 dvejetas, 2 dvejetai ir 2

vienetai, 1 vienetas ir 3 dvejetai, arba galiaugidvejetali.

N R R R e
NN R R e
NN N R e
NN N N e

1) jeigu ant stalo yra likvieni vienetai, arba vieni dvejetai,
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tai dar po kat jiems imant jau visai nesvarbu, kaip kas ims tkek po to liks 2 vienodos
korteks — arba su vienetais, arba su dvejetais ir josESpha dvieju skatiu suma is 3
nesidalys.
2) jeigu ant stalo yra 3 vienetai ir 1 dvejetabaasimetriSkai, 3 dvejetai ir 1 vienetas, tai
pirmajam imant betd antrajam pakanka imti ne toskaitmen, kaip kadémé pirmasis, ir
tada ant stalo visada lieka du vienodi skaitmenggia 2 vienetai, arba 2 dvejetai,ursuma
tikrai nesidalija i$ trig.
3) jeigu ant stalo yra 2 vienetai ir 2 dvejetai,thda, k bepaimiy pirmasis,lai4 pai ima ir
antrasis ir ¥l ant stalo liks du vienodi skaitmenys, o tai pifmdaictjo pralaingjimas.
Grizkime prie nesupaprastintagygjos. Bendru atveju sprendimas yra visiSkai toks p
Antrasis imantysis sauwgimais naikina i$ 3 besidalij&ius skatius, kol u nelieka. Po to jis
iki paskutinioéjimo ,kaip pakliuvo“. Per paskutiremima jis elgiasi taip, kaip ir 10 kortei

atveju, ir garantuotai laimi.

12.

Suskirstykime visus 12 langelporomis tokiu kdu: (1,4), (2,5), (3,6), (7,10), (8,11),
(9,12). Antrasis lo§as, siekdamas, kad gautasis 12 zeskatius dalytsi iS 1001, turi
elgtis taip: kai pirmasis léfasiraso kui nors skaitmen, tai antrasis la§as tuojau pat tos
p&ios poros ki lange] iraso 4 paf skaitmer. UZpilde visus langelius, jie gaus skai
abcabcdefdf . Sis skalius dalijasi i§ 1001. Tai galima patikrinti, pavyui, taip:

abcabcdefdf =

10"a+10"b+10°c+10%°a+10"b+10°c+10°d +10%e+10° f +10°d +10e+ f =
10°a@0’ +1) +10"b@10° +1) +10°c(10° + 1) +10°d (10° +1) +10e(10® + 1) + f (LO* +1) =
100110°a+10"b+10°c+10°d +10e+ f)

Ta paf galima uzrasyti Siek tiek trumpiau:

=10°abc+10°abc+10°def + def =10°abc(L0® +1) + def * (L0° +1) =

abcabcdefdf o -
(L0°abc+ def)1001= abdd00def * 1001
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13.

Kai n =1, tai yra vienad&ut, o joje 2 saldainiai. Laikome, kad tikslas passkiKai n = 2,
yra 2 ¢zutes, o jose 4 saldainiai. Jei abiejogZutese yra po 2 saldainius, tai berniukas turi imti
iS tos péios dcZutes, kaip ir mergait Jeigu kurioje norsétutje maziau negu 2 saldainiai,
berniukas savejimu tikrai gali iStustinti vien dézute.

Tarkime, kad iSloSime, kai n = k (kai yra &y, 2k saldaini). [rodysime, kad tada galima
islosti, kai n = k + 1, t.y.kai yra k + Zrut, 2k + 2 saldainiai. Jeigu visosézdtese yra po 2
saldainius, tai berniukas ima saldatos péios ctZutes kaip ir mergaé, o viena dzut lieka
tu&ia ir | ja nebekreipiamedmesio. Tada lieka kéduiiy, 2k saldaini ir pagal prielaid iSlosti
mokame. Jeigu ne visosézditese yra po 2 saldainius, tai atsiraZwte, kurioje yra ne daugiau
kaip 1 saldainis(prieSingu atvejuth daugiau kaip (k+1)*2 =2k + 2 saldaifi Todl berniukas
savog¢jimu tikrai gaks iStustinti viel dézute. Liks k déZuéiy, 2k saldaini ir pagal prielaid
iSlosti mokame. Remiantis matemasnndukcijos principu, teiginygodytas.

Ta paf jrodyma galima iSdstyti kiek kitaip. Yra n dzuiy, 2n saldaini. Po mergais ¢jimo
liks 2n -1 saldainis(prieSingu atvejaalittse tuéty likti ne maziau kaip 2n saldaini Vadinasi,
savog¢jimu berniukas visada gali pasiekti, kad viegauk iStuSetu. Nekreipiant dmesioj
tu&ia dézute, galima sakyti, kad po mergéstir berniukogjimo liks n — 1 @zut ir 2n — 2

saldainiai. Taipgsdami, gausime 2édutes ir 4 saldainius, ir pagaliau vietieZute su 2

saldainiais.
14.
° o0 YY)
1 kravele 2 kavele 3 kivele

Kokia iSloSimo strategd gali tuti antrasis zaiéjas? ISnagriekime visus galimus
variantus.
1) sakykime, pirmasis zaips ima akmenukis 1 kiivelés. Tuomet antrasis zajds tugty
paimti viery akmenuk i$ 3 kiivelés. Lieka 2 ir 3 kiivelése po du akmenukus.
a) Jeigu pirmasis zajes paims, nesvarbu iS kuriogikelés, viery akmenuk, tai ir antrasis
turéty imti viena akmenulk, tik i$ prieSingos kivelés. Lieka du akmenukai skirtingoseikelése

ir tai garantuoja antrajam Z&jdi pergat.



47

b) Jeigu pirmasis Zaifhs paims abu kurios norsikelés akmenukus, tai ir antrasis &tir
paimti abu kitos Kivelés akmenukus ir laigi.

2) a) Sakykime, pirmasis z&ids ima vie akmenuk iS 2 kitivelés. Tuomet antrasis Zaids
turéty paimti visus akmenukus iS 3tkelés. Lieka po viemakmenuk 1 ir 2 kiivelése, o tai
garantuoja antrajam Zajdi pergaé.

b) Sakykime, pirmasis Zaigs paims abu akmenukus i$ 2\kws. Tuomet antrasis Zajds
turéty paimti du akmenukus iS 3ikrelés. Lieka po viem akmenuk 1 ir 3 kiivelése, o tai
garantuota pergalantrajam zai¢jui.

3) a) Sakykime pirmasis zaids paims viemakmenulg i$ 3 kiivelés. Tuomet antrasis Zajads
turéty paimti akmenukis 1 kiivelés. Lieka po 2 akmenukus 2 ir 3ikelése. Tai jei pirmasis
Zaickjas paims, nesvarbu iS kuriogikelés, viera akmenuk, tai ir antrasis tuty imti viena
akmenul, tik i$ prieSingos krvelés. Lieka du akmenukai skirtingoseikelése ir tai garantuoja
antrajam Zaié¢jui pergak. Jeigu pirmasis Zaéfhs paims abu kurios norsikelés akmenukus, tai
ir antrasis tusty paimti abu kitos kivelés akmenukus ir laigti.

b) Sakykime pirmasis Zaigs paims du akmenukus i$ 3ikelés. Tuomet antrasis Zaijds
turéty paimti abu akmenukus i$ 2auelés. Lieka po 1 akmenukKl ir 3 kitivelése, ir antrasis
Zaickjas laimi.

c) Sakykime pirmasis zZaigs paims visus akmenukus iS 3ikelés. Tuomet antrasis Zajas
turéty paimti viera akmenul iS 2 kiivelés. Lieka po viem akmenul 1 ir 2 kifivelése, ir antrojo
zaickjo pergaé garantuota.

Taigi, kad ir kaip suzaigtpirmasis Zaiéjas antrasis Zaijas visada gali laigti.

15.
ISloSimo strategy gali tukti pirmasis Zaidjas. Pirmasis Zaiglas pirmaja monet deda
stalo centre. Tuomet kur begagd moneg antrasis zaigas, pirmasis deda moneaint stalo
simetriSkai centriés monetos atzvilgiu. Tokia strategija visada garajat pirmajam zaigui

pergat.
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16.
LoSimy lentos langelius suskirstykime poromis tokiidb:

1 2

3 4

5 6

7 8

9 10
11 12
13 14
15 16
17 18
19 20
22 23
24 25

21 langelis — centrinis. Taigi, pirmasis Zgab stato zirg centrin langel. Antrasis daro
¢jima Zirgu. Nesvarbu kuri langel pastatyl Zirga antrasis Zaigas, pirmasis stato zigg tos

patios poros kii lange|. Si strategija visada garantuoja pirmajam &aicpergak.
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17.
Laimés pirmasis zaiglas. Jis turi centre pazyit, tarkime, ,kryziuky®. Tada prieSininkas
bus priverstas pazyt ,nuliuka®, nes kitaip jis pralairés jau po kitczjimo. Po to pirmasis

Zaickjas laimi pazymddamas simetrigkcentro atzvilgiu ,nuliul”.

O

18.
ISloSimo strategij turi pirmasis Zaiéjas. Jam reikia pirmgjimu parasyti skaiu 6. Po to
galima bus rasyti tik sk&ius 4, 5, 7, 8, 9, 10. Padalinkime jugsoras (4; 5), (7; 9), (8; 10).
Tada, atsakydamadet kui antrojo Zaidjo ¢jima, pirmasis visada ged parasyti jo pasirinkto

skatiaus ,porinink“.
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ISvados

AiSkus galvojimas, kuris negigjamai yra didziud vertyke nuo amzy labiausiai siejamas su
matemetika, ne visiems vienodai gerai sekasi iltod visi j mégsta.

Ar galima negti ir noréti suprasti tai, kas iS karto nelabai sekasi guutibaugina? @ia dar
tos iS vis, pusi sklindargios kalbos, kad matematika tokia vertinga, ypatimg@ane
stebuklinga. Kas gi jau ten tokio rySkiai vertingiadi tose viem skatiy ir raidziy pilnose
formulése, sudtinguose b¢ziniuose, kokiuose nors zaidimuose ar iSvedziojis@?o

Bet su viskuo galima susipazinti irk o nors iSmokti

Galima hity isivaizduoti, jog kiekvienas grazesnis uzdavinysaadimas kviéia mus
iSmeginti savo proto astrugnir uzsispyrim. Cia nereikia didelio inventoriaus, kazin koki
ypating: aplinkybiy — uZtenka popieriaus lapo, pieStuko ir blaiviolygs, trupiio uzsispyrimo
bei kantryles, na, gal dar trugio laimeés ir skmés.

Siame darbe pateikne keleg losimy ir Zaidimy pavyzdZi, panmeginome juos analizuoti,
nuroctme konkr€iy uzdu@iy ir ju sprendimo bdy. Darbo rezultatai gétly itikinti, kad ne tik
mokantis galima ko nors pasiekti, bet ir Zaidziantokytis. Kai kam tai gal pasirodyfidomiau,
ne taip jprasta. Tikiuosi kad, kai ak iS5 mano darbo iy galima panaudoti mokini

ugdymui,mstymo vystymui.
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Reziumé

Mathematical games

Jurgita Tre ¢iokiené

By the developement of exact sciences the matheahg@mes and plays changed too. Also
in the XXI century the entertainments are conneuiitd the elements of mathematics as well.

The main aim of the presented paper is to tryltistilate that the mathematical games and
plays can be interesting and stimulating of stuslent

In this work some example of such a games a gihenattempts to analyze them are
provided and the solutions are involved.

We work could convince that through games one etsgme knowledge too.

For students it could appear more interesting artéo routine. The author hopes that some

elements of this work may be used for teachingoningsters and be useful and even attractive.
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