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DISERTACINIO DARBO

APRA�YMAS

Mokslin
e problema ir tyrimo objektas. Tyrimo objektas
yra normuotu� paraboliniu� Hek
es eigenformu� L funkciju� s¡s	ukos su
Dirichl
e charakteriu, kai charakterio modulis neapr
eºtai auga. Moks-
lin
e problema � ²iu� s¡s	uku� ribin
es teoremos apie silpn¡ji� tikimybiniu�
matu� konvergavim¡.

Tikslas ir uºdaviniai. Darbo tikslas � i�rodyti ribines teoremas
apie silpn¡ji� tikimybiniu� matu� konvergavim¡ normuotu� paraboliniu�
Hek
es eigenformu� L funkciju� s¡s	ukoms su Dirichl
e charakteriu neap-
r
eºtai augan£io charakterio modulio atºvilgiu.

Darbo uºdaviniai yra ²ie:
1. I�rodyti ribin¦ teorem¡ normuotu� paraboliniu� Hek
es eigenformu�

L funkciju� s¡s	ukoms su Dirichl
e charakteriu moduliui.

2. I�rodyti ribin¦ teorem¡ normuotu� paraboliniu� Hek
es eigenformu�
L funkciju� s¡s	uku� su Dirichl
e charakteriu argumentui.

3. I�rodyti ribin¦ teorem¡ normuotu� paraboliniu� Hek
es eigenfor-
mu� L funkciju� s¡s	ukoms su Dirichl
e charakteriu kompleksin
eje
plok²tumoje.

4. I�rodyti jungtin¦ ribin¦ teorem¡ normuotu� paraboliniu� Hek
es
eigenformu� L funkciju� s¡s	ukoms su Dirichl
e charakteriu.

Aktualumas. Analizin
eje skai£iu� teorijoje L funkcijos uºima
svarbi¡ viet¡. Dirichl
e L funkcijos naudojamos tiriant pirminiu� skai-
£iu� pasiskirstym¡ aritmetin
ese progresijose, o automor�niu� formu� L
funkcijos buvo i�vestos ²iu� formu� tyrimui. Paraboliniu� formu� L funkci-
jos suvaidino pagrindini� vaidmeni� i�rodant Ferma (Fermat) paskutin¦
teorem¡. Automor�niu� formu� L funkciju� s¡s	ukos su Dirichl
e charak-
teriu yra naudojamos tiriant automor�niu� formu� Furj
e koe�cientus
aritmetin
ese progresijose ir kitose su tuo susijusiose problemose. Kai
progresijos skirtumas yra did
ejantis, aritmetiniu� objektu� reik²miu� pa-
siskirstymas aritmetin
ese progresijose yra labai sud
etingas. Tokio
tipo uºdaviniams spr¦sti reikalingos L funkciju� s¡s	ukos su neapr
eºtai
augan£iu charakterio moduliu. Tod
el L funkciju� s¡s	uku� su augan£iu
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moduliu tyrimas yra gana svarbus analizin
eje skai£iu� teorijoje. L
funkciju� s¡s	ukas nagrin
ejo daugelis garsiu� matematiku� S. �oula (Chow-
la), P. Erdio²as (Erdös), P. D. T. A. Eliotas (Elliott), K. Macumotas
(Matsumoto), P. Sarnakas (Sarnak), H. Ivaniecas (Iwaniec) ir kiti.
P. D. T. A. Eliotas gavo pirmuosius tikimybinius rezultatus ²ioje sri-
tyje.

Tyrimu� metodai. Yra taikomi analiziniai ir tikimybiniai meto-
dai. Ribiniu� teoremu� i�rodymui naudojamas charakteristiniu� transfor-
maciju� metodas. Be to, yra taikomi Dirichl
e charakteriu� ir L funkciju�
teorijos elementai.

Naujumas ir praktin
e vert
e. Visi disertacijos rezultatai yra
nauji. Normuotu� paraboliniu� Hek
es eigenformu� L funkciju� s¡s	ukoms
su Dirichl
e charakteriu ribin
es teoremos iki ²iol nebuvo ºinomos. To-
d
el gauti rezultatai uºpildo buvusi¡ sprag¡ ir gali b	uti taikomi toles-
niuose ²iu� s¡s	uku� tyrimuose.

Darbo strukt	ura. Disertacija yra para²yta anglu� kalba. J¡ su-
daro i�vadas, keturi skyriai, i²vados, moksliniu� publikaciju� disertacijos
tema s¡ra²as ir ºymenys. Bendra darbo apimtis � 72 puslapiai.

Problemos apºvalga ir pagrindiniai rezultatai. Tegul Z yra
sveiku�ju� skai£iu� aib
e. SL(2,Z) ºym
esime piln¡j¡ modulin¦ grup¦,
t. y.

SL(2,Z) =
{(

a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1

}
.

Be to, tegul U yra vir²utin
e pusplok²tum
e kartu su begalybe, t. y.

U = {z ∈ C : z = x+ iy, y > 0}.

Tarkime, kad F (z) yra holomor�n
e funkcija srityje U , visoms matri-
coms (

a b
c d

)
∈ SL(2,Z)

su kuriuo nors lyginiu sveikuoju skai£iumi κ tenkinanti funkcin¦ lygti�

F

(
az + b

cz + d

)
= (cz + d)κF (z).
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Tuomet akivaizdu, kad F (z) yra periodin
e funkcija ir begalyb
eje turi
skleidini� Furj
e eilute

F (z) =

∞∑
m=−∞

c(m)e2πimz.

Sakome, kad funkcija F (z) yra holomor�n
e ir nykstanti begalyb
eje,
jei c(m) = 0 atitinkamai su m < 0 ir m ≤ 0 . Funkcija F (z) yra vadi-
nama holomor�ne ir nykstan£ia paraboliniuose ta²kuose, jei visiems(

a b
c d

)
∈ SL(2,Z)

funkcija

F

(
az + b

cz + d

)
(cz + d)−κ

yra atitinkamai holomor�n
e ir nykstanti begalyb
eje. Jei F (z) yra
holomor�n
e paraboliniuose ta²kuose, tai ji vadinama svorio κ modu-
line forma, ir

F (z) =
∞∑

m=0

c(m)e2πimz

yra jos Furj
e eilut
e begalyb
eje. Jei svorio κ modulin
e forma F (z)
yra nykstanti paraboliniuose ta²kuose, tai j¡ vadiname svorio κ pa-
raboline forma. �iuo atveju F (z) yra i²skleidºiama begalyb
eje Furj
e
eilute

F (z) =
∞∑

m=1

c(m)e2πimz.

Paraboliniu� formu� klasikinis pavyzdys yra Ramanudºano (Ra-
manujan) parobolin
e forma ∆(z), apibr
eºiama formule

∆(z) =
∞∑

m=1

τ(m)e2πimz = e2πiz
∞∏

m=1

(1− e2πimz)24.

Formos ∆(z) svoris yra 12. L. Mordelas (Mordell) [18] i�rod
e, kad
Ramanudºano funkcija τ(m) yra multiplikatyvi (τ(mn) = τ(m)τ(n)
visiems m,n ∈ N, (m,n) = 1) ir pirminiams p bei sveikiesems k ≥ 2
tenkina s¡ry²i�

τ(pk+1) = τ(p)τ(pk)− p11τ(pk−1).
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Be to, i² Delinio (Deligne) rezultato [3] turime i�verti�

|τ(p)| ≤ 2p
11
2 .

Svorio κ parabolin
e forma F (z) yra vadinama Hek
es eigenforma,
jeigu ji yra visu� Hek
es operatoriu�

(Tnf)(z) = nκ−1
∑
d|n

d−κ
d−1∑
b=0

f

(
nz + bd

dz

)
, n ∈ N

eigenfunkcija. Tuomet yra ºinoma, kad c(1) ̸= 0. Tod
el forma F (z)
gali b	uti normuojama. Vadinasi, normuota parabolin
e Hek
es eigen-
forma begalyb
eje yra i²rei²kiama Furj
e eilute

F (z) =
∞∑

m=1

c(m)e2πimz, c(1) = 1.

Tegul s = σ + it yra kompleksinis kintamasis, o F (z) yra svorio
κ normuota parabolin
e Hek
es eigenforma. Su ja galima susieti L
funkcij¡ L(s, F ), apibr
eºiam¡ Dirichl
e eilute

L(s, F ) =
∞∑

m=1

c(m)

ms
.

Remiantis Delinio i�rodyta [3] Veilio (Weil) hipoteze,

|c(m)| ≤ m
k−1
2 d(m);

£ia d(m) yra dalikliu� funkcija

d(m) =
∑
d|m

1.

Tod
el funkcijos L(s, F ) Dirichl
e eilut
e konverguoja absoliu£iai pus-
plok²tum
eje σ > κ+1

2 ir apibr
eºia £ia analizin¦ funkcij¡. Funkcija
L(s, F ) gali b	uti analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡
ir tenkina funkcin¦ lygti�

(2π)−sΓ(s)L(s, F ) = (−1)
κ
2 (2π)s−κΓ(κ− s)L(κ− s, F );

£ia Γ(s) yra Oilerio gama funkcija. Funkcijos L(s, F ) kritin
e juosta
yra {s ∈ C : κ−1

2 < σ < κ+1
2 }, jai priklauso netrivial	us L(s, F ) nuliai.
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�ie nuliai yra i²sid
est¦ simetri²kai realiosios a²ies ir kritin
es ties
es
σ = κ

2 atºvilgiu. Rymano hipotez
es analogas funkcijai L(s, F ) teigia,
kad visi netrivial	us nuliai L(s, F ) yra kritin
eje ties
eje σ = κ

2 .
Funkcijos L(s, F ) Dirichl
e eilut
es koe�cientai c(m) yra multipli-

katyv	us ir pirminiams p bei k ∈ N\{1} tenkina s¡ry²i�

c(pk+1) = c(p)c(pk)− pκ−1c(pk−1).

Tod
el funkcij¡ L(s, F ) pusplok²tum
eje σ > κ+1
2 galima uºra²yti Oi-

lerio sandauga

L(s, F ) =
∏
p

(
1− c(p)

ps
+

1

p2s−κ+1

)

=
∏
p

(
1− α(p)

ps

)−1(
1− β(p)

ps

)−1

(0.1)

pagal pirminius skai£ius; £ia α(p) ir β(p) yra tokie jungtiniai kom-
pleksiniai skai£iai, kad α(p) + β(p) = c(p) ir

|α(p)| ≤ p
κ−1
2 , |β(p)| ≤ p

κ−1
2 .

Kaip ir kitos L funkcijos, funkcija L(s, F ) turi tikimybini� ribini�
pasiskirstym¡ tokia prasme. Simboliu B(S) ºymime erdv
es S Borelio
aibiu� klas¦. Tegul

Ω =
∏
p

γp;

£ia γp = {s ∈ C : |s| = 1} su kiekvienu pirminiu p. Pagal Tichonovo
teorem¡ su sandaugos topologija ir pata²kine daugyba begaliniama-
tis toras Ω yra kompaktin
e topologin
e Abelio grup
e. Tod
el erdv
eje
(Ω,B(Ω)) egzistuoja tikimybinis Haro (Haar) matas mH . Gauname
tikimybin¦ erdv¦ (Ω,B(Ω),mH). Tegul ω(p) yra elemento ω ∈ Ω
projekcija i� koordinatin¦ erdv¦ γp.

Tegul D = {s ∈ C : σ > κ
2 }. H(D) ºym
esime analiziniu� srityje

D funkciju� erdv¦ su tolygaus konvergavimo kompaktuose topologija.
Erdv
eje (Ω,B(Ω),mH) apibr
eºiameH(D) reik²mi� atsitiktini� element¡
L(s, ω, F ) formule

L(s, ω, F ) =
∏
p

(
1− α(p)ω(p)

ps

)−1(
1− β(p)ω(p)

ps

)−1

.
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Simboliu meas{A} ºym
esime ma£ios aib
es A ⊂ R Lebego mat¡.
Tegul PL yra atsitiktinio elemento L(s, ω, F ) pasiskirstymas, t. y.

PL(A) = mH(ω ∈ Ω : L(s, ω, F ) ∈ A), A ∈ B(H(D)).

Tada teisinga tokia ribin
e teorema [9].

0.1 teorema Tikimybinis matas

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : L(s+ iτ, F ) ∈ A

}
, A ∈ B(H(D)),

kai T → ∞, silpnai konverguoja i� mat¡ PL.

Dabar tarkime, kad χ yra Dirichl
e charakteris moduliu q. Tada,
kai σ > κ+1

2 , L funkcijos L(s, F ) s¡s	uka L(s, F, χ) susieta su forma
F (z) yra apibr
eºiama Dirichl
e eilute

L(s, F, χ) =
∞∑

m=1

c(m)χ(m)

ms

ir gali b	uti analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡. Be
to, pusplok²tumeje σ > κ+1

2 funkcija L(s, F, χ) gali b	uti uºra²yta
Oilerio sandauga pagal pirminius

L(s, F, χ) =
∏
p

(
1− α(p)χ(p)

ps

)−1(
1− β(p)χ(p)

ps

)−1

; (0.2)

£ia kompleksiniai skai£iai α(p) ir β(p) yra tokie pat kaip ir (0.1) for-
mul
eje.

Pana²us rezultatas yra teisingas ir s¡s	ukai L(s, F, χ). Apibr
eºiame
H(D) reik²mi� atsitiktini� element¡ L(s, ω, F, χ) formule

L(s, ω, F, χ) =
∏
p

(
1− α(p)χ(p)ω(p)

ps

)−1(
1− β(p)χ(p)ω(p)

ps

)−1

,

o PL,χ paºymime jo pasiskirstym¡, t. y.

PL,χ(A) = mH(ω ∈ Ω : L(s, ω, F, χ) ∈ A), A ∈ B(H(D)).

Tuomet [17] darbe buvo gautas toks tvirtinimas.
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0.2 teorema Tikimybinis matas

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : L(s+ iτ, F, χ) ∈ A

}
, A ∈ B(H(D)),

kai T → ∞, silpnai konverguoja i� mat¡ PL,χ.

0.1 ir 0.2 teoremos buvo pritaikytos funkciju� L(s, F ) ir L(s, F, χ)
universalumo i�rodyme.

Tegul

D0 =

{
s ∈ C :

κ

2
< σ <

κ+ 1

2

}
.

0.3 teorema (16) Tegul K yra juostos D0 kompaktinis poaibis su
jungiuoju papildiniu, o funkcija f(s) yra tolydi, neturi nuliu� aib
eje K
ir analizin
e jos viduje. Tuomet kiekvienam ε > 0

lim inf
T→∞

1

T
meas

{
τ ∈ [0, T ] : sup

s∈K
|L(s+ iτ, F )− f(s)| < ε

}
> 0.

[17] straipsnyje buvo i�rodytas 0.3 teoremos analogas funkcijai L(s,
F, χ).

Pastebime, kad 0.2 teoremoje charakterio χ modulis q yra �ksuo-
tas. Pasirodo, kad funkcijos L(s, F, χ) asimptotini� elgesi� galima api-
b	udinti tikimybin
emis ribin
emis teoremomis, kai modulis q n
era �k-
suotas ir auga, t. y. nagrin
eti L(s, F, χ) asimptotini� elgesi� parametro
q atºvilgiu.

Prie² pristatant disertacijos rezultatus, trumpai apºvelgsime ana-
lizin
es skai£iu� teorijos tikimybinius rezultatus gautus tam tikro para-
metro atºvilgio.

Pirmieji rezultatai ²ioje srityje buvo gauti Dirichl
e L funkcijoms
L(s, χ), apibr
eºiamoms eilute

L(s, χ) =
∞∑

m=1

χ(m)

ms
, σ > 1,

o kitiems s � analiziniu prat¦simu. Priminsime, kad charakteris χ
moduliu q yra pagrindinis, jei χ(m) = 1 visiems (m, q) = 1, ir yra
ºymimas χ0. Jeigu χ ̸= χ0, tada funkcija L(s, χ) yra sveikoji, o
funkcija L(s, χ0) turi paprast¡ji� poliu� ta²ke s = 1 su reziduumu∏

p|q

(
1− 1

p

)
.
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Pirm¡ji� rezultat¡ Dirichl
e L funkcijoms L(s, χ) su neapr
eºtai augan-
£iu moduliu gavo �oula ir Erdio²as [2]. Jie i�rod
e ribin¦ teorem¡
funkcijai L(1, χ) su realiu charakteriu χ. Tolimesnis progresas ²ioje
srityje priklauso Eliotui. Pareikalaukime, kad q b	utu� pirminis skai£ius.

Kai Q ≥ 2, tegul

MQ =
∑
q≤Q

∑
χ=χ(mod q)

χ ̸=χ0

1.

Yra ºinoma, kad

MQ =
Q2

2 logQ
+O

( Q2

log2 Q

)
.

Trumpumo d
elei tegul

µQ(. . .) = M−1
Q

∑
q≤Q

∑
χ=χ(mod q)

χ ̸=χ0
...

1;

£ia vietoje daugta²kio i�ra²oma s¡lyga, kuri¡ tenkina pora (q, χ(mod q)).
Tegul

ε(χ) =
∞∏

m=1

(
1− χ(m)

ms

)
e−χ(m)m−s

.

[4] straipsnyje buvo i�rodyta tokia teorema.

0.4 teorema Tarkime, kad σ > 1
2 . Tada, kai Q → ∞, pasiskirsty-

mo funkcija
µQ

(
|ε(χ)|−1|L(s, χ)| < x

)
silpnai konverguoja i� pasiskirstymo funkcij¡.

Kai L(s, χ) ̸= 0, 1
2 < σ ≤ 1, tegul argL(s, χ) yra funkcijos L(s, χ)

argumento reik²m
e, apibr
eºt¡ tolydºiu post	umiu i² ta²ko s = 2 lanku,
kuriame L(s, χ) nevirsta nuliumi. Taigi, funkcijos L(s, χ) argumentas
yra apibr
eºtas tik 2πi sveikojo kartotinio tikslumu. [5] straipsnyje
buvo gauta ribin
e teorema L(s, χ) argumentui. Kad suformuluotume
²i¡ teorem¡, priminsime pasiskirstymo funkciju� mod 1 apibr
eºim¡ ir
konvergavim¡.

Funkcija G(x) yra vadinama pasiskirstymo funkcija mod 1 tada
ir tik tada, jei tenkina tokias s¡lygas:
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1). yra did
ejanti pla£iaja prasme;
2). yra tolydi i² de²in
es, t. y. G(x+ 0) = G(x) visiems x ∈ R;
3). G(x) = 1 su x ≥ 1 ir G(x) = 0 su x < 0.
Pasiskirstymo funkcija Gn(x) mod 1, n ∈ N, kai n → ∞, silp-

nai konverguoja mod 1, jeigu egzistuoja tokia pasiskirstymo funkcija
G(x) mod 1, kad visiems ta²kams x1, x2, 0 ≤ x1 ≤ x2 < 1, kurie yra
G(z) tolydumo ta²kai, turime, kad

lim
n→∞

(
Gn(x2)−Gn(x1)

)
= G(x2)−G(x1).

Taigi, kai 0 ≤ x < 1, ribin
e funkcija G(x) yra nusakoma tik adityvios
konstantos tikslumu.

Suformuluosime pagrindini� [5] darbo rezultat¡.

0.5 teorema Kiekviename pusplok²tum
es {s ∈ C : σ > 1
2} ta²ke s

µQ

( 1

2π
argL(s, χ) ≤ x(mod 1)

)
,

kai Q → ∞, silpnai konverguoja i� tolydºi¡ pasiskirstymo funkcij¡
mod 1. Ribin
es pasiskirstymo funkcijos Furj
e transformacija yra∏

p

(
1 +

∞∑
m=1

(
−k

2
m

)(
k
2
m

)
1

p2mσ

)
, k ∈ Z.

E. Stankus apibendrino 0.4 ir 0.5 teoremas tikimybiniams matams
kompleksin
eje plok²tumoje [19]. Tegul P yra tikimybinis matas erd-
v
eje (C,B(C)). Priminsime, kad funkcija

w(τ, k)
def
=

∫
C\{0}

|z|iτeikargzdP, τ ∈ R, k ∈ Z,

yra vadinama mato P charakteristine transformacija. Yra ºinoma,
kad matas P vienareik²mi²kai yra nusakomas funkcija w(τ, k). Tegul
pirminiams p ir m ∈ N funkcija cτ,k(m) yra multiplikatyvi ir apibr
e-
ºiama formule

cτ,k(p
m) =

ξ(ξ + 1) . . . ξ(ξ + k − 1)

m!

su ξ = iτ+k
2 ir

wP (τ, k) =
∞∑

m=1

cτ,k(m)cτ,−k(m)

m2σ
, σ >

1

2
.
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0.6 teorema ([19]) Tarkime, kad σ > 1
2 . Tada

µQ

(
L(s, χ) ∈ A

)
, A ∈ B(C),

kai Q → ∞, silpnai konverguoja i� tikimybini� mat¡ P erdv
eje (C,B(C)),
apibr
eºt¡ charakteristine transformacija wP (τ, k).

Pana²	us rezultatai i� 0.4, 0.5 ir 0.6 teoremas realiemsiems charak-
teriams buvo gauti atitinkamai [6] ir [20] darbuose.

Auk²£iau min
etos ribin
es teoremos yra ribiniu� teoremu� parametro
atºvilgiu pavyzdºiai. Dabar priminsime kai kuriuos su aptarta prob-
lematika susijusius rezultatus. Tegul ω(p) yra apibr
eºiamas kaip ir
0.1 teoremoje. Pusplok²tum
eje σ > 1

2 apibr
eºiame

L(s, ω) =
∏
p

(
1− ω(p)

ps

)−1

.

0.7 teorema ([1]) Kai p → ∞ pirminiu� skai£iu� sekoje,

1

p− 1
#
{
χ : χ yra Dirichl
e charakteris mod p ir L(s, χ) ∈ A

}
,

A ∈ B(H(D)), silpnai konverguoja i� atsitiktinio elemento L(s, ω)
pasiskirstym¡.

0.7 teorema buvo pritaikyta i�rodant funkcijos L(s, χ) universalu-
m¡ χ-atºvilgiu [1]. J¡ nepriklausomai vienas nuo kito taip pat gavo
S. M. Gonekas (Gonek) [8] ir K. M. Eminjanas (Eminyan) [7].

0.8 teorema ([1]) Tegul K ⊂ D yra kompaktinis poaibis su jun-
giuoju papildiniu, o funkcija f(s) yra tolydi, neturi nuliu� aib
eje K ir
analizin
e jos viduje. Tuomet kiekvienam ε > 0

lim inf
p→∞

1

p− 1
#

{
χ : χ yra Dirichl
e charakteris mod p

ir sup
s∈K

|L(s, χ)− f(s)| < ε
}
> 0.

Taip pat yra ºinomi pasiskirstymo funkciju�, susijusiu� su i�vairiomis
L funkcijomis, i�ver£iai vieno ar kito parametro atºvilgiu. Bene i�do-
miausi ²ios tematikos rezultatai yra gauti [12] darbe.

Dabar pristatysime disertacijos rezultatus.
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1 skyriuje yra i�rodoma ribin
e teorema matui

PQ,R(A)
def
= µQ

(
|L(s, F, χ)| ∈ A

)
, A ∈ B(R).

Tegul

η = η(τ) =
iτ

2
, τ ∈ R,

ir pirminiams p bei k ∈ N

dτ (p
k) =

η(η + 1) . . . (η + k − 1)

k!
, dτ (1) = 1.

Apibr
eºiame koe�cientus

aτ (p
k) =

k∑
l=0

dτ (p
l)αl(p)dτ (p

k−l)βk−l(p)

ir

bτ (p
k) =

k∑
l=0

dτ (p
l)αl(p)dτ (p

k−l)β
k−l

(p);

£ia α(p) ir β(p) yra funkcijos L(s, F ) Oilerio sandaugos koe�cientai,
o z ºymi skai£iaus z jungtini�. Be to, kai m ∈ N, tegul

aτ (m) =
∏
pl∥m

aτ (p
l)

ir
bτ (m) =

∏
pl∥m

bτ (p
l);

£ia pl∥m rei²kia, kad pl|m, bet pl+1 ̸ |m.
Tegul PR yra tikimybinis matas erdv
eje (R,B(R)) apibr
eºtas cha-

rakteristine transformacija

w0(τ) = w1(τ) =

∞∑
m=1

aτ (m)bτ (m)

m2σ
, τ ∈ R, σ >

κ+ 1

2
.

Tada pagrindinis 1 skyriaus rezultatas yra tokia teorema [14].

1.1 teorema Tarkime, kad σ > κ+1
2 . Tada matas PQ,R, kai

Q → ∞, silpnai konverguoja i� mat�a PR.
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2 disertacijos skyriuje yra nagrin
ejamas s¡s	ukos L(s, F, χ) argu-
mento reik²miu� pasiskirstymas. Pusplok²tum
eje σ > κ+1

2 funkcija
L(s, F, χ) neturi nuliu�. Funkcijos L(s, F, χ) argument¡ argL(s, F, χ)
apibr
eºiame tolydºiu post	umiu nuo pagrindin
es argumento reik²m
es
ta²ke s = κ+3

2 i²ilgai lauºt
es, jungian£ios ta²kus κ+2
3 , κ+2

3 +it ir σ+it.
Nagrin
ejame mat¡

PQ,γ(A)
def
= µQ

(
exp{iargL(s, F, χ)} ∈ A

)
, A ∈ B(γ);

£ia γ yra kompleksin
es plok²tumos vienetinis apskritimas. Tegul

θ = θ(k) =
k

2
, k ∈ Z,

ir pirminiams p bei l ∈ N

dk(p
l) =

θ(θ + 1) . . . (θ + l − 1)

l!
, dk(1) = 1.

Pana²iai kaip 1.1 teoremoje, kai m ∈ N, apibr
eºiame koe�cientus

ak(m) =
∏
pl∥m

ak(p
l)

ir
bk(m) =

∏
pl∥m

bk(p
l);

£ia

ak(p
l) =

l∑
j=0

dk(p
j)αj(p)dk(p

l−j)βl−j(p)

ir

bk(p
l) =

l∑
j=0

d−k(p
l)αj(p)d−k(p

l−j)β
l−j

(p).

Be to, tegul Pγ yra tikimybinis matas erdv
eje (γ,B(γ)), apibr
eºtas
Furj
e transformacija

f(k)
def
=

∫
γ

xkdPγ =
∞∑

m=1

ak(m)bk(m)

m2σ
, σ >

κ+ 1

2
.
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Tegul Pn, n ∈ N, ir P yra tikimybiniai matai erdv
eje (γ,B(γ)). Pri-
mename, kad silpnas Pn, kai n → ∞, konvergavimas i� P yra ekviva-
lentus konvergavimui

Pn(A)
−→

n→∞P (A)

visiems lankams A ⊂ γ su visais nulinio P mato galiniais ta²kais.
Tada [15] straipsnyje i�rodyta tokia teorema.

2.1 teorema Tarkime, kad σ > κ+1
2 . Tada, kai Q → ∞, PQ,γ silpnai

konverguoja i� mat¡ Pγ .

�i¡ teorem¡ galima formuloti ir taip [15].
2.2 teorema Tarkime, kad σ > κ+1

2 . Tada, kai Q → ∞,

µQ

( 1

2π
argL(s, F, χ) ≤ x(mod 1)

)
silpnai konverguoja mod 1 i� pasiskirstymo funkcij¡ mod 1, apibr
eºia-
m¡ Furj
e transformacija f(k), k ∈ Z.

3 disertacijos skyriuje mes apjungiame 1.1 ir 2.1 teoremas ir
i�rodome ribin¦ teorem¡ funkcijai L(s, F, χ) kompleksin
eje plok²tu-
moje su neapr
eºtai augan£iu charakterio moduliu.

Tarkime Pn, n ∈ N, ir P yra tikimybiniai matai erdv
eje (C,B(C)).
Sakome, kad Pn, kai n → ∞, silpnai konverguoja C prasme i� P , jei
Pn, kai n → ∞, silpnai konverguoja i� P ir

lim
n→∞

Pn({0}) = P ({0}).

Tegul

ξ = ξ(τ,±k) =
iτ ± k

2
, τ ∈ R, k ∈ Z,

ir pirminiams p bei l ∈ N

dτ,±k(p
l) =

ξ(ξ + 1) . . . (ξ + l − 1)

l!
, dτ,±k(1) = 1.

Apibr
eºiame koe�cientus

aτ,k(p
l) =

l∑
j=0

dτ,k(p
l)αj(p)dτ,k(p

l−j)βl−j(p)

ir

bτ,k(p
l) =

l∑
j=0

dτ,−k(p
l)αj(p)dτ,−k(p

l−j)β
l−j

(p).
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Taip pat tegul

aτ,k(m) =
∏
pl∥m

aτ,k(p
l), bτ,k(m) =

∏
pl∥m

bτ,k(p
l), m ∈ N.

Erdv
eje (C,B(C)) tikimybini� mat¡ PC apibr
eºiame charakteris-
tine transformacija

w(τ, k) =
∞∑

m=1

aτ,k(m)bτ,k(m)

m2σ
, σ >

κ+ 1

2
.

Tegul
PQ,C(A) = µQ

(
L(s, F, χ) ∈ A

)
, A ∈ B(C).

Tada pagrindinis 3 skyriaus rezultatas yra ²i teorema [10].
3.1 teorema Tarkime, kad σ > κ+1

2 . Tada, kai Q → ∞, PQ,C

silpnai konverguoja C prasme i� mat¡ PC.

Paskutinis, 4 skyrius, disertacijoje yra skirtas r-ma£iam 1.1 teo-
remos atvejui.

Tegul r ∈ N\{1}, P yra tikimybinis matas erdv
eje (Rr,B(Rr)), o
Pj , j = 1, . . . , r, Pj1,j2 , j2 > j1 = 1, . . . , r − 1, . . ., P1,...,j−1,j+1,...,r,
j = 1, . . . , r, yra atitinkamai mato P vienmatis, dvimatis, . . ., (r−1)-
matis marginalieji matai. Funkcijos

wkj (τj)

=

∫
R\{0}

|xj |iτj sgnkjxjdPj , τj ∈ R, kj = 0, 1, j = 1, . . . , r,

wkj1 ,kj2
(τj1 , τj2)

=

∫
R\{0}

∫
R\{0}

|xj1 |iτj1 sgnkj1xj1 |xj2 |iτj2 sgnkj2xj2dPj1,j2 ,

τj1 , τj2 ∈ R, kj1 , kj2 = 0, 1, j2 > j1 = 1, . . . , r − 1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
wk1,...,kj−1,kj+1,...,kr (τ1, . . . , τj−1, τj+1, . . . , τr)

=

∫
R\{0}

. . .

∫
R\{0}

|x1|iτ1sgnk1x1 . . . |xj−1|iτj−1sgnkj−1xj−1

×|xj+1|iτj+1sgnkj+1xj+1 . . . |xr|iτrsgnkrxrdP1,...,j−1,j+1,...,r,
τ1, . . . , τj−1, τj+1, . . . , τr ∈ R, k1, . . . , kj−1, kj+1, . . . , kr = 0, 1,
j = 1, . . . , r,
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wk1,...,kr (τ1, . . . , τr)

=

∫
R\{0}

. . .

∫
R\{0}

|x1|iτ1sgnk1x1 . . . |xr|iτrsgnkrxrdP,

τ1, . . . , τr ∈ R, k1, . . . , kr = 0, 1,

yra vadinamos (Rr,B(Rr)) tikimybinio mato P erdv
eje (Rr,B(Rr))
charakteristin
emis transformacijomis. Matas P vienareik²mi²kai yra
apibr
eºiamas jo charakteristin
emis transformacijomis [13].

Tegul Fj(z), j = 1, . . . , r, yra pilnos modulin
es grup
es holomor�n
e
normuota parabolin
e svorio κj Hek
es eigenforma su Furj
e skleidiniu

Fj(z) =
∞∑

m=1

cj(m)e2πimz, cj(1) = 1.

Tegul L(s, Fj) yra atitinkama L funkcija, pusplok²tumeje σ >
κj+1

2
apibr
eºiama eilute

L(s, Fj) =
∞∑

m=1

cj(m)

ms
,

su Oilerio sandauga pagal pirminius

L(s, Fj) =
∏
p

(
1− αj(p)

ps

)−1(
1− βj(p)

ps

)−1

;

£ia αj(p) ir βj(p) yra kompleksiniai jungtiniai skai£iai, tenkinantys
s¡ry²i� αj(p) + βj(p) = cj(p).

4 skyriuje yra tiriamas L funkciju� s¡s	uku� L(s1, F1, χ), . . ., L(sr,
Fr, χ), sj = σj + itj , rinkinio reik²miu� pasiskirstymas; £ia χ yra
Dirichl
e charakteris moduliu q, q yra pirminis skai£ius ir

L(sj , Fj , χ) =
∞∑

m=1

cj(m)χ(m)

msj

=
∏
p

(
1− αj(p)χ(p)

psj

)−1(
1− βj(p)χ(p)

psj

)−1

,

pusplok²tumeje σj >
κj+1

2 .
Apibr
eºiame koe�cientus

aj;τ (m) =
∏
pk∥m

aj;τ (p
k), bj;τ (m) =

∏
pk∥m

bj;τ (p
k), j = 1, . . . , r;
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£ia

aj;τ (p
k) =

k∑
l=0

dτ (p
l)αl

j(p)dτ (p
k−l)βk−l

j (p)

ir

bj;τ (p
k) =

k∑
l=0

dτ (p
l)αl

j(p)dτ (p
k−l)β

k−l

j (p).

Tegul PRr yra tikimybinis matas erdv
eje (Rr,B(Rr)), apibr
eºiamas
charakteristin
emis transformacijomis

wkj (τj) =
∞∑

m=1

aj;τj
(m)bj;τj (m)

m2σj
, j = 1, . . . , r,

wkj1
,kj2

(τj1 , τj2)

=
∞∑

m=1

∑
m1m2=m

aj1;τj1
(m1)aj2;τj2

(m2)

m
sj1
1 m

sj2
2

∑
n1n2=m

bj1;τj1
(n1)bj2;τj2

(n2)

n
sj1
1 n

sj2
2

,

j2 > j1 = 1, . . . , r − 1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
wk1,...,kj−1,kj+1,...,kr (τ1, . . . , τj−1, τj+1, . . . , τr)

=
∞∑

m=1

∑
m1...mj−1

×mj+1...mr=m

a1;τ1 (m1)...aj−1;τj−1
(mj−1)aj+1;τj+1

(mj+1)...ar;τr (mr)

m
s1
1 ...m

sj−1
j−1 m

sj+1
j+1 ...msr

r

×
∑

n1...nj−1

×nj+1...nr=m

b1;τ1 (n1)...bj−1;τj−1
(nj−1)bj+1;τj+1

(nj+1)...br;τr (nr)

n
s1
1 ...n

sj−1
j−1 n

sj+1
j+1 ...nsr

r

,

j = 1, . . . , r,
wk1,...,kr (τ1, . . . , τr)

=
∞∑

m=1

∑
m1...mr=m

a1;τ1 (m1)...ar;τr (mr)

m
s1
1 ...msr

r

∑
n1...nr=m

b1;τ1 (n1)...br;τr (nr)

n
s1
1 ...nsr

r

,

σj >
κj+1

2 , j = 1, . . . , r.

Pagrindinis 4 skyriaus rezultatas yra tokia teorema [11]. Tegul

PQ,Rr (A) = µQ

((
|L(s1, F1, χ)|, . . . , |L(sr, Fr, χ)|

)
∈ A

)
, A ∈ B(Rr).

4.1 teorema Tarkime, kad σj >
κj+1

2 , j = 1, . . . , r. Tada, kai
Q → ∞, PQ,Rr silpnai konverguoja i� mat¡ PRr .

Disertacijoje mes nagrin
ejame tikimybinio mato, apibr
eºiamo s¡-
s	ukoms L(s, F, χ), silpn¡ji� konvergavim¡ absolutaus funkcijos L(s,
F, χ) eilut
es konvergavimo pusplok²tum
eje. Tikim
es, kad ²i� rezultat¡
galima b	utu� prat¦sti i� sriti� σ > κ

2 , ta£iau, m	usu� nuomone, tai yra
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sud
etinga. Esminis skirtumas nuo Dirichl
e L funkciju� atvejo yra tas,
kad eilut
e, apibr
eºianti L(s, F, χ) su χ ̸= χ0, pusplok²tum
eje σ > κ

2
nekonverguoja.

I²vados. Tarkime, jog F yra normuota parabolin
e Hek
es eigen
forma pilnosios modulin
es grup
es atºvilgiu, L(s, F ) yra susieta su ²ia
forma L funkcija, o L(s, F, χ) yra funkcijos L(s, F ) s¡s	uka su Dirichl
e
charakteriu moduliu q, q yra pirminis skai£ius.

Kai q → ∞, nustata, kad funkcijai L(s, F, χ) teisingi tokie asimpto-
tiniai tvirtinimai:

1). ribin
e teorema moduliui |L(s, F, χ)|;
2). ribin
e teorema argL(s, F, χ);
3). ribin
e teorema funkcijai L(s, F, χ) kompleksin
eje plok²tumoje;
4). jungtin
e ribin
e teorema rinkiniui |L(s1, F1, χ)|, . . ., |L(sr, Fr, χ)|.

Visos ribin
es teoremas yra apie tikimybiniu� matu� silpn¡ji� konver-
gavim¡.
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Summary. Let F be a holomorphic normalized Hecke eigen cusp
form of weight κ for the full modular group, L(s, F ) , s = σ + it, be
the L-function attached to the form F , and let L(s, F, χ) denote a
twist of L(s, F ) with a Dirichlet character χ modulo q. We consider
the value distribution of L(s, F, χ) for σ > κ+1

2 , where q is a prime
number and increases to in�nity. For this, we prove limit theorems in
the sense of weak convergence of probability measures in some spaces.

For Q ≥ 2, let
MQ =

∑
q≤Q

∑
χ=χ(mod q)

χ ̸=χ0

1,

and
µQ(. . .) = M−1

Q

∑
q≤Q

∑
χ=χ(mod q)

χ ̸=χ0
...

1,

where in place of dots a condition satis�ed by a pair (q, χ(mod q)) is
to be written. Denote by B(S) the class of Borel sets of the space S.
We obtain the weak convergence for probability measures

µQ

(
|L(s, F, χ)| ∈ A

)
, A ∈ B(R),

µQ

(
argL(s, F, χ) ∈ A

)
, A ∈ B(γ),

µQ

(
L(s, F, χ) ∈ A

)
, A ∈ B(C),

where γ is the unit circle on the complex plane, and σ > κ+1
2 , as

Q → ∞. Also, the weak convergence for the measure

µQ

((
|L(s1, F1, χ)|, . . . , |L(sr, Fr, χ)|

)
∈ A

)
, A ∈ B(Rr),

is discussed, where F1, . . . , Fr are holomorphic normalized Heke eigen
cusp forms of weights κ1, . . . , κr, respectively.

For the proofs, the method of characteristic transforms is applied,
and the limit measures in limit theorems obtained are de�ned their
characteristic transforms.
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