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DISERTACINIO DARBO
APRASYMAS

Moksliné problema ir tyrimo objektas. Tyrimo objektas
yra normuoty paraboliniy Hekés eigenformy L funkcijy sasukos su
Dirichlé charakteriu, kai charakterio modulis neapréztai auga. Moks-
liné problema — 8iy sasuky ribinés teoremos apie silpnaji tikimybiniy
maty konvergavima.

Tikslas ir uzdaviniai. Darbo tikslas — jrodyti ribines teoremas
apie silpnaji tikimybiniy maty konvergavima normuoty paraboliniy
Hekés eigenformy L funkcijy sasukoms su Dirichlé charakteriu neap-
réztai augancio charakterio modulio atzvilgiu.

Darbo uzdaviniai yra Sie:

1. Irodyti ribine teorema normuoty paraboliniy Hekés eigenformy

L funkcijy sasukoms su Dirichlé charakteriu moduliui.

2. Irodyti ribine teoremg normuoty paraboliniy Hekés eigenformy
L funkcijy sasuky su Dirichlé charakteriu argumentui.

3. Trodyti ribine teoremg normuoty paraboliniy Hekés eigenfor-
my L funkeijy sasukoms su Dirichlé charakteriu kompleksinéje
plokstumoje.

4. Irodyti jungtine ribine teorema normuoty paraboliniy Hekes
eigenformy L funkcijy sasukoms su Dirichlé charakteriu.

Aktualumas. Analizingje skaidiy teorijoje L funkcijos uZzima
svarbig vietg. Dirichlé L funkcijos naudojamos tiriant pirminiy skai-
¢y pasiskirstyma aritmetinése progresijose, o automorfiniy formy L
funkcijos buvo jvestos §iy formy tyrimui. Paraboliniy formy L funkci-
jos suvaidino pagrindinj vaidmenj jrodant Ferma (Fermat) paskutine
teorema. Automorfiniy formy L funkeijy sasukos su Dirichlé charak-
teriu yra naudojamos tiriant automorfiniy formy Furjé koeficientus
aritmetinése progresijose ir kitose su tuo susijusiose problemose. Kai
progresijos skirtumas yra didéjantis, aritmetiniy objekty reik§miy pa-
siskirstymas aritmetinése progresijose yra labai sudeétingas. Tokio
tipo uzdaviniams spresti reikalingos L funkcijy sasukos su neapréztai
auganciu charakterio moduliu. Todél L funkcijy sasuky su auganciu



moduliu tyrimas yra gana svarbus analizinéje skaiciy teorijoje. L
funkcijy sasukas nagrinéjo daugelis garsiy matematiky S. Coula (Chow-
la), P. Erdiosas (Erdss), P. D. T. A. Eliotas (Elliott), K. Macumotas
(Matsumoto), P. Sarnakas (Sarnak), H. Ivaniecas (Iwaniec) ir kiti.
P.D. T. A. Eliotas gavo pirmuosius tikimybinius rezultatus sioje sri-

tyje.

Tyrimy metodai. Yra taikomi analiziniai ir tikimybiniai meto-
dai. Ribiniy teoremy jrodymui naudojamas charakteristiniy transfor-
macijy metodas. Be to, yra taikomi Dirichlé charakteriy ir L funkcijy
teorijos elementai.

Naujumas ir praktiné verté. Visi disertacijos rezultatai yra
nauji. Normuoty paraboliniy Hekés eigenformy L funkcijy sasukoms
su Dirichlé charakteriu ribinés teoremos iki §iol nebuvo Zinomos. To-
dél gauti rezultatai uzpildo buvusia spraga ir gali buti taikomi toles-
niuose §iy sasuky tyrimuose.

Darbo struktura. Disertacija yra parasyta angly kalba. Ja su-
daro jvadas, keturi skyriai, iSvados, moksliniy publikacijy disertacijos
tema sarasas ir zymenys. Bendra darbo apimtis — 72 puslapiai.

Problemos apZvalga ir pagrindiniai rezultatai. Tegul Z yra

sveikyjy skaiciy aibé. SL(2,Z) Zymésime pilngja moduline grupe,
t.y.

SL(2,Z) = {( z Z ) . a,b,c,d € Z,ad — be = 1}.
Be to, tegul U yra virSutiné pusplokstumé kartu su begalybe, t. y.
U={z€C:z=x+1iy, y>0}
Tarkime, kad F(z) yra holomorfiné funkcija srityje U, visoms matri-

coms b
a
( e d ) € SL(2,7)

su kuriuo nors lyginiu sveikuoju skai¢iumi x tenkinanti funkcine lygti

F(C‘Z il b) — (cz+ d)FF(2).

cz+d



Tuomet akivaizdu, kad F(z) yra periodiné funkcija ir begalybéje turi
skleidinj Furjé eilute

oo

F(Z): Z C(m/)e%m’mz.

m=—0oQ

Sakome, kad funkcija F'(z) yra holomorfiné ir nykstanti begalybéje,
jei ¢(m) = 0 atitinkamai su m < 0ir m < 0. Funkcija F(z) yra vadi-
nama holomorfine ir nykstancia paraboliniuose taSkuose, jei visiems

( g g > € SL(2,7)

az+b
F d)~"
(cz + d> (c2+d)
yra atitinkamai holomorfiné ir nykstanti begalybéje. Jei F(z) yra

holomorfiné paraboliniuose taskuose, tai ji vadinama svorio £ modu-
line forma, ir

funkcija

o0
F(z)= Z c(m)e?™im=
m=0
yra jos Furjé eiluté begalybéje. Jei svorio k£ moduliné forma F(z)
yra nykstanti paraboliniuose taskuose, tai ja vadiname svorio k pa-
raboline forma. Siuo atveju F(z) yra iSskleidZiama begalybéje Furjé
eilute

F(Z) — Z C(m)e%rimz.
m=1

Paraboliniy formy klasikinis pavyzdys yra RamanudZano (Ra-
manujan) paroboliné forma A(z), apibréziama formule

% oo
A(z) — Z T(m)e27rimz — e27m'z H (1 _ e27rimz)24.
m=1 m=1

Formos A(z) svoris yra 12. L. Mordelas (Mordell) [18] jrodé, kad
Ramanudzano funkcija 7(m) yra multiplikatyvi (7(mn) = 7(m)7(n)
visiems m,n € N, (m,n) = 1) ir pirminiams p bei sveikiesems k > 2
tenkina sarysj

11

) =) (") —pM

7(p k=1,



Be to, i§ Delinio (Deligne) rezultato [3] turime jvert]

11
IT(p)| < 2p=.

Svorio k paraboliné forma F'(z) yra vadinama Hekeés eigenforma,
jeigu ji yra visy Hekés operatoriy

d—1
(Tf)(z) =1 S d " Zf(”zdtbd), neN
b=0

dln

eigenfunkcija. Tuomet yra Zinoma, kad ¢(1) # 0. Todél forma F(z)
gali buti normuojama. Vadinasi, normuota paraboliné Hekés eigen-
forma begalybéje yra isreiskiama Furjé eilute

F(z) =Y e(m)e”™™*, (1) = 1.

m=1

Tegul s = o + it yra kompleksinis kintamasis, o F(z) yra svorio
x normuota paraboliné Hekés eigenforma. Su ja galima susieti L
funkcija L(s, F'), apibréziamg Dirichlé eilute

Lis,F) =" c(m)

mS

m=1

Remiantis Delinio jrodyta [3] Veilio (Weil) hipoteze,

¢ia d(m) yra dalikliy funkcija

d(m) =) "1.

dlm

Todél funkcijos L(s, F) Dirichlé eiluté konverguoja absoliuciai pus-
plokstuméje o > ”;1 ir apibrézia ¢a analizine funkcija. Funkcija
L(s, F') gali buti analizigkai pratesiama j visa kompleksine plok§tuma

ir tenkina funkcine lygtj

(2m)~°T'(s)L(s, F) = (—1)% (2m)° 7" (k — 8)L(k — s, F);

¢ia ['(s) yra Oilerio gama funkcija. Funkcijos L(s, F') kritiné juosta
yra {s € C: 551 <o < £}, jai priklauso netrivialus L(s, F) nuliai.



Sie nuliai yra igsidéste simetriskai realiosios afies ir kritinés tiesés
o = § atzvilgiu. Rymano hipotezés analogas funkcijai L(s, F) teigia,
kad visi netrivialus nuliai L(s, F') yra kritinéje tieséje o = 5.

Funkcijos L(s, F) Dirichlé eilutés koeficientai ¢(m) yra multipli-
katyvis ir pirminiams p bei k € N\{1} tenkina sary$j

k+1) rk—1 kfl).

c(P*th) = c(p)e(p®) — p*elp

Todél funkcija L(s, F) pusplok§tuméje o > =+ galima uzrasyti Oi-
lerio sandauga

c 1
L(s, F) _:H<L_$L%%NH>

() ()

pagal pirminius skai¢ius; ¢a a(p) ir B(p) yra tokie jungtiniai kom-
pleksiniai skaiciai, kad a( )+ B(p) = c(p) ir

la(p)| <p*T, |B()| <p°T.

Kaip ir kitos L funkcijos, funkcija L(s, F') turi tikimybinj ribinj
pasiskirstyma tokia prasme. Simboliu B(S) Zymime erdvés S Borelio
aibiy klase. Tegul

Q= H Vp>
P

¢a v, = {s € C: |s| = 1} su kiekvienu pirminiu p. Pagal Tichonovo
teorema su sandaugos topologija ir pataskine daugyba begaliniama-
tis toras ) yra kompaktiné topologiné Abelio grupé. Todél erdvéje
(Q,B(Q)) egzistuoja tikimybinis Haro (Haar) matas mpy. Gauname
tikimybine erdve (2, B(Q),myg). Tegul w(p) yra elemento w € Q
projekcija j koordinatine erdve ,.

Tegul D = {s € C: 0 > §}. H(D) zymésime analiziniy srityje
D funkcijy erdve su tolygaus konvergavimo kompaktuose topologija.
Erdvéje (2, B(R2), mp) apibréziame H (D) reiks§mj atsitiktinj elementa
L(s,w, F) formule

_ _a@M@)_l _ Blp)w(p) B
L(s,w,F)-H(l > (1 pr > .



Simboliu meas{A} Zymésime macios aibés A C R Lebego mata.
Tegul Py, yra atsitiktinio elemento L(s,w, F') pasiskirstymas, t. y.

PrL(A)=mp(weQ: L(s,w, F) € A), AeB(H(D)).
Tada teisinga tokia ribiné teorema [9].

0.1 teorema Tikimybinis matas
1
Tmeas{T €10,T): L(s+ir,F) € A}, A€ B(H(D)),

kait T — oo, silpnai konverguoja § matg Pr,.

Dabar tarkime, kad x yra Dirichlé charakteris moduliu ¢. Tada,
kai 0 > 541 L funkcijos L(s, F) sasuka L(s, F,x) susieta su forma
F(z) yra apibréziama Dirichlé eilute

L(s,F,x) = Z w

ir gali buti analiziskai pratesiama j visa kompleksine plokstuma. Be
to, pusplokstumeje o > “31 funkcija L(s, F,x) gali buti uZrasyta
Oilerio sandauga pagal pirminius

L(s,F,x) = 1;[ (1 — oz(pﬁ((p))l (1 _ W)l; (0.2)

¢ia kompleksiniai skai¢iai «(p) ir B(p) yra tokie pat kaip ir (0.1) for-
muléje.

Panagus rezultatas yra teisingas ir sasukai L(s, F, x). Apibréziame
H(D) reiksmj atsitiktinj elementa L(s,w, F, x) formule

L(s,w,F,x) = H (1 — M>71<1 — M)fl’

p? p?
o Pr, pazymime jo pasiskirstyma, t. y.
Pry(A)=mg(weQ: L(s,w, F,x) € A), Ae€B(H(D)).

Tuomet [17] darbe buvo gautas toks tvirtinimas.

10



0.2 teorema Tikimybinis matas
1
Tmeas{T €0,T): L(s+ir,F,x) € A}, AeB(H(D)),

kai T — oo, silpnai konverguoja § matg Pr, .

0.1 ir 0.2 teoremos buvo pritaikytos funkcijy L(s, F') ir L(s, F, x)
universalumo jrodyme.

Tegul
1
Doz{se(C:;<a<ﬁ+ }

2

0.3 teorema (16) Tegul K yra juostos Dy kompaktinis poaibis su
Jungivoju papildiniu, o funkcija f(s) yra tolydi, neturi nuliy aibéje K
ir analiziné jos viduje. Tuomet kiekvienam € > 0

1
liminf —meas{7 € [0,T] : sup |L(s + i, F) — f(s)| <e} > 0.
T—oo T scK

[17] straipsnyje buvo jrodytas 0.3 teoremos analogas funkcijai L(s,
F, x).

Pastebime, kad 0.2 teoremoje charakterio x modulis ¢ yra fiksuo-
tas. Pasirodo, kad funkcijos L(s, F, x) asimptotinj elgesj galima api-
budinti tikimybinémis ribinémis teoremomis, kai modulis ¢ néra fik-
suotas ir auga, t. y. nagrinéti L(s, F, x) asimptotinj elgesj parametro
q atzvilgiu.

Pries pristatant disertacijos rezultatus, trumpai apZvelgsime ana-
lizinés skai€iy teorijos tikimybinius rezultatus gautus tam tikro para-
metro atzvilgio.

Pirmieji rezultatai Sioje srityje buvo gauti Dirichlé L funkcijoms
L(s, x), apibréziamoms eilute

o~ x(m)
L(S7 X) = Z ms 9 U > 17
m=1
o kitiems s — analiziniu pratesimu. Priminsime, kad charakteris x
moduliu ¢ yra pagrindinis, jei x(m) = 1 visiems (m,q) = 1, ir yra
Zymimas xo. Jeigu x # xo, tada funkcija L(s,x) yra sveikoji, o
funkcija L(s, xo) turi paprastaji poliy taske s = 1 su reziduumu

e-3).

plg



Pirmajj rezultatg Dirichlé L funkcijoms L(s, x) su neapréztai augan-
¢u moduliu gavo Coula ir Erdiosas [2]. Jie jrodé ribine teorema
funkcijai L(1, x) su realiu charakteriu x. Tolimesnis progresas §ioje
srityje priklauso Eliotui. Pareikalaukime, kad ¢ buty pirminis skaicius.

Kai Q > 2, tegul

Mo=Y > L

q<Q x=x(mod q)
X7#X0

Yra zinoma, kad

w0 loeg)

Mo = + O
D) log Q log® Q

Trumpumo délei tegul

pol)=1'Y Y n

q<Q x=x(mod q)
X#X0

¢ia vietoje daugtaskio jrasoma salyga, kurig tenkina pora (¢, x(mod ¢q)).
Tegul
200 = T (1 X0 emrtm,

ms
m=1

[4] straipsnyje buvo jrodyta tokia teorema.

0.4 teorema Tarkime, kad o > % Tada, kai Q — oo, pasiskirsty-
mo funkcija
pQ(le()I ™ML (s, x)| < 2)

silpnai konverguoja j pasiskirstymo funkcijg.

Kai L(s, x) # 0, % < o <1, tegul arg L(s, x) yra funkcijos L(s, x)
argumento reik§mé, apibrézta tolydziu postumiu i§ tasko s = 2 lanku,
kuriame L(s, x) nevirsta nuliumi. Taigi, funkcijos L(s, x) argumentas
yra apibréztas tik 27i sveikojo kartotinio tikslumu. [5] straipsnyje
buvo gauta ribiné teorema L(s, x) argumentui. Kad suformuluotume
8ia teorema, priminsime pasiskirstymo funkcijy mod 1 apibrézimg ir
konvergavima.

Funkcija G(z) yra vadinama pasiskirstymo funkcija mod 1 tada
ir tik tada, jei tenkina tokias salygas:

12



1). yra didéjanti placiaja prasme;

2). yra tolydi i§ deginés, t. y. G(z + 0) = G(z) visiems z € R;

3). Glz)=1suzxz>1ir G(z) =0sux <O0.

Pasiskirstymo funkcija G,(z) mod 1, n € N, kai n — oo, silp-
nai konverguoja mod 1, jeigu egzistuoja tokia pasiskirstymo funkcija
G(z) mod 1, kad visiems tagkams x1, 2, 0 < 21 < x9 < 1, kurie yra
G(z) tolydumo tagkai, turime, kad

lim (Gn(xg) — Gn(.’L‘l)) = G(J?Q) — G(J?l)

n—roo
Taigi, kai 0 < z < 1, ribiné funkcija G(z) yra nusakoma tik adityvios
konstantos tikslumu.

Suformuluosime pagrindinj [5] darbo rezultats.

0.5 teorema Kickviename pusplokstumés {s€ C: o > %} taske s

1
— <
1Q (% arg L(s, x) < x(mod 1)),

kai QQ — oo, silpnai konverguoja § tolydZig pasiskirstymo funkcijg
mod 1. Ribinés pasiskirstymo funkcijos Furjé transformacija yra

(5 () (3) ) e

p

E. Stankus apibendrino 0.4 ir 0.5 teoremas tikimybiniams matams
kompleksinéje plokstumoje [19]. Tegul P yra tikimybinis matas erd-
véje (C,B(C)). Priminsime, kad funkcija

w(r, k) < / lz|iekaszqp 1 e R, ke,

Cc\{o}
yra vadinama mato P charakteristine transformacija. Yra Zinoma,
kad matas P vienareik§miskai yra nusakomas funkcija w(r, k). Tegul
pirminiams p ir m € N funkcija ¢, (m) yra multiplikatyvi ir apibré-
ziama formule

§E+1).. . §E+k-1)

m!

crk(p™) =

su 5 — iT;k :

13



0.6 teorema ([19]) Tarkime, kad o > . Tada
no(L(s,x) € A), A€ B(C),

kai Q — oo, silpnai konverguoja § tikimybing matq P erdvéje (C, B(C)),
apibréztq charakteristine transformacija wp(7,k).

Panasus rezultatai j 0.4, 0.5 ir 0.6 teoremas realiemsiems charak-
teriams buvo gauti atitinkamai [6] ir [20] darbuose.

Auks¢iau minétos ribinés teoremos yra ribiniy teoremy parametro
atzvilgiu pavyzdziai. Dabar priminsime kai kuriuos su aptarta prob-
lematika susijusius rezultatus. Tegul w(p) yra apibréZiamas kaip ir
0.1 teoremoje. Pusploks§tuméje o > % apibréziame

L(s,w) = H (1 - w(p))il.

pS

0.7 teorema ([1]) Kai p — oo pirminiy skaiciy sekoje,

1
E#{X : x yra Dirichlé charakteris mod p ir L(s,x) € A},
A € B(H(D)), silpnai konverguoja § atsitiktinio elemento L(s,w)
pasiskirstymag.

0.7 teorema buvo pritaikyta jrodant funkcijos L(s, x) universalu-
ma x-atzvilgiu [1]. Ja nepriklausomai vienas nuo kito taip pat gavo
S. M. Gonekas (Gonek) [8] ir K. M. Eminjanas (Eminyan) [7].

0.8 teorema ([1]) Tegul K C D yra kompaktinis poaibis su jun-
giuoju papildiniu, o funkcija f(s) yra tolydi, netwri nuliy aibéje K ir
analiziné jos viduje. Tuomet kiekvienam € > 0

lim inf
p—oo P —

# {X : x yra Dirichlé charakteris mod p

ir sup |L(s,x) — f(s)| < 5} > 0.
seK

Taip pat yra zinomi pasiskirstymo funkcijy, susijusiy su jvairiomis
L funkcijomis, jverciai vieno ar kito parametro atzvilgiu. Bene jdo-
miausi §los tematikos rezultatai yra gauti [12] darbe.

Dabar pristatysime disertacijos rezultatus.

14



1 skyriuje yra jrodoma ribiné teorema matui
de
Pos(4) Do (IL(s, Fx) € 4), A€ B(R).
Tegul
n=n(r)=—, 7TER,
ir pirminiams p bei k € N

n+1)...(n+k—-1)
k! ’

a. (") = 2

Apibréziame koeficientus

ir i
b (") = d. (") (p)d- (0 OB (p);
=0

dia a(p) ir B(p) yra funkcijos L(s, F') Oilerio sandaugos koeficientai,
0 Z zymi skaifiaus z jungtinj. Be to, kai m € N, tegul

ir

¢a pl||m reiskia, kad p'|m, bet p!*1 fm.
Tegul Pg yra tikimybinis matas erdvéje (R, B(R)) apibréztas cha-
rakteristine transformacija

o0

T bT 1
yo arlmbe(m) g o Bt
m2e 2

wo(T) = w1 (1) =

Tada pagrindinis 1 skyriaus rezultatas yra tokia teorema [14].

1.1 teorema Tarkime, kad o > “tL. Tada matas Pyr, kai

Q — oo, silpnai konverguoja j matg Pg.
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2 disertacijos skyriuje yra nagrinéjamas sasukos L(s, F, x) argu-
mento reikdmiy pasiskirstymas. Pusplok§tuméje o > ”‘2” funkcija
L(s, F, x) neturi nuliy. Funkcijos L(s, F, x) argumenta argL(s, F, x)
apibréziame tolydziu postumiu nuo pagrindinés argumento reik§meés
tagke s = “TH isilgai lauztés, jungiancios taskus KTHv %“—l—it ir o41t.
Nagrinéjame mata

Par(A) g (expliagL(s, F,)} € 4), A€ B(y);

¢ia v yra kompleksinés plok§tumos vienetinis apskritimas. Tegul

ir pirminiams p bei [ € N

00 +1)...(0+1—1)
I ’

d(p') = di(1) = 1.

Panagiai kaip 1.1 teoremoje, kai m € N, apibréziame koeficientus

ag(m) = [T ar(®")
ptlim
bi(m) = TT ox(0));

ptllm

l

ar(p') = di(@")e’ (p)di(p' )8 (p)
=0
ir .

be(p) = > d_i () (p)d_i (0 )B ().

=0

Be to, tegul P, yra tikimybinis matas erdvéje (v, B(7)), apibréztas
Furjé transformacija

f(k) d;f/xkdpyz i M’ yo Rt

m2c 2

y m=1
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Tegul P,, n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (v, B(7)). Pri-
mename, kad silpnas P,,, kai n — oo, konvergavimas j P yra ekviva-

lentus konvergavimui
Po(A)nP(A)

visiems lankams A C 7 su visais nulinio P mato galiniais taskais.
Tada [15] straipsnyje jrodyta tokia teorema.

2.1 teorema Tarkime, kad o > NTH Tada, kai Q) — oo, Py ~ silpnai

konverguoja § matg P, .
Sig teorema galima formuloti ir taip [15].

2.2 teorema Tarkime, kad o > “TH Tada, kai QQ — oo,

1
— <
1Q (% arg L(s, F, x) < z(mod 1))

silpnai konverguoja mod 1 j pasiskirstymo funkcijg mod 1, apibrézia-
mq Furjé transformacija f(k), k € Z.

3 disertacijos skyriuje mes apjungiame 1.1 ir 2.1 teoremas ir
jrodome ribine teorema funkcijai L(s, F,x) kompleksinéje plokstu-
moje su neapréztai auganciu charakterio moduliu.

Tarkime P,, n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (C, B(C)).
Sakome, kad P, kai n — oo, silpnai konverguoja C prasme i P, jei
P, kai n — oo, silpnai konverguoja i P ir

lim P, ({0}) = P({0}).

Tegul
i+ k
fif(T,ik):ZTQ . TR, keZ,

ir pirminiams p bei [ € N

EE+1)...(E+1-1)
il ’

d7'7ik(pl) = d‘r,ik(l) =1

Apibréziame koeficientus

l
ari(') =D dri(p)a? (p)dri(p7)8' 7 (p)
7=0

l .
bea(0) = 3 dr k(0 ()dr—i () ().
=0

17



Taip pat tegul

ark(m) = H aT,k(pl)a br(m) = H bT,k(pl), m € N.

ptlim ptlim

Erdvéje (C,B(C)) tikimybinj mata Pc apibréziame charakteris-
tine transformacija

X ar g (m)by g (m) k+1
U)(’T, If) = Z —ng s g > B .

m=1

Tegul
Pac(4) = ug(L(s, F.x) € 4), A€ B(©).

Tada pagrindinis 3 skyriaus rezultatas yra §i teorema [10].
3.1 teorema Tarkime, kad o > “7“ Tada, kat Q — oo, Pgc

silpnai konverguoja C prasme j matq Pc.

Paskutinis, 4 skyrius, disertacijoje yra skirtas r-maciam 1.1 teo-
remos atvejui.

Tegul r € N\{1}, P yra tikimybinis matas erdvéje (R", B(R")), o
Pja Jj=1...,r7, le-,jZ? Jje>n=1...,r—1,.. Pl,.,.,j—l,j+l,...,r7
j=1,...,r, yra atitinkamai mato P vienmatis, dvimatis, ..., (r—1)-
matis marginalieji matai. Funkcijos

wy, (75)
= / 2| Tsgnfix dP;, T R, ky=0,1, j=1,...,m
R\{0}

Wk, kjy (le ’ Tjg)

B / |, |1 sgnti @, |2, |2 sgnti @, d Py,
=\(0} B\ [0} o
Tj17Tj2€R’kj1akj2:07]-v ]2>]1:1,...,T—1,

Wk, kj—1,kj41,. ko (7—17 s Ti—1 T4l - - o TT)

1T AT 1

= |z [Trsgn®xy L x| sgn®i—tx;_y

R\{0}  R\{0}
X |.’Ej+1|iTJ+ISgIlkj+ll'j+1 Ce |£L’T|iTT'SgIlk""’L'TdP1 ..... G—1,+1,...,r
Tlyeo s Tj—15Tjt1y- -5 Tr eR, kl,...,kjfl,ijrh...,k’r =0,1,
j=1...,n

18



= e lz1| T sgn®ray 2, | Trsgn®r e, d P,

R\{0}  R\{o}
T,..., 7 €ER, ki,...,k.=0,1,

yra vadinamos (R", B(R")) tikimybinio mato P erdvéje (R™, B(R"))
charakteristinémis transformacijomis. Matas P vienareik8miskai yra
apibréziamas jo charakteristinémis transformacijomis [13].

Tegul F}(z), j =1,...,r, yra pilnos modulinés grupés holomorfiné
normuota paraboliné svorio x; Hekés eigenforma su Furjé skleidiniu

Fi(2) =) ¢j(m)e®™™=,  ¢;(1) =1,

m=1
Tegul L(s, F;) yra atitinkama L funkcija, pusplokstumeje o > H";l
apibréziama eilute

o0

Ls,Fy) = ¢ (m)

mS

m=1

su Oilerio sandauga pagal pirminius

Ls.F) =T (1- L@)‘l(l _ 5j(p)>—1;

p? p?

¢ia aj(p) ir B;(p) yra kompleksiniai jungtiniai skaitiai, tenkinantys
sarysj o;(p) + B;(p) = ¢; (p)-

4 skyriuje yra tiriamas L funkcijy sasuky L(s1, F1,X), ---, L(sr,
F,, x), s; = o; + it;, rinkinio reikmiy pasiskirstymas; ¢ia x yra
Dirichlé charakteris moduliu ¢, ¢ yra pirminis skai¢ius ir

L(sj, Fjx) = iw

- . Kki+1
pusplokStumeje o; > ~5—.

Apibréziame koeficientus

aj;r(m) = H ajir (), bjir(m) = H b (), G=1,m

pFlm pFlm
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k
ajir(p") = Y dr(p)al} () (0" )8 ()
=0
' - k—1
bj;‘r(pk) = Zd,r(pl)aé. (p)dT(pkfl)Bj* (p)
=0

Tegul Pg- yra tikimybinis matas erdvéje (R", B(R")), apibréziamas
charakteristinémis transformacijomis

o0
ajir (M)bjir ()
) — IALE R ACALN Rt —
wey () = 3 2nn g
m=1

Wk k: (Tj T4 )
j19Rio \ 710 1 J2
e ajl;fjl (777'1)(7’j2;T]‘2 (7”2) b.‘il;le (”1)b‘7'2;7'j2 (nZ)

:Z Z Si1, Si2 Z i1, %92 ’
m=1mimo=m My "My ning=m ny" Ny
Jo>n=1...,r—1,

wkl,...,kj,l,k:j+1,.4.,k7‘(7—17 ey Ti—1 T4l - - 77-7‘)

_ ioz 3 aryry (m1).aj—13r; (My—1)ai41575 4 (Mjg1) . arir, (M)

= s1 S;-1_ 5541 s

me1my .1 mysemyl T myn omy”
XMjg1...Mp=m
S bisry (n1)ebj—1m; 4 (P=1)bj 137404 (R 41)- briry ()
51 %i—1,%5+1 Sr )
ny.my_1 nytengl N ny
XMji1...np=m
j=1...,m7
Wky,....ky (7—1’ s 7TT’)
o0

_ a1,y (M1)---@rir. (My) bisry (1) by, (nr)
=¥y wnlesan) oy bnebe(n)
m=1lmi...mr.=m 1 T ni..np=m 1o

ki1 -
o; > 5=, j=1,...,m

Pagrindinis 4 skyriaus rezultatas yra tokia teorema [11]. Tegul

Pozr(A) = MQ<(|L(51,F1,X)|, o |L(se, Fr X)) € A), A€ BR").

4.1 teorema Tarkime, kad o; > F”j;l, j=1,...,r. Tada, kai

Q — oo, Py gr silpnai konverguoja j matg Pgrr.

Disertacijoje mes nagrinéjame tikimybinio mato, apibréziamo sa-
sukoms L(s, F, x), silpnaji konvergavimg absolutaus funkcijos L(s,
F, x) eilutés konvergavimo pusplokstuméje. Tikimés, kad §j rezultata

galima buty pratesti j sritj o > %, tafiau, musy nuomone, tai yra
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sudétinga. Esminis skirtumas nuo Dirichlé L funkcijy atvejo yra tas,

kad eiluté, apibrézianti L(s, F,x) su x # Xo, pusploks§tuméje o > &
nekonverguoja.

Isvados. Tarkime, jog F' yra normuota paraboliné Hekés eigen
forma pilnosios modulinés grupés atzvilgiu, L(s, F) yra susieta su $ia
forma L funkcija, o L(s, F, x) yra funkcijos L(s, F') sasuka su Dirichlé
charakteriu moduliu ¢, ¢ yra pirminis skai¢ius.

Kai ¢ — oo, nustata, kad funkcijai L(s, F, x) teisingi tokie asimpto-
tiniai tvirtinimai:

1). ribiné teorema moduliui |L(s, F, x)|;

2). ribiné teorema arg L(s, F, x);

3). ribiné teorema funkcijai L(s, F, x) kompleksinéje plokstumoje;
4). jungtiné ribiné teorema rinkiniui | L(s1, F1, X)|, - - -, | L(sr, EFr, X)|-

Visos ribinés teoremas yra apie tikimybiniy maty silpnaji konver-
gavima.
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ference 27" Journées Arithmétiques (2011 m. birzelio 27 d.— liepos
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Summary. Let F' be a holomorphic normalized Hecke eigen cusp
form of weight « for the full modular group, L(s, F) , s = o + it, be
the L-function attached to the form F, and let L(s, F, x) denote a
twist of L(s, F') with a Dirichlet character xy modulo q. We consider
the value distribution of L(s, F,x) for o > “F1, where ¢ is a prime
number and increases to infinity. For this, we prove limit theorems in

the sense of weak convergence of probability measures in some spaces.

For Q > 2, let
Mo=> > 1,
q4<Q x=x(mod q)
XF#X0
and

pol )=y YL

9<Q x=x(mod q)
XF#X0
where in place of dots a condition satisfied by a pair (g, x(mod q)) is
to be written. Denote by B(S) the class of Borel sets of the space S.
We obtain the weak convergence for probability measures

;LQ(|L(S,F,X)\ EA), A € B(R),
;LQ(argL(s,F, X) € A), A € B(v),
po(L(s, F,x) € A), A€ B(C),

Kk+1

where «y is the unit circle on the complex plane, and o > “3=, as

@ — oo. Also, the weak convergence for the measure
po((IL(st, Fi )l - | L(se Fr)l) € 4), - A€ BRY),

is discussed, where F1, . .., F;. are holomorphic normalized Heke eigen

cusp forms of weights k1,. .., k., respectively.

For the proofs, the method of characteristic transforms is applied,
and the limit measures in limit theorems obtained are defined their
characteristic transforms.
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