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1. Jvadas

Dzeta funkcijomis yra vadinamos kompleksinio kintamojo s = o+t funkcijos tam
tikroje pusplokstuméje apibréziamos Dirichlé eilutémis. Kai kurios i§ Siy funkcijy
gali buti iSreiskiamos Oilerio sandauga. Pavyzdziui: Rymano dzeta funkcija, Dirichlé
L-funkcijos ir pan. Dzeta funkcijos analizinéje skaiciy teorijoje atlieka svarby vaidme-
nj.

Priminsime, kad viena i§ svarbiausiy ir Zinomiausiy dzeta funkcijy yra Rymano

dzeta funkcija. Ji pusplokStuméje o > 1 yra apibréziama taip:
¢(s) = i L H <1 ! )_1 p — pirminis
— ms . ps )

ir analiziskai pratesiama j visa kompleksine plokstuma. ((s) yra meromorfiné fun-
kcija, taske s = 1 turi paprastajj poliy su reziduumu 1.

Dzeta funkcijy reiksmiy pasiskirstymas yra pakankamai sudétingas, tac¢iau tyrimui
gali buti taikomi tikimybiniai metodai. Sprendziama tokia problema: duota tam
tikra aibé, kaip daznai dzeta funkcijy reikSmeés i ja patenka? Si idéja priklauso
H. Borui (Bohr), o pirmieji rezultatai gauti 1930 metais H. Boro ir B. Jeseno (Jessen)
12].

Tarkime, kad R yra uzdaras kompleksinés plokstumos stac¢iakampis su krastine-
mis lygiagreciomis koordina¢iy agims. Tegul L(T, R) yra aibés {t € [0,T] : log ((o +
it) € R} Zordano matas.

A teorema ([2]). Kai o > 1, egzistuoja riba
lim LT

Jim = W(R,0),
kuri priklauso tik nuo o ir R.

Daugelis matematiky pagerino ir apibendrino Boro-Jeseno tipo rezultatus. IS
ju galima paminéti B. Bag¢i (Bagchi), V. BorSeniusa (Borchsenius), D. DZoinerj
(Joiner), P. D. T. A. Eliota (Elliott), A. Gosa (Ghosh), K. Macumoto (Matsumoto),
J. Stoidingg (Steuding), A. Vintnerj (Wintner) ir kitus. Dzeta funkecijy reiksmiy
pasiskirstymo tyrime dirba ir grupé lietuviy matematiky. Tai V. Garbaliauskiené,

R. Garunkstis, J. Genys, R. Kacinskaité, A. Laurinc¢ikas, R. Macaitiené, E. Stankus,

D. Siau¢iunas, R. Stoiding ir kiti.



Boro-Jeseno tipo rezultatus galima uzrasyti silpno tikimybiniy maty konverga-
vimo terminais. B(S) pazymékime erdvés S Borelio aibiy klase ir tegul P, bei P
yra tikimybiniai matai (.S, 2B(S5)) erdvéje. Tada sakome, kad P, silpnai konverguoja
1 P, kai n — oo, jei

lim [ fdP, = / fdP
o S S
kiekvienai realiai tolydziai apréztai erdves S funkcijai f.

Tegul
1
vr(...) = fmeas{t €e0,71]:..}, T>0;

Cia vietoj daugtaskio jraSomos salygos, kurias tenkina ¢, o meas{ A} yra macios aibés
A C R Lebego matas. Tada Boro-Jeseno tipo rezultata kompleksinéje plokStumoje
C galima suformuluoti taip.

1

B teorema ([6]). Tegul 0 > 5 yra fiksuotas. Tada (C,B(C)) erdvéje egzistuoja

tikimybinis matas P, toks, kad matas, kai T — 00,
vr{t € [0,T]: ((c +it) € A}, AeB(C),

stlpnai konverguoja j P,.

Tolydzia ribine teorema silpno tikimybiniy maty konvergavimo prasme Oilerio
sandaugoms kompleksinéje plokstumoje jrodé J. Rasyté [§].

Oilerio sandaugos L(s) yra apibréziamos taip

1 .
(1= agp=)’

o = =

¢ia aj, yra kompleksiniai skaiciai, 1 < j <d,d € N, d > 1, ¢¥ € R. Yra reikalaujama
[3] straipsnyje, kad funkcija L(s) tenkinty Sias hipotezes.

1. Kiekvienam fiksuotam 6 € [0; %)
|Oé]P‘ Spea ]:17,d

2. Kiekvienam fiksuotam e > 0 teisingas jvertis

d
Z Z ’O‘jp|2 = B(z'").

p<z j=1



3. Funkcija L(s) yra analiziskai pratesiama j visa kompleksine plokstuma C
kaip baigtinés eilés meromorfiné funkcija su baigtiniu skai¢iumi poliy tieséje o = 1.

Oilerio sandaugos tenkina funkcine lygtj

G(s)L(s) = G(1 —s) - L(1 —s).

Cia G(s) = @* ﬁ I'(Ans + pg) su @ > 0, A, > 0, Rep, > 0, o I'(m) yra gama
funkcija. Funkci;azulL(s) yra holomorfiné, iSskyrus baigtinj skai¢iy poliy tieséje o = 1.
Funkciné lygtis yra normuojama taip, kad turéty Saknj 1, o tai reiskia, kad G(s)L(s)
yra reali funkcija tieséje 0 = % To reikia, nes Oilerio sandaugos apibrézime yra
daugiklis €™ [3].

4. Oilerio sandaugos L(s) gali buti isreikstos Dirichlé eilutémis

F(s) =y ()

ns '’

kai koeficientai b(n) tenkina lygybe

bn(p)b !
ba(P)br(p) _ jknjloglogmchB( )
E p log x

p<x
su tam tikromis teigiamomis konstantomis 7, ..., ny ir > 2.
Is 1-3 hipoteziy seka, kad pusplokstumeéje o > 6 + % funkcija L(s) tenkina Sias

augimo salygas:
L(o +it) = BJt]? (2)

ir tam tikriems 6 > 0

T
/ww+ﬁWﬁ=Bﬂ T — . (3)

0
Musy magistro darbo tikslas jrodyti diskre¢ia ribine teorema Oilerio sandaugoms
kompleksinéje plokstumoje, t. y. mes nagrinésime §ig funkcija, kai kompleksinio
kintamojo menamoji dalis jgyja reikSmes i§ tam tikros aritmetinés progresijos.
Tegul h yra teigiamas realus skaic¢ius ir N € N. Pazymékime

in () = NLHﬁ{o <k<N, .}



¢ia vietoje daugtaskio rasomos salygos, kurias tenkina k.
Kompleksinéje plokstumoje C vienetinj apskritima pazymékime ~, t. y. v =

{s € C: |s| = 1}. Apibréziame begaliniamatj tora

Q:H%o;
P

¢ia 7, = 7 visiems pirminiams p. Su sandaugos topologija ir pataskine daugyba
toras () yra kompaktiska topologiné Abelio grupé. Todél erdvéje (£2,B(2)) galima
apibrézti tikimybinj Haro mata my, taip gaunant tikimybine erdve (2, B(2), mpy).
Tegul w(p) yra w €  projekcija j koordinating erdve ~,. Tuomet formule

w(m) = [ «*(p)

p*|Im
funkcija w(p) pratesiame j naturaliyjy skai¢iy aibe N; ¢ia p®||m zymi, kad p®|m, bet
P,
Pusplokstuméje o > 6 + 1 (pagal 4 hipoteze) funkcija L(s) gali buti isreiksta (1)
absoliuc¢iai konverguojancia Dirichlé eilute.
Kai o > £, tikimybinéje erdvéje (€2, B (), myr) apibrézkime kompleksines reiksmes
jgyjantj atsitiktinj elementa L(o,w) formule
L(mw):iwzﬁn(l—w>_l, w e Q. (4)

m ;
m=1 m=1 j=1

Jo skirstinj pazymékime PP, t. y.
PHA) =my(w € Q: Llo,w) € 4), AcB(C). (5)

Tada pagrindinis musy darbo rezultatas yra tokia teorema.
Teorema. Tarkime, kad Oilerio sandaugos L(s) tenkina 1-4 hipotezes, o h > 0 yra
fiksuotas skaicius toks, kad exp{%} buty iracionalus su visais sveikaisiais k # 0.

Tada pusplokstuméje o > 60 + %7 kai N — oo, tikimybinis matas

1

v =53

{0 <k < N:L(oc+ikh) e A}, AeB(C),

silpnai konverguoja j matg PP



2. Diskreti ribine teorema
trigonometriniams polinomams

Pagrindiniam Sio skyriaus teiginiui jrodyti, mums reikia tokiy pagalbiniy tvir-
tinimy.

Tegul ~ yra vienetinis kompleksinés plokStumos apskritimas, o @) yra tikimy-
binis matas erdvéje (y™,B(y™)). Mato @ Furjé transformacija g(ki, ..., k) yra
apibréziama lygybe

g(k1, . k) = /x’fl...xfg"dQ, ke, zjcvy, j=1,...,m.
,ym
1 lema. Tarkime Q, yra tikimybiniy maty erdvéje (™, B(y™)) seka, o atitinkama
ju Furje transformacijy seka {g,(k1, ..., kn)}. Tegul kiekvienai sveikyjy skaiciy aibei

(k1y ..y k) egzistuoja riba

g(k1, s k) = Hm g, (K, ..oy k).

Tada erdvéje (Y™, B(y™)) egzistuoja tikimybinis matas Q toks, kad, kain — oo, Q,
silpnai konverguoja j Q. Dar daugiau, g(ky, ..., ky) yra mato Q) Furjé transformacija.
Irodymas. Tai tikimybiniy maty kompaktiskose Abelio grupése tolydumo teorema,

0 jos jrodyma galima rasti [5]. A

Tarkime, kad u : S — 57 yra mati funkcija. Tada kiekvienas tikimybinis matas
P i§ erdveés (S, B(9)) erdvéje (S1, B(S1)) indukuoja vienintel] tikimybinj mata Pu~*

apibréziama lygybe
Pu™'(A) = P(u™tA), AecB(S).

2 lema. Tarkime, kad v : S — Sy yra tolydi funkcija. Tada i§ maty P, silpno

1

konvergavimo § P seka, kad P,u~! silpnai konverguoja § Pu~', kai n — oo.

Irodymas. Tai 5.1 teorema is [1]. A

Tarkime, kad
pu(t) = Zakk’“, an, € C
k=1

7



yra trigonometrinis polinomas. Erdvéje (C,B(C)) apibrézkime tikimybinj mata
}%VWH(14) :ZLMV(pn(nih) E jq)’ /4 6 93(63'

Nagrinésime $io mato silpng konvergavima, kai N — oo.
3 lema. FErdvéje (C,B(C)) egzistuoja tikimybinis matas P,, toks, kad matas Py, ,
kai N — o0, silpnai konverguoja 3 P, .
Jrodymas. Tarkime, kad py, po, ..., p, yra skirtingi pirminiai skaiciai, kurie dalija

[T k. Tegul Q, yra vienetiniy apskritimy ~,; = v sandauga visiems j = 1,...,n,
k=1

ap#0

t.y.

Qn = H Yps-
j=1

Apibrézkime funkcijg u : €2, — C formule

3

W| Q

Q| &
&
&
ks
2
m
‘)
3

w(xy, .y ) =

k=1 » i,
Tore 2, funkcija u yra tolydi ir
pa(mh) = u(py™, ..., pi"™"). (6)
Sudarykime tikimybinj mata
Qn(A) = pn (™™, ..., pim") € A), A cB(Q,).

Mato @y Furjé transformacija gn(ki1,..., k), k; € Z,j = 1,...,n yra apibréziama
lygybe
g X ;X . n
gn (K1, . ky) = N1 Z Hpj 7= N1 Z exp {zthkj logp]} .
m=0 j=1 m=0 j=1
Pirminiy skaiciy logaritmai virs racionaliyjy skaiciy kuno yra tiesiskai nepriklausomi.

Be to sandauga

prj = exp {Z k; logpj}
=1 =1



yra racionalus skaicius, o pagal pagrindinés teoremos (Teoremos) salyga exp{Z}

yra iracionalus skaicius su visais k # 0. Todél turime

1, kai (k1,...,kn) = (0,...,0),
gn(k1, . ky) = 1exp{i(N+1)h il kj logpj}
o = . kai (K, ... k) #(0,...,0).
1—exp{ih > kj logpj}
j=1

1Lokai (kr o k) = (0,..,0),
gN(kL akn) -
0, kai (ki) # (0,....0).

Tada pagal 1 lema matas QQn, kai N — oo, silpnai konverguoja j Haro matg m, gy
erdvéje (£2,,B(,)). Atsizvelgiant j funkcijos u tolyduma ir (6) lygybe bei pritaikius
2 lema gauname, kad matas Py, , kai N — oo silpnai konverguoja i mata P,, =

mTHufl. A

Tarkime, kad g(k),k € N,|g(k)| = 1 yra pilnai multiplikatyvi funkcija, t. y.
g(k1, k2) = g(k1)g(k2). Apibrézkime

pat k) = arg(k)k™
k=1
ir tikimybin] mata
PN,pn(A) = un(pn(mh,g) € A), A€ B(C).

4 lema. Tikimybiniai matai Py, or ]BNJ,” abu silpnai konverguoja 3 tg paty matg,
kai N — oo.

Irodymas. Apibrésime funkcija uy : 2, — Q, formule
W (21, oy ) = (z16 oy zne ),

kur ; = argg(p;),j = 1,...,n. Pagal 3 lemg tikimybiniai matai Py, ir f’N% silpnai
konverguoja j atitinkamus matus m,yu~! ir m,ga =, kai

—1
Wy, ey Ty) = Zng(k) H ) ;o (1, ) € Q.

— g
k=1 .7 |k,
J
j<n

9



Vadinasi,

-1

3

Wy, oy xy) = Y alk) H il e % = u(u1 (21, ..., T,)).

— g
k=1 vy Ik,
j<n

Kadangi Haro matas tore €2, yra invariantiskas postumiy atzvilgiu, tai

Myt = mnH(u(ul))’1 = (mnHufl)u’1 = m,gu "

10



3 Diskreti ribineé teorema absoliuc¢iail
konverguojancioms Dirichlé eilutéems

Diskrecios ribinés teoremos absoliuciai konverguojanc¢ioms Dirichlé eilutéms jro-
dymui reikés 8iy gerai zinomy pagalbiniy teiginiy.

Sakome, kad tikimybiniy maty Seima { P} erdvéje (S,B(S)) yra reliatyviai kom-
paktiska, jei kiekvienoje elementy i8 { P} sekoje yra silpnai konverguojantis posekis.
Seima, {P} yra suspausta, jei kiekvienam pakankamai mazam e > 0 egzistuoja kom-
paktiska aibé K tokia, kad P(K) > 1 — € su visais matais i§ {P}.

5 lema. Jei tikimybiniy maty Seima {P} yra suspausta, tai ji yra reliatyviai kom-
paktiska.
Irodymas. Si lema - gerai zinoma Prochorovo teorema; jos jrodyma galima rasti

[1]. A

6 lema. Visiems teigiamiems a ir b teisinga lygybe

1 b+ioco

— [(s)a %ds =e .

57 (s)a*ds =e
b—ioco

Irodymas. Lemos jrodyma galima rasti [6]. A

Tegul (S p) yra separabili metriné erdve, o Y,,, X1,,, Xo, — s-reik8miai atsitiktiniai
elementai apibrézti erdvéje (@, F,P).
7 lema. Tequl Xy, L, X, kat n — 00, su kiekvienu k ir X}, 2, X, kat k — oo. Jei
kiekvienam pakankamai maZam e > 0

lim lim sup P{p(Xyn, Ys) > €} =0,

k—oo n—oo
. D 4
tar Y, — X, kai n — oo.

Irodymas. Sios teoremos jrodyma galima rasti [1]. A

8 lema. L(o,w) yra kompleksines reiksmes jgyjantis atsitiktinis elementas apibréztas
tikimybinéje erdvéje (2,B(Q), mpy).
Irodymas. Irodyma galima rasti [8|. A

11



Imkime o7 > % Tegul

= e (- (7)),

m=

Taciau, kadangi galioja 3 hipotezé, daugiklj e® galime parinkti taip, kad |e™| = 1.

Todeél .
=5 e ()7}

ir §i eiluté absoliuc¢iai konverguoja pusplokstumeéje o > 6 + %

ln(s) = y <i> n’
g1 g1

Tegul

ir

Akivaizdu, kad

a,(m) = Bm™ / |l (o1 +it)|dt = Bm ™.

Vadinasi, eiluté
[e¢]

b(m)a,(m
Zl ( zns( )

absoliuciai konverguoja pusplokstuméje o > 0 + % Is kitos puses, kadangi teisingas

ot =on{-(2)")

Tarkime, kad o > 6 + 3 ir

6 lemos tvirtinimas, tai

o) = 32 Yot

8 lemoje buvo jrodyta, kad L(o,w) yra kompleksines reik§mes jgyjantis atsitiktinis

elementas apibréztas tikimybinéje erdvéje (2,8(Q), my).

Tegul N
L(s,w) = n;b(mjnw‘a{p{— (%)01}, w € Q.

Apibrézkime du tikimybinius matus
PN,n(A) = /LN(Ln(O' + th) < A), Ae %(C)

12



ir

Pynn(A) = pn(Ly(o +imh,w) € A), A€ B(C).
9 lema. Tequlo >0+ % Tada erdvéje (C,B(C)) egzistuoja tikimybinis matas P,
toks, kad, kat N — oo, abu matai Py, ir ]5N7n silpnai 3 53 konverguoja.

Jrodymas. Tegul

o= 3 e {— ()"},

m=1

Mexp{— <T>Jl}, w € Q.

ms n

M=

Lyy(s,w) =

m=1

Erdvéje (C,B(C)) apibrézkime atitinkamus tikimybinius matus
PN,n,M(A) = /LN(Ln,M(O' -+ th) < A)
ir
Pt (A) = pn(Lops (0 + imh,w) € A).

Remiantis 4 lema abu tikimybiniai matai Py, a it Py, silpnai konverguoja j ta
patj tikimybinj mata P, », kai N — oo.

Irodysime, kad tikimybiniy maty Seima {P, p/} yra suspausta tam tikram fik-
suotam n.

Tarkime 6 yra erdvés (Qg, B(£), P) atsitiktinis elementas, jgyjantis reik§mes kh,
k=0,1,...,N,ir

Paimkime

Xnna(o) = Ly (o +10).

Tada, remiantis 3 lema, gauname
D .
XN,n,M — Xn,Ma (7)
N—oo

¢ia X, p yra kompleksines reikSmes jgyjantis atsitiktinis elementas su skirstiniu
P

Is éebyéevo nelygybés kiekvienam K > 0 turime

P(| Xy s (0)] > K) < m kzo L ni(o + ikh). (8)

13



Kadangi pusplokstuméje o > 6 + % eiuté L ,(s) konverguoja absoliuciai, tai

egzistuoja skaic¢ius R toks, kad

N
1 R
sup limsup —— L, (o +1ikh)| < — < 0. 9
sup s ey Sl + k1) < )
Imkime bet kokj pakankamai maza teigiama skaiciy € ir K = £. Tada i§ (8) ir (9)
nelygybiy gauname
lim sup P(|Xnn (o) > K) <e. (10)

N—oo

Nagrinésime funkcija u : C — R, apibréztg formule
u(z) =1z, =zeC.

Akivaizdu, kad funkcija u yra tolydi ir i§ (7) sarysio bei 2 lemos turime

D
[ Xnn(0)] === [Xn ()]

Pastarasis sarysis ir (10) duoda, kad
P(| X, m(o)] > K) <e. (11)
Aibe K. apibrézkime tokiu budu
K.={seC:|z| < K}.

Tada K. yra kompaktiska aibé ir, atsizvelgiant j (11) nelygybe, visiems M > 1
gauname

P(X,m(0) € K.) > 1—e

Kadangi matas P, ps yra atsitiktinio elemento X, s skirstinys, tai visiems M > 1
PnJV[(Ke) 2 1—-e

O tai reiskia, kad tikimybiniy maty Seima { P, »/} yra suspausta, o pagal Prochorovo
teorema (5 lema) ji yra reliatyviai kompaktiska.

I8 L, p(s) ir L, (s) apibrézimy puspokstumeéje o > 6 + % gauname, kad

lim L, a(s) = Ly(s).

M—o0

14



IS tiesy, kiekvienam e > 0 randame

lim limsup pn(|Lnap (o + ikh) — L, (0 + ikh)| > €)

M—oo N_oo

N
1
< lim limsup D > " |Luai(o +ikh) — Ly(o +ikh)| = 0. (12)
k=0

M—oco N_00 €

Dabar tarkime, kad
Xnn(o) = Ly(o +10).

Atsizvelgiant j (12) sarysj,

lim limsup P(|Xnna(0) — Xnn(o)] >€) =0 (13)

M—oo N oo

kiekvienam e > 0.
Tegul { P, ar, } yra sekos {P, s} posekis toks, kad, kai M; — oo, {P, a, } silpnai
konverguoja j P,. Tada

Xpat, —2— P,. (14)

Zinoma, kad kompleksiné erdvé C yra separabili [4]. Tada is (7), (13), (14) ir 7

lemos gauname

Xyn —2— P,. (15)

N—oo

Tai reiskia, kad egzistuoja matas P, toks, kad matas Py, kai N — oo, silpnai
konverguoja i P,. (15) sarysis parodo, kad matas P, nepriklauso nuo posekio { P, ar, }

parinkimo. Dar daugiau, mes turime, kad

Xn,]V] L Pn‘ (16)

N—oo

Pakartojus ta paciag argumentacija elementams
Xnna(o,w) = Ly n(o + 16, w)

ir
X’N,n(a, w) = Ly(o+i6,w),

bei atsizvelgiant j (16) gauname, kad, kai N — 0o, matas ]5N7n, taip pat konverguoja

i P,. Lema jrodyta. A

15



4. Aproksimavimas pagal vidurkj

Siame skyriuje L(s) funkcija aproksimuosime pagal vidurkj. Tam bus reikalingos
tokios lemos.
10 lema. Tarkime Ty ir T' > 0 > 0 yra realieji skaiciai, F— intervalo [Ty + g,TO +
T — g] baigtiné aibé. Tequl

Ng(ZL’)Z Z 1

|t—§\<6
ir S(x)— kompleksines reiksmes jgyjanti tolydi funkcija intervale [Ty, T + To), turinti
tolydziq isvestine intervale (Ty, T + Tp). Tada

N
N

1 To+T To+T To+T
Sawsors s [iswias ([ iswre) ([ 9@
te§ To To To
Irodymas. [rodyma galima rasti [7]. A

11 lema. Tegul T — oo. Tada pusplokstuméje o > 0 + % teisingas gvertis

T
/ |L' (o +it)|*dt = BT.

0

Irodymas. Irodymas pateiktas [8|. A

12 lema. Pusplokstuméje o > 0 + %

N
> |L(o +ikh) = Ly (o + ikh)| = 0.

k=0

lim i
i T sup 57

Irodymas. PusplokStuméje o > 0 + % eilute

i b(m)an(m)
mS
m=1
konverguoja absoliu¢iai. Remiantis 4 hipoteze o + o1 > 0 + 1, tada L(s + z) Sioje
srityje galima iSreiksti absoliu¢iai konverguojanéia Dirichlé eilute. Vadinasi i$ a,,(m)
apibrézimo ir pastarojo fakto

o = S (- (2)7)

m=1

16



2ri ) =me z

37'1+’L'OO d

VA

- L L (2)—=.

2m./ (5 4+ 2)al2) 2
o1—100

Paskutiniame integrale pakeisime integravimo kontura. IS reziduumy teoremos

seka

L,(s)=— / L(s + z)ln(z)% + L(s), (17)

09 —0—100

¢ia o9 > 0 + % ir o9 < 0. Pritaikius Kosi formule gauname

|L(0 + ikh) — Ly (0 + ikh)| < — |L(z + ikh) — Ly(z + ikh)||dz|.

28

|z—o|=8

IS tiesy, pakankamai dideliam N

k=

b il / (2 + ikh) — Ln(z + ikh)||d2]
" N+1 £ 9w (z+1 e ‘

B

|z—o|=4d
2N
=% |dz| > " |L(Rez + ikh) — L,(Rez + ikh))|
le—o|=5 k=0
B 2N
=o(l)+ §7 sw > |L(o + ikh) — Ly (o + ikh)|. (18)
s€lz—o|=6 k=0
I5 (17) lygybés turime
L(o + ikh) — Ly(c + ikh) / \L(0 + ikh + it)|ln(0s — o + i7)dr + B.

—00

Is tiesy, parinke 75 = [%], gauname

1 2N ‘ -
NI ; |L(c +ikh) — Ly(c + ikh)|
1 2N+T1o
:B/|ln(ag—a+z’7) N k_z: |L(oy + ikh)|dT + B.

17



Remiantis 10 ir 11 lemomis

N 1 Nh
SoIL(o + ikn)? < / L(o + it) Pt
k=0 ko
Nh Nh 2
+ /|L(o+z’t)|2dt/|L’(0+it)|2dt = BN.
ko kO
Vadinasi,
1 2N
N Sgpz |L(c + ikh) — Ly,(c + ikh)|
seL k=0
0 1 2N 479 2
o . . 2
= Bsgp / |l (02 — o +iT)|dT <N—+1 kz |L(og + ikh)| )
— 0 =—T0

N—|-27'0
N+1

= Bsup / |l,(09 — 0 +iT)|dT

= Bsup / |l(02 — o +ir)|dr (1 + |7]).

—0o0

Spindulius 0 galime parinkti taip, kad 0o — 0 < —c < 0. Tada gauname lygybe

lim sup /|ln(a+it)|(1+|7'])d7':0,
n—0o0 o< ¢

o tai baigia lemos jrodyma.
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5. Ergodiniai elementai

Tikimybinio mato identifikavimui reikalingi tam tikri faktai i ergodinés teorijos.

Nagrinékime aibe aj, = {p~™, p — pirminis}. Tore €, apibrézkime transformacija
L (w) tokiu budu Lj(w) = apw, w € Q. Akivaizdu, kad L, yra mati, mata iSsauganti
transformacija erdvéje (2,B(Q2), mpy).

Aibé A € B(Q) yra vadinama invariantiska transformacijos L, atzvilgiu, jeigu
aibés A ir A, = Ly(A) skiriasi viena nuo kitos tik nuline my macia aibe, t. y.
my(AAAR) =0 (A zymi simetrinj aibiy skirtuma).

Irodymui, kad transformacija L; yra ergodiné, t. y. jos invariantisky aibiy o-
kunas yra sudarytas tik i$ aibiy turinc¢iy my-mata lyguy 0 arba 1, reikia tokios lemos.

13 lema. Tegul T yra mati, matq iSsauganti ergodiné transformacija erdvéje
(Q,F, m). Tada kiekvienai funkcijai f € LY(Q,F,m) beveik kiekvienam w € Q

teisinga lygybé

n—oo

n—1
o1
lim =Y f(T"w) = E(f).
k=0
Irodymas. Tai Birkhofo teorema, jos jrodyma galima rasti [9]. A

14 lema. Transformacija Ly yra ergodine.
Sios lemos jrodymas sutampa su 3.6 i3 teoremos [6] irodymu.
15 lema. Tarkime, kad N — oo ir o > 0 + % Tada beveik visiems w € €2

teisingas gvertis

N
> |L(o + ikh,w)|> = BN.
k=0

Irodymas. Tegul
b
Ly (o,w) = (m)w(m)) m €N
mO'

ir

LO(O-y w) = |L(an)|2’

Tada



Kadangi atsitiktiniai elementai L (o, w) yra poromis ortogonalus, tai

0(07 w) - Z | k(O’,u)>| - Z k20 < 0.
m=1 m=1

Galima pastebéti, kad
Lo(o, L (w)) = |L(o, arn(w)|? = |L(o + ikh, w)|?.

Pagal Birkhofo teorema (13 lema) gauname, kad beveik visiems w € Q

N N
1
l'm—E:L Lk zl‘mEjL kh.w)|? =EL < 0.
NLOONszo o, L, (w)) NLook_()' (o + ikh, w)| o(,w)

Lema jrodyta.
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6. Teoremos jrodymas

Siame skyriuje jrodysime pagrindinj darbo tvirtinimg.

Tarkime, kad S separabili metriné erdvé su metrika p, o Y,, X1, Xon, ... yra S-
reik§miai atsitiktiniai elementai apibrézti tikimybinéje erdvéje (2, F, P).
16 lema. Tarkime, kad Xy, 2, X, kain — oo, kiekvienam k ir taip pat Xy L, X,

kai k — oo. Jeigu kiekvienam e > 0 teisinga lygybé

lim lim P{p(Xkn, Y,) > €} =0,

k—o00 n—o0

tadaYniX, n — oQ.

Irodymas. Tai yra 4.2 teorema is [1]. A

Pazymékime aibés Q2 poaibj ; tokj, kad eiluté

fotit
k=1
konverguoty ir galioty jvertis
N
> " |L(o + ikh,w)|*dt = BN, (19)
k=0

kai o > 0 + L. Atsizvelgiant j 8 ir 15 lemas turime, kad my () = 1.
17 lema. Tarkime, kad o > 0 + % Tada, kai w €

N
> " |L(o + ikh,w) = Ly(0 + ikh,w)| = 0.
k=0

lim lim sup
n—xX N_oco 1

Jrodymas. Sios lemos jrodymas atsizvelgiant j (19) jvertj yra panasus j 12 lemos

irodyma. A

Tarkime, kad w € €2, ir apibrézkime tikimybinj mata

Py(A) = un(L(o +ikh,w) € A), A e B(C).

18 lema. Erdvéje (C,B(C)) egzistuoja tikimybinis matas P toks, kad, kai N — oo,
abu matai Py ir Py silpnai konverguoja 3 matg P.

Irodymas. Remsimés 9 lemos jrodymu. Pagal Sig lema, kai N — oo abu matai

21



Py p ir PNyn silpnai konverguoja i ta patj mata P,. Irodysime, kad tikimybiniy maty

Seima {P,} yra suspausta. Tegul
Xnn(o) = Ly(o +1i0).
Tada, kai N — oo,
Xnpn = X (20)

¢ia X, yra atsitiktinis dydis su pasiskirstymu P,. Kadangi pusplokStumeéje o > 9—|—%

eiluté L, (s) absoliuciai konverguoja, tai

sup lim sup
n>1 N-—oo N 1

> |Ln(o +ikh)| < R < 0.
k=0
Jeigu paimsime € > 0 ir K = %, tada

P(| Xy n(0)] > K) < P> IL(o k) < ¢
k=0

K(N+1
ir
limsup P(| Xy, (0)] > K) <e.
N—oo

I§ pastarosios nelygybés kartu su (20) sary8iu isplaukia
P(|Xa(0)] > K) < .
Pasinaudojus tais paciais zymeéjimais kaip ir 9 lemoje, matome, kad visiems n € N
P(|X,(0)| e K.) >1—¢

arba

P, (K.)>1—¢e.
Taigi jrodéme, kad tikimybiniy maty Seima { P,} yra suspausta, o pagal Prochorovo
teorema (5 lema) ji yra reliatyviai kompaktiska. Vadinasi, egzistuoja posekis { P,, } C

{P,} toks, kad P, , kai k — oo, silpnai konverguoja j kurj nors mata P erdvéje
(C,B(C)). Kitaip pasakius

X, (s) —2— P, (21)



Atsizvelgiant j 10 lema gauname, kad kiekvienam € > 0

lim limsup puy(|L(o + ikh) — L, (0 + ikh)| > €)
n—00 N—oo

> (IL(o +ikh) — Ly(o +ikh)| = 0. (22)

< lim limsup ——

Tegul
Yy (o) = L(o +1i0).

Tada i$ (22) lygybés turime

lim limsupP(| Xy, (0) — Yn(o)| > €) = 0. (23)

n— N-ooco

Tarkime, kad {P,,} yra sekos {P,} silpnai j mata P konverguojantis posekis, kai
n, — 00. Tada

D
Xn, — P, ny — o0,

I8 (21), (23) ir 16 lemos seka
Yy 2 P, N — oo (24)

Tai reiskia, kad matas { P, } silpnai konverguojaj P, kai N — oo. (24) sarysis parodo,

kad P neprikauso nuo sekos n, parinkimo, tai reiskia, kad
D
X, — P, n— . (25)
Jeigu pritaikysime tuos pacius samprotavimus atsitiktiniams eementams
Xnn(o,w) = Ly(o+i0,w), we )

ir
Ynv(o,w) = L(o +if,w), we

bei atsizvelge j (25) sarysj ir 13 lema gautume, kad matas Py, kai N — oo, taip pat

silpnai konverguoja j mata P. Lema jrodyta. A

Teoremos jrodymas. 1§ 8 lemos matome, kad lieka jrodyti, jog matai P ir Pp,

sutampa.
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Tegul aibé A € B(C) yra mato P tolydumo aibé. Remiantis 18 lema turime, kad

A}im un(L(s +ikh,w) € A) = P(A)

(26)

su visais w € €. Dabar fiksuokime aibe A, o tikimybinéje erdvéje (2, B(Q2), my)

apibrézkime atsitiktinj dydj n(w) formule

1, kai L(o,w) € A,
n(w) =
0, kai L(o,w)# A.

Akivaizdu, kad dydzio n vidurkis yra

E(n) = /nde =mpg(w: Lio,w) € A) = PL(A).
Q

IS kitos puses, pagal 13 ir 15 lemas randame, kad

beveik visiems w € Q). 1§ n ir L, apibrézimy seka lygybé

N
1 .
Nt > n(Ly(w)) = pn (Lo + ikh,w) € A).
k=0
I§ pastarosios bei (27)-(28) lygybiy randame, kad beveik visiems w € Q

lim puy(L(o +ikh,w) € A) = PL(A).

N—oo

Atsizvelgiant j (26) gauname
P(A) = PL(A)

kiekvienai mato P tolydumo aibei A. Todél

P(A) = PL(A)

(27)

(28)

visoms A € B(C), nes tolydumo aibés sudaro apibréziancia klase. Teorema jrodyta.
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ISvados

Tegul s = o+it yra kompleksinis kintamasis, o L(s) - Oilerio sandaugos apibréziamos

formule
1

(1= agyp™)’

L(S) = eiw H (1 — alpp—s)

kurios tenkina tam tikras hipotezes.
Magistro darbe yra jrodyta, kad funkcijai L(s), kai ji tenkina tam tikras hipotezes,
yra teisinga diskreti ribiné teorema tikimybiniy maty silpno konvergavimo prasme

kompleksinéje plokstumoje. Taip pat yra gauta mato iSreikStiné forma.
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Summary

Let s = 0 4 it be a complex variable. The Euler products L(s) is defined by the

formula
. 1
L(s) = e™ ,
(s) 1;[ (1 —aypp=*)...(1 — agyp™)

where «;, are complex numbers, 1 < 57 < d, d € N, d > 1, v € R and p denotes
the prime number. If the function L(s) satisfies some additional hypotheses, the it
converges for o > 1406, 0 € [0; 1).

In the Master work we prove the discrete limit theorem in the sense of weakly
convergent probability measures for the Euler products on the complex plane.

Let h > 0 be a fixed real number such that exp{%} is irrational number,
k € Z\ 0. Then the probability measure

Lt

<k<N:L ) A A
N+1jj{0_l<:_ (o +ikh) € A}, € B(C),

weakly converges to the complex-valued random element as N — oc.
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Zyméjimai

k,l,m,n,j — naturalieji skaiCiai

p — pirminis skaic¢ius

N — naturaliyjy skai¢iy aibeé

Z, — sveikyjy skaiciy aibeé

R — realiyjy skaiciy aibé

C — kompleksiniy skaiciy aibeé

i — menamasis vienetas: i = v/—1

s = 0 + 1t — kompleksinis kintamasis

Res = 0 — kompleksinio kintamojo s realioji dalis

Ims = t — kompleksinio kintamojo s menamoji dalis

#{A} — aibés A elementy skaicius

pun(...) = NLH#{O <m < N :..} - vietoje daugtaskio jraSomos salygos, kurias
tenkina m

A konvergavimas pagal skirstinj

B(S) — erdvés S Borelio aibiy klasé

(
I'(s) — Oilerio gama funkcija pusplokstumeéje o > 0 apibréziama I'(s) e Tz ldx

I
0%8

ir analiziskai pratesiama j visa s plokstuma

B — dydis apibréztas konstanta; ,, O didysis atitikmuo
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