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1 Disertacijos moksliné problema ir tyrimo objektas

Disertaciniame darbe nagrinéjamas baigtinio laiko ir begalinio laiko bankroto tikimybiy
elgesys nehomegeniniame rizikos atstatymo modelyje.

Rizikos teorijoje naudojami matematiniai modeliai, aprasantys draudiko pazeidziamuma.
Pagrindinés tokiy modeliy kritinés charakteristikos yra bankroto tikimybé, fiksuoto laiko
bankroto tikimybeé, pajamy dydis pries jvykstant bankrotui ir deficitas bankroto momentu.
Siame disertaciniame darbe nagrinéjamos bankroto tikimybeés ir fiksuoto laiko bankroto
tikimybés asimptotinés savybés.

Bankroto teorijos pradininku laikomas svedy aktuaras Filip Lundberg, kurio sukurtas
rizikos atstatymo modelis buvo pradétas nagrinéti 1903 metais (zr. [Lundberg, 1903]). 1930-
aisiais sis Lundberg darbas, kartu su komentarais, buvo is naujo publikuotas Harald Cramér
(zr. [Cramér, 1930]).

Lundberg ir Cramer modelyje, kuris jprastai vadinamas klasikiniu, aprasoma draudimo
kompanija, kurios kapitalas priklauso nuo turimo pradinio kapitalo ir nuo dviejy prieSingo
tipo 1ésy srauty - jmoky ir iSmoky (zaly). Daroma prielaida, kad jimokos is draudéju gau-
namos pastoviu greic¢iu ¢ > 0, o zaly 4, Z,, ... pasirodyma nusako Puasono procesas su
intensyvumu v. Taigi procesas, apibréziantis draudiko kapitalg laiko momentu t yra:

o(t)
R(t)=z+ct—Y Z, t>0,
=1

cia:
e x > (0 yra pradinis kapitalas;

o zalos {Z1, Z, ...} sudaro seka nepriklausomuy vienodai pasiskirséiuysiy (n.v.p.) nenei-

giamy atsitiktiniy dydziu (a.d.);
e ¢ > 0 yra pastovus jmoky surinkimo greitis;

o O(t) zymi zaly, jvykusiy laiko intervale [0, t], skaic¢iy. Tai yra skai¢iuojantis atstatymo
procesas generuotas a.d. {6;,0s,...} (kitaip vadinamy tarplaikiais), kurie klasikinio

modelio atveju yra pasiskirste pagal eksponentinj désnj su vidurkiu 1/v;

a.d. sekos {Z1, Zs, ...} ir {04,605, ...} yra tarpusavyje nepriklausomos.

Pagrindinis uzdavinys Siame modelyje yra rasti arba jvertinti tikimybes, kad draudimo

kompanijos kapitalas kada nors arba iki tam tikro laiko momento taps neigiamu. Pirmoji



is paminéty tikimybiy vadinama begalinio laiko bankroto tikimybe arba tiesiog bankroto
tikimybe, antroji, kai modelio elgesys nagrinéjamas iki tam tikro laiko, vadinama baigtinio
laiko bankroto tikimybe.

1957 m. E. Sparre Andersen (zr. [Sparre, 1957]) pasiulé apibendrinti klasikinj rizikos
atstatymo modelj. Jo siulomame modelyje laikoma, kad laiko tarpai tarp zaly {6y, 6,, ...}
yra nepriklausomos neissigimusio taske 0, neneigiamo a.d. 6 kopijos. Tokj E. Sparre Ander-
sen modelj toliau vadinsime homogeniniu rizikos atstatymo modeliu. Taigi, homogeniniame
rizikos atstatymo modelyje zalu seka {7, Zs, ...} ir laiko tarpy tarp zaly seka {6,0s,...}
yra dvi nepriklausomos nepriklausomy ir vienodai pasiskirsc¢iusiy a.d. sekos.

Visai neseniai, keli autoriai (zr. [Albrecher and Teugels, 2006] ir [Li et al., 2010]) pradéjo
nagrinéti rizikos atstatymo modelius su priklausomais, bet vienodai pasiskirsciusiais zalomis
ir laiko tarpais tarp zaly.

Siame disertaciniame darbe démesj sutelkiame ties nebiitinai vienodai pasiskirs¢iusiais
zalomis bei zaly jvykimo tarplaikiais. Musy nagrinéjamame rizikos atstatymo modelyje tiek
zalos {Z1, Zs, ...}, tiek ir laiko tarpai tarp zalu {61,609, ...} yra nepriklausomi, taciau nebu-
tinai vienodai pasiskirste a.d.. Tokj modelj toliau darbe vadinsime nehomogeniniu rizikos
atstatymo modeliu. Savo darbe randame jvercius bei asimptotines formules begalinio ir
baigtinio laiko bankroto tikymybéms nehomogeniniame rizikos atstatymo modelyje. Ke-
li gauti rezultatai teisingi ir tuo atveju, kai modelj generuojantys a.d. yra ir skirtingai

pasiskirste, ir tam tikru budu priklausomi.

2 Pagrindiniai uzdaviniai

Disertacinio darbo tikslas - rasti tokias salygas, kurioms esant patenkintoms, gaunami bank-
roto tikimybés jverciai nehomogeniniame rizikos atstatymo modelyje panasus kaip ir homo-

geniniame. Buvo iskelti tokie konkretus uzdaviniai:

o Nustatyti minimalius reikalavimus tam, kad galioty Lundberg pavidalo nelygybé ne-

homogeniniame rizikos atstatymo modelyje.

o IStirti atstatymo proceso eksponentinio momento uodegos elgseng nehomogeniniame

rizikos atstatymo modelyje.

» Rasti asimptoting formule baigtinio laiko bankroto tikimybei nehomogeniniame rizikos

atstatymo modelyje.



3 Tyrimy metodika

Sioje disertacijoje naudojami bendri tkimybiy teorijos metodai ir principai. Didesnioji dalis
disertacijos rezultaty susijusi su tam tikrais jverciais. Kai kurie i$ jverciy gauti taikant
ivairias balno tasko metodo modifikacijas. Kiti jverciai, ypac¢ asimptotiniai, gauti taikant

sasuky savybes skirstiniams priklausantiems tam tikroms sunkiauodegiy skirstiniy klaséms.

4 Moksliniai rezultatai

4.1 skyrelyje pateikiame pilng homogeninio rizikos atstatymo modelio apibrézima ir apra-
some su juo susijusias pagrindines charakteristikas. Toliau 4.2 - 4.4 skyreliuose paminime
zinomus rezultatus susijusius su disertacijoje nagrinéjamais uzdaviniais. 4.5 skyrelyje pa-
teikiame pilna nehomogeninio rizikos modelio apibrézima. Pagaliau 4.6 skyrelyje surasome

visus pagrindinius disertacinio darbo teiginius.

4.1 Homogeninis rizikos atstatymo modelis

1 Apibrézimas. Sakome, kad draudiko kapitalas R(t) kinta pagal homogening rizikos atsta-

tymo modely, jei teisinga lygybé:
o(t)
R(t)=z+ct—Y Z; t>0, (1)
i=1

ir tenkinamos sqlygos:

e x>0 yra pradinis draudiko kapitalas;

zalos {Z1, Zs, ...} sudaro sekq n.v.p. neneigiamy a.d.;
e ¢ > 0 yra pastovus ymoky surinkimo greitis;

e O() = X ln,<y =sup{n = 0: T, <t} yra juykusiy Zaly skaicius laiko intervale
n=1
0,t], ¢iaTo=0,T,=60,+60+...4+0,, n>1 ir Zaly juykimo tarplaikiai {01, 6,, ...}

yra n.v.p. neneigiami a.d.;

sekos {Z1, Za, ...} ir {61,04,...} yra tarpusavyje nepriklausomos.

Bankroto laikas ir bankroto tikimybé yra pagrindinés rizikos modelio kritinés charakte-

ristikos. Bankroto jvykj pazymékime B. Pagal apibrézima,

o)
B:U{w:R(w,t) <O}:U{w:x+ct—ZZi <O}.
>0 £>0 i=1
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Taigi bankrotas jvyksta, jei kazkokiu laiko momentu ¢ > 0 draudiko kapitalas tampa
neigiamas, arba kitais zodziais tariant, draudikas nebegali apmokeéti patiriamy zaly. Pir-
masis laikas 7, kai draudiko kapitalas tampa neigiamas, vadinamas bankroto laiku, t.y. 7

yra prapléstas a.d. aprasomas pavidalu:

inf{t > 0: R(w,t) <0}, jeiguw € B,
T=7(Ww)=
00, jeigu w ¢ B.

Begalinio laiko bankroto tikimybé:
Y(z) = ]P’(T < oo) = P(irtlfR(t) < 0)

=P 1nfR91—|—92+ A4 0,) < )

6(61+---+6n)
]P(mf {x—l—c (0 + 0+ ...+ 6,) — Z Zi} <O>

Aem{Sa)r)

Aisku, kad bankroto tikimybé priklauso nuo visy modelio komponenty. Tadciau isto-
riskai taip susiklosté, kad pagrindiniu kintamuoju laikomas pradinis draudiko kapitalas x.
Baigtinio laiko bankroto tikimybé yra dviejy kintamuyjy funkcija apibréziama pagal formule:

w(x,t):]P’<T<t) :1@( inf R(s)<0) :IP( xS (Zl-—c@i)>a:). 2)

0<s<t 1<k<O(t) “=
1=

Baigtinio laiko bankroto tikimybé taip pat priklauso nuo visy modelio komponenty. Pag-
rindiniais is jy laikomi pradinis draudiko kapitalas z ir laikas ¢, iki kurio stebimas proceso

R vystymasis.

4.2 Lundberg nelygybé homogeniniame rizikos atstatymo
modelyje

Zemiau pateikiame gerai zinoma bankroto tikimybés 1)(x) exponentinj jvertj i$ virSaus ho-

mogeniniame rizikos atstatymo modelyje. (zr. "Lundberg Inequality for Ruin Probability",

"Collective Risk Theory", "Adjustment Coefficient" arba 'Cramer-Lundberg Asymptotics'
i$ enciklopedijos [Teugels and Sundt, 2004]).

4.2.1 Teorema. Sakykime, kad homogeniniame rizikos atstatymo modelyje yra patenkinta

grynojo pelno sqlyga EZ; — cEO; < 0 ir Ee"?t < oo su kokiu nors h > 0. Tada egzistuoja
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teigiamas skaicius H toks, kad
U(x) <e M (3)

su visais v = 0. Jei lygybé Eefi%1=%) = 1 galioja su kokiu nors teigiamu R, tai (3)

nelygybéje galime parinkti H = R.

Egzistuoja daug skirtingy Sios teoremos jrodymy. Pagrindinius budus, taikytus jro-
dant Lundberg nelygybe, galima rasti darbuose [Teugels and Sundt, 2004], [Asmussen and
Albrecher, 2010], [Embrechts et al., 1997a], [Embrechts and Veraverbeke, 1982a|, [Gerber,
1973], [Mikosch, 2009].

4.3 Atstatymo proceso savybés

Nagrinéjant baigtinio laiko bankroto tikimybeés asimptotines savybes (zr. pvz. [Klipellberg
and Mikosch, 1997], [Tang et al., 2001]), jprastai laikoma, kad procesai, aprasantys zaly

srauta, tenkina tokias dvi salygas:

(A1) : % =L
(A2) : > PO0)=k(1+ 5)kt—> 0
k>(149) EO (1) o

su bet kokiu ¢ > 0 ir kokiu nors nedideliu ¢ = ¢(§) > 0.

Néra sunku rasti atstatymo procesy pavyzdziy, kurie tenkinty (A1) salyga. Pavyzdziui,
Sig salyga tenking bet kuris Puasono procesas su neapreztai didéjancia kaupiamojo intensy-
vumo funkcija ir bet kuris atstatymo procesas generuotas a.d. 6 su baigtiniu vidurkiu E6.
Tuo tarpu (A2) salyga yra sudétingesné. Taciau [Klipellberg and Mikosch, 1997] (zr. 2.1
Lema) ir [Yang et al., 2013] (zr. 1 Lema) parodé, jog Sia salyga tenkina bet kuris Puasono
procesas su neapreztai didéjancia funkcija EO(1).

Q. Tang savo darbe [Tang et al., 2001], nagrinédamas sudétinio atstatymo proceso di-
dziuosius nuokrypius, vietoje (A1) ir (\A2) prielaidy, nagrinéjo procesa O(t), kuris tenkina
prielaida:

(A3) : > KP(O(t) = k) = OES(1))

k>(1+6) EO(1)
su bet kokiu ¢ > 0 ir kokiu nors nedideliu ¢ = ¢(§) > 0,

¢ia B > 1 yra tam tikra konstanta.



[Leipus and Siaulys, 2009] nagrinéjo baigtinio laiko bankroto tikimybés asimptotineg

elgseng rizikos atstatymo modelyje
o)
rct—» Zi, t>0,
i=1

dax>0,¢c>0, 21,72, ... yran.v.p. a.d. su stipriai subeksponentine pasiskirstymo funk-
cija, o O(t) yra atstatymo procesas (Zr. 1 Apibrézima), kur 61,0, ... yra nepriklausomos
neneigiamo, neissigimusio taske 0 a.d. 6 kopijos. Sio darbo autoriai daré prielaida, kad
atstatymo procesas O(t) taip pat tenkina salyga (A2), nes salyga (A3) néra pakankama,
norint gauti reikiamas asimptotines formules zaly Z, Zs, . . ., kurios yra pasiskirs¢iusios pa-
gal stipriai subeksponentinj désnj, atveju. Pratesiant Siuos rezultatus [Kocetova et al., 2009
rado, kad kiekvienas atstatymo procesas tenkina salyga (,A2), kai 8} procesa generuojantis

a.d. 6 turi baigtinj teigiama vidurkj. Butent, jrodytas toks teiginys:

4.3.1 Teorema. Sakykime, O(t) yra atstatymo procesas (zr. 1 Apibrézimg) generuotas
n.v.p. a.d. 0,01,05,.... Jei B = 1/\ € (0,00), tada kiekvienam realivojam skaiciui a > X

egzistuoja toks skaicius b > 1, kad

lim Y P(O(t) = k)b* =0. (4)

[Chen and Yuen, 2012] ir [Lu, 2011] naudojo Sia teorema dideliy nuokrypiy uzdaviniui
spresti. Tuo tarpu [Chen et al., 2010], [Bi and Zhang, 2013], ir [Wang et al., 2012] gavo
analogiskus rezultatus, kai procesa generuojantys a.d. 6,6s,... yra vienodai pasiskirste,

taciau tam tikru budu priklausomi.

4.4 Asimptotinés formulés baigtinio laiko bankroto tikimybei

homogeniniame rizikos atstatymo modelyje

Homogeninis rizikos atstatymo modelis, apibréztas 4.1 skyrelyje buvo intensyviai nagrineé-
jamas mokslo darbuose nuo tada, kai pries pusé Simto mety buvo pasiulytas E. Sparre
Andersen. Papildomai laikome, kad siame rizikos modelyje, zalos Z;, Zs, ... sudaro sekg
n.v.p. neneigiamy a.d. su pasiskirstymo funkcija F'(u) = P(Z; < u) ir baigtiniu vidurkiu
B =EZ, o zaly jvykimo tarplaikiai 61, 05, ... yra n.v.p. neneigiami a.d. su baigtiniu teigia-
mu vidurkiu Ef; = 1/X. Tokiu atveju modelyje jvykusiy zalu skai¢ius laiko intervale [0, t]

aprasomas atstatymo procesu
Ot)=sup{n>=1:60,+0,+...+0, <t}

6



kurio vidurkio funkcija A(t) = EO(t) turi savybe A(t) ~ At kai ¢t — oo.

Baigtinio laiko bankroto tikimybé yra dviejy kintamyjy funkcija, apibréziama lygybe
(2).

Jeigu patenkinta grynojo pelno salyga p = cEf; —EZ; = ¢/A— > 0 ir integruota zalos

7 pasiskirstymo funkcija
1 —
Fo)= / Fu) du
0

yra subeksponenting, [Veraverbeke, 1977] ir [Embrechts and Veraverbeke, 1982b] jrodé
asimptotinj sarysj begalinio laiko bankroto tikimybei:

[e.o]

(z,00) ~ l/F(u)du, (5)

T—00 ILL
T

2 Apibrézimas. Pasiskirstymo funkcija F, apibrézta intervale [0,00), yra subeksponentiné
(F priklauso klasei S) jei
F2(a) ~ 2F(a),

T—00
¢ia F*? yra funkcijos F sqsuka su savimi.
[Tang, 2004] parodeé, kad panaSus sarysis galioja ir baigtinio laiko bankroto tikimybei,
butent, buvo jrodytas toks teiginys.

4.4.1 Teorema. Jeigu pasiskirstymo funkcija Fy turi suderintai kintanciq uodegq ir E 6} <

0o kokiam nors p > 1+Jf . su

F
Jf, = — lim lim inf i(my))
y—oo logy z—oo FZ(x)
tal
T+pA(t)
1 —
Y(z,t) e / Fz(u) du, (6)

tolygiai visiems t, tokiems, kad t € A = {t : \(t) > 0}.

3 Apibrézimas. Sakome, kad pasiskirstymo funkcija F, koncentruota intervale [0,00) (arba

R), turi suderintai kintancig uodegq (F priklauso klasei C) jei

F
lim lim sup _(xy) = 1.
Yl 200 F(I)

Jeigu pasiskirstymo funkcija F' € C turi baigtinj vidurkj m, integruota pasiskirstymo

funkcija F, yra subeksponentiné (zr. pvz. 1.4.4 Teiginj [Embrechts et al., 1997b] darbe).



Aisku, kad virSutinysis Matuszevska indeksas J}. yra baigtinis kiekvienai F' € C (7r. pvz.
2.1 Skyriy [Bingham et al., 1987] darbe).

Darbuose [Leipus and Siaulys, 2009] ir [Kocetova et al., 2009] buvo jrodyta, kad (6)
asimptotiné formulé galioja tolygiai intervale ¢ € [a(x), 00) su bet kokia neapréztai auganéia

funkcija a(x), jei pasiskirstymo funkcija F' € S,.

4 Apibrézimas. Sakome, kad pasiskirstymo funkcija F priklauso klasei S, (F yra stipriai
subeksponentiné pagal [Korshunov, 2002]) jei

oo_ F*Q
/F(u)du<oo ir  lim L($):2
) T—00 Fv(x)

tolygiai intervale v € [1,00). Cia
T+v__
o min{l, [ F(u) du}, jeigu x >0,
U({L‘) = x

1, jeigu = < 0.
IS darbo [Korshunov, 2002] 4 Lemos iSplaukia, kad kiekviena pasiskirstymo funkcija
F € C su baigtiniu vidurkiu yra stipriai subeksponentiné.
[Wang et al., 2012] (zr. taip pat [Yang et al., 2011] ir [Wang et al., 2013]) abibendrino

ankstesniuosius rezultatus. Buvo parodyta, kad (6) asimptotiné formulé islieka tokia pati,

kai zaly jvykimo tarplaikiai 6y, 6,, ... yra susije tam tikra tarpusavo priklausomybe.

4.5 Nehomogeninis rizikos atstatymo modelis

Siame disertaciniame darbe darome prielaidg, kad zaly jvykimo tarplaikiai ir zalos yra
neneigiami a.d., kurie yra nebutinai vienodai pasiskirste. Tokj rizikos atstatymo modelj

vadiname nehomogeniniu, Zzemiau yra pateikiamas tikslus tokio modelio apibrézimas.

5 ApibréZimas. Sakome, kad draudiko kapitalas R(t) kinta pagal nehomogening rizikos at-

statymo models, jei o(t)

Rit)y=z+ct—)» Z (7)

visiems laiko momentams t > 0. Cia:
e x>0 yra pradinis kapitalas;

e Zalos {Z1,7Zs,...} sudaro sekq nepriklausomy (nebutinai vienodai pasiskirsciysiy), ne-

neigiamy a.d.;



e ¢ > 0 yra pastovus gmoky surinkimo greitis;

e O(t) = > lin,<y =sup{n > 0 : T, < t} yra joykusiy Zaly skaicius intervale [0, 1],
n=1

CiaTy=0,T,=0,+0+ ...+ 0, n>=1, o zaly juykimo tarplaikiai {01,0s,...} yra

nepriklausomi (nebutinai vienodai pasiskirste), neneigiami ir neissigime taske 0 a.d..

O(t) vadinamas nehomogeniniu atstatymo procesu;
o sekos {Zy, Zs,...} ir {01,045, ...} yra tarpusavyje nepriklausomos.

Akivaizdu, kad nehomogeninis rizikos atstatymo modelis tiksliau atspindi draudimo veik-
la negu klasikinis ar homogeninis rizikos atstatymo modeliai.

Nehomogeninis rizikos atstatymo modelis skiriasi nuo homogeninio tuo, kad atsitiktiniy
dydziu {7, Zs, ...} ir/arba {6;, 0, ...} vienodas pasiskirstymas néra butinas. Bendru atveju
nehomogeniskumas gali buti suprantamas jvairiai. 5 Apibrézime mes pasirinkome vieng, is
dviejuy galimy krypciy, kuriy laikomasi jvairiuose moksliniuose straipsniuose, nagrinéjan-
¢iuose nehomogeninius rizikos atstatymo modelius. IS tiesy nehomogeniskais modeliais gali
buti vadinami modeliai su nevienodai pasiskirsciusiais a.d., tiek ir modeliai, kuriuose zalos

ir /arba laiko tarpai tarp zaly yra priklausomi tam tikru budu.

4.6 Pagrindinés disertacinio darbo teoremos

Siame skyrelyje pateiksime pagrindinius disertacinio darbo teiginius:
Pirmoji teorema leidzia taikyti Lundberg pavidalo nelygybe nehomogeniniam rizikos

atstatymo modeliui.

4.6.1 Teorema. Sakykime, kad Zalos {Z1, Zs, ...} ir Zaly joykimo tarplaikiai {6,,0s, ...}
sudaro nehomogening rizikos atstatymo modeli, aprasytqg 5 Apibrézime. Jeigu, be to, tenki-
namos sqglygos:
(B1) supEe"? < oo su katkokiu ~ > 0,
ieN
(82) lim sup E(@il{gi>u}) = O,
U—00 ieN

n

1
(B3) limsup — Z(EZZ — cE6;) < 0,

n—oo 1~
i=1

tai egzistuoja konstantos ¢y > 0 ir co = 0, su kuriomis (x) < e~ %, kai x > cy.

Si teorema suformuluota 12 disertacijos puslapyje, o jrodymas pateiktas 3 skyriuje. Kito-

se trijose teoremose yra pateikiami 4.3.1 teoremos apibendrinimai. 4.6.2 ir 4.6.4 teoremose



yra nagrinéjamas nehomogeninis rizikos atstatymo modelis, kuriame atstatymo procesas
yra generuotas a.d. susiety apatine isplésta neigiama priklausomybe LEND (angl. lower
extended negatively dependent). 4.6.3 teoremoje a.d. gali buti tiek priklausomi, tiek nepri-

klausomi.

6 Apibrézimas. Sakoma, kad a.d. &1, &, . . . yra susieti apatine iSplésta neigiama priklausomy-
be LEND (angl. lower extended negatively dependent), jeigu egzistuoja tokia dominuojanti

konstanta 3¢, kad

n

P (ﬂ{fk < l‘k}) < Be H]P)(ﬁk < xp)

k=1
su visais n € N ir visais x1, Ta, ..., Ty,.
Pirmoji teorema apibudina atstatymo proceso eksponentinio momento uodegos asimp-

totinj elgesj, kai zaly jvykimo tarplaikiai yra tolygiai integruojami.

4.6.2 Teorema. Sakykime, kad O(t) yra nehomogeninis atstatymo procesas (ir. 5 Api-
brézimo 4-q dalj), generuotas neneigiamy a.d. 0y,60s, ..., susiety apatine isplésta neigiama

priklausomybe LEND. Tarkime, kad Sie a.d. yra tolygiai integruojams, t.y.

lim supE (6;1{g,54}) = 0, (8)

U—00 ieN

ir su kokiu nors A € (0, 00),

R R 1
lim inf ;Eei > 1 (9)
Tada kiekvienam a > A, egzistuoja toks b > 1, kad
lim Y P(O(t) > k)b* = 0. (10)

t—o00
k>at

Kita teorema parodo, kad tolygus integruojamumas nebéra reikalingas, jeigu visi zaly

ivykimo tarplaikiai yra aprézti iS apacios.

4.6.3 Teorema. Sakykime, kad ©(t) yra nehomogeninis atstatymo procesas (zr. 5 Apibré-
Zimg), generuotas neneigiamy a.d. 61,0s, ..., kurie gali buti tiek priklausomi, tiek nepri-
klausomi. Taip pat tarkime, kad egzistuoja teigiama konstanta c, su kuria 60, > ¢ visiems

n € N. Tada kiekvienam a > 1/c, egzistuoja toks b > 1, kad galioja (10) salyga.

Trecioji teorema parodo, kad yra atveju, kai (10) israiska galioja su visais teigiamais a.

10



4.6.4 Teorema. Sakykime, kad ©(t) yra nehomogeninis atstatymo procesas, generuotas

neneigiamy a.d. 01,0s, ..., susiety apatine isplésta neigiama priklausomybe LEND ir tenki-

nanciy selygq

lim w (Ee*(;”/“ —1) = —oc0. (11)

U—00, N—00

Tada su kiekvienu a > 0, egzistuoja toks b > 1, kad galioja (10) lygybe.

4.6.2, 4.6.3 ir 4.6.4 teoremy formuluotés pateiktos 13-14 disertacijos puslapiuose, o ju
irodymus galima rasti 4 disertacijos skyriuje.

Galiausiai savo disertaciniame darbe parodome, kad baigtinio laiko bankroto tikimybés
(6) asimptotiné formulé nehomogeniniame rizikos atstatymo modelyje islieka tokio paties
pavidalo, jeigu tik zaly jvykimo tarplaikiai 6y, 65, ... tenkina papildomus reikalavimus. Lai-
kome, kad zaly jvykimo tarplaikiai 6y, 6s, ... yra nepriklausomi, taciau nebutinai vienodai
pasiskirste. Nagrinéjame nehomogeninj rizikos atstatymo modelj tenkinantj tokias tris sa-
lygas:

Prielaida C,. Zaly dydziai {Z,, Z,,...} yra n.v.p. neneigiami a.d. su pasiskirstymo
funkcija F' ir baigtiniu teigiamu vidurkiu 5.

Prielaida C,. Laiko tarpai tarp Zaly {6, 60,...} yra nepriklausomi neneigiami a.d.,
tokie, kad:

(Cx1)  lim supE (0;1¢p,5u}) =0,

U—00 jeN
= DY,
(ng) Zl 2 < 00,

1 < 1
(623) lim — Z E@l = X,
=1

n—oo N,

su kokiu nors baigtiniu teigiamu A .

Prielaida C3. A.d. sekos {Z1, Zs,...} ir {01,0s, ...} yra tarpusavyje nepriklausomos.

Nehomogeniniame modelyje, analogiskai kaip ir Sparre Andersen modelyje, baigtinio
laiko bankroto tikimybeé ¥ (x, t) iSreiskiama (2) formule, o nehomogeninio atstatymo proceso

©(t) vidurkio funkcija apibréziame taip pat jprastai A(t) = EO(t), visiems ¢ > 0.

4.6.5 Teorema. Jeigu patenkintos Cy, Co ir C prielaidos, p := c/\— [ > 0 ir pasiskirstymo

funkcija Fy € S, tada
x+pA(t)
1 —
Plant) ~ - / 5 (u) du

T—00 ILL
T

tolygiai intervale t € [T, 00), su bet kuriuo T € A :={t > 0: \(t) > 0}.

11



Sios paskutinés teoremos formuluoté pateikta 15 disertacijos puslapyje, o jrodyma galima

rasti 5 disertacijos skyriuje.
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6

IsSvados

Irodéme teorema apie galimybe taikyti Lundberg pavidalo nelygybe¢ nehomogeniniam
rizikos atstatymo modeliui. Teoremoje nagrinéjamas modelis su nepriklausomais, bet

nebutinai vienodai pasiskirsc¢iusiais zaly jvykimo tarplaikiais ir zalomis.

Gavome, kad nehomogeninio atstatymo proceso eksponentinio momento uodega nyks-
ta laikui artéjant | begalybe. Tokia savybé galioja, kai zaly jvykimo tarplaikiai yra
skirtingai pasiskirste ir yra tarpusavyje susije tam tikromis priklausomybés struktu-

romis.

Radome kitokj, skirtinga nuo klasikinio, buda jrodyti elementariaja atstatymo teorema

nehomogeniniam atstatymo procesui.

Radome asimptotine formule baigtinio laiko bankroto tikimybei nehomogeniniame
rizikos atstatymo modelyje. Parodéme, kad Sios formulés pavidalas nepriklauso nuo

zaly jvykimo tarplaikiy homogeniskumo.

Tikétina, kad baigtinio laiko bankroto tikimybés asimptotiné formulé galioja su visais
t € A, ne tik sut € [T,00), ¢ia T € A. Siuo metu mes nezinome kaip praplésti

tolygumo ribas be papildomy reikalavimy.

Naujumas

Mes parodéme, kad gerai zinomy jverciy bei asimptotiniy iSraisky, naudojamy homoge-

niniame modelyje, taikymas gali buti prapléstas iki bendresnio atvejo, kai zalos ir zaly

ivykimo tarplaikiai yra nehomogeniniai. Teoremose panaudotos prielaidos yra naujos ir pa-

deda pritaikyti rezultatus labiau realiose draudimo situacijose. Musy suformuluoti teiginiai

praplecia ir apibendrina kity autoriy rezultatus (pvz. [Andrulyté et al., 2015], [Kocetova
et al., 2009], [Tang, 2004]).
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9 Summary

In the thesis, the inhomogeneous renewal risk model is investigated. This model describes
an insurance company, which experiences two opposing cash flows: incoming cash premiums
and outgoing claims and also depends on initial surplus. The main risk measure of the model,
ruin probability, is considered and asymptotic formulas for evaluation are provided. We
prove that well-known estimates and asymptotic expressions for the homogeneous renewal
risk model can be extended to a much more general case of inhomogeneous claims and inter-
arrival times. The assumptions of the theorems are new and they help to apply the results
in more realistic cases of insurance. They extend, generalize and supplement the results on
finding ruin probability obtained by other authors.

Chapter 1 contains the outlines of classical risk theory. In this chapter we overview the
homogeneous renewal risk model, present all the necessary definitions and the main critical
characteristics.

In Chapter 2 we describe an inhomogeneous renewal risk model and present the diffe-
rences from the homogeneous renewal risk model. In this chapter there are also provided
the formulations of the main theorems for inhomogeneous renewal risk model. In Theorem
4.6.1 we present the conditions for Lundberg-type inequality. Theorems 4.6.2, 4.6.3 and
4.6.4 consider an inhomogeneous renewal counting process generated by inter-arrival times,
which may be dependent in some way. Finally, in Theorem 4.6.5 we provide a formula to
estimate the finite-time ruin probability.

In the last three sections the proofs of Theorems 4.6.1, 4.6.2, 4.6.3 4.6.4 and 4.6.5 are
provided.

The thesis also contains introduction, conclusions, appendix and bibliography. Additio-

nally to the thesis, an extensive summary in Lithuanian is provided.
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