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[VADAS

Naudojantis Mathcad' o programine jranga skaitiniais metodais galima iSspresti
daugeli sudétingy fizikinius procesus aprasanciy diferencialiniy lygciy. Taip pat galime
iSspresti ne tik daugeli fizikos, bet ir matematikos bei technikos uzdaviniy. Siais laikais
mokslas yra labai pazenggs ir todél uzdaviniuy sprendima mums labai palengvina jvairios
kompiuterinés technologijos. Diferencialinéms lygtims skaiciuoti kompiuterinés programos
naudoja jvairius skaitinius metodus, o ju yra labai daug.

Darbe susiesime dvi skirtingas mokslo sritis — matematika ir fizika. Ieskosime fizikoje

pla¢iai naudojamas Sriodingerio lygies tikriniy reik§miy E, ir tikriniy reikSmiy funkcijy

(/)(x, E") nestandartiniais metodais. Butent maziausiy kvadraty metodu ieskosime funkciju,
kurios su pakankamai maza paklaida patenkina ir diferencialing Sriodingerio lygti ir krastines
salygas, reikalaujancias, kad potencialinés duobés krastuose sprendiniai pereity i
eksponentinius. Mes i$bandéme kelis Sriodingerio lygties sprendimo biidus, atlikdami

konkre¢ius skaiiavimus su jvairaus tipo Sriodingerio lygties potencialinémis duobémis.

Ir pacioje duobéje, ir uz jos riby visur turi biiti patenkinta Sriodingerio lygtis, tatiau
kai duobé uzima baigtinj intervala, uz kurio potenciné energija u(x) =0, tada Sriodingerio
lygtis skaitiskai sprendziama tik duobés viduje, pareikalaujant, kad krastuose biity patenkintos
krastinés salygos. T.y., kad sprendiniai pereity i mazéjancias eksponentes ir tada tarp
sprendinio ¢ funkcijos ir jos iSvestinés ¢’ krastiniuose taSkuose x, ir x, turi buti

patenkintos salygos:

(D(XI’EH)'\/E” = (0'(x1’En)

ir

¢(x2’En). En =_¢,(x2’En)‘



1. SRIODINGERIO LYGTIS

Sriodingerio lygtis yra pagrindiné kvantinés mechanikos lygtis, kuria 1925 metais
pasilé austry fizikas Ervinas Sriodingeris. Ji aprago kvantiniy daleliy elgesi. Si lygtis yra

placiai zinoma fizikoje. Bendru atveju Sriodingerio lygtis uZzragoma taip[4]:

. .,

Hy(r,t)=in—y(r,1),

ot
cia H yra dalelés hamiltonianas, t.y. energijos operatorius, o y(r,f) — dalelés banginé
. e h '\ . .
funkcija, 7 —mazoji planko konstanta | 77 = ) 1— menamasis vienetas.
V4

Lygtis sprendziama banginés funkcijos atzvilgiu. Radus ja galime pilnai aprasyti
nagrin¢jama dalelg. Bitent dél to $i lygtis kartais vadinama antrojo Niutono désnio analogu
kvantiniame pasaulyje. Sriodingerio lygtis yra vienas i§ kvantinés mechanikos postulaty — ja
galima uzraSyti tik pasirémus jvairias pasamprotavimais apie banging daleliy prigimti. GrieZto
jos iSvedimo néra.

Nereliatyvistingje kvantinéje mechanikoje hamiltonianas yra tiesiog kinetinés ir
potencinés energijuy suma. Tokiu atveju Sriodingerio lygtis dalinémis i$vestinémis atrodo taip:

[_ivz +U(r,t)}1//(r,t)= 2y, W

2m

gia V7 yra laplasianas, o U (r,t) — sistemos potenciné energija.
Kaip matyti, §i lygtis yra antrojo laipsnio daliniy iSvestiniy diferencialiné lygtis, taigi ja
iSspresti analiziskai pasiseka tik labai paprastais atvejais.

Mes spresime tik stacionariaja vienmate Sriodingerio lygti, ty. kai sistemos
hamiltonianas priklauso tik nuo vieno kintamojo — atstumo x . Tada galime ieskoti bendrosios
Sriodingerio lygties sprendinio kaip laikinés ir koordinatinés priklausomybés funkciju
sandaugos:

y(r,0)=p(r)- A@).

I$ ¢ia gauname tikriniy reikSmiy lygti funkcijai ¢(r):

H-g(r)=E-¢(r),
bei A(t) sprendini, su kuriuo banginé funkcija atrodo taip:

g

y(r.)=e” -¢(r).



Irase i (1) lygties deSiniaja puse, gausime:
0
in—wy(r,t)=E¢(r
v (0 = E¢(r)
ir

/()]
2m X’

+U(x)p(x) = E'$(x) .
Ivedus bedimensinius kintamuosius, Sriodingerio lygtis igyja pavidala:
82
S -[E+u)] y =0,
ox
¢ia y — redukuota banginé funkcija, U (x) — reduokuota potenciné energija, £ — Visos

energijos absoliutus dydis.

Sia lygti ir spresime.



2. SRIODINGERIO LYGTIES SPRENDINIU SAVYBES

Sioje redukuotoje antros eilés diferencialingje lygtyje
V' =[E+u(x)]-y=0 ()

ivedame pazyméjima, kad

g(x) = E+u(x),

)

Tada gauname tokig lygti

kur 0< E < max(]u(x)

y'—gx)y=0.

Toje kintamojo x srityje, kur & (x)>0 , Sios diferencialinés lygties sprendinys yra

eksponentés pobtidzio:

y— cos(m-x+a).

Tai paaiskina maksimumo ir minimumo savybeés.

Panagrinékime atvéji, kai y > 0.
Jei y" >0, tada sprendinys yra lokalinio minimumo srityje (eksponentinis pobudis).
Jei y" <0, tada lygties (2) sprendinys pereina { maksimumo sritj (harmoninis pobudis).
Mums reikia rasti tokius sprendinius, kuriems antrajame ribos taske trigonomertiné funkcija
pereina i nykstan¢ia eksponenting funkcija. Cia mazgy skai¢ius nusako sprendinio E eilés

numer;j.



3. TIKRINIU REIKSMIU IR TIKRINIU FUNKCIJU RADIMO
UZDAVINYS

Duota diferencialiné lygtis. Reikia i§ visy galimy sprendiniuy iSrinkti tokius, kurie
patenkinty krastinés salygas:
1 — oji krastinés salyga. Ji gaunama i§ reikalavimo, kad sprendinys biity lygus
M )= e’ 3)
pradedant tasku x, ir | kair¢ pusg¢. Kad eliminuotume parametra A apskaifiuojame ir §io

sprendinio i§vesting

y'(xl)z AVEeF 4)
I$ Siy dviejy iSraisky (3) ir (4) gauname, kad
y(x,) 1
, =7 (5)
y'(x) JE

IS (5) israiskos iSplaukia, kad

y(x,)=VE - y(x,). (6)

2 — oji kraStinés salyga gaunama analogiSkai taske x,:

y(x ): —Be VEm (7)

Kadangi taske x, sprendinys yra deSiniau, todél antroji kraStinés salyga bus tokia:

y'(xz)z—\/f-y(xz) 3

Taigi, mes galime rasti tuos diferencialinés lygties sprendinius, kurie patenkina abi
krastinés salygas (6), (7). Tos E reikSmes, kurioms Sios salygos aptenkintos, vadinamos
tikrinémis reikSmémis. Tos funkcijos, kurios patenkina ir diferencialing lygti ir krastines
salygas, vadinamos tikrinémis funkcijomis. Miisy uzdavinys yra surasti ir visas tikrines

reikSmes, ir visas tikrines funkcijas.



4. UZDAVINIO FORMULAVIMAS

Redukuota Sriodingerio lygtis vienmaciu stacionariu atveju yra 2-osios eilés

diferencialiné lygtis (2), Cia u(x) yra potenciné energija.

Si lygtis yra duota su potencinés energijos priklausomybe nuo kordinatés ir
neapibréztu parametru E — energija, kurig turinti dalelé gali egzistuoti potencinéje duobéje
X, <x <Xx,. Sprendziant lygt] reikia rasti tas tikrines parametro E reikSmes, su kuriomis
sprendinys tenkina krastines salygas. Tai yra, reikia iSspresti, kai duota u(x) iSraiska, tikriniy

reik§miy uzdavinj.
Krastines salygos: krastiniame taske x, yra:
Y ) +VE - y(x) =0,
kitame kraStiniame taske — x,, kai x, > x,, kraStinés salyga yra:
Y'(r,)—VE - y(x,) =0.

O uz intervalo x, ir x, riby, kur potenciné energija lygi nuliui, galime $ig lygt] iSspresti

standartiniais metodais. Gauname, kad uz intervalo riby bus eksponentés, t. y. kairéje puséje:

yzA-eﬁx

ir deSinéje puséje:

y=B- e VE.
Vadinas, intervalo x, ir x, kraStuose turi buti patenkintos kraStinés salygos, kad sprendinys
pereity i eksponentes. Taigi reikia ne tik iSspresti pacia diferencialing lygti, bet taip pat rasti

parametro E tikrines reikSmes.

Uzdavin] sprendéme Siais metodais: 1) ,,Saudymo® metodu ir 2) ,tilteliy“ metodu.
Aproksimavimui naudojome dviejy rusiy tilty funkcijas: hiperbolines ir trigonometrines

funkcijas. ISsprend¢ uzdavini trim misy pasitlytais metodais, jo tiksluma ivertinome

8



spresdami diferencialing lygti skaitiniu Rungés ir Kutos metodu (priedo 4 psl.). Tai padaréme

jau zinodami Sriodingerio lygties tikrines E reik§mes.



5. MAZIAUSIU KVADRATU METODO ESME

Tarkime, kad yra x, taSkuy verCiy, kuriy kiekvienai matavimo prietaise nustatyta y,

reikSme. Kadangi kiekvienas realus prietaisas matuoja su paklaida, tai tas matavimo paklaidas

stengiamasi apraSyti bendra y = f (x) priklausomybe taip, kad paklaidos buty kaip galima
mazesnés. Tuo tikslu siilome sukurti konkre¢ia aproksimavimo funkcija f (x,ao,al,az...,ak)

su neapibréztais parametrais, tokia, kad tos funkcijos skirtumy su iSmatuotomis reikSmémis

kvadraty suma bty minimali, t.y. sukuriama paklaidos funkcija (optimizavimo funkcija)[1]:
1
F(x,ao,a1 yeees O ) = FZ[f(xn Qg yeens )— v, ]2 , )
n=1

kurios suma biity minimali. Si funkcija i§ tikryju yra paklaidy kvadraty vidurkis (dispersija).

Toliau surandame tas aq,,q,,...,a, reikSmes, kurioms paklaidos funkcija
(optimizavimo funkcija) yra minimali. Tuo atveju kai { aproksimavimo funkcija koeficentai
prie f, a,,a,,...,a, ieina tik tiesiSkai, paklaidos funkcijos minimumas nusakomas 1§ salygos,

kad visos dalinés paklaidos funkcijos iSvestinés pagal neapibréZtus parametrus yra lygios

nuliui, t.y.:

OF _
aa k

0.
Tarkime, kad funkcija f(x, a,,d,,d,...,a, ) yra tokia, kad
f(x,ao,al,az...,ak)z Zak(pk(x), (10)
k

kur (p(x) yra tos funkcijos, kuriy tiesiné kombinacija iSreiSkima aproksimavimo funkcija.

[raSome (10) 1 (9):

F(a)ﬁz{zakrpk(xn)—yn} :

UzraSome konkreciai:

10



P-4 3| oo )-r, || Zan ), |

n

Tada $iq iSraiska diferencijuojame. Diferencijuodami gauname, kad

oF 2
a:ﬁzwk(xn{;akgok(xn)_yﬂ} =0'

n

Taigi gauname tiesiniy lygciy sistema, kai £ = 0..K , tokia, kad suprasting i§ 2 gauname:
Z¢’k (xn )Zal(DI ('xn ) = ZyI(Dk ('xn ) .
n ! n

Tai yra tiesiné nehomogeniné algebriniy lyg€iy sistema su nezinomaisiais parametrais q, .

Sios lygéiy sistemos kairiosios pusés matrica Ay, yralygi

ISsprendg Sia algebring lygCiy sistema randame neapibréZtus parametrus a, , kuriais

iSreiSkiame aproksimavimo funkcija (10).
Siame darbe pritaikéme dvi naujoves:

1. mes aproksimuojame ne eksperimento rezultatus, o ieSkome aproksimavimo
funkcijos, kuri jmanomai tiksliau nusakyty Sriodingerio lygties sprendinius ir ty sprendiniy
krastines salygas. Tuo tikslu sudarome paklaidos funkcija, kurios viena dalis lygi
diferencialinés lygties sprendiniu kvadraty sumai dideliam tasky skaiciui. Kita dalis su tam

tikru svoriu gaunama i$ krastiniy salygu.

2. ivedame formuléje (10)

11



F(x, ay,a, ""’ak): zak(Pk (x)

aproksimavimo komponentes ¢, (x) Paprastai tai btina polinomo nariai y, (x)z x* vienodi

visam argumenty kitimo intervalui. Mes pasirenkame aproksimavimo komponentes tokiu

budu:

¢k’,(x)=suo(x,xl,...)-(x_X’] , (11)
p

Cia suo — ,tilto* funkcija, p — yra ,tilto* pusplotis, x, - ,tilto* centry koordinatés, k& —

aproksimavimo funkcijos koeficientas.

12



6. RUNGES IR KUTOS METODAS

Sprendziame lygti y'= f (x, y), y(xo)z ¥, leSkome sprendinio y = y(x) apytiksliy
reik§miu y, = y(x,), i=12,..,n. Funkcija y(x) (sprendini) isreiskiame Teiloro eilute x,

aplinkoje

S ey e LRV I R (12)

Paéme penkis narius ir vietoje x jraS¢ x,,,, gauname:

Vi = Ve A

" m 1w
A o=yl he kgt g 2 gy e e
2 6 24

Kuta pasiiilé tokia A, iSraiSka:
A =h-(bl, + by, +byl, +b,1,),
¢ia
L=f0x,v), L,=f(x +c, hy, +h-ay-1),
A =f(xk +c-hy, +h-(a31 I +ay, -lz)),
I, = f(x, +c, hy, +h-(a, I, +a, -1, +a,-1,)).

Visi koeficientai b,,b,,b,,b,,c,,c;,c, it a,,,a,,a;,a,,4,,a,, - realieji skaiCiai. Sie

koeficientai turi biti parinkti taip, kad 4, = 4, .

Uzras¢ Sia salyga iSreikStiniu pavidalu, gausime aStuoniy lygciy sistema. Kadangi
lygciy lygCiu susidaro maziau negu koeficienty, todél galimi ivairiis Siy koeficienty rinkiniai.

Dazniausiai naudojamos tokios koeficienty reikSmes:

13



1 1 1
b1=b4=g,b2=b3=§,cz=c3—5,
¢y =1, ay , a3 =0, ay sy =ay,=0,a,;=1
Tada
. h
ﬂkzg-(ll+212+213+l4),

o l,l,,l;,l,apskai¢iuojame pagal formules:
h h
Zl :f(xk’yk)’ 12 zf(xk +_ayk +—'llja
2 2
h h
L= f] x, 20V +§.Z2 o= xRy, + ).

Taigi, turédami /,,/,,/;,1,, apskaiiuojame k +1-ojo taSko ordinate:

Yirt = Vi +I1; >

y,m=yk+%(11+212+2z3+14),k=0,n—1. (13)

Sio metodo paklaida yra proporcinga /°, nes (12) Teiloro eilutéje éméme penkis
narius (iki 4*). Taigi metodas yra ketvirtos eilés Rungés ir Kutos metodas. Kadangi tai

dazniausiai praktikoje taikomas metodas, jis tiesiog vadinamas Rungés ir Kutos metdu [5].

14



7. SPRENDIMO ALGORITMU REALIZAVIMAS

Sios redukuotos Sriodingerio lygties (2) sprendinio ieskojome $iais biidais:

1) etapas. Zvalgybinis: Tikriniy E reik§miy srities nustatymas trim biidais:

1. aproksimavimui naudojome hiperbolinio tangento , tilty* funkcijas,

2. aproksimavimui naudojome trigonometrines , tilty* funkcijas,

3. ,,5audymo* metodu.

2) etapas. Patikslinimo metodai: Tikrines E reikSmes patikslinome naudodami misrius

metodus.

1. Aproksimavimui naudojome hiperbolinio tangento ,.tilty* funkcijas. Toliau vadinsime hs

funkcija. hs funkcija atrodo taip:

hsuo(x,g,p,h)zl-(th(x_ierj—th(x_g_pD, (14)

2 h
¢ia g — hs ,tilto”“ centro koordinaté, p — hs ,tilto“ pusplotis, # — hs ,tilto” galy
nuozulnumas.
Hs funkcijos pagrindinés savybés [5]:
1) sumos:
hsuo (x,x,,h,x, — x1)+ hsuo(x,xz,h,x3 - x21)= hsuo(x,xz,h,x3 - xl).

Sugretinus N , tilty“, gauname viena, kurio ,.tilto plotis N karty didesnis, t.y.:

N
Zhsuo(x, g,h,2np) = hsuo(x,g,h, Np).

n=l1
2) iSvestinés:

Pasizymime y(x)= hsuo(x, g, h, p), tada:

d 1 —g+pY —g-pY
Y =L _th(w) Hh(wj
dx 2h h h

ir

3) integralo:

Ihsuo(x,g,h,p)dx =2p.

—00

15



Sprendinio ieSkome

Z(x)ziiC,yn(x_le -hsuo(x_XTl_pj, (15)

p

¢ia ,tilto” funkcija yra tokio (6) pavidalo.

Sio metodo prasmé: suskaidome visa sritj i atskiras persidengianéias zonas (tiltus) ir
kiekvienoje taikome atskira aproksimavimo polinoma. Bendras sprendinys yra lygus atskiry
polinomuy, padauginty is tilto funkcijy, sumai. Tokiu pavidalu ieSkome sprendinio.

Paskaiciuosime iSvestines (7) lygties:

" x):iicm ﬁ.(x—le ) _{x—ij -y'(x) ’

p

()= iicl,n[n(nz—l)(x—)(l JH +&‘[X—X, Jl -yr(x)+hiz-(X—le ] .y"(x)}_

p p

[ra8ome aproksimavimo funkcija i diferencialing lygti (i Sriodingerio lygtj) ir gauname:

L N _ _ n-2 B n-1
ZZCM{”(” 5 D (x X’j -hsuo(x, g,p,h)+ Z—H(X—XZJ -hsuol(x,g,p,h)+

p p p

+(X_X’J hsqu(xgp, ) ( u(x)— E{

p

2
— X ] hsuo(x,g,p,h)} =0.

P
Si lygtis turi biiti jmanomai tiksliau patenkinta krastiniamsintervalo x, ir x, taskams
x,. Kad taip biity, i§ maziausiy kvadraty metodo teorijos seka, kad Sios lygciy sistemos, kai
[ =0..L ir n=0..N Kkairiosios pusés matrica buty tokia
A(E)=|a0+b0+E -b05+E - (b1 —al)+ E* -a2),

kurioje
1 & . .
ZF Z y2 ml X, y2(n,],x,)—(yZ(m,l,x,)-yO(n,],x,)+
t=0

+y2(n,j,x,)-y0(m,l,x[ ))-u(x,)+u(x, )2 -yO(m,l,x, )yO(n,j,x[ )J,
T

al =%Z[y2(m,l,xt) yO(n,j,xt)+(yZ(n,j,xt)-yO(m,l,xt)—
t=0
—2u(xt)‘yO(m,l,xt)'yO(n,j,xt )),
ZLVO (.1, x, Xp0(n, j,x,)),

b0 = (y1(m,1, X1)- y1(n, j, X1)+ y1(m,1, X 2)- y1(n, j, X 2))- Ob,

16



05 = (y1(m,1, X 2)- y0(n, j, X 2)+ yO(m,1, X 2)- yI(n, j, X 2)— y1(m,1, X1)- yO(n, j, X1)—
— y0(m,1, X1)- yl(n, j, X1))- Ob,
b1=(y0(m,L, X1)- y0(n, j, X1)+ yO(m.,L, X2)- yO(n, j, X 2))- Ob.

Kadangi gauta maziausiy kvadraty metody lygciy sistema
AE)-C,, =0

ln
yra homogenin¢, tai ji turés parametry C,, nenulinius sprendinius tik toms E reik§méms,
kurioms matricos determinantas A(E) bus lygus nuliui.

Kadangi aproksimavimo funkcija néra absoliuciai tikslus sprendinys, tai ir

determinantas nebus tiksliai lygus nuliui. Todél ieSkosime jo absoliucios reikSmés minimumuy.

2. Aproksimavimui naudojome trigonometirnes ,.tilto* funkcijas. Toliau vadinsime ts

funkcija. ts funkcija atrodo taip:
2
x p—
tsuo(x, g, p) =CoSs 7Z'—g , (16)
2p

¢ia g —ts tilto* centro koordinaté, p — ts ,.tilto* pusplotis.

ts funkcijos pagrindinés savybés[5]:

1) sumos:

tsuo(x,xl,x2 - x1)+tsu0(x,x2,x3 —x21)= l‘s140(x,x2,x3 —xl).

Sugretinus N , tilty“, gauname viena, kurio ,.tilto plotis N karty didesnis, t.y.:

N
Z tsuo(x, g,2np) = hsuo(x,g, Np).

n=1
2) iSvestinés:
Pasizymime y(x)= tsuo(x, g, p), tada:
% =y'(x)= % : sin{ ﬁ}

ir

3) integralo:
Itsuo(x,g,p)dx =2p.

Sprendinio ieSkome
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)-33,

x_le” -tsuo(x_X—l_pj, (17)
=0 n=0 4 h
¢ia ,tilto” funkcija yra tokio (6) pavidalo.

Sio metodo prasmé: suskaidome visa sritj i atskiras zonas (tiltus) ir kiekvienoje
taikome atskirag aproksimavimo polinoma. Bendras sprendinys yra lygus atskiry polinomuy,
padauginty i§ ,,tilto* funkcijy, sumai. Tokiu pavidalu ieSkome sprendinio.

Paskaic¢iuosime iSvestines (7) lygties:

2'(x) = iicl{ﬁ(x—xl jnl J{X_Xz J .y,(x)]’

- S (2 gk (5 |

[rasome aproksimavimo funkcija i diferencialing lygti (i Sriodingerio lygtj) ir gauname:

L N _ _ n-2 _ n—1
ZZCl,n{n(n 5 1)(x X[) -tsuo(x,g,p,h)+ 2—”()6 Xl) -tsuol(x,g,p,h)+

p p p

n 2
+(X_X1J tsu02(x 2, D, ) ( u(x)— E{ lej -tsuo(x,g,p,h)}zo.
Si lygtis turi biiti jmanomai tiksliau patenkinta krastiniamsintervalo x, ir x, tafkams
x,. Kad taip biity, 1§ maziausiy kvadraty metodo teorijos seka, kad Sios lygciy sistemos, kai
/=0..L ir n=0..N kairiosios pusés matrica bty tokia
A(E)=|a0+b0+E -b05+E - (b1 —al)+ E* -a2],
kurioje

1 & . .
:? Zyzmlx y2(n,],x,)—(y2(m,1,x,)-yO(n,],x,)+
=0

+ y2(}’l, j,x, ) yO(m,l, X )) u(xt )+ u(x[ )2 : yO(m,l,x, )yO(n, jaxt )]’
T

al =%Z[y2(m,l,xt) yO(n,j,x[)Jr(y2(n,j,x,)~y0(m,l,xt)—
t=0
—2u(xt)-yO(m,l,xt)-yO(n,j,xt )),
Z[yO m,l,xt yO n,j,x t))

b0 = (y1(m,1, X1)- y(n, j, X1)+ yl(m,1, X 2)- yl(n, j, X 2))-Ob,
05 = (y1(m,1, X2)- y0(n, j, X 2)+ yO(m,1, X 2)- yI(n, j, X2)— yl(m,1, X1)- yO(n, j, X1)—
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— y0(m,L, X1)- yl(n, j, X1))- Ob,
b1 =(y0(m,1, X1)- y0(n, j, X1)+ y0(m,1, X 2)- yO(n, j, X 2))-Ob.

Kadangi gauta maziausiy kvadraty metodu lygc€iu sistema

AE)-C,, =0
yra homogenine, tai ji turés parametry C,, nenulinius sprendinius tik toms E reikSméms,
kurioms matricos determinantas A(E) bus lygus nuliui.

Kadangi aproksimavimo funkcija néra absoliuciai tikslus sprendinys, tai ir

determinantas nebus tiksliai lygus nuliui. Todél ieSkosime jo absoliucios reikSmés minimumu.

3. ,Saudymo“ metodo esmé: pasirenkame ieSkomos funkcijos reik§me pirmajame
kraStiniame taSke x, savo nuoZilira. Siame darbe prading reik§m¢ parenkame priklausomai
nuo to, kaip staigiai auga diferencialinés lygties sprendinys.

Sriodingerio lygtyje priskiriame parametro rek§me JE . 1§ pirmosios krastinés salygos

y = Ae'E
ir
y' = AJE eVEr
gauname, kad
Y'()=VEy(x)=0 (18)

ir sprendziame diferencialing lygti su papildoma krastine salyga (3).

2

d’y
—u(x)y=F
I (x)y=Ey

skaitiniu metodu iki antrojo krastinio tasko x,, kuriame turéty buti patenkinta antroji krastine
salyga
V() +VEy(x,) =0 (19)

Antrajame krastiniame taSke suformuluojama paklaidos funkcija
4(E) = y'(x,) +VEy(x,) (20)
tai yra paskaiiuojama, kokiu mastu nepatenkinta antroji krastiné salyga (20). Toliau,
varijuojant £, ieSkoma tokios jos reikSmes, kad funkcija
q(E)—>0.
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Pasirinkto metodo tikrinés E reikSmés uzdavinys suvedamas i netiesinés algebrinés
lygties
Y'(0) +VEy(x,) =0 1)

sprendinio £ suradimo uzdavini. Tikriné reikSmé E, tenkinanti (21) lygti, gali biiti ne viena.
Todél pirmuoju etapu apytiksliai nustatome tas vietas, kur paklaidos funkcija g(E) keicia
zenkla. Po to kiekvieno ieskomo sprendinio aplinkoje ivedama papildoma salyga, nusakanti,
kokiuose E intervaluose ieskoti patikslinty sprendiniy.

Pasirinktoji potencialiné duobé¢ yra tokio pavidalo:

u(x7) =50

~100

Varijuojame E intervale nuo 0 iki E maksimalios reikSmés
Kad isitikintume ar miisy pritaikytais metodais gauti rezultatai yra pakankamai tikslis,

Sriodingerio lygj su jau rastomis tikrinémis reik§mémis sprendéme Rungés ir kutos metodu.
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8. UZDAVINIO SPRENDIMO HIPERBOLINIO TANGENTO
» TILTAIS*“ MATRICU SUDARYMO PROGRAMA

Redukuota Sriodingerio lygtis vienmaciu stacionariu atveju yra 2-osios eilés

diferencialiné lygtis (2). Pazyméje viena aproksimavimo funkcijos (7)

L N _ " _ _
-5 [ fi=22)
p

komponentg (5)

-X m
e 5]

0 jos antraja iSvesting z;, (xm ), pareikalaujam:

S S (1)~ ey )+ £) 2, (e, ] €= 0.

Mums reikia, kad Siy paklaidy kvadraty suma, t.y.,paklaidy funkcija, bty minimali:

N 2
Zz;tn (xm )_ [u('xm )+ E] : Zl,n (xm ). Cl,n } :
=0
Paklaidos funkcija iSreikSimem per dvieju sumy sandauga:
M L N J K
:ZZZ[ZZ”,n(xm)_[u< ZI n m ] ZZ[ZI +E] ( )] Cl,n.Cj,k'
m=0 [=0 n=0 J=0 k=0
Reikia rasti Sios funkcijos minimuma. Kad §i funkcija buty minimali, reikia, kad dalinés
iSvestinés biity lygios 0, t.y.:
oF(C)
oC .,

Js

=0.

Tada gausime

M L N
ZZZ[Zlnm m m(xm)'zl,n,m _(xm)E.Zl,nm ] Cln [ jkm(xm)_
m=0 [=0 n=

Z’lm (xm) Zj,k,m (xm )_ E : Zl,n,m (xm J= O

Gauname tiesines lygtis C,, atzvilgiu, kuriy koeficentai prie neZinomuyjy yra:
M

al,n,j,k = Z {Zl’:n,m (xm )Z;{,k,m (xm )_ um (‘xm ) ' Zl,:n,m (xm ) Zj,k,m (xm )_ E ' Zl’:n,m (xm ) Zj,k,m (‘xm )_

m=0

- um ('xm )' Zl,n,m (xm ). Z;’,k,m (xm )+ +uj1 (xm ). Zl,n,m (xm ). Zj,k,m ('xm )+ +um (xm ). E : Zl,n,m ('xm ). Zj,k,m (xm )_
- E ' Zl,n,m (xm ) Z;{,k,m (xm )+ Z'lm (xm )E ' Zl,n,m (xm ) Zj,k,m (xm )+ + E2 ' Zl,n,m ' Zj,k,m }
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Kadangi Mathcad’o pakete negalime operuoti su trecio rango tenzoriais, turinciais jau

ne 2, o 3 indeksus, tai kol parametro E reikSmé nepriskirta, tenka bendraja matrica 4, ,

formuoti i$ trijy sudedamuyjy:
aO zzlnm m /km xm)_um(xm)‘zl'tn,m (xm)'Zj,k,m(xm)_um(xm)‘zl,n,m (xm)'zrjr,k,m (xm)+

m=0

+ ufl (xm ) Z/,n,m (xm ) Zj,k,m (xm ) 4
al_Ezzlnm m jkm( m)—H/lm(xm).Zl,n,m(xm)'Zj,k,m(xm)_zl,n,m(‘xm).Z;,k,m(xm)+
+ um (xm ). Zl,n,m (xm ). Zj,k,m ('xm ) H

M
a2 = E2 Zzl,n,m (xm ). Zj,k,m (xm )
m=0

Sias matricas gausime i§ reikalavimo, kad biity patenkinta diferencialin¢ lygtis.
O dabar suformuojam kita dali matricos i$ reikalavimo, kad biity patenkintos krastinés

salygos. Kair¢je pus¢je

y(x)=A-e'", (22)
tada
V(x)= A-E -’ (23)

I§ (20) galime iSreiksti 4 = \(;C) ir fraSom i (23) lygti, tada gauname
e

Suprasting gauname y'(x) = y(x)- JE . Tito iSeina, kad
Y'0q) =yl ) VE =0
ir analogiskai deSingje puséje
')+ y(x,)-VE =0.

Rasome reikalavima, kad sprendinys

S350 () VE 2, ()]0

m=0 [=0 n=0

patenkinty kairiaja krasting salyga. Ir vél formuojame paklaidos funkcija:

M L N J K
Zz ln [Zln xl \/E'Zl,n(xl )}chm [Z;‘,k(xl)_\/f'zj,k(xl )]
m=0 1=0 n=0 =0 k=0
Tada paklaidos funkcijos i§vestiné agg(c) =0, gauname
.k
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icl,n [Z;,r1 (Xl )_ ‘/E "2 (xl )] [Z_Ij,k (Xl )_ ‘/E “Zik (xl )] =0.

m=0

Gauname tokig matrica:
b= Z;,n (xl)'Z;',k (xl)_‘/f'zl,n (xl)'Z;',k (xl)_‘/E'Z;,n (xl)'Zj,k (x1)+E'Zl,n ('xl )'Zj,k(xl )

Tada rasome reikalavima, kad sprendinys patenkinty antraja krasting salyga:

> 330 [ )+ VE 2, )]0,

m=0 [=0 n=0

Ir vél formuojame paklaidos funkcija:

M L N J
ZZZ Cl,n[Zl’,n(x2 E "Zin xz ]Z C/k[ Zik xz \/E'Zj,k(xz)}
m=0 =0 n=0 Jj=0 k=0
Tada paklaidos funkcijos iSvestiné 8F2(C) =0, gauname
J.k
M
> Colet )+ VE 2, ()} 21 () + VE 2, (0)] = 0.

m=0

Gauname tokig matricg:
b= Z;,n (xz ) Z;‘,k (x2)+ \/E “Zi, (xz ) Z;,k (xz )+ \/E ’ Z;,n (xz)' Zik (xz )+ E-z, (xz)' Zik (xz )
Kadangi vél Mathcad’o pakete negalime operuoti su trecio rango tenzoriais, turinciais

jau ne 2, o 3 indeksus, tai kol parametro £ reikSmé nepriskirta, tenka bendraja matrica B

I,m
formuoti i$ triju sudedamuyjy:
0=z, (xl ) Z_Ij,k (Xl )+ z, (xz ) Z_Ij,k (xz )>
bos:_\/i'Zl,n(xl)'z;,k(xl)_\/i'Zl’,n(xl)'zj,k(xl)—i_ E'Zl,n(x2)'z;,k(x2)+\/E‘Zl',n(x2)'zj,k(x2)’

bl=E-z,, (x,)- Ziy (x,)+E- z,, (x,)- Zi (x,).
Tada sujungiame visas a ir b matricas | vieng A(EF) matrica.
Kadangi paklaidos funkcija lygi F (C ) =F 1(x)+ F 2(x) tai bendra minimumo salygos
matrica bus lygi ty matricy sumai
A(E)=a0+ b0+ E 605+ E-(b1 —al)+ E* - a2].

Analogiskai yra sudaromos matricos sprendziant trigonometriniu ,,tilty* metodu.
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9. TIKRINIU FUNKCIJU IR REIKSMIU UZDAVINIO
SPRENDIMAS NAUDOJANT HIPERBOLINIO TANGENTO
,TILTO“ FUNKCIJAS

9.1 PROGRAMOS APRASYMAS

Naudodamiesi matematiniu kompiuterio paketu Mathcad sudaréme originalias
skaitinio sprendimo programas. Zemiau apraSyta misy sudaryta programa, sprendZianti
Sriodingerio lygti pirmuoju apra$ytu algoritmu. Visy sudaryty programos komandos aptrasai:

suo(x, g, p, h) — tilto* funkcija;

suol(x, g, p, h) — pirmoji iSvestiné ,.tilto* funkcios;

suo2(x, g, p, h) — antroji iSvestiné ,,tilto* funkcios;

X1 — kairysis intervalo krastas;

X2 — desinysis intervalo krastas;

Xv — intervalo vidurio taskas;

Xs — intervalo plotis;

g — potencinés energijos parametras;

u(x) - potenciné energija;

Xs — tai x reik§mé nuo kurios programa Minimize pradeda ieSkoti potencinés energijos
minimumo;

u3 — minimumo gylis;

x3 — minimumo koordinaté¢;

N — aproksimavimo polinomy laipsnis;

N1 — polinomo koeficenty skaicius;

M — polinomo laipsnis;

m — laipsnio indeksai;

n — laipsnio indeksai;

L1 — aproksimavimo zony skaicius;

L — paskutinis zonos skaicius;

T — aproksimavimo tasky skaicius;

t — tasky indeksai;

x; — aproksimavimo tasky koordinatés;

p — ,tilto* pusplotis;

h — tilto* nuozulnumas;
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X; — zony centry koordinatés;

y0(m,l,x) — aproksimavimo funkcija;

yl(m,l,x) — aproksimavimo funkcijos pirmoji iSvesting;

y2(m,l,x) — aproksimavimo funkcijos antroji i§vesting;

a0y+1-N1,0+-n1 - algebriniy lygciy, reikalaujanciy, kad patenkinty diferencialing lygti,
matricos pirmoji dalis;

aly,+1-n1n4-n1 - algebriniy lygciy, reikalaujanciy, kad patenkinty diferencialing lygti,
matricos antroji dalis;

a2y,+1-Nin-nt - algebriniy lygciy, reikalaujanciy, kad patenkinty diferencialing lygti,
matricos trecioji dalis;

b0,+1.n1,n+-v1 — algebriniy lygciy, reikalaujanciy, kad patenkinty krastines salygas,
matricos pirmoji dalis;

b05,+1-n1,n+j-81 — algebriniy lygciy, reikalaujanciy, kad patenkinty kraStines salygas,
matricos antroji dalis;

bl,+1-nin+j-n: — algebriniy lygciy, reikalaujanciy, kad patenkinty kraStines salygas,
matricos trecioji dalis;

A(E) — jungtiné kairiosios dalies matrica;

E — energijos, kurioms skai¢iuojami A matricos determinantai, reikSmés;

v — kokiems taSkams paskaic¢iuojama determinantai;

q'; — fiksuojame ta energijos E reikSmeg, kuriai abi kiamyninés funkcijy reikSmés yra
didesnés;

q —uzraSome eilés tvarka;

R — skai¢iuojame minimumy kieki;

d — minimumo patikslinimo intervalas;

ti — diferencialinés lygties sprendimo paklaida;

d1(x,y,E) — diferencialiniy lyg¢iy deSiniosios pusés;

F — sunumeruojame;

D(x,z) — diferencialiniy lyg€iy deSiniosios puses;

Eo — jungiame eilés stulpeli, energijos E tikriniy reik§miy stulpelj ir paklaidy stulpel; i
triju stulpeliy matrica;

N' —tasky skaicius;

o — paklaida deSiniajame kraste;
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9.2 SPRENDIMO PROGRAMA MATHCAD'U

1 X—=g+p X—g-p
suo(x,g,p,h) :=—-| tanh| ——— | — tanh| ———
Gog.p-1) 2( ( h ) ( h
1 X—g+p 2 X—g-p 2
suol (x,g,p,h) :=—:| —tanh| ———— | + tanh| ——
(x,g,p,h) n ( N j ( N j

1 X—g+p
suo2(x,g,p,h) :=—-| -tanh| ———— | + tanh
(x,g,p,h) h.h[ ( N

X1:=-3.

X2:=3.0 Xv :=0.5(X1+ X2) Xs = X2 - X1
X
1:=-9( 2= 12( V| x2 02 (ax V(2 o2
g 8o = u(x) =|gl|1-| — | [ + g2-e7(X7 ) -cos| — ~(x < XZ)
X1 2X2
Potencinés energijos su lokaliniais minimumias grafikas:
x7:= X1, X1+ 0.002.. X2
0
u(x7) =50
~100
-3 -2 ~1 0 1 2 3
x7
x3:=2 X3:=Minimizdu,x3) u3 = |u(x3)| 3= 1.983 u3 =86.379
N:=3 NI=N+1 M=N m:=0.M n:=0..N
. Xs-t
LI:=12 L=LI-1 1:=0..1 j=0.L  T,;=NLLI+5C t=0.T x:=XI+
Xs
=— h:=1.1
P 1.9L P

Xl =Xv+p(21-1)

m
x— X
1
y0(m, 1,x) := suo (x, Xl,p,h)-[ j

p

yl(m,1,x) :=suol (x, X,,p,h} + suo(x, X,,p,h)—:| ——
(o Xppo ) — (xXpp-h)-—
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x— X x— X

m |m—1|
y2(m,1,x) == squ(x, Xl,p,h)-( 1] + 2-suol(x, Xl,p,h)-g-( lj + suo (x, Xl,p,h).
p p p

p =0.287

|m-2]
me(m — 1)_["‘ X1J
pp p

aomrNLmj»Nf:‘;é i) (At gty oyt

T

a1m+l-N1 NI = % Z (yZ(m,l,xt)yO(n,j,xt) + yZ(n,j,xt)yO(m,l,xt) - 2-u(xt)~y0(m,l,xt)-y0<n,j,)%))

t=0
Qa =24.936
| T Qa u3 b
L . = Qb:=L
a2m+l-Nl,n+j-N1 = T. Z (yO(m,l,xt)'yO(n,J,ﬁ)) \/fl Qb=11
t=0
b0 = (yl(m,1, X1)-yl(n,j, X1) + yl(m,1, X2)-yl(n, j, X2))-Qb

m+1-N1,n+j-N1°

D03 N1 N1 = V1M1 XD-y0(n, §, XD) + yO(m, 1, X2)-y1(n, §, X2) = y1(m.1, X1)-y0(n, j, XT) = y0(m, I, XD-yl(n, j, XD)-Qt

bl N ns o = (0,1 XT)-y0(n, j, XT) + yO(m, 1, X2)-y0(n, j, X2))-Qb

~ 1.0
7

A(E) = |:a0 + b0 + y/Eb05 + E-(bl —al) + Ez-aZ}-Qa 12 £

N\/&

u3
AlO,n+j-Nl =C AIO,O::1 Bm+l-N1 =0 BIO =1
u3
K:=100( k:=0.K h = E:=0,h..u3 f(E) == |A(B)| F(E) :=

,, L1lto* funkcijos su jvairiais nuozulnumais h grafikai:

h1:=0.1,0.2.. 1
1 T T T T T
suo(x7,0,2,h1)0.5 7]
0 | | | | |
-3 -2 -1 0 1 2
x7

NG)
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F(E)

10

Determinanty logaritminis grafikas:

100

1
0 3 6 9

9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48 51 54 57 60
E
Redukuotas determinanto grafikas:

/

N

12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48 51 54 57 60
E

Minimumy pirminés paieskos programa:

j=1.K-1
. q :=—sort(—q")
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Patiksliname ir konkrecius sunumeruojame minimumus, taip pat apskaiciuojame deSiniosios

krastinés salygos patenkinimo paklaida:

1
di(x,y,E) ==
Y B uyy,

Minimumy tikslinimo programos:
Tikrinés reikSmes:

ru(E) :=

D(x,y) « d(x,y,E)

0
76.704778
57.787721

E'=

55.973757

43.967041

39.820836

33.342392

u <« bulstoer (u0, X1, X2,ti,D, N, ti)

24.013433
23.14964
15.634645
10.106373
6.737582
1.468447

urows(u)—l ,2

JE U ows(u)-1,1

q <«

Z[(3|le|x|[v|o|ua[sr|w[p]=]o

Ep" = root(ru(E),E,E‘r ~h,E + h) 2

Epnr = root(ru(E) ,E, Ep"lr -h, Epmr + h.) . B 4.

Energijos E reikSmeés:

0
-76.697334
-57.760573
-55.986218
-43.977286
-39.784499
-33.329982
-24.015675
-23.140782
-15.608928
-10.148992

-6.771386
-1.471052

Ep! = root(ru(E),E,Ep"r —hl,Ep" + hl) ey

Epr = —root(ru(E),E, Ep'r - h2,Ep‘r + h2) E1l:=sort(Ep) El =

4

1
E2:=-El 20:= [ j o
K VE2 D(x.2): (U + E)-z

Jlo|e|e|N|o|als]|w[v|=]o

ru(E) komanda leidzia apskaiciuoti musy suformuota paklaida:
N':=100( n':=0..N
Lygties sprendimo Rungés ir Kutos metodu programa su fiksuotu zingsniu:

Z = rkfixed z0, X1, X2, N',D)

— ._ "o N -
Xn' = va’O Yn. '_Zn',l Yn. '_Zn',2 o:=— ++\/EZ

6=9.072x 10
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Palyginimo grafikas: ir aproksimavimo ,tilto* funkcijomis, ir Rungés ir Kutos metodu

banginés funkcijos y(x) sprendimo grafikai ,,persidengia“:

10

Yk(xk)

Yd(xd)

-5

6 —4 -2 0 2 4 6

xk, x, xd

Tikriniy reikSmiy (2 stulpelis) ir ju nustatymo paklaidy (3 stulpelis) lentele, kai
aproksimuojama L=13 ,tilto* funkciju:

L1=13
—3
0 46.12 -3.311x 10

| 35.642 —8.046x 10 °

2 3452 —2754x 10 °

3 28758 —5.991x 10

4 25.017 —2.688x 10

5 20274 —1.826x 10

6 15.558 —6.597x 10

7 10.944 —4.828x 10

8 6455 —1383x 10 °

9 2294 1.266x 10

~ (xd-X2)+[E2
xk:= X1 - 0.3Xs, X1 - 0.3Xs + 0.01.. X1 Yd(xd) =y e (xX2)
I X1)+/E2
xd:= X2, X2+ 0.01.. X2 + 0.3Xs VxR = 1. K XD
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Potencinés energijos u(x) grafikas: horizontalios linijos — tikrinés energijos E reikSmés:

—80

~100

AnalogiSkos (kitos) programos yra prieduose.
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10. MATHCAD O MATEMATINIU PROGRAMU PAKETAS

MATHCAD as leidzia atlikti daug jvairiy moksliniy, inZinieriniy skai¢iavimy. Tai
puikus matematinis redaktorius. Su §ia programa galime skaiciuoti papras¢iausius aritmetinius
veiksmus arba sudétingiausius procesus, naudojantis jvairiais skai¢iavimo metodais. Tai
programa, kuri yra panasi { skai¢iuokle. MATHCAD o galimybés apima jvairias matematikos
sritis: kombinatorika, tikimybiy teorija, algebra, geometrija ir t.t. Sia programa gali naudotis
ne tik studentai ar déstytojai, bet ir inzinieriai, ivairlis technikos specialistai. Programa labai
paprasta naudotis, turi labai didel¢ matematiniy metody biblioteka taip pat nesunkiai galima
pavaizdavimo rezultatus grafiSkai ar animacija. Todél §i programa yra placiai zinoma tarp
studenty ir déstytojuy, mokslo srityje.

Matematinis programy paketas MATHCAD tinka tiek mokymuisi, tiek moksliniam
darbui atlikti. Trikumas yra tai, kad simboliniy skai¢iavimy ir programavimo galimybés yra
ribotos, nes yra sunku kurti savo programas ir funkcijas.

MATHCAD’o0 pagrindinés funkcijos yra S$ios: skaiCiavimo su realaus tipo bei
kompleksiniais kintamaisiais, su vektoriais, skaliarais ir matricomis taip pat specialiyju,
elementariyjy, vartotojo ir statistiniy funkciju panaudojimas, lygéiy sprendimas, sumy ir
integraly apskai¢iavimas, simboliniai skai¢iavimai, grafiky braizymas, programavimas.

Sia matematine programa galima apskaidiuoti jvairias kombinatorines iSraidkas,
t.y.:faktoriala, deriniy skaiciy, integralus, eilu¢iy sumy skaiciy, nubraizyti 7 tipy grafikus ir t.t.
Taip pat su MATHCAD’u galima atlikti statisting duomeny analiz¢. Galima jvesti bei iSvesti
skaitinius it tekstinius duomenis bei dirbti su kintamyjy iSraiSkomis. Galima naudoti
MATHCAD o jrankiy juostas Calculus, Calculator, Graph, Math, Matrix, Symbolics ir kt.
Sios programos déka galima apibrézti ir jvesti jvairiausias funkcijas: trigonometrines,
hiperbolines, atvirksStines trigonometrines, atvirkstines hiperbolines, rodyklines, logaritmines.
Be elementariyjy ir specialiyju funkciju dar yra ir vartotojo funkcijos. Tokios funkcijos
apibréziamos rasant funkcijos identifikatoriy ir lokalinius bei globalinius kintamuosius.
Vartotojo funkcijos lokaliniai kintamieji aprasomi specialiosios funkcijos apraSymo viduje, o

globaliniai — iSor¢je. Kiekviena funkcija turi savo identifikatoriy, pvz:

y = cos(x).
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11. METODU EFEKTYVUMO PALYGINIMAS

Rudukuotos Sriodingerio lygties sprendinio ieskojome iais bidais:
1) hiperbolinio tangento ,.tilty* metodu,
2) trigonometriniy ,.tilty* metodu,
3) ,.Saudymo‘ metodu.
Gautus rezultatus, kurie buvo tiksliausi, tai buvo sprendziant hiperbolinio tangento
Lty metodu. Gautus sprendinius patikslinome Rungés ir Kutos metodu.
Hiperbolinio tangento ,,tilty* metodu mes galéjome Sriodingerio lygti spresti su gana

sudétingomis potencialinémis duobémis:

u(x7) =50

—100

O trigonometriniy , tilty* metodu, ar ,Saudymo* metodu sprgsdami mes turé¢jome

rinktis kuo paprastesnes Sriodingerio lygtis su ne tokiom painiom potencialiném duobém:

—80

33



Hiperbolinio tangento ,.tilty* metodu sprgsdami gavome tokias tikrines E reikSmes:

0
76.704778
57.787721
55.973757
43.967041
39.820836
33.342392
24.013433

23.14964
15.634645
10.106373

6.737582

1.468447

E'=

Olo|IN|Oo|a|H|W|IN|=|O

Iy
o

O paklaidos yra 10™° eilés (o =9,072x107°).

Trigonometriniy ,.tilty* metodu gavome tokias tikrines E reikSmes:

0
59.19935
52.524146
46.005636
39.800516
33.846108
28.111073
22.219343
16.797698
11.689443
6.612527
2.068373

E'=

O|lo|N|jo|jla|ld|jw|NM]|=]|O

N
o

Ir paklaida yra jau Siek tiek didesné (o =1,416x107).

Tad jei norime rasti labai tikslias reikSmes, reikia spresti hiperbolinio tangento ,,tilty*
metodu.

Sudétingesnés duobés potencinés energijos ir sprendiniy, t.y., tikriniy reikSmiy

grafikas:

=20

wxp 40

~100



ISVADOS

Redukuota Sriodingerio lygti

y'=[E+u(x)]-y=0
mes iSbandéme spr¢sdami Siais sprendimo metodais:

1) aproksimavimui naudojome hiperbolinio tangento , tilty* funkcijas,

2) aproksimavimui naudojome trigonometriniy ,,tilty* funkcijas,

3) ,,Saudymo* metodu.

Mes nustatéme, kad tiksliausios reikSmés yra gautos su tilty“ funkcijomis
(hiperbolinio tangento ,.tilto* funkciju pagalba). Tai detaliau apraséme skyrelyje ,,Metodu
efektyvumo palyginimas®. Tiksliausios ir plaCiausios galimybés yra skaiCiuojant ,tilto*
funkcijy pagalba, bet tai uztrunka daug laiko. ,,Tilto* funkcija mes pritaikéme sprgsdami ir
labai sudétingoms ,,tilto* funkciju duobéms, kurioms sprendziant kitais metodais redukuota
Sriodingerio lygti, sprendimas biina komplikuotas. Pavyzdziui, kai ,,duobé“ turi ne viena
lokalini minimuma, tai kitais metodais negalime net iSspresti. O sprendziant net labai
sudétingas duobes su ,tilto“ funkcijomis mes gauname pakankamai tikslias energijos
reikSmes. Toks uzdavinys yra labai svarbus fizikams, nes jiems yra labai svarbu zinoti ir patj
sprendini banginés funkcijos i$ kurio yra nusakomos visos fizikinés savybés, pavyzdziui:

dalelés buivimo vietos tikimybe, kuri yra lygi banginés funkcijos absoliutaus dydzio kvadratui.
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Schrodinger equation of ""bridges' and "shooting"

methods

SUMMARY

Try some Schrodinger equation with finite energy Potential energy eigenvalue pit
detection methods numerical methods.

Reduced Schrodinger equation (2) Potential energy of a particular pit exhaustively we
deal with the range of three ways:
1. Hyperbolic tangent "bridge" method,
2. Trigonometric "bridge" function method,
3. Standard "shooting" method.

Essence:

Looking for the solution of differential equation as:

=0 n=0 p

By requesting to meet and differential equations and side’s conditions. The challenge
brought together in a homogeneous system of algebraic equations and the requirement that the
coefficients of the undefined parameters to set up a matrix of zero obtained verify the energy
E of interest. In addition, the last stage of the numerical values specify the integration of the

differential equation and the Runge Kutta variable step method.
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PRIEDAI
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Tikriniy funkcijy ir reikSmiy uZdavinio sprendimas naudojant

trigonometrines ,,tilty* funkcijas:

2
suo(x,g,p) == cos(n- X2_ g) (p<x-g<p)
p

suol (x,g,p) := ;—n-sin(n- X gj-(—p <x-g<p)
p
2
—n x—
suo2(x,g,p) :——-COS(TE' g),(_p<x_ggp)
2 p
2p
X1:=-3.( X2:=3.0 Xv:=0.5(X1+ X2) Xs = X2 - X1

X

5 =
gli=-5 g2:=12( u(x):= gl{l - (ij :|-eX2 ( 2 < X22)

X1
x3:=2 x3:= Minimizqu,x3) 3 := |u(x3)| x3=1243  u3 =62.678
N:=3 NIl:=N+1 M:=N m:=0.M n:=0..N
. Xs-t
Ll:=1C L:=L1-1 1:=0..L ji=0.L  T;=NILI+ 5 t:=0.T x:=XI+
X X = Xv+p|1-L
= = Xv Al1-=
P 005 1 P 2
x— X m
1
yO(m, 1,x) := suo(x, Xl,p)( j
p

X—Xl m m X—Xl |m71|
yl(m,1,x) := suol(x, Xl,p)- + SUO(X, Xlap)'_'
p p p

Potencinés energijos su lokaliniais minimumias grafikas:

x7:= X1, X1 + 0.002.. X2

0

-20 0
0| -3.158
1| -2.456
u(x7)=40 2| -1.754
3| -1.053

X= R

—60 4| -0.351
5 0.351
6 1.053
—80 7 1.754
-3 =2 -1 0 1 2 3 8 2.456
x7 9 3.158
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x— X

m X—X] |m—1| = X |m—2|
y2(m,1,x) := su02(x, Xl,p)~( 1} + 2-su01(x, Xl,p)~2~(—J + suo (x, Xl,p)- m(m— 1) ( 1}
p p p pp p

NN i () Ay < i) oy i)

—

T
a1m+1‘N1 NI = ? Z (y2(m,1,xt)-y0(n,j,xt) + y2(n,j,xt)-y0(m,l,xt) - 2~u(xt)-y0(m,l,xt)-y0<n,j,)g())
t=0

a2 =

mt1- N1, ntj- N1 % (yo(m’l”‘t)'yo(“’j’xt)) - N

L=

b0m+l NI, n+j NI =(yl(m,1, X1)-yl(n,j, X1) + yl(m,1, X2)-yl(n,j, X2))-Qb

bOS, 1 1 eyt = O IL XDY0m.. XD + Y01 XD y1(n,J. X3 - Y11, XD-y0(n, . XD - y0(m.1, XDy 1(n, . XD)-Qt

b1m+1 NI, n+ NI = (yO(m, 1, X1)-y0(n, j, X1) + yO(m,1, X2)-y0O(n, j, X2))-Qb

; T 1.0
A(E) :=| a0 + b0 + /E:b05 + E-(bl —al) + E -az]-Qa- 1+ 1.5-(—3)
u

p =0.702

L
/&XX) = Z suo (x, Xl,p)
1=0

,» T1lto funkcijos su jvairiais nuozulnumais h grafikas:

x7:=-4,-3.99..4

1

S(x7)0.5

x7
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Al

0,n+j NI~ 0,0° m+1 N1~ 0
3
K;=200 k:=0.K h = UE E:=0,h..u3 f(E) == |A(B)| F(E) = 9\/f(E)
Determinanty logaritminis grafikas:
110"
110" i
f(E) 1-10"

1-10

AFAATRATASVSNDNA
= U \V/ \/U

0 35 7 10.51417.52124.52831.53538.54245.549 52.556 59.563 66.5 70
E

Redukuotas determinanto grafikas:

100

F(E)

10
0 35 7 10.51417.52124.52831.53538.54245.549 52.556 59.563 66.5 70
E
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=—k V. = j=1.K-1 '=(V.  >V.)(V. >V
KT Mk f(Vk) ! 9j ( i1 J) ( j+1 J) Y q :=—sort(—q')
K-1 y
R:= >0 1
W Z (qJ ” ) r:=0.R E' :=q ti:=10 15 d(x,y,E) =
=1 r (E+u(®)y,
_ - Nr:=rows(E
Tk (E)
£
ru(E) :=| Ju0 « \/I_E Nr=11
—E 0
€
_u3 0| 59.19935
D(x,y) < d(x,y,E) ho = ONr 1| 52.524146
u <« bulstoer (u0, X1, X2,ti,D, N, ti) 2 | 46.005636
u h0 = 0.633 3| 39.800516
rowsw-1,2 g 4] 33846108
-1,1
JE rows(u)-1, 5| 28111073
q 6| 22219343
- - 7| 16.797698
8| 11.689443
Ep" := root(ru(E) .E,E{ ~ h0,E! + ho) h':=10 ~ho 9| 6.612527
r r r 10| 2.068373
_ 4
Ep" = root(m(E),E,Ep"‘ —h',Ep"™ + h') hl:=10 k'
T T T
Ep' = root(m(E),E,Ep"r —hl,Ep" + hl) h2:=10 *h1
Epr = —root(m(E),E, Ep'r - h2,Ep'r + h2) El:=sort(Ep)
1 4
E2:=-El z0:= D(x,2) :=
7 JVE2 (¥ + E)-z
N':= 100( n':=0.N Z = rkfixed z0, X1, X2, N', D) 0
' 0| -59.256719
' YN _ 1| -52.559665
Xn' = ZII', 0 yn' = ZII', 1 y o = Zn,’ 2 o = —y ' ++ EZ 2 46.065002
N 3| -39.776885
_5 4| -33.700269
—E1.(— - = El=
B o Elr( u(xn,) > Elr) o =1416x 10 =T 841416
xk:= X1 - 0.3Xs, X1 - 0.3Xs + 0.01.. X1 xd:= X2, X2 + 0.01.. X2 + 0.3Xs 6| -22.208664
7| -16.813637
8| -11.673854
xk=X1)-/E2 ~ (xd&-X2)+/ E2
Vi =l 2 Yd(xd) :=y-e ( 9| -6.824004
10( -2.397411
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Palyginimo grafikas: ir aproksimavimo ,tilto* funkcijomis, ir Rungés ir Kutos metodu

banginés funkcijos y(x) sprendimo grafikai ,,persidengia“:

100

Potencinés energijos u(x) grafikas: horizontalios linijos — tikrinés energijos E reikSmés:

0

xk, x, xd

—20

u(x7)
Er, n'

~60

—80
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Tikriniy funkcijy ir reik§miy uzdavinio sprendimas naudojant ,,Saudymo*

metodg:
x1+ x2
xl:=-5 x2:=¢€ XV = 5 r:=4 R;=x2—-x1  N:=999¢ n:=0..N
- ( 2 ) 2n
£:=0z u(x) =g (x—xD-(x—xQ\x + 4/)- (x> x1)-(x< x2) tn =xv+ 0.7R F -1
x2
y ti:=10 15 J vV u®| dx
1 x1
d(x,y,E) = U =u(t Um:= |min(U Wi=—
CYE B woy, wim () jminU)} R

Sprendimo Rundés ir Kutos kintamu zingsniu programa:

—Er | Potenciné duobé ir tikrinés energijos E
w 1 v o
e reikSmés:
ru(E) :=| Ju0 « \/TE
—Er 0
w

e
D(x,y) « d(x,y,E)
u <« bulstoer (u0,x1,x2,ti,D, N, ti) U =50

urows(u)—l ,2

q< JE U ows(u)-1, 1
~100
Llq ) -10 -5 0 5 10
t
E0:=1 h:=04 Eg:=Unr E:=E0,E0+ h..E E) :=ru(E 9
g g qB =@ QE) = Ja®)

Tikrinés reik§més Zvalgybos grafikas:
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Eg - EO
K =1l - = (- . - '
K oor( . 1) ki=0.K E =E0+hk q: Q(Ek)

k

K
k:=1.K P:= z (q'k_l-q'k<0) 2, =0

Eq :=augment(E',q")

Tikrinés reikSmés ir paklaidos f-ija:

k=1 K =176
0 1
7= (q'k_l-q'k < 0)-E'k_1 + <I>(q'k_1~q'k)-Urr he=10 2h 0| -68.595412 0 1] 1112
1| -61.895211 1 14| 1.024
z':=sort(z) Z':=submatrix(z',1,P,0,0) p:=0..P-1 2 _55.41319 2 18 0.912
_4 3| -49.17252 3 22| -0552
Ep" = root(q(E),E,Z'p,Z'p + h) hi:=10 "-h' 2 22202097 p 2ol 0812
— B EEn" - b B b 4 5| -43.2042 5 3| -0.866
Py = r°°t(q( ),E,Ep" —h%.Ep" + h) h2:=10 “hl 6| -38.492054 6 34| -0.858
7| -37.552561 7 38| -0.832
Ep! = root(q(E).E.Ep' ~hl.Ep" + hi) -
P, i=root{q(E), E, Ep" —h1,Ep", + hl P=2 8| -33.153885 8 42| -0.791
9| -32.288275 9 46| -0.731
ep_ :=—root(q(E),E,Ep' — h2,Ep' +h2) Ep := sort
Pp (a® Pp Pp pi=sort(ep) Ep =5 55 312036] Ea=[70 5] 0615
11| -27.55084 11 54| 0635
8= FRAME + 3 El:=Ep 12| -24.447563 12 58] 0.679
Elr 13| -23.39287 13 62| 0685
o W 14| -21.050669 14 66| 0.674
w0 = bixy) Y 15| -18.884495 15 7] 0.649
Elr X,y) = -
(<E1+ u(x)-y 16| -16.385897 16 74| 061
e ¥ JTET 0 17| -13.753056 17 78] 0545
18] -10.979917 18 82| -0.471
19| -8.099332 19 86| -0.545
M :=1000( m:=0.M ¢ := rkfixedu0, x1,x2, M, D) 20 -5.145117 20 9| -0.559
, 21| -2.19383 21 94| -0.555
M 2
. 1 2 (¢0,1) + ((I)N,l)
/&:N':M_i_l.z (¢n,1) + zm Xm::(I)m,O
n=0
0m, 1 VTEI(t,-x1) ~VTE1] (t,x2)
— (. . 3 . n .
Pn 1= T ', = Doe (tn<xl)+(DMe (tn>x2)
Normuotos banginés funkcijos grafikas:
4
2
)
0
(I)Y
-2
10 -5 0 5 10 45

X, t




