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I�VADAS

"What is a zeta-function? We know it when we see one."

M. N. Huxley

Visos klasikin
es dzeta ir L funkcijos apibr
eºiamos Dirichl
e (Dirichlet) eilut
emis [11],

[13], kurios yra vienas i² svarbiausiu� objektu�, tiriant daugeli� analizin
es skai£iu� teorijos

problemu�. Magistro darbe nagrin
esime 1989 m. A. Selbergo (Atle Selberg) apibr
eºt¡ [21]

pla£i¡ paprastu�ju� Dirichl
e eilu£iu�

L(s) =
∞∑

m=1

am
ms

, s = σ + it,

klas¦, turin£i¡ Oilerio sandaug¡, analizini� prat¦sim¡, Rymano tipo funkcin¦ lygti� ir ten-

kinan£i¡ Ramanudºano hipotez¦ koe�cientams am. �i¡ L funkciju� klas¦ ºym
esime S.

Min
etame [21] darbe A. Selbergas nagrin
ejo L funkciju� tiesiniu� kombinaciju� reik²miu�

pasiskirstym¡, suformulavo tam tikras hipotezes ir teoremas klas
es S funkcijoms. �iandi-

enin
eje matematiniu� problemu� gausyb
eje L funkcijas pla£iai nagrin
eja daugyb
e matemati-

ku�: Bombieris (E. Bombieri), Konris (J. B. Conrey), Go²as (A. Gosh), Heihalas (D.

A. Hejhal), Perelis (A. Perelli), �taudingas (J. Steuding) [4]-[6], [9], [10], [15], [17]-[22],

min
etuose darbuose daugiausiai d
emesio skiriama Selbergo hipoteziu� klasei S sandaros

tyrimui, funkciju� reik²miu� pasiskirstymui. Kadangi klas
e S yra pakankamai plati ir

sud
etinga, dauguma matematiku� paraleliai nagrin
eja tam tikrus jos poklasius. Keletas

Selbergo klas
es poklasiu� pateikti ir tyrin
eti [4]-[15], [19], [20] [22], [23].

Magistro darbe nagrin
esime Selbergo klas
es poklasi� S̃, kuri� 2002 m. apibr
eº
e J. �taudin-

gas [22], [23]. I²sam	us Selbergo klas
es ir min
eto poklasio apibr
eºimai bei funkciju� pavyzdºiai

pateikiami 1 skyriuje.

Pradedant Boro (H. Bohr) ir Jeseno (B. Jesen) darbais, [2], [3], funkciju�, apibr
eºtu�

Dirichl
e eilut
emis, asimptotin
e elgsena nusakoma tikimybin
emis ribin
emis teoremomis

(pavyzdºiui [9], [11], [12], [15] darbai). Ribines teoremas tikimybiniu� matu� silpno kon-

vergavimo prasme poklasio S̃ funkcijoms analiziniu� funkciju� erdv
eje pateik
e J. �taudin-

gas [23], kompleksin
eje plok²tumoje − R. Macaitien
e [15]. Ribin
es teoremos analiziniu�
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funkciju� erdv
eje yra taikomos Dirichl
e eilu£iu� universalumo i�rodymuose. Tokios ribin
es

teoremos klas
es S̃ funkcijoms pateiktos [23].

Tam, kad gal
etume suformuluoti min
etus J. �taudingo ir R. Macaitien
es rezultatus

i�vesime paºym
ejimus.

Tegul G yra kompleksin
es plok²tumos sritis, H(G) − analiziniu� srityje G funkciju�

erdv
e su tolygaus konvergavimo ant kompaktu� topologija. Paºym
ekime B(U) erdv
es U

Borelio aibiu� klas¦, γ − vienetini� apskritim¡ {s ∈ C : |s| = 1} kompleksin
eje plok²tumoje

ir

Ω =
∞∏
p

γp,

begaliniamati� erdvini� tor¡, kur γp = γ visiems pirminiams p. Su sandaugos topologija

ir pata²kine daugyba begaliniamatis toras Ω, pagal Tichonovo teorem¡, yra kampaktin
e

topologin
e Abelio grup
e. Tod
el erdv
eje (Ω,B(Ω)) gali b	uti apibr
eºtas tikimybinis Haro

matas mH . Gauname tikimybin¦ erdv¦ (Ω,B(Ω),mH).

Tegul

D0 =

{
s ∈ C : max

(
1

2
, 1− 1

dL

)
< σ < 1

}
,

kur dL yra funkcijos L ∈ S laipsnis, apibr
eºiamas suma

dL = 2
r∑

j=1

λj.

�inoma [17], kad dL ≥ 1, kai 1 ̸= L ∈ S.

Tegul ω(p) yra elemento ω ∈ Ω projekcija i� koordina£iu� erdv¦ γp. Paºym
ekime

L0(s, ω) =
∏
p

k∏
j=1

(
1− cj(p)ω(p)

ps

)−1

, s ∈ D0, (1)

H(D0)-reik²mi� atsitiktini� element¡, apibr
eºt¡ tikimybin
eje erdv
eje (Ω,B(Ω),mH), o PL0−

atsitiktinio elemento L0(s, ω) skirstini�

PL0(A) = mH(ω ∈ Ω : L0(s, ω) ∈ A), A ∈ B(H(D0)).

A teorema [22], [23]. Tegul L ∈ S̃. Tuomet tikimybinis matas

PT (A) =
1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : L(s+ iτ) ∈ A}, A ∈ B(H(D0)),

3



kai T → ∞, silpnai konverguoja i� mat¡ PL0.

�ia meas{A} − ma£ios aib
es A ⊂ R Lebego matas.

Analogi²k¡ rezultat¡ R. Macaitien
e gavo kompleksin
eje plok²tumoje.

B teorema [15]. Tarkime, kad L(s) ∈ S̃. Tuomet tikimybinis matas

PT (A) =
1

T
meas{t ∈ [0;T ] : L(σ + it) ∈ A}, A ∈ B(C),

kai T → ∞, silpnai konverguoja i� atsitiktinio elemento L(σ, ω) skirstini�

PL(A) = mH(ω ∈ Ω : L(σ, ω) ∈ A), A ∈ B(C).

�iuo atveju

L(σ, ω) =
∏
p

k∏
j=1

(
1− cj(p)ω(p)

ps

)−1

, σ > max
(1
2
, 1− 1

dL

)
.

Svarbu pamin
eti, kad J. �taudingas nagrin
ejo klas
es S̃ funkciju� universalum¡, tod
el

apibr
eºdamas ²i¡ klas¦ i�ved
e du reikalavimus. Ta£iau tikimybiniu� ribiniu� teoremu� i�rodymui

naudojamas tik vienas poklasi� S̃ apibr
eºiantis reikalavimas (poklasio S̃ apra²as pateikia-

mas 1 skyriuje). Tokiu atveju prasminga nagrin
eti S̃ pl
etini� S̃ ′, apribot¡ tik ²iuo reikala-

vimu. Bendru atveju, klas
e S yra mermor�niu� funkciju�, turin£iu� r eil
es poliu� ta²ke s = 1,

klas
e. Tod
el, ²ios klas
es L funkciju� asimptotin
es savyb
es geriausiai nusakomos ribin
emis

teoremomis meromor�niu� funkciju� erdv
eje.

Darbo tikslas - i�rodyti ribin¦ teorem¡ silpno tikimybiniu� matu� konvergavimo prasme

poklasio S̃ ′ funkcijoms meromor�niu� funkciju� erdv
eje.

Tegul C∞ = C ∪ {∞} yra Rymano sfera su metrika d, apibr
eºta formul
emis

d(s1, s2) =
2|s1 − s2|√

1 + |s1|2
√
1 + |s2|2

, d(s,∞) =
2√

1 + |s|2
, d(∞,∞) = 0,

kur s, s1, s2 ∈ C. Sri£iai G i² C apibr
eºiame meromor�niu� srityje G funkciju� g : G →

(C∞, d) erdv¦ M(G) su tolygaus konvergavimo ant kompaktu� topologija. �ioje topologi-

joje, {gn} ⊂ M(G) konverguoja i� funkcij¡ g ⊂ M(G), jei kiekvienam kompakti²kam

poaibiui K i² G teisinga lygyb
e

lim sup
n→∞s∈K

d(gn(s), g(s)) = 0.
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Pastebime, kad erdv
e H(G) yra M(G) poerdvis.

Nagrin
ekime kompleksin
es plok²tumos sriti�

D =
{
s ∈ C : σ > max

(1
2
, 1− 1

dL

)}
.

Tegul L(s, ω) yra H(D)-reik²mis atsitiktinis elementas, apibr
eºtas tikimybin
eje erdv
eje

(Ω,B(Ω),mH) (1) formule, s ∈ D. Paºym
ekime PL elemento L(s, ω) skirstini�.

Pagrindin
e teorema. Tarkime, kad L ∈ S̃ ′. Tuomet tikimybinis matas

PT,L(A) =
1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : L(s+ iτ) ∈ A}, A ∈ B(M(D)),

kai T → ∞, silpnai konverguoja i� mat¡ PL.

Darb¡ sudaro 4 skyriai, i²vados, santrauka anglu� kalba, literat	uros s¡ra²as, ºym
ejimai.

Pirm¡jame darbo skyriuje pateikiame i²samu� Selbergo klas
es ir nagrin
ejamo poklasio

apra²¡.

Kad darbas b	utu� lengvai skaitomas, antr¡jame skyriuje pateikiamos pagrindin
es var-

tojamos s¡vokos ir teoremos.

Kadangi pagrindin
es teoremos i�rodymas remiasi ribine teorema analizin
eje funkciju�

erdv
eje bei jungtine ribine teorema meromor�niu� funkciju� erdv
eje, tre£i¡jame darbo skyriu-

je i�rodomos pagalbin
es ribin
es teoremos tikimybiniu� matu� silpno konvergavimo prasme,

pateikiami reikalingi ergodi²kumo aspektai.

Apibr
eºimai, teiginiai, teoremos ar lemos, ºymimi trimis skai£iais: pirmasis skai£ius

nurodo skyriaus numeri�, antrasis − poskyrio, tre£iasis − teiginio numeri� poskyryje. For-

mul
es ºymimos skliaustuose dviem skai£iais: pirmasis i² ju� nurodo skyriaus, antrasis −

formuliu� jame numerius. Teoremu� i�rodymu� pabaiga ºymima simboliu N.
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1 SELBERGO KLAS 
ES IR NAGRIN 
EJAMO

POKLASIO APRA�AI

Kaip jau min
ejome i�vade, A. Selbergas apibr
eº
e paprastu�ju� Dirichl
e eilu£iu�

L(s) =
∞∑

m=1

am
ms

, s = σ + it,

klas¦ S, tenkinan£i¡ reikalavimus (hipotezes):

• Ramanudºano hipotez
e: kiekvienam ϵ > 0, a(m) ≪ mϵ.

Jei tenkinama ²i hipotez
e, Dirichl
e eilut
e konverguoja absoliu£iai pusplok²tum
eje σ > 1

ir tolygiai kiekviename kompakti²kame poaibyje. Pagal Vejer²traso teorem¡, funkcija L(s)

yra analizin
e pusplok²tum
eje σ > 1.

• Analizinis prat¦simas: egzistuoja sveikasis skai£ius r ≥ 0, toks kad (s− 1)rL(s) yra

sveikoji baigtin
es eil
es funkcija.

• Funkcin
es lygties egzistavimas: teigiamiems sveikiesiems skai£iams Q ir λj, bei

kompleksiniams skai£iams µj, ℜµj ≥ 0, ir w, |w| = 1, j = 1, ..., l funkcija

ΛL(s) = L(s)Qs

l∏
j=1

Γ(λjs+ µj) = L(s) · γ(s),

tenkina funkcin¦ lygti�

ΛL(s) = wΛL(1− s).

Pavyzdºiui:

1)π− s
2Γ( s

2
)ζ(s) = π− 1−s

2 Γ(1−s
2
)ζ(1− s);

2)(π
d
)−

1−s+δ
2 Γ(1−s+δ

2
)L(1− s, χ) = iδ

√
d

τ(χ)

(
π
d

)− s+d
2

Γ( s+δ
2
) · L(s, χ),

kur L(s, χ)− Dirichl
e L funkcija, kai χ(m)− primityvus charakteris moduliu d.

• Turi Oilerio (L. Euler) sandaug¡: egzistuoja skai£iai b(pα), tenkinantys i�verti�

b(pα) ≪ pαθ, su tam tikrais θ < 1
2
tokiais, kad

L(s) =
∏
p

exp
{ ∞∑

α=1

b(pα)

pαs

}
.
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Taigi, i² £ia akivaizdu, kad joks elementas L ⊂ S̃ n
era lygus nuliui absoliutaus

konvergavimo pusplok²tum
eje σ > 1.

Nuliu� pasiskirstymo Selbergo klas
eje klausimai yra esminiai. Jei kuris nors i² aptartu�

apribojimu� b	utu� i²mestas, gauta platesn
e klas
e apimtu� Dirichl
e eilutes, kurios prie²tarauja

Rymano hipotezei.

Pateiksime kelet¡ Selbergo klas
es nariu� pavyzdºiu�:

• Rymano dzeta funkcija

ζ(s) =
∞∑

m=1

1

ms
, σ > 1

• Dirichl
e L funkcijos

L(s, χ) =
∞∑

m=1

χ(m)

ms
=

∏
p

(
1− χ(p)

ps

)−1

,

£ia χ− charakteris i² multiplikatyvios grup
es Z∗
q (tarpusavyje pirminiu� liekanu� klas
es

moduliu q).

Pastebime, jog ζ(s) yra specialus atvejas, atitinkantis charakteri� moduliu 1.

• Heck
es L funkcijos

LK(s, χ) =
∑
I

χ(I)

N(I)
, σ > 1,

susietos su algebriniu� skai£iu� lauku K. �ia I perb
ega nenulinius idealus sveiku�ju� skai£iu�

ºiede i² K; N(I) ºymi I norm¡, o χ− baigtin
es ar begalin
es eil
es Heck
es charakteri�.

• Su atitinkamais apribojimais ir normavimu, klasei S priklauso holomor�niu� moduliniu�

formu� F Heck
es L funkcijos

LF (s) =
∞∑

m=1

c(m)

ms
=

∏
p

(
1− α(p)

ps

)−1(
1− β(p)

ps

)−1

,

kur c(p) = α(p) + β(p), F (z) yra holomor�n
e modulin
e forma, o c(m) − jos Furje koe�-

cientai.

• Artino L funkcijos, priklauso aibei S, jei teisinga Artino hipotez
e.

Visi ºinomi funkciju� i² Selbergo klas
es pavyzdºiai yra automor�n
es arba hipoteti²kai

automor�n
es L funkcijos.
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Kaip jau min
ejome Selbergo klas
e yra pakankamai plati ir sud
etinga, tod
el dauguma

matematiku�, kaip Bombieris, Konris, Go²as, Heihalas, Perelis , �taudingas nagrin
eja tam

tikrus klas
es S poklasius.

Magistro darbe nagrin
ejamas Selbergo klas
es poklasis S̃, 2002 metais apibr
eºtas J. �tau-

dingo.

Funkcija L ∈ S̃ ⊂ S, jei papildomai tenkinami reikalavimai (hipotez
es):

• Polinomin
es Oilerio sandaugos egzistavimas: kiekvienam pirminiam p ir j = 1, ..., k

egzistuoja kompleksiniai skai£iai cj, tenkinantys s¡lyg¡ |cj(p)| ≤ 1, tokie, kad

L(s) =
∏
p

k∏
j=1

(
1− cj(p)

ps

)−1

.

�i hipotez
e duoda, kad koe�cientai am yra multiplikatyv	us, ir kad kiekvienas Oilerio fak-

torius gali b	uti i²rei²kiamas Dirichl
e eilute. S¡lyga |cj(p)| ≤ 1 pakei£ia Ramanudºano

hipotez¦ klas
eje S.

• Vidurkio kvadrato apibr
eºimas: egzituoja teigiama konstanta κ tokia, kad

lim
x→∞

1

π(x)

∑
p≤x

|a(p)|2 = κ,

kur

π(x) =
∑
p≤x

1.

�i hipotez
e duoda, jog egzistuoja be galo daug pirminiu� skai£iu�, kuriems (ne visiems) cj(p)

art
eja i� nuli�.

Akivaizd	us poklasio S̃ elementai yra ²ios funkcijos :

• Rymano dzeta funkcija ζ(s).

• Dirichl
e L funkcijos L(s, χ) su primityviu charakteriu χ.

• Heck
es L funkcijos

LK(s, χ) =
∑
I

χ(I)

N(Is)
=

∏
p

(
1− χ(p)

N(p)s
)−1

,

£ia suma yra imama vir² visu� nenuliniu� idealu�, o sandauga − vir² visu� pirminiu� idealu� i²

algebriniu� skai£iu� lauko K.
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• normuotos L funkcijos susijusios su naujausiomis formomis.

• Dedekindo dzeta funkcija ζK(s) =
∑
I

1
N(I)s

.

• Rankino- Selbergo L funkcijos.

Darbe nagrin
esime Selbergo klas
es funkciju�, tenkinan£iu� tik pirm¡ji� − polinomin
es

Oilerio sandaugos egzistavimo − reikalavim¡, poklasi�, t.y. klas
es S̃ pl
etini� S̃ ′.
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2 NAUDOJAMI APIBR 
E�IMAI, S�VOKOS IR

REZULTATAI

�iame skyriuje pateikiami matematin
es analiz
es, analizin
es skai£iu� teorijos, tikimybiu�

teorijos bei silpno matu� konvergavimo teorijos apibr
eºimai, terminai ir teoremos, supaºin-

dinama su reikalingomis transformacijomis bei ergodin
es teorijos elementais.

2.1 KOMPLEKSINIO KINTAMOJO IR DIRICHL 
E EILU�IU�

KONVERGAVIMO TEORIJOS ELEMENTAI

Tarkime, kad srityje G yra apibr
eºta funkcija w = f(z).

2.1.1 apibr
eºimas. Funkcija f(z) yra vadinama tolydºia ta²ke z0 ∈ G, jeigu

lim
z→z0

f(z) = f(z0).

Jeigu funkcija w = f(z) yra tolydi kiekviename srities G ta²ke, tai ji yra vadinama

tolydºi¡ja srityje G.

Pavyzdºiui, funkcija f(z) = z2 yra tolydi visoje kompleksin
eje plok²tumoje.

Tarkime, jog {gm(z) : m ∈ N} yra vienareik²miu� kompleksinio kintamojo z funkciju�,

apibr
eºtu� srityje G, seka. Funkcin
es eilut
es

∞∑
m=1

gm(z) (2.1)

konvergavimas apibr
eºiamas pana²iai kaip ir kompleksiniu� nariu� eilut
es konvergavimas.

Tegul

Sn(z) =
n∑

m=1

gm(z).

Sakome, jog srityje G (2.1) eilut
e konverguoja, jeigu egzistuoja riba

lim
n→∞

Sn(z) = S(z) ̸= ∞, z ∈ G.
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I² ²ios ribos apibr
eºimo turime, jog (2.1) funkciju� eilut
e konverguoja srityjeG, jei kiekvien¡

ta²ko z ∈ G reik²m¦ ir bet kuri� teigiam¡ skai£iu� ϵ atitinka toks teigiamas skai£ius

N = N(z, ϵ), kad

|Sn(z)− S(z)| < ϵ, kai n > N.

�iuo atveju (2.1) eilut
es suma S(z) taip pat yra kompleksinio kintamojo funkcija, tod
el

svarbu ºinoti jos funkcines savybes. (2.1) eilut
e konverguoja tolygiai srityje G i� funkcij¡

S(z), jeigu kiekvien¡ teigiam¡ skai£iu� ϵ atitinka toks sveikasis skai£ius N = N(ϵ), kad

visiems z ∈ G

|Sn(z)− S(z)| < ϵ, kai n > N.

Daºnai naudojamas Ko²i tolygaus konvergavimo kriterijus. Tam, kad (2.1) eilut
e konver-

guotu� tolygiai srityje G, b	utina ir pakankama, kad kiekvien¡ skai£iu� ϵ > 0 atitiktu� toks

nepriklausantis nuo z skai£ius N = N(ϵ), kad visiems n ≥ N , k ∈ N ir z ∈ G, b	utu�

tenkinama nelygyb
e ∣∣∣∣ n+k∑
m=n+1

gm(z)

∣∣∣∣ < ϵ.

Yra ºinoma ir pakankamai paprasta tolygaus eilut
es konvergavimo pakankama s¡lyga

(Vejer²traso poºymis). Tarkime, jog (2.1) eilut
es nariams srityje G teisinga nelygyb
e

|gm(z)| ≤ gm, m ∈ N,

ir skai£iu� eilut
e
∞∑

m=1

gm

konverguoja. Tuomet (2.1) eilut
e srityje G konverguoja tolygiai (ir absoliu£iai).

Jeigu (2.1) eilut
es nariai yra tolydºios funkcijos srityje G ir toje srityje eilut
e konver-

guoja tolygiai, tai jos suma S(z) yra tolydi srityje G funkcija.

Aib
e kompleksin
es plok²tumos ta²ku� z, kuriems (2.1) eilut
e konverguoja, vadinama

tos eilut
es konvergavimo sritimi.

2.1.2 apibr
eºimas. Sakykime, kad E ⊂ C − atviroji aib
e, o funkcija f : E → C.

Funkcij¡ f vadinsime diferencijuojama kompleksine prasme ta²ke z0 ∈ E, jei egzistuoja
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riba

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
∈ C, z ∈ E.

�i riba ºymima f ′(z0) arba
df(z0)
dz0

ir vadinama funkcijos f i²vestine ta²ke z0.

2.1.3 apibr
eºimas. Funkcija f , diferencijuojama C prasme visuose aib
es E ⊂ C

ta²kuose, vadinama analizine (reguliari¡ja, holomor�ne) aib
eje E.

2.1.4 apibr
eºimas. Jei funkcija f : C → C yra analizin
e kompleksin
eje plok²tum
eje,

i²skyrus galb	ut, jos poliu� ta²kus, tai ji vadinama meromor�ne funkcija.

2.2 TIKIMYBIU� TEORIJOS BEI TIKIMYBINIU� MATU�

SILPNO KONVERGAVIMO PAGRINDAI

2.2.1 apibr
eºimas. Neneigiama funkcija P , apibr
eºta ²eimoje F ir turinti savybes

a) P (Ω) = 1;

b) P (
∞∪

m=1

Am) =
∞∑

m=1

P (Am) visoms Am ∈ F tokioms, kad Ak ∩ Al ̸= 0, jei k ̸= l,

vadinama tikimybiniu matu.

2.2.2 apibr
eºimas. Tarkime, kad Ω yra netu²£ia aib
e. Aib
es Ω poaibiu� sistema F

vadinama Borelio k	unu (σ-k	unu), jei:

a) Ω ∈ F ;

b) Ac ∈ F , kai A ∈ F (kur Ac aib
es A papildinys);

c)
∞∪

m=1

Am ∈ F visoms Am ∈ F , m = 1, 2, .....

2.2.3 apibr
eºimas. Trejetas (Ω,F ,P) vadinamas tikimybine erdve.

2.2.4 apibr
eºimas. Tarkime, A yra aibiu� sistema. Minimalus Borelio k	unas, talpi-

nantis savyje sistem¡ A, vadinamas Borelio k	unu generuotu sistemos A.

Tegul T topologin
e erdv
e, o B(T ) − erdv
es T Borelio aibiu� klas
e, t.y. visu� atviru�

aibiu� sistemos generuotas erdv
es σ-k	unas. Tada kiekvienas matas klas
eje B(T ) vadinamas

Borelio matu.
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Darbe nagrin
esime erdv¦ S, jos Borelio aibiu� klas¦ B(S) bei naudosime metriniu� erdviu�

matus.

2.2.5 apibr
eºimas. Aibiu� S klas
e A vadinama determinuojan£ia klase, jei

P (A) = Q(A), visoms A ∈ A, kur P ir Q − tikimybiniai matai i² (S,B(S)).

Tikimybiniu� metodu� panaudojimo id
eja, tyrin
ejant funkciju�, apibr
eºtu� Dirichl
e eilu-

t
emis, reik²miu� pasiskirstym¡, yra grindºiama silpno tikimybiniu� matu� konvergavimo

taikymu. Tai vienas pagrindiniu� asimptotiniu� metodu�.

Tarkime, kad Pn ir P − tikimybiniai matai erdv
eje (S,B(S)).

2.2.6 apibr
eºimas. Sakome, kad Pn silpnai konverguoja i� P, kai n → ∞, jei∫
S

fdPn →
∫
S

fdP, n → ∞,

kiekvienai realiai, apr
eºtai, tolydºiai funkcijai f i² S.

�ym
esime Pn ⇒ P .

2.2.7 apibr
eºimas. Aib
e A ∈ B(S) yra mato P tolydumo aib
e, jei P (∂S) = 0 (sienos

matas lygus 0).

Yra ºinoma keletas ekvivalen£iu� tikimybiniu� matu� silpno konvergavimo i²rai²ku�.

2.2.8 teorema. Tegu Pn ir P yra tikimybiniai matai erdv
eje (S,B(S)). Tada ²ie trys

tvirtinimai yra ekvivalent	us:

1. Pn ⇒ P ;

2. lim
n→∞

Pn(A) = P (A) visoms mato P tolydumo aib
ems;

3. lim
n→∞

Pn(G) ≥ P (G) visoms atviroms aib
ems G.

Teoremos i�rodym¡ galima rasti [1].

Darbe naudosime kit¡, paprastesni� silpno konvergavimo kriteriju� ([1], 2.1.3 teorema).
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2.2.9 apibr
eºimas. Pn ⇒ P tada ir tik tada, jei i² kiekvieno posekio {P ′
n} galima

i²skirti kit¡ poseki� {P ′′
n } taip, kad P

′′
n ⇒ P .

2.2.10 apibr
eºimas. Aib
e A ⊂ S vadinama kompakti²ka, jei kiekvienas jos atviras

denginys turi baigtini� dengini�.

2.2.11 apibr
eºimas. Apibr
eºtu� erdv
eje (S,B(S)) tikimybiniu� matu� ²eima {P} yra

reliatyviai kompakti²ka, jei kiekvienas elementu� i² {P} posekis turi silpnai konverguojanti�

poseki�.

2.2.12 apibr
eºimas. �eima P yra suspausta (tir²ta), jei ∀ε > 0 egzistuoja kompak-

ti²ka aib
e K ⊂ S tokia, kad P (K) > 1− ε, visiems P i² {P}.

Taip pat pateiksime Prochorovo teoremas, kurios atlieka pagrindini� vaidmeni� tikimy-

biniu� matu� silpno konvergavimo teorijoje. �ios teoremos susieja reliatyvaus kompak-

ti²kumo s¡vok¡ ir suspaustumo (tir²tumo) s¡vokas bei labai daºnai naudojamos taiky-

muose.

2.2.13 teorema. Jei tikimybiniu� matu� ²eima {P} yra tir²ta, tai ji yra ir reliatyviai

kompakti²ka.

2.2.14 teorema. Tegul S − pilna separabili metrin
e erdv
e. Jei apibr
eºtu� erdv
eje

(S,B(S)) tikimybiniu� matu� ²eima {P} yra reliatyviai kompakti²ka, tai ji yra ir suspausta

(tir²ta).

2.2.13, 2.2.14 teoremu� i�rodymai yra pateikti [1].

Tegul S1 ir S2 metrin
es erdv
es, o B(S1), B(S2)− ju� Borelio aibiu� klas
es. Tegul

h : S1 → S2 yra i²matuojamas atvaizdis, o P tikimybinis matas erdv
eje (S1,B(S1)).

Tuomet ²is matas indukuoja erdv
eje (S2,B(S2)) vieninteli� tikimybini� mat¡ Ph−1, apibr
e-

ºiam¡ lygybe

Ph−1(A) = P (h−1A), A ∈ B(S2)

2.2.15 apibr
eºimas. Funkcija h : S1 → S2 yra mati, jei h−1B(S2) ⊂ B(S1), tai yra,

h−1A ∈ B(S1) visoms A ∈ B(S2).
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2.2.16 apibr
eºimas. Funkcija h : S1 → S2 yra tolydi, jei aib
e h−1G2 yra atvira

separabilioje metrin
eje erdv
eje S1 kiekvienai atvirai aibei G2 ∈ S2.

2.1.17 teorema. Tegu h : S1 → S2 tolydi funkcija. Tada i² Pn ⇒ P , kai n → ∞,

i²plaukia, kad Pnh
−1 ⇒ Ph−1.

�i teorema yra atskiras 5.1 teoremos i² [1] atvejis.

Tegul h ir hn− ma£ios funkcijos i² S1 i� S2 ir

E = {x ∈ S1 : hn(xn) 9 h(x) visiems xn → ∞, kai n → ∞}.

2.2.18 teorema. Tarkime, Pn ⇒ P ir P (E) = 0. Tada Pnh
−1
n ⇒ Ph−1.

Teoremos i�rodym¡ galima rasti [1], 5.5 teorema.

Darbe nagrin
esime tikimybiniu� matu� silpn¡ konvergavim¡ PT ⇒ P , kai T → ∞, kur

T yra tolydus parametras. Svarbu pamin
eti tai, jog PT ⇒ P , kai T → ∞, tada ir tik

tada, jei PTn ⇒ P , kai n → ∞ kiekvienai sekai Tn: lim
n→∞

Tn = ∞.

Tais atvejais, kai S = R arba S = Rk kur kas patogiau naudoti pasiskirstymo funkciju�

nei atsitiktiniu� dydºiu� skirstiniu� s¡vokas.

2.2.19 apibr
eºimas. Pasiskirstymo funkciju� seka {Fn(x)} silpnai konverguoja i� pa-

siskirstymo funkcij¡ F (x), kai n → ∞, jei Fn(x) → F (x), kiekviename funkcijos F (x)

tolydumo ta²ke x. �ym
esime Fn(x) ⇒ F (x).

�inome, jog kiekvienam tikimybiniam matui P i² erdv
es (R,B(R)) galima apibr
eºti

pasiskirstymo funkcij¡

F (x) = P{y : y < x}.

Vadinasi, jei Pn ir P yra tikimybiniai matai erdv
eje (R,B(R)), turintys pasiskirstymo

funkcijas Fn(x) ir F (x), tai s¡ry²iai Pn ⇒ P ir Fn(x) ⇒ F (x) yra ekvivalent	us.
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2.3 ATSITIKTINIAI ELEMENTAI

Tegul (Ω,F ,P) tikimybin
e erdv
e ir (S,B(S)) yra metrin
e erdv
e su Borelio aibiu�

klase.

2.3.1 apibr
eºimas. Tegul X : Ω → S. Jei {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A} ∈ F kiekvienai

A ∈ B(S), tuomet X vadinams S-reik²miu atsitiktiniu elementu, apibr
eºtu aib
eje Ω.

Jei S = R sakome, kad X yra atsitiktinis dydis.

2.3.2 apibr
eºimas. S-reik²mio atsitiktinio elemento X skirstiniu vadinamas tikimy-

binis matas P , apibr
eºtas erdv
eje (S,B(S)) toks, kad

P (A) = P(X−1A) = P{ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A},

visoms A ∈ B(S).

2.3.3 apibr
eºimas. Atsitiktiniu� elementu� seka {Xn} konverguoja pagal skirstini� (pa-

siskirstym¡) i� atsitiktini� element¡ X, kai n → ∞, jei elementu� Xn skirstiniai silpnai

konvrguoja i� elemento X skirstini�. �ym
esime (Xn
D−→ X).

Dabar suformuluosime analogi²kus teiginius 2.12 ir 2.21 teoremoms konvergavimo pa-

gal pasiskirstym¡ terminais.

Tegul S − separabili metrin
e erdv
e su metrika ρ, o Yn, Yn1, Yn2, ... S-reik²miai atsitik-

tiniai elementai, apibr
eºti erdv
eje (Ω,F ,P).

2.3.4 teorema. Tarkime, kad Xkn
D−→ Xk, kai n → ∞, kiekvienam k, bei Xk

D−→ X,

kai k → ∞. Jei kiekvienam ε > 0

lim
k→∞

lim
n→∞

P{ρ(Xkn, Yn) ≥ ε} = 0,

tai Yn
D−→ X, kai n → ∞.

I�rodym¡ galima rasti [1], 4.2 teorema.

2.3.5 teorema. Tarkime, kad S-reik²miai atsitiktiniai elementai Xn, Yn yra apibr
eºti

erdv
eje (Ω,F ,P), o S − separabili metrin
e erdv
e. Jei Xn
D−→ X, kai n → ∞, ir kiekvienam

teigiamam ε
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P(ρ(Xn, Yn) ≥ ε) → 0, n → ∞,

tuomet Xn → X, n → ∞.

I�rodym¡ galima rasti [1], 4.1 teorema.

2.3.6 teorema. Atsitiktinio elemento X vidurkis EX apibr
eºiamas formule

EX =

∫
Ω

X(ω)dP,

jei integralas egzistuoja Bochnerio prasme.

2.3.7 teorema.Tarkime, kad atsitiktiniai kintamieji X1, X2, ... yra ortogonal	us ir

∞∑
m=1

E|X2
m|ln2m < ∞.

Tuomet eilut
e
∞∑

m=1

Xm

konverguoja beveik visur.

I�rodym¡ galima rasti [14].

2.4 HARO (HARR) MATAS

2.4.1 apibr
eºimas. Tegul aib
eje G apibr
eºta grup
es bei topologin
e strukt	ura. Jei

funkcija h : G × G → G, apibr
eºiama lygybe h(x, y) = xy−1, yra tolydi, tuomet aib
e G

vadinama topologine grupe.

2.4.2 apibr
eºimas. Topologin
e grup
e vadinama kompakti²ka, jei jos topologija yra

kompakti²ka.

2.4.3 apibr
eºimas. Borelio matas P , apibr
eºtas kompakti²koje topologin
eje grup
eje

G, vadinamas invariantiniu, jei P (A) = P (xA) = P (Ax) visoms A ∈ B(G) ir x ∈ G.

�ia xA ir Ax yra atitinkamai aib
es {xy : y ∈ A} ir {xy : x ∈ A}.

2.4.4 apibr
eºimas. Invariantinis Borelio matas, apibr
eºtas kompakti²koje topolo-

gin
eje grup
eje, vadinamas Haro matu.
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Sekanti teorema pateikia teigiam¡ atsakym¡ i� klausim¡ apie Haro mato egzistavim¡.

2.4.5 teorema. Kiekvienoje kompakti²koje topologin
eje grup
eje egzistuoja vienintelis

tikimybinis Haro matas.

I�rodym¡ galima rasti [8].
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2.5 KAI KURIOS TRANSFORMACIJOS

2.5.1 teorema. Tikimybinio mato Q Furje transformacija g(k1, ..., km) apibr
eºiama

lygybe

g(k1, ..., km) =

∫
γm

xk1
1 ...xkm

m dQ,

kur kj ∈ Z, xj ∈ γ, j = 1, ...,m.

2.5.2 teorema. Tegul {Qn} tikimybiniu� matu�, apibr
eºtu� erdv
eje (γm,B(γm)) seka, o

{gn(k1, ..., km)}− atitinkamu� Furje transformaciju� seka. Tarkime, kad kiekvienai sveiku�ju�

skai£iu� aibei g(k1, ..., km) egzistuoja riba

g(k1, ..., km) = lim
n→∞

gn(k1, ..., km),

tuomet erdv
eje (γm,B(γm)) egzistuoja tikimybinis matas Q toks, kad Qn ⇒ Q. Be to

g(k1, ..., km) yra mato Q Furje transformacija.

Dabar paºym
ekime

Ω =
∏
p

γp,

kur γp = γ kiekvienam pirminiam skai£iui p. Yra i�rodyta [7], jog su sandaugos topologija

ir pata²kine daugyba Q yra kompakti²ka Abelio topologin
e grup
e.

2.5.3 apibr
eºimas. Tikimybino mato Q, apibr
eºto erdv
eje (Ω,B(Ω)) Furje transfor-

macija g(k) apibr
eºiama formule

g(k) =

∫
Ω

∏
p

xkp
p dQ.

�ia k = (k2, k3, ...), kur tik baigtinis sveiku�ju� skai£iu� kp skai£ius nelygus nuliui ir

xp ∈ γ, p ∈ P .

2.5.4 teorema. Tegul {Qn} yra tikimybiniu� matu� erdv
eje (Ω,B(Ω)) seka, o {gn(k)}

atitinkamu� tikimybiniu� matu� Furje transformaciju� seka. Tarkime, kad kiekvienam vekto-

riui k egzistuoja riba g(k) = lim
n→∞

gn(k). Tuomet erdv
eje (Ω,B(Ω)) egzistuoja tikimybinis

matas Q toks, kad Qn ⇒ Q. Be to, g(k) yra Q Furje transformacija.
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I�rodymas. 2.5.2 ir 2.5.4 teoremos yra atskiras tolydumo teoremos tikimybiniams

matams kampaktin
eje Abelio grup
eje atvejis [8].

2.6 ERGODIN 
ES TEORIJOS ELEMENTAI

2.6.1 apibr
eºimas. Tarkime, kad (Ω,F ,P) yra tikimybin
e erdv
e, o T yra parametru�

aib
e. Realioji baigtin
e funkcija X(τ, ω), τ ∈ Ω, vadinama atsitiktiniu procesu, jei kiekvie-

nam �ksuotam τ ∈ T , X(τ, ·) yra atsitiktinis dydis. Kai ω ∈ Ω yra �ksuotas, tai funkcija

X(·, ω) vadinama atsitiktinio preoceso trajektorija.

Tarkime, Y yra visu� baigtiniu� realiu�ju� funkciju� y(τ), τ ∈ T , erdv
e. Yra ºinoma,

kad kiekvieno atsitiktinio proceso baigtiniama£iai skirstiniai erdv
eje (Y,B(Y )) apibr
eºia

tikimybini� mat¡ Q. Tuomet tikimybin
eje erdv
eje (Y,B(Y ),Ω) post	umis gu gali b	uti

apibr
eºiamas funkcija, kuri perveda y(τ) ∈ Y i� y(τ + u). Post	umiai gu, u ∈ R, sudaro

grup¦. 2.6.2 apibr
eºimas. Atsitiktinis procesas X(τ, ω) vadinamas apr
eºtai stacionariu,

jei visi jo baigtiniama£iai skirstiniai yra invarianti²ki post	umio dydºio u atºvilgiu.

Yra ºinoma, kad jei atsitiktinis procesas X(τ, ω) yra stipriai stacionarus, tai post	umis

gu yra i²saugantis mat¡, t. y. kiekvienai aibei A ∈ B(Y ) ir visiems u ∈ R yra teisinga

lygyb
e Q(A) = Q(Au), kur Au = gu(A).

2.6.3 apibr
eºimas. Aib
e A ∈ B(Y ) vadinama proceso X(τ, ω) invariantine aibe, jei

kiekvienam u aib
es A ir Au skiriasi viena nuo kitos nulinio Q-mato aibe. Kitaip sakant,

Q(A△Au) = 0.

2.6.4 apibr
eºimas. Grieºtai stacionarus procesas X(τ, ω) yra ergodi²kas, jei jo inva-

riantiniu� aibiu� σ-k	un¡ sudaro aib
es, kuriu� matas Q lygus 0 arba 1.

Ergodiniam procesui yra teisinga klasikin
e Birkhofo-Kin£ino (Birkho�-Kintchin) te-

orema.

2.6.5 teorema Tarkime, procesas X(τ, ω) yra ergodi²kas, E|X(τ, ω)| < ∞ ir tegul tra-

jektorijos yra integruojamos Rymano prasme kiekviename baigtiniame intervale. Tuomet
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beveik visur galioja ²i lygyb
e

lim
T→∞

T∫
0

X(τ, ω)dτ = EX(0, ω).

Teoremos i�rodymas pateiktas [7].
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3 PAGALBINIAI REZULTATAI

�iame skyriuje pateikiami ºinomi ir i�rodomi nauji rezultatai, reikalingi pagrindin
es te-

oremos i�rodymui. Tam pirmiausiai i�rodoma ribin
e teorema absoliu£iai konverguojan£ioms

eilut
ems, pateikiamas aproksimavimas vidurkiu, bei i�rodoma ribin
e teorema erdv
ejeH(D)

ir dvimat
e ribin
e teorema erdv
eje H2(D).

Paºym
ekime

νT (...) =
1

T
meas{τ ∈ [0; T] : ...}, T > 0,

kur vietoje ta²ku� yra ra²oma s¡lyga, kuri¡ tenkina τ , o meas{A}− ma£ios aib
es A ⊂ R

Lebego matas.

3.1 RIBIN 
E TEOREMA ANALIZINIU� FUNKCIJU� ERDV 
EJE

Nagrin
esime funkcij¡

L1(s) = (1− 21−s)rL(s), σ > 1.

Kadangi ta²kas s = 1 yra funkcijos L(s) eil
es r polius, funkcija L1(s) yra sveikoji. Be to,

kai σ > 1, funkcija L1(s) gali b	uti uºra²oma lygybe

(1− 21−s)r
∞∑

m=1

am
ms

=
r∑

j=0

∞∑
m=1

am,j
1

ms

1

2js
,

su tam tikrais koe�cientais am,j ≪ |am|, m ∈ N ir j = 0, 1, ..., r.

Apibr
eºkime funkcij¡

L1(s, ω) =

(
1− 2ω(2)

2s

)r ∏
p

k∏
j=1

(
1− cj(p)ω(p)

ps

)−1

, s ∈ D.

Tuomet L1(s, ω) yraH(D)-reik²mis atsitiktinis elementas, apibr
eºtas tikimybin
eje erdv
eje

(Ω,B(Ω),mH). Be to, standartiniu b	udu [11], galima i�rodyti, jog visiems s ∈ D ir beveik

visiems ω ∈ Ω

L1(s, ω) =
r∑

j=0

∞∑
m=1

am,j
ω(m)

ms

ω(2j)

2js
.
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Tegul PL1 yra atsitiktinio elemento L1(s, ω) skirstinys. Apibr
eºiame tikimybini� mat¡

PT,L1(A) = νT (L1(s+ iτ) ∈ A), A ∈ B(H(D)).

3.1.1 teorema. Tikimybinis matas PT,L1, kai T → ∞ silpnai konverguoja i� mat¡

PL1.

Teoremos i�rodym¡ pateiksime skyriaus pabaigoje, o dabar i�rodysime pagalbinius rezul-

tatus.

Ribin
e teorema absoliu£iai konverguojan£iai eilutei

Tegul σ1 > max
(
1
2
, 1− 1

dL

)
�ksuotas skai£ius ir

vn(m) = exp

{
−

(
m

n

)σ1
}
, m, n ∈ N.

Paºym
ekime

ln,j(s) =
s

σ1

Γ

(
s

σ1

)
ns2js, n ∈ N,

ir apibr
eºkime

L1,n(s) =
1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

L1(s+ z)ln,j(z)
xz

z
dz, kaiσ >

1

2
. (3.1)

Pa
em¦

kn,j(m) =
1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

ln,j(z)dz

zmz2jz
,

turime i�verti�

kn,j(m) ≪ m−σ12−jσ1

∞∫
−∞

|ln(σ1 + it)|dt ≪n m−σ12−jσ1 .

Tod
el eilut
e
r∑

j=0

∞∑
m=1

am,jkn,j(m)

ms2js
, σ >

1

2

konverguoja absoliu£iai. Tuomet i² i²rai²kos

L1(s+ z) =
r∑

j=0

∞∑
m=1

am,j
1

ms+z

1

2j(s+z)
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bei sumavimo ir integravimo tvarkos pakeitimo (3.1) lygyb
eje turime, jog

L1,n(s) =
r∑

j=0

∞∑
m=1

am,j
1

ms

1

2js

(
1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

ln,j(z)
dz

zmz2jz

)

=
r∑

j=0

∞∑
m=1

am,jkn,j(m)
1

ms2js
. (3.2)

Be to, pasinaudoj¦ Melino (Mellin) formule

1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

Γ(z)b−zdz = e−b, b, c > 0,

gauname lygyb¦

kn,j(m) =
1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

z

σ1

Γ

(
z

σ1

)(
m

n

)−z d
z
z = vn(m),

kuri kartu su (3.2) duoda, jog eilut
e

L1,n(s) =
r∑

j=0

∞∑
m=1

am,j
vn(m)

ms2js
,

konverguoja absoliu£iai, kai σ > 1
2
.

Dabar apibr
eºkime atsitiktini� element¡

L1,n(s, ω̂) =
r∑

j=0

∞∑
m=1

am,j
vn(m)ω̂(m)ω̂(2j)

ms2js
, ω̂ ∈ Ω,

ir nagrin
ekime tikimybiniu� matu�

PT,n,L1(A) = νT (L1,n(s+ iτ) ∈ A), A ∈ B(H(D)),

ir

P̂T,n,L1(A) = νT (L1,n(s+ iτ, ω̂) ∈ A), A ∈ B(H(D))

silpn¡ konvergavim¡.

3.1.2 teorema. Tikimybiniai matai PT,n,L1 ir P̂T,n,L1, kai T → ∞, silpnai konverguoja

i� t¡ pati� tikimybini� mat¡ erdv
eje (H(D),B(H(D))).

24



Erdv
eje (Ω,B(Ω)) apibr
eºkime tikimybini� mat¡

QT (A) = νT ((p
−iτ : p yra pirminis) ∈ A).

3.2 teoremos i�rodymui naudosim
es sekan£iu tvirtinimu.

3.1.3 lema.Tikimybinis matas QT , kai T → ∞, silpnai konverguoja i� Haro mat¡ mH .

I�rodymas. Toro Ω dualioji grup
e yra izomor�n
e i�⊕
Zp,

kur Zp = Z kiekvienam pirminiam skai£iui p (Z− sveiku�ju� skai£iu� aib
e). Tuomet elementui

k = (k2, k3, ...) ∈
⊕

Zp, kurio tik baigtinis sveiku�ju� skai£iu� kp skai£ius yra nelygus nuliui,

galioja tvirtinimas

ω → ωk =
∏
p

ωkp(p).

I² £ia, mato QT Furje transformacija gT (k) yra uºra²oma tokia forma

gT (k) =

∫
Ω

∏
p

ωkp(p)dQT =
1

T

T∫
0

∏
p

p−iτkpdt =
1

T

T∫
0

exp

{
− iτ

∑
p

kp log p

}
dτ,

kur tik baigtinis sveiku�ju� skai£iu� kp skai£ius yra nelygus nuliui. Kadangi sistema

{log p : p yra pirminis} yra tiesi²kai nepriklausoma vir² racionaliu�ju� skai£iu� k	uno gau-

name, kad

gT (k) =


1, jei k = 0,
exp{−iT

∑
p
kp log p}−1

−iT
∑
p
kp log p

, jei k ̸= 0.

Tod
el

lim
T→∞

gT =

 1, jei k = 0,

0, jei k ̸= 0.

I² £ia ir 1.42 [8] teoremos seka lemos i�rodymas.

3.1.2 teoremos i�rodymas. Funkcij¡ hn : Ω → H(D) apibr
eºkime formule

hn(ω) =
r∑

j=0

∞∑
m=1

am,j
vn(m)ω(m)ω(2j)

ms2js
.
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Funkcija hn yra tolydi, be to,

hn

(
(p−iτ : p yra pirminis skai£ius)

)
= L1,n(s+ iτ).

Tod
el PT,n,L1 = QTh
−1
n , ir i² 5.1 [1] teoremos bei 3.1.3 lemos gauname, kad matas PT,n,L1 ,

kai T → ∞, silpnai konverguoja i� mat¡ mHh
−1
n .

Nor
edami i�rodyti analogi²k¡ tvirtinim¡ matui P̂T,n,L1 , apibr
eºkime funkcij¡ h : Ω → Ω

²itaip

h(ω) = ωω̂−1.

Tuomet

hn

(
h
(
(p−iτ : p yra pirminis)

))
= L1,n(s+ iτ, ω̂).

Atlik¦ analogi²kus veiksmus ir atsiºvelg¦ i� Haro mato mH invarianti²kum¡, gauname, kad

matas P̂T,n,L1 silpnai konverguoja i� mat¡ mH(hnh)
−1 = (mHh

−1)h−1
n = mHh

−1
n . N

Aproksimavimas vidurkiu

Funkcij¡ L1(s) aproksimuosime funcijomis L1,n(s). Prie² tai, apibr
e²kime metrik¡ erdv
eje

H(D). Pagal 1.7.1 lem¡ [11], egzistuoja kompakti²ku� poaibiu� seka {Kl} ⊂ D, tokia kad

D =
∞∪
l=1

Kl,

Kl ⊂ Kl+1, ir jei K− kompakti²kas D poaibis, tai K ⊆ Kl tam tikriems l. Parinkime

f, g ∈ H(D) tokias, kad

ϱ(f, g) =
∞∑
l=1

2−l

sup
s∈Kl

|f(s)− g(s)|

1 + sup
s∈Kl

|f(s)− g(s)|
.

Tada ϱ yra metrika erdv
eje H(D), su indukuota tolygaus konvergavimo ant kompaktu�

topologija.

3.1.4 lema. Tegul K yra pusplok²tum
es D kompakti²kas poaibis. Tada

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

T∫
0

sup
s∈K

|L1(s+ iτ)− L1,n(s+ iτ)|dτ = 0.

26



I�rodymas. J. �taudingas [22] i�rod
e, jog kai σ > max
(
1
2
, 1− 1

dL

)
, funkcija L(s) yra baigtin
es

eil
es ir
T∫

0

|L(σ + it)|2dt ≪ T.

I² £ia seka, kad toje pa£ioje srityje funkcija L1(s) taip pat yra baigtin
es eil
es ir

T∫
0

|L1(σ + it)|2dt ≪ T.

I�rodym¡ galima uºbaigti, pasinaudojus standartiniu kont	urinio integravimo pritaikymu

(ºi	ur
eti 5.4.2 teorem¡ [11], kurioje nagrin
etas Rymano dzeta funkcijos atvejis). N

Pana²us tvirtinimas yra teisingas ir funkcijoms L1(s, ω), L1,n(s, ω).

3.1.5 lema. Tegul K yra kompakti²kas pusplok²tum
es D poaibis. Tuomet beveik

visiems ω ∈ Ω

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

T∫
0

sup
s∈K

|L1(s+ iτ, ω)− L1,n(s+ iτ, ω)|dτ = 0.

I�rodymas. Naudosime i�verti�

T∫
0

|L1(σ + it, ω)|2dt ≪ T,

kuris teisingas srityje σ > max
(
1
2
, 1− 1

dL

)
beveik visiems ω ∈ Ω, ir seka i² funkcijos L(s, ω)

vidurkio i�ver£io [22].

Tolimesnis i�rodymas analogi²kas 3.1.4 lemos i�rodymui. N

3.1.1 teoremos i�rodymas. Analiziniu� funkciju� erdv
eje apibr
eºkime dar vien¡ tikimybini�

mat¡

P̂T,L1(A) = νT (L1(s+ iτ, ω) ∈ A).

Pirmiausiai i�rodysime, kad matai PT,L1 ir P̂T,L1 , kai T → ∞, silpnai konverguoja i� t¡ pati�

mat¡ erdv
eje (H(D),B(H(D))).
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Remiantis 3.1.4 teorema, turime, kad matai PT,n,L1 , P̂T,n,L1 , kai T → ∞, silpnai konver-

guoja i� t¡ pati� mat¡ Pn,L1 . Dabar Xn,L1(s) paºym
ekime H(D)-reik²mi� atsitiktini� element¡

su pasiskirstymu Pn,L1 ir apibr
eºkime

XT,n,L1(s) = L1,n(s+ iθT ),

kur θ yra atsitiktin
e reik²m
e, apibr
eºta tam tikroje tikimybin
eje erdv
eje (Ω̂,B(Ω̂),P) ir

tolygiai pasiskirs£iusi intervale [0,1]. Pasinaudoje konvergavimo pagal skirstini� apibr
eºimu

ir paºym
ejimu D−→, turime, kad

XT,n,L1(s)
D−−−→

T→∞
Xn,L1(s). (3.3)

Be to, nesunku pasteb
eti, kad tikimybiniu� matu� ²eima {Pn,L1} yra suspausta, o taip pat ir

reliatyviai kompakti²ka. Tuomet egzistuoja posekis {Pn1,L1} ⊂ {Pn,L1}, toks, kad matas

Pn1 , kai n1 → ∞, siplnai konverguoja i� tam tikr¡ mat¡ P erdv
eje (H(D),B(H(D))), kai

n1 → ∞. Tai ekvivalentu tam, jog

Xn1,L1

D−−−−→
n1→∞

P. (3.4)

Paºym
ekime

XT,L1(s) = L1(s+ iθT ).

Pasinaudoj¦ 3.1.4 lema gauname, kad kiekvienam ϵ > 0

lim
n→∞

lim sup
T→∞

νT (ϱ(XT,L1(s), XT,n,L1(s) ≥ ϵ)

≤ lim
n→∞

lim sup
T→∞

1
T

T∫
0

ϱ(L1(s+ iτ), L1,n(s+ iτ))dτ = 0.

I² £ia (3.3), (3.4) ir 4.2 teoremos [1] turime, kad

XT,L1(s)
D−−−→

T→∞
P (3.5)

tai yra, matas PT,L1 silpnai konverguoja i� mat¡ P , kai T → ∞. Be to, i² (3.5) seka, jog

matas P nepriklauso nuo posekio {Pn1,L1} parinkimo. Tod
el

Xn,L1

D−−−→
T→∞

P. (3.6)
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Dabar apibr
eºkime

X̂T,n,L1(s) = L1,n(s+ iθT, ω)

ir

X̂T,L1(s) = L1(s+ iθT, ω)

Pasinaudoj¦ (3.6) formule, 3.1.5 lema ir kartodami ankstesnius samprotavimus atsitikti-

niams elementams X̂T,n,L1 ir X̂T,L1 ganame, kad matas P̂T,L1 , kai T → ∞, taip pat silpnai

konverguoja i� P .

Lieka i�rodyti, kad P sutampa su PL1 .

Tarkime aτ = {p−iτ : p yra pirminis skai£ius}, τ ∈ R. Apibr
eºkime vienparamterin¦

transformaciju� aib
eje Ω ²eim¡ φτ (ω) = aτω, ω ∈ Ω. Tada {φτ : τ ∈ R} yra mati

i²sauganti transformacij¡ tore Ω vienparametrin
e grup
e. Be to, pagal 5.3.6 teorem¡ [11],

grup
e {φτ : τ ∈ R} yra ergodin
e.

Dabar tegul A yra mato P , apibr
eºto 3.1.1 teoremos i�rodyme, tolydumo aib
e. Tuomet

i² ²ios ir 2.1 [1] teoremu� turime s¡ry²i�

lim
T→∞

νT (L1(s+ iτ, ω) ∈ A) = P (A). (3.7)

Apibr
eºkime atsitiktini� dydi� ξ erdv
eje (Ω,B(Ω),mH)

ξ(ω) =

 1, jei L1(s, ω) ∈ A,

0, jei L1(s, ω) /∈ A.

Kadangi grup
e {φτ : τ ∈ R} yra ergodin
e, procesas φτ (ξ(ω)) taip pat yra ergodi²kas.

Paºym
eje EX atsitiktinio elemento X vidurki� ir pasinaudoj¦ Birhofo-Kin£ino teorema [7]

turime, jog

lim
T→∞

1

T

T∫
0

ξ(φτ (ω))dτ = Eξ. (3.8)

Ta£iau, pagal ξ ir φτ apibr
eºimus

Eξ =

∫
Ω

ξ(ω)dmH = mH(ω ∈ Ω : L1(s, ω) ∈ A) = PL1(A)
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ir

1

T

T∫
0

ξ(φτ (ω))dτ = νT (L1(s+ iτ, ω) ∈ A).

Tod
el, remiantis (3.8),

lim
T→∞

νT (L1(s+ iτ, ω) ∈ A) = PL1(A)

ir, atsiºvelgus i� (3.7), gauname, kad P (A) = PL1(A) visoms mato P tolydumo aib
ems

A. Kadangi tolydºios aib
es sudaro determinuojan£i¡ klas¦, tai P (A) = PL1(A) visoms

A ∈ B(H(D)). N

3.2 DVIMAT 
E RIBIN 
E TEOREMA

Paºym
ekime H2(D) = H(D)×H(D) ir tegul

gr(s) = (1− 21−s)r.

Kadangi gr(s) yra Dirichl
e polinomas, ir remiantis 3.1.2 teoremos i�rodymu tikimybinis

matas

νT (gr(s+ iτ) ∈ A), A ∈ B(H(D)), (3.9)

kai T → ∞, silpnai konverguoja i� atsitiktinio elemento

gr(s, ω) =

(
1− 2ω(2)

2s

)r

skirstini�.

Erdv
eje (H2(D),B(H2(D))) apibr
eºkime tikimybini� mat¡

P
(2)
T = νT ((gr(s+ iτ), L1(s+ iτ)) ∈ A),

ir paºym
ekime

F (s, ω) = (gr(s, ω), L1(s, ω)).

Pasinaudoj¦ (3.9) mato silpnu konvergavimu, 3.1.1 teorema ir modi�kuotu Kramerio-

Valdo (Cramer- Wald) kriterijumi [8] gauname sekanti� tvirtinim¡.

3.2.1 teorema. Tikimybinis matas P (2)
T , kai T → ∞, silpnai konverguoja i� atsitiktinio

elemento F (s, ω) skirstini�.
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4 PAGRINDIN 
ES TEOREMOS I�RODYMAS

Apibr
eºkime funkcij¡ u : H2(D) → M(D) formule

d(g1, g2) =
g2
g1
, (g1, g2) ∈ H2(D).

�i funkcija yra tolydi, kadangi metrika d (pagal erdv
es M(D) apibr
eºim¡) tenkina lygyb¦

d(g1, g2) = d

(
1

g1
,
1

g2

)
, g1, g2 ∈ H(D).

Be to, PT,L = P
(2)
T u−1. I² £ia, 3.2.1 teoremos bei 5.1 teoremos [1] turime, kad matas PT,L,

kai T → ∞, silpnai konverguoja i� atsitiktinio elemento

L1(s, ω)

gr(s, ω)
= L(s, ω)

skirstini�. N
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I�VADOS

Darbe nagrin
ejama paprastu�ju� Dirichl
e eilu£iu�

L(s) =
∞∑

m=1

am
ms

, s = σ + it,

turin£iu� Oilerio sandaug¡, analizini� prat¦sim¡, Rymano tipo funkcin¦ lygti� bei tenkinan£iu�

Ramanudºano hipotez¦ koe�cientams am, klas
e.

Kadangi ²ios klas
es funkciju� asimptotini� elgesi� ºinomais tikimybiniais metodais nusakyti

sud
etinga, apsiribota jos poklasiu, tenkinan£iu papildom¡ reikalavim¡ − funkcijos turi

tur
eti polinomin¦ Oilerio sandaug¡.

Tokiu� funkciju� klasei i�rodyta ribin
e teorema tikimybiniu� matu� silpno konvergavimo

prasme meromor�niu� funkciju� erdv
eje. Pateiktas i²reik²tinis ribinio mato pavidalas.

Gauta teorema gali b	uti pritaikyta kitu� pana²ias savybes turin£iu� funkciju� analizei bei

ju� universalumui tirti.
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SUMARRY

In 1989 A. Selberg introduced [26] a class S of L-functions

L(s) =
∞∑

m=1

am
ms

, s = σ + it,

which became an object of numerous investingations, see a survey paper [10]. Roughly

speaking, the functions of the class S satisfy 4 axioms: Ramanujan conjecture on the

coe�cients am, axioms of analitic continuation, functional equation and Euler product.

We consider a subclass S̃ ′ ⊂ S of L functions, which satis�ed the following hypothesis:

For each prime p and j = 1, ...k, there exist complex numbers cj(p), |cj(p)| ≤ 1, such

that

L(s) =
∏
p

k∏
j=1

(
1− cj(p)

ps

)
.

The aim of this work is to prove a limit theorem in the sense of weak convergence of

probability measures in the space of meomorphic functions for L function from the class

S̃ ′.

Let

D =

{
s ∈ C : σ > max

(
1

2
, 1− 1

dL

)}
,

where dL is the degree of the function L(s). Denote by M(D) be the space of meomorphic

on D functions equipped with the topology of uniform convergence on compacta and by

B(M(D)) − the class of Borel sets of the space M(D). Let meas{A} be the Lebesque

measure of a measurable set A ⊂ R. We consider the probability measure

1

T
meas{τ ∈ [0;T ] : L(s+ it) ∈ A}, A ∈ B(M(D)),

and prove that it converges weakly to the distribution of some explicity given random

element, as T → ∞.
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�YM 
EJIMAI

s = σ + it− kompleksinis skai£ius.

C− kompleksiniu� skai£iu� aib
e.

C∞− Rymano sfera.

R− realiu�ju� skai£iu� aib
e.

Z− sveiku�ju� skai£iu� aib
e.

H(D)− analiziniu� srityje D funkciju� erdv
e, D ⊂ C.

M(G)− meromor�niu� srityje G funkciju� erdv
e, G ⊂ C.

B(S)− erdv
es S Borelio aibiu� klas
e.
D−→ − konvergavimas pagal skirstini�.

m, k, n, j− nat	uralieji skai£iai.
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