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[VADAS

"What is a zeta-function? We know it when we see one.”

M. N. Huzley

Visos klasikinés dzeta ir L funkcijos apibréziamos Dirichlé (Dirichlet) eilutémis [11],
[13], kurios yra vienas i§ svarbiausiy objekty, tiriant daugelj analizinés skai¢iy teorijos
problemy. Magistro darbe nagrinésime 1989 m. A. Selbergo (Atle Selberg) apibrézta [21]
placia paprastyjy Dirichlé eiluciy

[ee]

L(s):Z%, s =0 +it,

m=1

klase, turinc¢ig Oilerio sandauga, analizinj pratesima, Rymano tipo funkcine lygtj ir ten-
kinanc¢ia Ramanudzano hipoteze koeficientams a,,. giad L funkcijy klase zZymésime S.
Minétame [21] darbe A. Selbergas nagrinéjo L funkcijy tiesiniy kombinaciju reiksmiy
pasiskirstyma, suformulavo tam tikras hipotezes ir teoremas klasés S funkcijoms. Siandi-
eninéje matematiniy problemy gausybéje L funkcijas placiai nagrinéja daugybé matemati-
ky: Bombieris (E. Bombieri), Konris (J. B. Conrey), Gosas (A. Gosh), Heihalas (D.
A. Hejhal), Perelis (A. Perelli), Staudingas (J. Steuding) [4]-6], 9], [10], [15], [17]-[22],
minétuose darbuose daugiausiai démesio skiriama Selbergo hipoteziy klasei S sandaros
tyrimui, funkcijy reik8miy pasiskirstymui. Kadangi klasé S yra pakankamai plati ir
sudétinga, dauguma matematiky paraleliai nagrinéja tam tikrus jos poklasius. Keletas
Selbergo klasés poklasiy pateikti ir tyrinéti [4]-[15], [19], [20] [22], |23].

Magistro darbe nagrinésime Selbergo klasés poklasj S , kurj 2002 m. apibreéze J. Staudin-
gas [22], [23]. I8samus Selbergo klasés ir minéto poklasio apibréZzimai bei funkcijy pavyzdziai
pateikiami 1 skyriuje.

Pradedant Boro (H. Bohr) ir Jeseno (B. Jesen) darbais, [2], [3], funkcijy, apibrézty
Dirichlé eilutémis, asimptotiné elgsena nusakoma tikimybinémis ribinémis teoremomis
(pavyzdziui [9], [11], [12], [15] darbai). Ribines teoremas tikimybiniy maty silpno kon-
vergavimo prasme poklasio S funkcijoms analiziniy funkcijy erdvéje pateiké J. Staudin-

gas [23|, kompleksinéje plokstumoje — R. Macaitiené [15]. Ribinés teoremos analiziniy
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funkcijy erdveéje yra taikomos Dirichlé eiluciy universalumo jrodymuose. Tokios ribinés
teoremos klasés S funkcijoms pateiktos [23].

Tam, kad galétume suformuluoti minétus J. étaudingo ir R. Macaitienés rezultatus
jvesime pazymeéjimus.

Tegul G yra kompleksinés plok§tumos sritis, H(G) — analiziniy srityje G funkcijy
erdvé su tolygaus konvergavimo ant kompakty topologija. Pazymékime B(U) erdvés U
Borelio aibiy klase, v — vienetinj apskritima {s € C : |s| = 1} kompleksinéje plokstumoje
ir

= H/yzzn
p

begaliniamatj erdvinj tora, kur 7, = < visiems pirminiams p. Su sandaugos topologija
ir pataskine daugyba begaliniamatis toras (2, pagal Tichonovo teorema, yra kampaktiné
topologiné Abelio grupé. Todél erdvéje (€2, B(€2)) gali buti apibréztas tikimybinis Haro

matas my. Gauname tikimybine erdve (€, B(S2), mg).

1 1
Dy=4¢seC max|=,1—— | <o<l1yp,
2 dy,

kur dy, yra funkcijos L € S laipsnis, apibréziamas suma

j=1

Zinoma [17], kad d, > 1, kai 1 # L € S.

Tegul

Tegul w(p) yra elemento w € € projekcija j koordinaciy erdve 7,. Pazymékime

Lo(s,w) :Hﬁ(1_m)l, s € Dy, (1)

p j=1 p
H(Dy)-reiksmj atsitiktinj elementa, apibrézta tikimybinéje erdvéje (2, B(2),mp), o Pr,—

atsitiktinio elemento Lg(s,w) skirstinj

PLO(A) = mH(w e Lo(S,W) € A), Ae B(H(Do))

A teorema [22|, [23]. Tegul L € S. Tuomet tikimybinis matas

Pr(A) = %meas{T €[0;T): L(s+1ir) € A}, A e B(H(Dy)),



kai T' — oo, silpnai konverguoja i matq Pr,.

Cia meas{A} — macios aibés A C R Lebego matas.

Analogiska rezultata R. Macaitiené gavo kompleksinéje plokstumoje.

B teorema [15]. Tarkime, kad L(s) € S. Tuomet tikimybinis matas

Pr(A) = %meas{t €0:T]: L(o +it) € A}, A € B(C),

kai T — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento L(o,w) skirsting
Pr(A)=my(weQ: Lo,w) € A), Ae B(C).

Siuo atveju

& (P)(p) | Lo
L(U,M)Z]JH(l-%) , 0>max(§,l—a).

j=1

Svarbu paminéti, kad J. gtaudingas nagrinéjo klasés S funkeijy universaluma, todél
apibrézdamas Sig klase jvedé du reikalavimus. Taciau tikimybiniy ribiniy teoremy jrodymui
naudojamas tik vienas poklasj S apibréziantis reikalavimas (poklasio S aprasas pateikia-
mas 1 skyriuje). Tokiu atveju prasminga nagrinéti S plétinj S, apribota tik Siuo reikala-
vimu. Bendru atveju, klasé S yra mermorfiniy funkcijy, turinc¢iy r eilés poliy tagke s = 1,
klasé. Todeél, Sios klasés L funkcijy asimptotinés savybeés geriausiai nusakomos ribinémis
teoremomis meromorfiniy funkcijy erdvéje.

Darbo tikslas - jrodyti ribine teorema silpno tikimybiniy maty konvergavimo prasme
poklasio S’ funkcijoms meromorfiniy funkcijy erdvéje.

Tegul Co, = CU {00} yra Rymano sfera su metrika d, apibrézta formulémis

2|81 — 2
dsns0) = ——2 72l g sy = — 2 d(o0,00) =0,

VI H [P s V1 ][s)?

kur s,s1,s9 € C. Sri¢iai G i§ C apibréziame meromorfiniy srityje G funkcijy g : G —

(Cw,d) erdve M(G) su tolygaus konvergavimo ant kompakty topologija. Sioje topologi-
joje, {gn} C M(G) konverguoja j funkcija g C M(G), jei kiekvienam kompaktiskam
poaibiui K i§ G teisinga lygybé

limsup d(g,(s),g(s)) = 0.

n—oose€K



Pastebime, kad erdvé H(G) yra M(G) poerdvis.
Nagrinekime kompleksinés plokStumos sritj

D:{SEC:0>maX<%,1—d—1L>}.

Tegul L(s,w) yra H(D)-reikmis atsitiktinis elementas, apibréZtas tikimybinéje erdvéje

(Q,B(2),myg) (1) formule, s € D. Pazymékime P, elemento L(s,w) skirstinj.

Pagrindiné teorema. Tarkime, kad L € S'. Tuomet tikimybinis matas
1
Pr(A) = Tmeas{T € [0;T]: L(s+1it) € A}, Ae B(M(D)),

kai T — oo, silpnai konverguoja j matq Py

Darba sudaro 4 skyriai, iSvados, santrauka angly kalba, literaturos sarasas, Zymeéjimai.

Pirmajame darbo skyriuje pateikiame iSsamy Selbergo klasés ir nagrinéjamo poklasio
aprasa.

Kad darbas buty lengvai skaitomas, antrgjame skyriuje pateikiamos pagrindinés var-
tojamos savokos ir teoremos.

Kadangi pagrindinés teoremos jrodymas remiasi ribine teorema analizinéje funkcijy
erdvéje bei jungtine ribine teorema meromorfiniy funkcijy erdvéje, trecigjame darbo skyriu-
je irodomos pagalbinés ribinés teoremos tikimybiniy maty silpno konvergavimo prasme,
pateikiami reikalingi ergodiskumo aspektai.

Apibrézimai, teiginiai, teoremos ar lemos, Zymimi trimis skai¢iais: pirmasis skaicius
nurodo skyriaus numerj, antrasis — poskyrio, treciasis — teiginio numerj poskyryje. For-
mulés Zymimos skliaustuose dviem skaiciais: pirmasis iS jy nurodo skyriaus, antrasis —

formuliy jame numerius. Teoremy jrodymy pabaiga Zymima simboliu A.



1 SELBERGO KLASES IR NAGRINEJAMO
POKLASIO APRASAI

Kaip jau minéjome jvade, A. Selbergas apibrézé paprastyjy Dirichlé eiluciy

L(s)zzas, s = o +it,
m=1

klase S, tenkinand¢ia reikalavimus (hipotezes):

e Ramanudzano hipotezé: kiekvienam € > 0, a(m) < m*.

Jei tenkinama $i hipotezeé, Dirichleé eiluté konverguoja absoliuciai pusplok§tuméje o > 1
ir tolygiai kiekviename kompaktiskame poaibyje. Pagal Vejerstraso teorema, funkcija L(s)
yra analiziné pusplokStuméje o > 1.

e Analizinis pratesimas: egzistuoja sveikasis skaicius r > 0, toks kad (s — 1)"L(s) yra
sveikogi baigtinés eilés funkcija.

e Funkcinés lygties egzistavimas: teigiamiems sveikiesiems skaiciams Q) ir \;, bei

kompleksiniams skaiciams p;, ®p; >0, irw, |w| =1, j =1,...,1 funkcija

Ap(s) = L(s)Q° H L(Ajs + ;) = L(s) - v(s),

tenkina funkcine lygts
AL(S) = wAL(l - E)

Pavyzdziui:
D 3T(3)C(s) =7~ 7 T(552)¢(1 — s);
2)(5) " FIT () L(1 — 5, ) = 5 () ")« L(s ).

kur L(s,x)— Dirichlé L funkcija, kai y(m)— primityvus charakteris moduliu d.

s+d

e Turi Oilerio (L. Euler) sandauga: egzistuoja skaiciai b(p®), tenkinantys jverts

b(p®) < p*?, su tam tikrais 6 < % tokiais, kad

L(s) = Hexp { i

6

b(p®)
pO{S
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Taigi, iS ¢ia akivaizdu, kad joks elementas L C S néra lygus nuliui absoliutaus
konvergavimo pusplokStumeéje o > 1.

Nuliy pasiskirstymo Selbergo klaséje klausimai yra esminiai. Jei kuris nors i$ aptarty
apribojimy buty iSmestas, gauta platesné klasé apimty Dirichlé eilutes, kurios priestarauja
Rymano hipotezei.

Pateiksime keletg Selbergo klasés nariy pavyzdziy:

e Rymano dzeta funkcija

L(s,x) = i X;”Z) -TI <1 _ M)_17

m=1 P P
Cia x— charakteris i§ multiplikatyvios grupés Z; (tarpusavyje pirminiy liekany klasés
moduliu ¢).
Pastebime, jog ((s) yra specialus atvejas, atitinkantis charakterj moduliu 1.

e Heckés L funkcijos
x(/
LK(87X) = Z%v o> 17
I

susietos su algebriniy skaiciy lauku K. Cia I perbéga nenulinius idealus sveikyjy skaiciy
ziede i§ K; N(I) zymi I norma, o xy— baigtinés ar begalinés eilés Heckés charakterj.
e Su atitinkamais apribojimais ir normavimu, klasei S priklauso holomorfiniy moduliniy

formy F' Heckés L funkcijos

Lr(s) = i Cgf) =11 (1 - %)_1(1 - %)i

m=1 p

kur ¢(p) = a(p) + B(p), F(z) yra holomorfiné moduliné forma, o ¢(m) — jos Furje koefi-

cientai.
e Artino L funkcijos, priklauso aibei S, jei teisinga Artino hipotezé.

Visi zinomi funkcijy i§ Selbergo klasés pavyzdziai yra automorfinés arba hipotetiskai

automorfinés L funkcijos.



Kaip jau minéjome Selbergo klasé yra pakankamai plati ir sudétinga, todél dauguma
matematiky, kaip Bombieris, Konris, Gosas, Heihalas, Perelis , étaudingas nagrinéja tam
tikrus klasés S poklasius.

Magistro darbe nagrinéjamas Selbergo klasés poklasis g, 2002 metais apibréztas J. Stau-
dingo.

Funkcija L € ScsS , jei papildomai tenkinami reikalavimai (hipotezés):

e Polinomineés Oilerio sandaugos egzistavimas: kiekvienam pirminiam p ir j =1,...,k
egzistuoja kompleksiniai skaiciai cj, tenkinantys salygq |c;(p)| < 1, tokie, kad

T @y
_ j
L(s) 1;[};[1 (1 - )
Si hipotezé duoda, kad koeficientai a,, yra multiplikatyvus, ir kad kiekvienas Oilerio fak-
torius gali buti ireiskiamas Dirichlé eilute. Salyga |c;(p)| < 1 pakei¢ia Ramanudzano
hipoteze klaséje S.
e Vidurkio kvadrato apibrézimas: egzituoja teigiama konstanta k tokia, kad
tim S a(p)” =
z—o0 () =

kur

m(x) = Z 1.

p<z
Si hipotezé duoda, jog egzistuoja be galo daug pirminiy skaiciy, kuriems (ne visiems) ¢;(p)
artéja j nulj.
Akivaizdus poklasio S elementai yra Sios funkcijos :
e Rymano dzeta funkcija ((s).
e Dirichlé L funkcijos L(s,x) su primityviu charakteriu x.
e Heckés L funkcijos

I —1
Lt = Y i = 110 0™

p

¢ia suma yra imama vir§ visy nenuliniy idealy, o sandauga — vir§ visy pirminiy idealy i$

algebriniy skai¢iy lauko K.



e normuotos L funkcijos susijusios su naujausiomis formomis.
e Dedekindo dzeta funkcija (x(s) = ﬁ
T

e Rankino- Selbergo L funkcijos.

Darbe nagrinésime Selbergo klasés funkcijy, tenkinanciy tik pirmajj — polinominés

Oilerio sandaugos egzistavimo — reikalavima, poklasj, t.y. klaseés S plétinj S



2 NAUDOJAMI APIBREZIMAI, SAVOKOS IR
REZULTATAT

Siame skyriuje pateikiami matematinés analizés, analizinés skaiciy teorijos, tikimybiy
teorijos bei silpno maty konvergavimo teorijos apibrézimai, terminai ir teoremos, supazin-

dinama su reikalingomis transformacijomis bei ergodinés teorijos elementais.

2.1 KOMPLEKSINIO KINTAMOJO IR DIRICHLE EILUCIU
KONVERGAVIMO TEORIJOS ELEMENTAI

Tarkime, kad srityje G yra apibrézta funkcija w = f(z).
2.1.1 apibrézimas. Funkcija f(z) yra vadinama tolydzZia taske zo € G, jeigu

lim f(z) = f(20).

Z—20

Jeigu funkcija w = f(z) yra tolydi kiekviename srities G taske, tai ji yra vadinama
tolydzigja srityje G.

Pavyzdziui, funkcija f(z) = 22 yra tolydi visoje kompleksinéje plokstumoje.

Tarkime, jog {gm(z) : m € N} yra vienareik§miy kompleksinio kintamojo z funkcijy,

apibrézty srityje G, seka. Funkcinés eilutés

> gm(2) (2.1)

konvergavimas apibréziamas panasiai kaip ir kompleksiniy nariy eilutés konvergavimas.

Tegul
Sn(z) - Z gm(z)'

Sakome, jog srityje G' (2.1) eiluté konverguoja, jeigu egzistuoja riba

lim S,(z) = S(z) # o0, 2z €G.

n—oo
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I§ Sios ribos apibréZimo turime, jog (2.1) funkcijy eiluté konverguoja srityje G, jei kiekviena
tasko z € G reik8me ir bet kurj teigiama skaiciy e atitinka toks teigiamas skai¢ius
N = N(z,¢), kad

|Sn(2) — S(%)] <€, kain > N.

Siuo atveju (2.1) eilutés suma S(z) taip pat yra kompleksinio kintamojo funkcija, todél
svarbu zinoti jos funkcines savybes. (2.1) eiluté konverguoja tolygiai srityje G j funkcija
S(z), jeigu kiekviena teigiama skaiciy e atitinka toks sveikasis skai¢ius N = N(¢), kad
visiems z € G

|Sn(2) —S(2)] <€, kain > N.

Daznai naudojamas Kosi tolygaus konvergavimo kriterijus. Tam, kad (2.1) eiluté konver-
guoty tolygiai srityje G, butina ir pakankama, kad kiekviena skaic¢iy € > 0 atitikty toks
nepriklausantis nuo z skai¢ius N = N(e), kad visiems n > N, k € N ir z € G, buty

tenkinama nelygybeé
n+k

Z Im(2)

m=n+1

< €.

Yra zinoma ir pakankamai paprasta tolygaus eilutés konvergavimo pakankama salyga

(Vejerstraso pozymis). Tarkime, jog (2.1) eilutés nariams srityje G teisinga nelygybé
|9m (2)| < gm, m €N,

ir skaiciy eilute .
> Gm
m=1
konverguoja. Tuomet (2.1) eiluté srityje G konverguoja tolygiai (ir absoliuciai).
Jeigu (2.1) eilutés nariai yra tolydzios funkcijos srityje G ir toje srityje eiluté konver-
guoja tolygiai, tai jos suma S(z) yra tolydi srityje G funkcija.
Aibé kompleksinés plokstumos tasky z, kuriems (2.1) eiluté konverguoja, vadinama
tos eilutés konvergavimo sritimi.
2.1.2 apibrézimas. Sakykime, kad E C C — atviroji aibé, o funkcija f : E — C.

Funkcijg f vadinsime diferencijuojama kompleksine prasme taske zo € E, jei egzistuoja

11



riba

z) — f(z
lim £2) =/ (z0) C, z€E.
2—20 Z— 2
Si riba Zymima f'(z) arba %ZZOO) ir vadinama funkcijos [ igvestine taske z.

2.1.3 apibrézimas. Funkcija f, diferencijuojama C prasme visuose aibés E C C
taskuose, vadinama analizine (reguliarigja, holomorfine) aibéje E.
2.1.4 apibrézimas. Jei funkcija f : C — C yra analiziné kompleksinéje plokstuméije,

1$skyrus galbut, jos poliy taskus, tai ji vadinama meromorfine funkcija.

2.2 TIKIMYBIU TEORIJOS BEI TIKIMYBINIU MATU
SILPNO KONVERGAVIMO PAGRINDAI

2.2.1 apibrézimas. Neneigiama funkcija P, apibrézta Seimoje F ir turinti savybes

a) P(Q) = 1;

b) P(U An) = > P(A,,) visoms A, € F tokioms, kad A, N Ay # 0, jei k # 1,
m=1 m=1

vadinama t_zkzmybmw matu.

2.2.2 apibréZzimas. Tarkime, kad Q) yra netuscia aibé. Aibés €2 poaibiy sistema F
vadinama Borelio kunu (o-kunu), jei:

a) e F;

b) A° € F, kai A € F (kur A° aibés A papildinys);

c) Elem € F visoms A, € F, m=1,2,.....

2.2.3 apibrézimas. Trejetas (2, F,P) vadinamas tikimybine erdve.
2.2.4 apibrézimas. Tarkime, A yra aibiy sistema. Minimalus Borelio kunas, talpi-

nantis savyje sistemq A, vadinamas Borelio kunu generuotu sistemos A.

Tegul T topologiné erdvé, o B(T) — erdvés T Borelio aibiy klase, t.y. visy atviry
aibiy sistemos generuotas erdvés o-kunas. Tada kiekvienas matas klaséje B(T") vadinamas

Borelio matu.

12



Darbe nagrinésime erdve S, jos Borelio aibiy klase B(S) bei naudosime metriniy erdviy

matus.

2.2.5 apibrézimas. Aibiy S klasé A wvadinama determinuojancia klase, jei

P(A) = Q(A), visoms A € A, kur P ir QQ — tikimybiniai matai i (S, B(S)).

Tikimybiniy metody panaudojimo idéja, tyrinéjant funkcijy, apibrézty Dirichlé eilu-
téemis, reikSmiy pasiskirstyma, yra grindziama silpno tikimybiniy maty konvergavimo

taikymu. Tai vienas pagrindiniy asimptotiniy metody.
Tarkime, kad P, ir P — tikimybiniai matai erdvéje (S, B(S)).
2.2.6 apibrézimas. Sakome, kad P, silpnai konverguoja j P, kai n — oo, jei

/fdPn—>/fdP, n — 00,
S

S
kiekvienai realiai, apréztai, tolydZiai funkcijai f 15 S.

Zymésime P, = P.

2.2.7 apibrézimas. Aibé A € B(S) yra mato P tolydumo aibé, jei P(0S) = 0 (sienos

matas lygus 0).
Yra zinoma keletas ekvivalenciy tikimybiniy maty silpno konvergavimo israisky.

2.2.8 teorema. Tegu P, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (S, B(S)). Tada Sie trys
tvirtinimat yra ekvivalentus:

1. P,= P;

2. lim P,(A) = P(A) visoms mato P tolydumo aibéms;

n—oo
3. lim P,(G) > P(G) visoms atviroms aibéms G.
n—oo

Teoremos jrodyma galima rasti [1].

Darbe naudosime kita, paprastesnj silpno konvergavimo kriterijy ([1], 2.1.3 teorema).
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2.2.9 apibrézimas. P, = P tada ir tik tada, jei i§ kiekvieno posekio {P.} galima
isskirti kitq poseki {P.} taip, kad P, = P.

2.2.10 apibrézimas. Aibé A C S wvadinama kompaktiska, jei kiekvienas jos atviras

denginys turi baigting denging.

2.2.11 apibrézimas. Apibrézty erdvéje (S,B(S)) tikimybiniy maty Seima {P} yra
reliatyviai kompaktiska, jei kiekvienas elementy i§ { P} posekis turi silpnai konverguojantj

poseks.

2.2.12 apibrézimas. Seima P yra suspausta (tirsta), jei Ve > 0 egzistuoja kompak-

tiska aibé K C S tokia, kad P(K) > 1 — ¢, visiems P i§ {P}.

Taip pat pateiksime Prochorovo teoremas, kurios atlieka pagrindinj vaidmenj tikimy-
biniy maty silpno konvergavimo teorijoje. Sios teoremos susieja reliatyvaus kompak-
tiskumo savoka ir suspaustumo (tir§tumo) savokas bei labai daznai naudojamos taiky-

muose.

2.2.13 teorema. Jei tikimybiniy maty Seima {P} yra tirsta, tai ji yra ir reliatyviai

kompaktiska.

2.2.14 teorema. Tequl S — pilna separabili metriné erdvée. Jei apibrézty erdvéje
(S,B(9)) tikimybiniy maty Seima {P} yra reliatyviai kompaktiska, tai ji yra ir suspausta
(tirsta).

2.2.13, 2.2.14 teoremy jrodymai yra pateikti [1].

Tegul S; ir Sy metrinés erdvés, o B(Sy), B(S2)— ju Borelio aibiy klasés. Tegul
h : Sy — Sy yra iSmatuojamas atvaizdis, o P tikimybinis matas erdvéje (Si, B(S1)).
Tuomet §is matas indukuoja erdvéje (Ss, B(Ss)) vienintelj tikimybinj matg Ph~!, apibreé-
ziama lygybe
Ph'(A) = P(h'A), A€ B(S,)

2.2.15 apibrézimas. Funkcija h : Sy — Sy yra mati, jei h™'B(Sy) C B(S1), tai yra,
h=tA € B(S)) visoms A € B(S,).
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2.2.16 apibréZimas. Funkcija h : S; — Sy yra tolydi, jei aibé h™*Gy yra atvira

separabilioje metrinéje erdvéje Sy kiekvienai atvirai aibei Go € Ss.

2.1.17 teorema. Tegu h : S; — Sy tolydi funkcija. Tada is P, = P, kai n — 00,
isplaukia, kad P,h™' = Ph™!.

Si teorema yra atskiras 5.1 teoremos is [1] atvejis.

Tegul h ir h,— madios funkcijos i§ Sy j Sy ir
E={z€ S : hy(x,) » h(x) visiems x,, — 0o, kai n — oco}.

2.2.18 teorema. Turkime, P, = P ir P(E) = 0. Tada P,h;' = Ph™'.

Teoremos jrodyma galima rasti [1], 5.5 teorema.

Darbe nagrinésime tikimybiniy maty silpng konvergavima Pr = P, kai T" — oo, kur
T yra tolydus parametras. Svarbu paminéti tai, jog Pr = P, kai T' — oo, tada ir tik
tada, jei Pr, = P, kai n — oo kiekvienai sekai 7;,: lim 7}, = oo.
n—oo

Tais atvejais, kai S = R arba S = R¥ kur kas patogiau naudoti pasiskirstymo funkcijy

nei atsitiktiniy dydziy skirstiniy sgvokas.

2.2.19 apibrézimas. Pasiskirstymo funkcijy seka {F,(x)} silpnai konverguoja j pa-
siskirstymo funkcijg F(x), kai n — oo, jei F,(x) — F(x), kiekviename funkcijos F(x)

tolydumo taske x. Zymésime F,(x) = F(z).

Zinome, jog kickvienam tikimybiniam matui P i§ erdves (R, B(R)) galima apibrézti
pasiskirstymo funkcija

F(x)=Ply:y < x}.

Vadinasi, jei P, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (R, B(R)), turintys pasiskirstymo

funkcijas F,(z) ir F(x), tai sary$iai P, = P ir F,(z) = F(x) yra ekvivalentus.
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2.3 ATSITIKTINIAI ELEMENTAI

Tegul (£2, F,P) tikimybiné erdveé ir (S, B(S)) yra metriné erdvé su Borelio aibiy
klase.

2.3.1 apibrézimas. Tegul X : Q — S. Jei {w € Q : X(w) € A} € F kiekvienai

A € B(S5), tuomet X vadinams S-reiksmiu atsitiktiniu elementu, apibréztu aibéje ).

Jei S = R sakome, kad X yra atsitiktinis dydis.

2.3.2 apibrézimas. S-reiksmio atsitiktinio elemento X skirstiniu vadinamas tikimy-
binis matas P, apibréztas erdvéje (S, B(S)) toks, kad

P(A)=P(X 'A) =P{weQ: X(w) € A},

visoms A € B(S).

2.3.3 apibrézimas. Atsitiktiniy elementy seka {X,} konverquoja pagal skirsting (pa-
siskirstymaq) i atsitikting elementq X, kai n — oo, jei elementy X, skirstiniai silpnai
konvrguoja 3 elemento X skirsting. Zymésime (X, 2, X).

Dabar suformuluosime analogiskus teiginius 2.12 ir 2.21 teoremoms konvergavimo pa-
gal pasiskirstyma terminais.

Tegul S — separabili metriné erdvé su metrika p, o Y,,, Y1, Y0, ... S-reikSmiai atsitik-
tiniai elementai, apibrézti erdvéje (2, F,P).

2.3.4 teorema. Tuarkime, kad Xy, 2, Xk, kai n — oo, kiekvienam k, bei Xy 2, X,

kai k — oo. Jei kiekvienam € > 0

lim lim P{p(Xp,,Yn) >c} =0,

k—y00 n—>00
tai Y, 2 X, kain — oo.
Irodyma galima rasti |1], 4.2 teorema.
2.3.5 teorema. Tarkime, kad S-reiksmiai atsitiktiniai elementai X,,, Y, yra apibrézti
erdvéje (Q, F,P), 0 S — separabili metriné erdvé. Jei X, N X, kain — oo, ir kiekvienam

teigiamam €
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P(p(X,,Y,) >¢) =0, n — oo,

tuomet X,, — X, n — oo.

Irodyma galima rasti [1], 4.1 teorema.

2.3.6 teorema. Atsitiktinio elemento X wvidurkis EX apibréZiamas formule
EX = / X(w)dP,
Q

jet integralas egzistuoja Bochnerio prasme.

2.3.7 teorema. Tarkime, kad atsitiktiniai kintamieji X1, Xo, ... yra ortogonalus ir

Z E| X2 |In*m < oo.
m=1
Tuomet eiluté
> X
m=1

konverguoja beveik visur.

Irodyma galima rasti [14].

2.4 HARO (HARR) MATAS

2.4.1 apibrézimas. Tequl aibéje G apibrézta grupés bei topologiné struktura. .Jei
funkcija h : G x G — G, apibréziama lygybe h(z,y) = zy~', yra tolydi, tuomet aibé G

vadinama topologine grupe.

2.4.2 apibrézimas. Topologiné grupé vadinama kompaktiska, jei jos topologija yra

kompaktiska.

2.4.3 apibrézimas. Borelio matas P, apibréztas kompaktiskoje topologinéje grupéje
G, vadinamas invariantiniu, jei P(A) = P(xA) = P(Az) visoms A € B(G) ir z € G.
Cia zA ir Az yra atitinkamai aibés {zy : y € A} ir {xy : z € A}.

2.4.4 apibrézimas. Invariantinis Borelio matas, apibréztas kompaktiskoje topolo-

gineje grupéje, vadinamas Haro matu.
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Sekanti teorema pateikia teigiama atsakyma j klausimg apie Haro mato egzistavima.

2.4.5 teorema. Kiekvienoje kompaktiskoje topologinéje grupéje egzistuoja vienintelis

tikimybinis Haro matas.

Irodyma galima rasti [8].

18



2.5 KAI KURIOS TRANSFORMACIJOS

2.5.1 teorema. Tikimybinio mato Q Furje transformacija g(ki, ..., kn) apibréZiama

lygybe
gk, s bom) = /x’fl...xfnmdQ,
Yom
kurk;€eZ,z;evy, j=1,...,m.
2.5.2 teorema. Tegul {Q,} tikimybiniy maty, apibrézty erdvéje (™, B(y™)) seka, o
{gn(k1, ..., km) }— atitinkamy Furje transformacijy seka. Tarkime, kad kiekvienai sveikyjy

skaiciy aibei g(ky, ..., k) egzistuoja riba

g(ki, ... k) = Jlrgogn(kl, s km),

tuomet erdvéje (Y™, B(y™)) egzistuoja tikimybinis matas Q toks, kad @Q, = Q. Be to
g(k1, ..., km) yra mato Q Furje transformacija.

Dabar pazymeékime
Q= H Vps
p

kur v, = 7 kiekvienam pirminiam skai¢iui p. Yra jrodyta [7], jog su sandaugos topologija

ir pataskine daugyba @) yra kompaktiska Abelio topologiné grupé.

2.5.3 apibrézimas. Tikimybino mato Q, apibrézto erdvéje (Q, B(Q2)) Furje transfor-

macija g(k) apibréZiama formule
o) = [ []strac
Q p

Cia k = (ko ks,...), kur tik baigtinis sveikuju skaiciy k, skaicius nelygus nuliui ir
T, €v,p€P.

2.5.4 teorema. Tegul {Q,} yra tikimybiniy maty erdvéje (2, B(Q)) seka, o {g.(k)}
atitinkamy tikimybiniy maty Furje transformacijy seka. Tarkime, kad kiekvienam vekto-
riui k egzistuoja riba g(k) = nh—>Holo gn(k). Tuomet erdvéje (2, B(Q2)) egzistuoja tikimybinis
matas Q toks, kad Q, = Q. Be to, g(k) yra Q Furje transformacija.
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Irodymas. 2.5.2 ir 2.5.4 teoremos yra atskiras tolydumo teoremos tikimybiniams

matams kampaktinéje Abelio grupéje atvejis [8].

2.6 ERGODINES TEORIJOS ELEMENTAI

2.6.1 apibrézimas. Tarkime, kad (Q0, F,P) yra tikimybiné erdvé, o T yra parametry
aibé. Realioji baigtiné funkcija X (T,w), T € Q, vadinama atsitiktiniu procesu, jei kiekvie-
nam fiksuotam T € T, X(7,+) yra atsitiktinis dydis. Kai w € Q yra fiksuotas, tai funkcija

X(+,w) vadinama atsitiktinio preoceso trajektorija.

Tarkime, Y yra visy baigtiniy realiyjy funkciju y(7), 7 € T, erdvé. Yra Zinoma,
kad kiekvieno atsitiktinio proceso baigtiniamaciai skirstiniai erdvéje (Y, B(Y')) apibrézia
tikimybinj mata (). Tuomet tikimybinéje erdvéje (Y,B(Y),Q2) postumis g, gali buti
apibréziamas funkcija, kuri perveda y(7) € Y j y(7 4+ u). Postumiai g,, v € R, sudaro

grupe. 2.6.2 apibrézimas. Atsitiktinis procesas X (1,w) vadinamas apréZtai stacionariu,
jet vist jo baigtiniamaciar skirstiniar yra invariantiski postumio dydzio u atZvilgiu.

Yra Zinoma, kad jei atsitiktinis procesas X (7,w) yra stipriai stacionarus, tai postumis
gu yra iSsaugantis mata, t. y. kiekvienai aibei A € B(Y') ir visiems u € R yra teisinga

lygybé Q(A) = Q(A,), kur A, = gu.(A).

2.6.3 apibrézimas. Aibé A € B(Y) vadinama proceso X (T,w) invariantine aibe, jei
kiekvienam u aibés A ir A, skiriasi viena nuo kitos nulinio Q-mato aibe. Kitaip sakant,

Q(AAA,) = 0.

2.6.4 apibrézimas. GrieZtai stacionarus procesas X (T,w) yra ergodiskas, jei jo inva-

riantiniy aibiy o-kung sudaro aibés, kuriy matas @ lygus 0 arba 1.

Ergodiniam procesui yra teisinga klasikiné Birkhofo-Kinc¢ino (Birkhoff-Kintchin) te-

orema.

2.6.5 teorema Tarkime, procesas X (1,w) yra ergodiskas, E|X (1,w)| < oo ir tequl tra-

jektorijos yra integruojamos Rymano prasme kiekviename baigtiniame intervale. Tuomet
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beveik visur galioja $i lygybe

T—o00

T
lim /X<T, W)dr = EX(0,).
0

Teoremos jrodymas pateiktas [7].
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3 PAGALBINIAI REZULTATAI

Siame skyriuje pateikiami zinomi ir jrodomi nauji rezultatai, reikalingi pagrindinés te-
oremos jrodymui. Tam pirmiausiai jrodoma ribiné teorema absoliuc¢iai konverguojan¢ioms
eiluteéms, pateikiamas aproksimavimas vidurkiu, bei jrodoma ribiné teorema erdvéje H (D)
ir dvimaté ribiné teorema erdvéje H?(D).

Pazymékime

vr(...) = %HIG&S{T e0;T]:..}, T>0,
kur vietoje tasky yra raSoma salyga, kurig tenkina 7, o meas{A}— macios aibés A C R

Lebego matas.

3.1 RIBINE TEOREMA ANALIZINIU FUNKCIJU ERDVEJE

Nagrinésime funkcija
Li(s) = (1 —=2""%)"L(s), o> 1.

Kadangi taskas s = 1 yra funkcijos L(s) eilés r polius, funkcija L;(s) yra sveikoji. Be to,
kai o > 1, funkcija L;(s) gali buti uzrasoma lygybe

(1—2%) Z ZZ mgmsws,

7=0 m=1

su tam tikrais koeficientais a,, ; < |a,,|, m € Nir j = 0,1, ..., r.

(120" e,

j=1

Apibrézkime funkcija

Ly(s,w) = <1 - 2“’2—@))1;[

Tuomet L;(s,w) yra H(D)-reikSmis atsitiktinis elementas, apibréztas tikimybinéje erdvéje

(Q,B(2), mpg). Be to, standartiniu budu [11], galima jrodyti, jog visiems s € D ir beveik

visiems w € 2

w(2)
ZZ m,j ms W

7=0 m=1
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Tegul Pp, yra atsitiktinio elemento L;(s,w) skirstinys. Apibréziame tikimybinj mata
Pri,(A) =vr(Li(s+ir) € A), Ae B(H(D)).

3.1.1 teorema. Tikimybinis matas Pryr,, kai T" — oo silpnai konverguoja j matg

P

-
Teoremos jrodyma pateiksime skyriaus pabaigoje, o dabar jrodysime pagalbinius rezul-

tatus.
Ribiné teorema absoliudiai konverguojanciai eilutei

Tegul o1 > max(%, 1— i) fiksuotas skaicius ir

() = eXp{ - (%)} m,n € N.

Pazymeékime

ir apibrézkime

1 x? 1
Ly ,(s) = 57 / Li(s+ z)ln,j(z)?dz, kaio > 3 (3.1)
01 —100
Paéme
1 L2
2)dz
b (m) = 2mi / 2m?2i%

turime jvertj

b (m) < =712 / [l (o1 + it)|dt <, 712797,

Todél eiluté

A i K 1
Z Z ;nsts y 0> 5

7=0 m=1

konverguoja absoliuciai. Tuomet i§ iSraiskos

S+Z ZZ mjms—i-sz(s—i-z)

7=0 m=1
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bei sumavimo ir integravimo tvarkos pakeitimo (3.1) lygybéje turime, jog

o1+i00

1 dz
Ln(s Z Z mjmS 235( 271 / ln’j<z)zmz2jz>

7=0 m=1

01 —100

SN a ik g(m) mj?js. (3.2)

7=0 m=1

Be to, pasinaudoje Melino (Mellin) formule

c+1i00
1
— L(z)b*dz=¢e"?, b,c>0,
o (2) z=e c
gauname lygybe
1 o1+ico *Zd
z z m
bugm) = — [ =T =) (2) Sz =uva(m),
a(m) 2mi / o1 <01>(n> P vn(m)
o1 —100

kuri kartu su (3.2) duoda, jog eiluté

Lln ZZ m]m82]87

7=0 m=1
konverguoja absoliuciai, kai o > %

Dabar apibrézkime atsitiktinj elementa

U (m)w(m)w(27) N
Lin(s,0) = E E U j s : € Q,
=0 m=1

ir nagrinékime tikimybiniy maty

PT,n,Ll (A) = I/T(Llyn(s -+ ’LT) c A), Ac B(H(D)),
ir

Prop(A) = vp(Lin(s +ir,@) € A), A€ B(H(D))

silpng konvergavima.
3.1.2 teorema. Tikimybiniat matai Pr, , ir ﬁT%Ll, kat T — o0, silpnai konverguoja

i tq paty tikimybing matq erdvéje (H(D), B(H(D))).
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Erdvéje (92, B(€2)) apibrézkime tikimybinj matg
Qr(A) = vr((p~"™ : p yra pirminis) € A).

3.2 teoremos jrodymui naudosimeés sekanciu tvirtinimu.
3.1.3 lema. Tikimybinis matas Qr, kai T — oo, silpnai konverguoja 3 Haro matg my.

Jrodymas. Toro €2 dualioji grupé yra izomorfiné j

Dz

kur Z, = Z kiekvienam pirminiam skai¢iui p (Z— sveikyjy skai¢iy aibé). Tuomet elementui
k = (ko ks, ...) € @ Z,, kurio tik baigtinis sveikyjy skai¢iy k, skai¢ius yra nelygus nuliui,
galioja tvirtinimas

w— wk= Hwkp(p).
p

[ ¢ia, mato Q¢ Furje transformacija gr(k) yra uzrasoma tokia forma

T T
1 - 1
o kp _ —iTkp _ s
gr(k) = / Ipl w (p)dQr = T/ |p|p dt = T/exp{ T Ep kplogp}dT,
Q 0 0

kur tik baigtinis sveikyjy skai¢iy k, skai¢ius yra nelygus nuliui. Kadangi sistema

{logp : p yra pirminis} yra tiesiSkai nepriklausoma vir§ racionaliyjy skai¢iy kuno gau-

name, kad
1, jeik =0,
gr(k) = ¢ exp{-iTThkylogp}-1
—iTik;plogp , Jei k #0.
Todeél
. 1, jei k=0,
lim gr =
T—o0 0’ JGIE#Q

I8 ¢ia ir 1.42 [8] teoremos seka lemos jrodymas.

3.1.2 teoremos jrodymas. Funkcijg h, : Q@ — H(D) apibrézkime formule

() = 3 3 AT
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Funkcija h,, yra tolydi, be to,
h,((p~" : p yra pirminis skai¢ius)) = L1, (s + i7).

Todél Pr,,1, = Qrh;', ir i§ 5.1 [1] teoremos bei 3.1.3 lemos gauname, kad matas Pr,, 1,,
kai T — oo, silpnai konverguoja j mata mgh. .
Norédami jrodyti analogiska tvirtinima matui ﬁT% L., apibrézkime funkcija h : @ — Q
Sitaip
h(w) = wd ™.
Tuomet
hy (R((p~" : p yra pirminis))) = Ly (s + i7, ).

Atlike analogiskus veiksmus ir atsizvelge j Haro mato my invariantiskuma, gauname, kad

matas 13T7n7L1 silpnai konverguoja j mata mg(h,h)™t = (mgh™')h,; ' = mygh,'. A

Aproksimavimas vidurkiu

Funkcija L4 (s) aproksimuosime funcijomis Ly ,(s). Pries tai, apibréskime metrika erdvéje

H(D). Pagal 1.7.1 lema [11], egzistuoja kompaktisky poaibiy seka {K;} C D, tokia kad

D = U Kl?
=1
K; C K1, ir jei K— kompaktiskas D poaibis, tai K C K; tam tikriems /. Parinkime
f,g € H(D) tokias, kad

0 sup | f(s) = g(s)]

_ seK;
olf.9) = ;2 T sup [7(5) = g(5)]

Tada o yra metrika erdvéje H (D), su indukuota tolygaus konvergavimo ant kompakty
topologija.
3.1.4 lema. Tegul K yra pusplokstumeés D kompaktiskas poaibis. Tada

T

1
lim limsup — /sup |L1(s +i7) — Ly n(s +i7)|dr = 0.
n=00  Too seK
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1

Jrodymas. J. Staudingas [22] jrodé, jog kai o > max (3,

1— é), funkcija L(s) yra baigtinés
eilés ir
T
/ |L(o +it)|’dt < T.
0

I§ ¢ia seka, kad toje pacioje srityje funkcija L1(s) taip pat yra baigtinés eilés ir
T
/ |Ly(o 4 it)|*dt < T.
0

Irodyma galima uzbaigti, pasinaudojus standartiniu konturinio integravimo pritaikymu

(ziuréti 5.4.2 teoremy [11], kurioje nagrinétas Rymano dzeta funkcijos atvejis). A
Panasus tvirtinimas yra teisingas ir funkcijoms L (s,w), Ly ,(s,w).

3.1.5 lema. Tegul K yra kompaktiskas pusplokstumeés D poaibis. Tuomet beveik
visiems w € )

T

1
lim lim sup — /sup |Li(s 4+ iT,w) — L1 (s + i1, w)|dr = 0.

n—=00 T 00 seK

Irodymas. Naudosime jvertj

T
/ |Ly(0 +it,w)|*dt < T,
0

kuris teisingas srityje o > max (%, 1— i) beveik visiems w € ), ir seka i funkcijos L(s,w)
vidurkio jver¢io [22].

Tolimesnis jrodymas analogiskas 3.1.4 lemos jrodymui. A

3.1.1 teoremos jrodymas. Analiziniy funkcijy erdvéje apibrézkime dar vieng tikimybinj
mata

]3T,L1 (A) =vr(Li(s+it,w) € A).

Pirmiausiai jrodysime, kad matai Prp, ir ﬁT7 L., kai T" — oo, silpnai konverguoja j ta patj

matg erdvéje (H(D), B(H(D))).
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Remiantis 3.1.4 teorema, turime, kad matai Pr,, ,,, ﬁTm, L., kai T" — oo, silpnai konver-
guoja j ta patj mata P, r,. Dabar X,, 1, (s) pazymékime H (D)-reiksmj atsitiktinj elementa

su pasiskirstymu P, 1, ir apibrézkime
X1in,11(8) = Lan(s +1i0T),

kur 6 yra atsitiktiné reikSme, apibrézta tam tikroje tikimybinéje erdvéje (@,B(ﬁ),l@) ir
tolygiai pasiskirs¢iusi intervale [0,1]. Pasinaudoje konvergavimo pagal skirstinj apibrézimu

ir pazymeéjimu 2>, turime, kad
D
Xrna(8) 77 Xnpi()- (3.3)

Be to, nesunku pastebéti, kad tikimybiniy maty Seima { P, 1, } yra suspausta, o taip pat ir
reliatyviai kompaktiska. Tuomet egzistuoja posekis {P,, r,} C {P.r,}, toks, kad matas
P,,, kai ny — oo, siplnai konverguoja j tam tikra mata P erdvéje (H (D), B(H(D))), kai

ny — oo. Tai ekvivalentu tam, jog

Xpy1, —— P. (3.4)

niy—oo
Pazymeékime
XT,Ll(S) = L1 (S + ZQT)

Pasinaudoje 3.1.4 lema gauname, kad kiekvienam € > 0

lim limsup vp(o(X7,L,(8), X7n.1,(5) > €)

n—00 T _yno

T
< lim limsup 7 [ o(Li(s +7), L1n(s + iT))d7 = 0.
0

n—=0  Too
I8 ¢ia (3.3), (3.4) ir 4.2 teoremos [1] turime, kad

Xrp,(s) =2 P (3.5)

T—o00
tai yra, matas Prp, silpnai konverguoja j mata P, kai " — oco. Be to, i$ (3.5) seka, jog

matas P nepriklauso nuo posekio {P,, 1, } parinkimo. Todél
D
Xop, —2— P. (3.6)
T—o0
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Dabar apibrézkime
Xrn1,(8) = Lin(s +i0T,w)
ir
Xr1,(s) = Li(s + 0T, w)
Pasinaudoje (3.6) formule, 3.1.5 lema ir kartodami ankstesnius samprotavimus atsitikti-
niams elementams )A(T,le ir )A(T,Ll ganame, kad matas ﬁT,Ll, kai 7" — oo, taip pat silpnai
konverguoja j P.

Lieka jrodyti, kad P sutampa su P, .

Tarkime a, = {p~*" : p yra pirminis skai¢ius}, 7 € R. Apibrézkime vienparamterine
transformacijy aibéje €2 Seima ¢, (w) = a,w, w € Q. Tada {p, : 7 € R} yra mati
issauganti transformacija tore () vienparametriné grupé. Be to, pagal 5.3.6 teorema [11],
grupé {¢, : 7 € R} yra ergodiné.

Dabar tegul A yra mato P, apibrézto 3.1.1 teoremos jrodyme, tolydumo aibé. Tuomet

i$ Sios ir 2.1 [1] teoremy turime sarysj

lim vr(Ly(s +it,w) € A) = P(A). (3.7)

T—o0

Apibrézkime atsitiktinj dydj £ erdvéje (2, B(Q), mp)

1, jei Li(s,w) € A,

§(w) = N
0, jei Li(s,w) ¢ A.

Kadangi grupé {¢, : 7 € R} yra ergodiné, procesas p,(&(w)) taip pat yra ergodiskas.
Pazyméje EX atsitiktinio elemento X vidurkj ir pasinaudoje Birhofo-Kin¢ino teorema [7|

turime, jog

T—oo 1’

lim — / £(pn(w))dr = E¢. (3.9)

Taciau, pagal ¢ ir ¢, apibrézimus

E¢ = /{(w)de =mpy(w e Q: Li(s,w) € A) = P, (A)
Q
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ir
T
1
T /{(@T(w))dr = vp(Li(s +iT,w) € A).
0
Todél, remiantis (3.8),
2lim vr(Ly(s+iT,w) € A) = P, (A)
—00
ir, atsizvelgus i (3.7), gauname, kad P(A) = Pp,(A) visoms mato P tolydumo aibéms
A. Kadangi tolydZios aibés sudaro determinuojancia klase, tai P(A) = Pp,(A) visoms

AeB(H(D)). A

3.2 DVIMATE RIBINE TEOREMA

Pazymékime H?(D) = H(D) x H(D) ir tegul

g-(s) = (1~ QI_S)T'
Kadangi ¢,(s) yra Dirichlé polinomas, ir remiantis 3.1.2 teoremos jrodymu tikimybinis

matas

vr(g.(s+1it) € A), Ae B(H(D)), (3.9)

kai 7" — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento

o (5.09) = (1_2222))7,

skirstinj.
Erdvéje (H?(D), B(H?(D))) apibrézkime tikimybinj mata
PP = vr((g:(s +i7), Li (s + 7)) € A),
ir pazymeékime
F(s,w) = (g-(s,w), L1(s,w)).
Pasinaudoje¢ (3.9) mato silpnu konvergavimu, 3.1.1 teorema ir modifikuotu Kramerio-
Valdo (Cramer- Wald) kriterijumi [8] gauname sekantj tvirtinima.

3.2.1 teorema. Tikimybinis matas Pq@, kai T" — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio

elemento F(s,w) skirsting.
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4 PAGRINDINES TEOREMOS JRODYMAS
Apibrézkime funkcija u : H*(D) — M (D) formule
_ g2 2
d(g1,92) = ;, (91,92) € H*(D).
Si funkeija yra tolydi, kadangi metrika d (pagal erdves M (D) apibrézima) tenkina lygybe

1 1

d<g1792) = d(_v_)a g1, g2 S H(D)
g1 92

Be to, Pr = P}Q)ufl. I8 ¢ia, 3.2.1 teoremos bei 5.1 teoremos [1]| turime, kad matas Prz,
kai 7" — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento

Ly(s,w)
gr(s,w)

= L(s,w)

skirstinj. A
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ISVADOS

Darbe nagrinéjama paprastyjy Dirichlé eiluciy

L(s):Z%, s =0 +it,
m=1

turinciy Oilerio sandaugg, analizinj pratesima, Rymano tipo funkcine lygtj bei tenkinanciy
Ramanudzano hipoteze koeficientams a,,, klasé.

Kadangi sios klasés funkcijy asimptotinj elgesj zinomais tikimybiniais metodais nusakyti
sudétinga, apsiribota jos poklasiu, tenkinanc¢iu papildomg reikalavima — funkcijos turi
turéti polinomine Oilerio sandauga.

Tokiy funkcijy klasei jrodyta ribiné teorema tikimybiniy maty silpno konvergavimo
prasme meromorfiniy funkcijy erdvéje. Pateiktas iSreikstinis ribinio mato pavidalas.

Gauta teorema gali buti pritaikyta kity panaSias savybes turin¢iy funkcijy analizei bei

ju universalumui tirti.
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SUMARRY

In 1989 A. Selberg introduced [26] a class S of L-functions

L(s)zz%, s =0 +it,
m=1

which became an object of numerous investingations, see a survey paper [10]. Roughly
speaking, the functions of the class S satisfy 4 axioms: Ramanujan conjecture on the
coefficients a,,, axioms of analitic continuation, functional equation and Euler product.
We consider a subclass &' C S of L functions, which satisfied the following hypothesis:

For each prime p and j = 1, ...k, there exist complex numbers ¢;(p), |c;(p)| <1, such
that

L(s):Hﬁ(l—%).

p j=1

The aim of this work is to prove a limit theorem in the sense of weak convergence of

probability measures in the space of meomorphic functions for L function from the class

1 1
D:{SECZU>H1&X(§,1—@>},

S
Let
where d, is the degree of the function L(s). Denote by M (D) be the space of meomorphic

on D functions equipped with the topology of uniform convergence on compacta and by
B(M (D)) — the class of Borel sets of the space M(D). Let meas{A} be the Lebesque

measure of a measurable set A C R. We consider the probability measure
1
?meas{T €0;T]: L(s+it) € A}, A€ B(M(D)),

and prove that it converges weakly to the distribution of some explicity given random

element, as T — oo.
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ZYMEJIMAI

s = 0 + 1t— kompleksinis skaicius.

C— kompleksiniy skaic¢iy aibé.

Cs— Rymano sfera.

R— realiyjy skaiciy aibe.

Z— sveikyjy skaiciy aibe.

H(D)— analiziniy srityje D funkcijy erdve, D C C.

=

(G)— meromorfiniy srityje G funkcijy erdve, G C C.
B(S)— erdvés S Borelio aibiy klasé.

s

— konvergavimas pagal skirstinj.

m, k,n, j— naturalieji skaiciai.
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