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IVADAS

Tema: Puasono dvimatés lygties vidiniy reikSmiy uzdavinio sprendimas ,tilto*
funkcijy metodais

Temos aktualumas. Spresti Puasono lygti yra labai daug metody, taciau mes sitilome
dar viena metoda. ISsivysCius kompiuterinéms technologijoms atsiranda reali galimybé
suvesti Puasono lygties uzdavini { tiesiniy algebriniy lygéiy sistema. Tuo tikslu panaudojami
naujo tipo splainai, gristi arba hiperboliniy tangenty ,tilto* funkcijomis, arba
trigonometrinémis ,,tilto* funkcijomis.

Darbo objektas. Dvimaté Puasono lygtis, apraSanti arba stacionarius perneSimo
procesus, arba plokStumos potencialus. Pastarasis uzdavinys, kai spar¢iai tiriamos ploksc¢iojo
darinio grafeny savybés, darosi vis aktualesnis.

Darbo tikslas. Tyrimo tikslas — Puasono lygties sprendimas.

Darbo uZdaviniai:

1. ISspresti Puasono lygti kompiuterinio modeliavimo programomis.

2. Palyginti sprendiniy, gauty trigonometrinés bei hiperbolinio tangento ,.tilto*
funkcijomis, efektyvuma.

3. I8tirti modeliuojant kompiuteriu, kaip priklauso sprendinio tikslumas nuo
hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcijos parametro (h).

4. Pateikti sprendima, pasiiilymus bei rekomendacijas tolimesniems tyrimams.

Darbo Saltiniai. RaSant magistro darba naudojamos mokslinés knygos, moksliniai
straipsniai jvairiomis kalbomis. Informacija ieSkoma ivairiuose Saltiniuose: bibliotekoje,
internete ir kt.

Darbo metodika. Siame darbe atlickami sprendimai, naudojantis kompiuterinio
modeliavimo programomis.

Darbo struktiora. Baigiamaji darba sudaro ivadas, dvi dalys, suskirstytos 1 atskirus
skyrius. Pirmoje dalyje apraSyta teorija, kuri naudojama jgyvendinti sprendimams. Teorijoje
nagrin¢jama: Puasono ir Laplaso lygtys; harmoninés funkcijos; funkciju aproksimavimas;
splainy metodas; neapibrézty koeficienty metodas bei maziausiy kvadraty metodas. Antrojoje
dalyje pateikiami sprendimai, gauti kompiuteriu. Remiantis empiriniais tyrimais
suformuluotos iSvados, pasiiilymai ir rekomendacijos bei santrauka angly kalba. Darbo

pabaigoje pateikiamas literatiiros sarasas bei priedai.



1. TEORINE DALIS

1.1. PUASONO IR LAPLASO LYGTYS

Dekarto koordina¢iy sistemoje divergencija (pvz., elektrinio lauko stipris) ir
gradientas iSreiSkiami tokiu budu:

OE, OE, OE.
+ +

divE= (1)
ox Oy Oz
Tuo atveju, kai u — potencialas, tai elektrinio lauko stipris iSreiSkiamas jo gradientu formule
E =—grad u,
2
gradu:a—ui+a—uj+a—uk.’ 2)
ox oy oz

Cia i, j, k - vienetiniai atitinkamy koordina¢iy asiy vektoriai (ortai), o u gali bati potencialas.
Toje sistemoje
E=Ei+E j+EK. 3)
Pagal (1), (2) ir (3) nustatome, kad

= p o g
ox 7 Oy Oz

[raSe tai i (1), gauname:

2 2 2
divE:—ZZ—SL;—(;L;, @)
X y z
o 1§ I Maksvelo lygties
divE = _P
€y
Dekarto koordinatémis:
0’u 0'u 0u
=-£. (5)

+ =
o’ oyt oz &
Si lygybé vadinama Puasono (S. D. Poisson) lygtimi. Ji sieja potenciala ir tdirinj
kriivio tanki tame paciame erdves taske. Tose erdveés srityse, kuriose néra kruviy, (5) tampa:
o’'u 0’u Ou
~+—+—=0.
ox~ oy° oz

(6)

(6) vadinama Laplaso (P. S. Laplace) lygtimi.



1.1.1. Fizikiniai pavyzdziai, apraSomi Laplaso lygtimi

1 pavyzdys. Stacionariné temperatiira. [zoliuotoje i§ Sony vienalytéje ploksteléje

temperatiira u = u(t, x, y) tenkina Silumos laidumo lygti
2 2
oo (27%%“] )

Jei plokstele yra duota uzdaroje srityje S, kuria apriboja uzdara kreivé C, tai
atitinkama misryji uzdavini formuluojame Sitaip.

Reikia rasti srityje S, kai >0, (7) lygties sprendini, tolydini uzdaroje srityje S, kai
t >0, kuris tenkina srityje S pradiniu momentu ¢ = 0 prading salyga

u(0,x,y)=(x,y), (8)
o ant kontiiro C - visa laika (¢ > 0) — viena 18 trijy krastiniy salygu:
I ul.=£(1,0),
ou
nr — :ﬂ(t,C), (9)
on|.
m o +h(C)[u|. - £,(1,C)]=0, h(C)=0.
on|.
. ) e ) _ o e ... Ou
Prie IT ir IIT krastiniy salygy, kai ant konttiro C apibréziama normalin¢ iSvesting a—,
n
srityje S, ¢+ >0 turi buti tolydiné ne tik ieSkomoji funkcija, bet ir jos dalinés iSvestinés Z—u,
X
ou
dy

Jei funkcijos f,, f, ir f; nepriklauso nuo t:
f:(t,C) = f.(0), (i=12,3),

tai, pra¢jus pakankamai ilgam laikui, plokstel¢je susidaro pusiausvyros buvis, kuris
nepriklauso nuo pradinés funkcijos (pradinés temperatiiros) @(x,y). Tuomet ir plokstelés
temperatiira u nepriklauso nuo laiko, o priklauso tik nuo koordina¢iy: ja vadiname

pusiausvyros, arba stacionare, temperatiira. Tuo atveju

ou

—=0.
ot

u=u(x,y),

Ir vietoj (7) lygties gauname dvimate Laplaso lygti
O’u  u

¥+ay—2—0, (10)



o vietoj (9) kraStiniy salygy — atitinkamai

I ulc=£(0),

R T (1)
on|.
0

| a—ZC+h(C)[u|C—f3(C)]:O.

Stacionariné temperatira turi biiti tolydiné uzdaroje srityje S=8+C, srityje S
patenkinti Laplaso lygti, o ant kontiiro C - viena konkrecia 1S (11) krastiniy salygu. Be to, (11)
antrosios ir treciosios salygy atvejais uzdaroje srityje S turi bati tolydinés ir dalinés iSvestinés
o
o’ dy

2 pavyzdys. Tasko potencialas. Materialiniame taske Q(&,n,{) patalpintas elektros
kruvis ¢g,, remiantis S. A. Kulono (Ch. A. Coulomb) désniu, veikia i bet kuriame erdveés taske

P(x,y,z) esant] vienetinj elektros kriivi jéga

f:i.&.g (12)

Cia ¢, - aplinkos dielektriné konstanta. Tos jégos didumas yra atvirkSciai proporcingas abiejy

tasky atstumo kvadratui, nes vektorius QP, padalytas 1§ jo ilgio r,,, reiSkia vienetini

PQ >
vektoriy.

Keisdami taSko P padét], gauname jégu lauka, kurj sukuria taske Q elektros krivis g,,.
Parodoma, kad taskinio kritvio sukurtas (12) jégy laukas yra potencialinis, t. y. kad egzistuoja
toks skaliarinis laukas u =u(x,y,z) (elektrostatinis potencialas), kad

f=—grad u.
Taskinis elektrostatinis potencialas tenkina Laplaso lygtj [2]:
o'u 0'u Ou
s+t—+—5=0
ox~ oy" oz

(13)

1.2. HARMONINES FUNKCIJOS

Tarkime, kad turime dvimatg Laplaso lygti:
o’u ©0°
—L;+—L2t:0.
ox~ 0oy

Laplaso lygties sprendiniai, tolydis duotoje srityje, vadinami harmoninémis

funkcijomis.



Vienalycio kiino stacionarin¢ temperatiira, tasko ir kiino elektrostatinis bei gravitacinis
potencialai tuStumoje yra harmoninés funkcijos.

Funkcija, duotoje srityje tenkinanti Laplaso lygti, bet netolydi, jau yra neharmoniné
funkcija. [2]

Pateiksime harmoniniy funkcijy pavyzdziy.

1 pavyzdys. u =axy+bx+cy, kur @, b, ¢ — koeficientai.
2 pavyzdys. u=ax’+ By, kur a=-b.

3 pavyzdys. u =e™ -sin®, kur k — bet koks koeficientas.
4 pavyzdys. u = €™ -cos™, kur k — bet koks koeficientas.

5 pavyzdys. u =" -sin* +e™ -cos™, kur k, h — bet koks koeficientas

1.2.1. Harmoniniy funkcijy savybés

Tarkime, kad turime Grino formule:
”(69 aP]d dy = gSde+ Ody, (14)
Oy

¢ia C — glotni uzdara kreive, apsupanti plokscia srit S, o funkcijos P, Q ir jy pirmosios dalinés
ivestinés tolydinés uzdaroje srityje S=S+C. Jei (n,x) ir (n,p) - kreivés C normalés
kampai su x ir y aSimis, tai judant taSkui kreive C, dx =-dscos(n,y), dy=dscos(n,x).

Atsizvelgg i tai ir pakeitg O =4, P=—-4,, vietoj (14) paraSome formulg

=

Imdami, kad 4, ir A, yra plokStumos vektoriaus A = A4 i+ A4 j projekcijos, paraSome

o4,
]dxdy $[ 4, cos(n,x)+ A, cos(n, y) | ds. (15)
Oy

(15) formule vektoriSkai:
j J. divAdxdy = (JS Ads .
N C

1 savybé. Jei funkcija u yra harmoniné ploksc€ioje srityje S, apsuptoje lygia uzdara

kreive C, be to, u, Z—u ir a—u yra tolydinés uzdaroje srityje S, tai tos funkcijos normalinés
X v

iSvestines integralas konttiru C yra lygus nuliui:

j—ds_ (16)



2 savybé. Minétomis salygomis harmoninés funkcijos u reikSme bet kokiame taske P,
esanCiame kreivés C viduje, yra iSreiSkiama tos funkcijos ir jos normalinés iSvestinés

reikSmémis ant konttro C:

_ L L jou@ o0y Ol L
u(P)=—~ i {m[%] P u(Q)anln[rPQHdsQ. (17)

3 savybé. Harmoninés funkcijos reikSmé skritulio centre yra lygi jos reikSmiy ant

apskritimo aritmetiniam vidurkiui:
1
u(P)=— j u(Q)ds, - (18)
2r e

4 savybé. Plokstumos harmoninés funkcijos maksimumo ir minimumo teorema. Jei
funkcija u, harmoniné ploksc¢ioje srityje S, igyja kuriame nors srities taske maksimuma ar
minimuma, tai u = const visoje srityje S. Kitaip tariant, jei funkcija u = const yra harmoniné
plokscCioje srityje S, tai ji negali igyti srities viduje nei maksimumo, nei minimumo.

ISvada. Jei funkcija u# yra harmonin¢ ploks¢ioje apréztoje srityje S ir tolydiné
atitinkamoje uzdaroje srityje S, tai toji funkcija visuomet igyja savo maksimuma ir
minimuma srities pasienyje C.

5 savybé. Jei funkcija # yra harmoniné plokscioje srityje S, tolydiné uzdaroje srityje
S ir lygi konstantai K srities pasienyje C, tai u = K visoje uzdaroje srityje S.

6 savybé. PlokStumos harmoninés funkcijos vienatinumo teorema. Jei funkcijos u, ir
u, yra harmoninés plokscioje srityje S, tolydinés uzdaroje srityje S ir abieju funkciju

reikSmés sutampa srities pasienyje C, tai u, = u, visoje uzdaroje srityje S. [2]

1.3. APROKSIMAVIMAS

Funkcijy aproksimavimo uzdaviniy gausu jvairiose matematikos, fizikos ir technikos
srityse. Literatiiroje nagrin¢jama daugybé funkciju aproksimavimo uzdavinio sprendimo
metody. Tai paaiSkinama tuo, kad praktikoje susiduriama su daugeliu skirtingy $io uzdavinio
formuluociy.

Daznai reikia Zinoti daugeli funkcijos reikSmiy. Ta¢iau daugumos funkcijy reikSmiy
paprastai apskaiCiuoti negalima. Tada naudojamés lentelémis funkcijos reikSmémis arba

interpoliacine funkcija. Bet interpoliacin¢ funkcija, sutampanti su duotgja interpoliavimo

taSkuose, ne visada yra jai artima kituose intervalo (a, b) taSkuose. Mus daznai domina kaip

tik toks klausimas: rasti funkcija ¢(x), kurios reik§més bty kuo artimesnés f(x)



reikSméms intervale (a, b). Sis uzdavinys paprastai sprendziamas tokiu biidu. Parenkama
funkcijy klase M. Klasés M funkcijos iSreiSkiamos nesudétinga analizine formule. Tarp
funkciju @(x)eM ieskoma tokia, kad dydis p(x,¢)=|f(x)—¢(x)| biitu maziausias (tam
tikra prasme) intervale (a, b). Funkcija, kuri minimizuoja p(x,), vadinama
aproksimavimo funkcija, o jos radimas — aproksimavimu.

Jei minimizuojamas dydis max p(x,¢), tai aproksimavimas vadinamas tolydiniu, o
asx<b

b
jei minimizuojamas dydis I p’(x,@)dx, tai aproksimavimas vadinamas kvadratiniu. Tokiu

a

biidu, tolydinio aproksimavimo atveju ieSkome funkcijos ¢, (x)e M , kuri tenkina salyga:

5 (@)= min max|/(x)-¢(x)], (19)
o kvadratinio aproksimavimo atveju —
. f 2
5(py)= min [ p(0]./ ()= dx, (20)

¢ia p(x) >0 yra svorio funkcija.
Jei funkcija  f(x) iSreikita lentele, tai ieSkome funkcijos ¢@(x)eM,

minimizuojancios dydi

2
>

i b; |f(x1) _q)(xi)

¢ia p, vadinami svoriais ir tenkina salygas

0<p <], Zn:pizl.
i=0

Jeigu klas¢ M sudaro n tiesiSkai nepriklausomy funkciju ¢,(x), @,(x), ..., @,(x)
tiesiné daugdara, o f(x) yra duota jos reik§miy lentelé, tai f(x) nesutampa su interpoliacine
funkcija, jei f(x)g M .

Apibendrintai funkcijy aproksimavimo uzdavini galima suformuluoti taip: turint
funkcijos y = f(x) reikSmiy lentelg (x,,y,) (Cia i=0,n, yi=f(x)ir x; #x,, kai i#j),
reikia rasti funkcijos f'(x) reik§me, kai x=1, 0 7€ [x,;x, ].

Funkcijos f(x) analiziné iSraiSka paprastai yra nezinoma arba pernelyg sudétinga.

Atsizvelgiant | y, reikSmiy tiksluma, taikomi du uzZdavinio sprendimo metodai:

e interpoliavimo metodas,

10



e suglodinimo metodas. [1,3]

1.4. SPLAINAI

Funkcijos panaSios | dabar apdorojamas splainais, matematikams buvo zinomos jau
seniai, net nuo Oilerio laiky. Tik ju intensyvus analizavimas prasidéjo XX amziaus viduryje.
1946 m. Isaakas Sionbergas pirmasis panaudojo termina nusakantj polinominiy splainy klase.
Iki to splainai buvo teoriniy tyrin¢jimy instrumentas. Po 1960 m. vystantis skai¢iavimo
technikos pasiekimams splainai pradéti naudoti kompiuterinéje grafikoje ir modeliavime.

Splaino pavadinimas kilgs 1§ angly kalbos ZodZio spline, reiSkiancio standZia liniuotg.

Splainas — tai tolydzioji iki p-tosios eilés iSvestinés imtinai funkcija, sudaryta i§ kurios
nors funkcijos daliy. IstoriSkai splainai pradéti konstruoti 1§ n-tosios eilés polinomo daliy,
tode¢l ¢ia, kalbédami apie splainus, laikysime juos funkcijomis, sudarytomis i§ polinomo daliy.

Dar naudojami splainai, angliSkai vadinami gyvatémis (snakes). Jie konstruojami
dviem etapais:

1. Pasirenkama tikslo funkcija — funkcionalas.
2. Taikant variacinio skai¢iavimo metodus, apskai¢iuojama kreivé, minimizuojanti
pasirinkta funkcionala.

PaprasCiausias ir seniausiai naudojamas splainas yra lauzté. Tai pirmosios eilés
splainas, kurio p=0.

Splainas, sudarytas, pavyzdZiui, 1§ kubinio polinomo daliy, vadinamas kubiniu; jo

0<p<2.

Splaino  apibréfimas.  Tarkime, kad intervale [a,b] duotas tinklelis
A:a=x,<x <..<xy,=b. Tada n-tosios eilés defekto k splainas yra funkcija y=g(x),
tenkinanti Sias salygas:

1) kiekviename intervale [x, ;x,] (i :I,_N) g(x) yra n-tojo laipsnio polinomas;

1

2) kiekviename vidiniame tinklelio taske (z‘ =LLN —1) galioja  lygybé

g (x,-0)=g"(x,+0), [=0,n—k . [3]

1.4.1. Splainy metodas

Funkcijy aproksimavimo metodai splainais pirma karta buvo pasitlyti 1940 metais,

taciau placiau pradéti naudoti tik pastaruoju metu.

11



Pagrindinis aproksimavimy polinomy trikumas tas, kad funkcijos, prasancios
duomenis kazkurio taSko aplinkoje, inesa pastebima paklaida ir tolimesniuose taskuose. Todél
panaudoj¢ polinomy interpoliavima duomeny intervale, tiksliy rezultaty negausime.

AngliSkas Zodis ,spline” reiSkia ,lanksCia lintuotg“. Tokia lankstoma pagal
eksperimentinius duomeny taSkus funkcija gali biiti apraSoma polinomais, su salyga, kad ju
srities galuose, funkcijos galai ,,suklijuojami* taip, kad sujungimas nebiity uzluzes.

Toliau aptarsime splaino pritaikymo id¢€ja. Visa aproksimavimo intervala, kuriame
ieSkome atkuriamaja funkcija, suskaidome 1 mazesnius intervalus (zonas). Kiekvienoje zonoje
aproksimavimo funkcija iSreiSkiama Zemo laipsnio polinomu. Be to, pareikalaujama, kad

polinominés funkcijos ir ju iSvestinés besiribojanciy zony krastuose sutapty (1 pav.)

1 pav. Splainu pavaizduoti duomenys

Polinomy ,,suklijavimo* galuose salyga:
B,(t)=F(),
t. y. n-tojo laipsnio splaino funkcijos, susidedancios i§ duoto laipsnio polinomy ,,gabaléliy®,
kurie sujungti taip, kad gauta funkcija biity tolydi ir turéty keleta tolydziy iSvestiniy.

Tokio vaizdo splainas vadinamas ,,gabalais® polinomine funkcija. Nulinio laipsnio
splainas sutampa su laipsnine interpoliuojama funkcija, o pirmojo laipsnio splainas — su
tiesiSkai interpoliuojama funkcija.

Pavyzdys. Vienalyté liniuoté tvirtinama kokiuose nors 2 taSkuose ir jai duodame

polinki pagal tuos taskus. Tokios formos kreivés strypa nusako trecio laipsnio polinomas.

Tarkime, kad kubin¢ parabol¢ duota parametrine forma

P(t)=at’ +a,t’ +at+a (21)
3 2 1 0
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praeina per 2 taskus P(t) ir P(t,), kuriuose zinomos i§vestiniy P'(¢) ir P'(¢,) reik§més. Tai
reiSkia, kad yra duotos 4 biitinos ir pakankamos salygos tam, kad apibréztume keturis
nezinomus koeficientus (21) israiskoje. Sitoki polinoma vadiname kubiniu Ermito
interpoliaciniu polinomu.

Parametrin¢ kreivés iSraiSka turi privaluma, kad galime laisvai i$sirinkti norima
diapazona, keiCiant kreivés parametrus. Norédami, kad skaiiavimo procesas bty
paprastesnis, laikysime, kad parametras ¢, apibréztas kiekviename segmente, kinta nuo 0 iki 1
(0<2<1).

Pastebime, kad P(0) =a,, P(1)=a,+a,+a, +a;.

Apibrésime i§vesting P'(¢): P'(¢) =3a,t’ +2a,t +a, .

IS to seka, kad P'(0) =q,, P'(1)=3a,+2a, +aq,.

IS Siy 1SraiSky galime rasti neZinomuosius a,, a,, a,, a,:

a, = P(0),

a, = P'(0),

a, =3[P(1)— P(0)]-4P'(0)- P'(1),
a,=2 [P(O) - P(l)] + P'(0)+ P'(1).

Tokia procediira yra atliekama kiekvienai tasky porai. Tokiu biidu nustaius parabolés
reikSmes P(t,) ir P(t,) intervalo ¢ ir¢, galuose, reikia tas reikSmes sulyginti su intervalo

t, irt; galuose esanCiomis reik§mémis. Tokia procedira vadinama susiuvimu arba

suklijavimu. |5]

1.5. NEAPIBREZTU KOEFICIENTU METODAS

Tam, kad sudarytume skaitinio integravimo formules, galima pasinaudoti neapibrézty
koeficienty metodu. Tuo tikslu pakeiCiame iSvesting y»'(x,) ir iSraiSkas f(x,,»(x,))

kazkokiomis iSraiSkomis

, La y(x
Y~ Y ), @2)
o h
k
S @y = Db f (%, (%) (23)
i=0
Turime galvoje, kad a_; ir b_ nepriklauso nuo 4. IS ¢ia gauname apytikslia lygybe.
La yx ) &
e ) AR 24)
i=0 i=0
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Sita lygybe apraso baigtiniy skirtumy schema.
La.y &

2 =2 b =0, (25)

i=0 i=0
Dydis

- a y(xn )

z zb—lf(xn 1’y(xn ]) 0

i=0
yra vadinamas diferencialinés lygties aproksimavimo lygciy sistemos (25) paklaida.

Apibrézimas. Skirtuming schema aproksimuoja diferencialing lygti atkarpoje

[xo,xo + X],jeigu

1= max

Xp<x,<xp+X

Turint galvoje, kad f(x, ,,»(x,,))=»'(x,,) ir x, , =x, —ih, gauname

La_y(x, —ih) & :
— N by —ih).
2= Z LV (x, —ih)

i=0
Tariame, kad visi sprendiniai iki eilés g apriboti:

‘y(”)(x)‘SMp<oo ir x,<x<x,+X, p=0,..., 4

ISreiskiame visus dydzius y(x, —ih) ir y'(x, —ih) su Teiloro formule:

V(x, —ih) = Zy“”( >( " B,
=5 ) SO _)1)_, +7

kur pagal likusi Teiloro eilutés narj turime

|7 S MR (g =D)L

Irasydami i8raiskas y(x, —ih) ir y'(x, —ih) ideSiniaja lygties pusg r, ir surinkg visus
koeficientus prie y‘”’(x,), gauname
r,=Eh ' y(x)+EY(x,)+...+ Eq_]hq‘zy(q‘” (x,)+¢,, (26)

éia

I
I

Sa () &b, ()"
T N 7
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Turime

le,|< DM ",
kur
k & ja!
D= 2lecl g2 bl
Paprastai jeigu reikia atlikti tikslesnj jvertinima, galime sumazinti jvertyje |¢,| dydi
D, Jeigu E,=---=E =0, iki &, = O(h™) ir sakome, kad tiesiniy lyg€iy sistema

Cyi—By, =F+ A4u,,
A4y, +Cy,-By,,=F,i=2,.,N-2,
Ay Yy +Cy Yy = Fy + By,
turi m-tosios eilés aproksimavima. Bet kokia m-tosios eilés aproksimacija yra g eilés

aproksimavimo schemoje, kai ¢ < m. Jei E,=---=E =0, o E_,, #0, tai sakome, kad

m+l
aproksimavimo eilé yra lygi m.

Bet kokiai glotniai funkcijai y(x) pagal (25), (23) gauname [4]:

lim i@ = '(%), (28)

h—0 =0

lim > b,/ (x=ih, y(x=ih)) = £ (x, y(x))

1.6. MAZIAUSIU KVADRATU METODO TAIKYMAS TIESINIU
ALGEBRINIU LYGéIU SPRENDIMUI

Maziausiy kvadraty metodas taikomas algebriniy tiesiniy lyg€iy apytiksliam
sprendimui tada, kai lygCiuy skai¢ius yra didesnis uz nezinomuyjy skaiciy ir tikslaus sprendinio
gauti nejmanoma.

Tarkime, kad duotos trys tiesinés lygtys. Maziausiy kvadraty metodu nurodomas toks

sprendinys - taSkas A, kuriam visy trijuy lygciy paklaidy kvadraty suma biity minimali.
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2 pav. Grafiniu biidu randamas taskas A

Metodo esmé. Tarkime, kad duota algebriniy lygciy sistema:

a, X, +apx, +...+a,yxy =b,

Ay X, +ApXy ...+ ay Xy =D,,
(29)

Ay X, + Ay X, .+ a,x, =b,,,

¢ia M > N, M — aproksimavimo lyg¢iy skaiCius, o N — aproksimavimo koeficienty skaicius.
Sig lygéiy sistema uzrasome matricos pavidalu @, - x, = b, . Sudarome funkcija
M N 1
F(O)= > (a,,x,=b,) —,
m=0 n=0 (M + 1)
kuri vadinama optimizavimo funkcija, tai 1§ esmés yra algebriniy lyg€iy sprendiniy paklaidy
dispersija. (29) lygCiy sistemos sprendinio ieSkome pavidalu

F(O)= ZZ ) a -c, —b, ) !

0 k=0 (M +1)2 .

Sios funkcijos minimumo biatina ir pakankama salyga: visos dalinés i§vestinés pagal
¢y lygios 0:
oF(©)
oc

n

= 0. (30)

Sudiferencijave (30) funkcija F'(C) gauname, kad

N

Z ¢, —b.)a,, =0.

(M + 1)2 =0 n=
o 2 .. .o . v
Suprasting 1§ m gavome algebriniy lygciy sistema C atzvilgiu
+

A-C=B,
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kurios kairiosios pusés matrica yra

o deSiniosios pusés matrica [4]

1.7. MATHCAD

MATHCAD’as — tai matematinis redaktorius, leidziantis atlikti jvairiausius
mokslinius ir inzinerinius skaiiavimus, pradedant elementarigja aritmetika ir baigiant
sudétingiausiais skai¢iavimo metodais. MATHCAD’ o naudotojai — studentai, mokslininkai,
inzinieriai, jvairiausi technikos specialistai. Programa labai paprasta, turi didel¢ matematiniy
metoduy biblioteka, puikias rezultaty vaizdavimo galimybes (grafikai, animacijos ir t.t.). Todél
Mathcad netruko tapti populiariausia matematiniy skai¢iavimy programa.

Matematinis programy paketas MATHCAD’as yra bene universaliausias — t.y., jis
tinka tiek mokymuisi, tieck moksliniam darbui. Be to, nereikalauja ypatingy kompiuterio
iStekliy (spartos bei atmintinés talpos). Taciau matematinio programy paketo MATHCAD’ o
simboliniy skaifiavimy ir programavimo galimybés yra ribotos (t.y. labai sunku kurti savo
programas ir funkcijas).

Pagrindines MATHCAD’o funkcijos yra $ios: skaiiavimo atlikimas su realaus tipo
bei kompleksiniais kintamaisiais, su vektoriais, skaliarais ir matricomis; specialiyju,
elementariyjy, vartotojo, ir statistiniy funkciju panaudojimas; lyg€iy sprendimas; sumy ir
integraly apskaicCiavimas; simboliniai skai¢iavimai; grafiky braizymas; programavimas.

MATHCAD’u galima apskai¢iuoti jvairias kombinatorines iSraiSkas (pvz. faktoriala,
deriniy skaiCiy), integralus, eiluciy sumy skaiciy, nubraizyti 7 tipy grafikus ir kt. Taip pat
MATCHAD’as leidzia atlikti turimy duomeny analiz¢ ir parinkti geriausia nagrinéjamo
objekto modeli. Galima jvesti bei iSvesti skaitinius it tekstinius duomenis bei dirbti su
kintamyjy dimensijomis. Kartu su standartinémis MS-OFFICE funkcijomis (FILE, EDIT,
VIEW, INSERT, WINDOWS) galima naudoti MATHCAD’o irankiy juostas MATH,
MATRIX, CALCULUS, CALCULATOR, GRAPH, SYMBOLICS ir kt.

MATHCAD’e galima apibrézti ir jvesti jvairiausias funkcijas: trigonometrines;
hiperbolines; atvirkstines trigonometrines; atvirkstines hiperbolines; rodyklines; logaritmines.

Be elementariyjy ir specialiyju funkcijy dar yra ir vartotojo funkcijos. Funkcijos

apibréZiamos raSant funkcijos identifikatoriy ir lokalinius bei globalinius kintamuosius.
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Vartotojo funkcijos lokaliniai kintamieji apraSomi specialiosios funkcijos apraSymo viduje, o
globaliniai — iSoréje (t.y. kintamasis, kuriam priskiriama reikSmé — globalinis kintamasis).

Kiekviena funkcija turi savo identifikatoriy, pvz: y : = sin (X).
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2. UZDAVINIO FORMULAVIMAS

Magistro darbe Puasono lygti
o’'u  Ou
——=- 1
o’ oy P M)
sprendziame dviejy skirtingy ,.tilto* funkcijy metodu:

1. Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcija

tilh(x, g, p,h) = %(m (%] —th (%)]; ()

Cia tilh — hiperbolinio tangento ,tilto*“ funkcija, g — ,tilto* centro koordinaté, p — ,tilto*
pusplotis, 4 — ,.tilto* galy nuozulnumas.

2. Trigonometrine ,.tilto* funkcija

2
tilt(x,g,p):cos(ﬂ-%] ,(—p<x—g£p), 3)
Cla tilt — trigonometriné , tilto* funkcija, g — ,.tilto* centro koordinate, p — ,.tilto* pusplotis.

Puasono lygt] spresti klasikiniy kubiniy splainy metodu nepavyksta, nes atsiranda
problemos splaino zony ribose, kur antrosios iSvestinés néra tolydZios funkcijos. Kuo skiriasi
klasikiniai splainai nuo misy sitilomuy?

Kai sprendziame klasikiniy splainy metodu, turimg intervala padaliname i dalis
(zonas) ir kiekvienoje zonoje aproksimavimo funkcija iSreiSkiame polinomu. Be to,
pareikalaujame, kad tu daliy sandiirose aproksimavimo funkcijos sprendiniai ir jy pirmos eilés
iSvestinés besiribojanciy zony krastuose sutapty. Taciau jau nebereikalaujame, kad antros
eilés iSvestinés buty lygios, t. y. nebereikalaujamas iSvestiniy glotnumas zony ribose. Tokiu
biidu zony ribose gauname i§vestiniy lizius. VaizdZiai galima pasakyti, kad klasikiniy splainy

metodas suduria liniuotés galus (1 pav.).

1 pav. Splainy metodo iliustracija

O misy sitilomas bidas, t. y. ,tilto®“ funkcijy metodas, uztikrina bet kokios eilés
iSvestiniy glotnuma visame intervale. Tai darome persidengianCiomis zonomis, t. Y.
kiekvienos dalies galus perdengiame, sulietimo zonose juos ,,paplonindami“ (2 pav.). Toks
perdengimas tarsi duoda tvirtesni suklijavima. ,,Tilto* funkcijy metodu kiekviena pailginta,

persidengiancia zong apraSome polinomu, o bendra sprendini gauname sumuodami visy daliy
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sprendinius. Mes naudosime hiperbolinio tangento ,tilto* funkcija ir trigonometring ,,tilto*

funkcija.

2 pav. ,, Tilto “ funkcijos metodo iliustracija
Sio metodo esmé: suskaidome visa sritj i atskiras persidengianéias zonas (tiltus) ir
kiekvienoje sprendini nusakome aproksimavimo polinomu, padaugintu i§ tos zonos ,.tilto*
funkcijos. Bendras sprendinys yra lygus atskiry polinomy, padauginty i§ ,tilto* funkcijuy,

sumai.

20



3. PUASONO DVIMATES LYGTIES VIDINIU REIKSMIU UZDAVINIO
SPRENDIMAS ,, TILTO“ FUNKCIJU METODAIS

3.1. HIPERBOLINIO TANGENTO ,,TILTO“ FUNKCIJOS SAVYBES

Puasono lygties (1) sprendimui naudojome ,.tilto* funkcijas:
Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcijos (2) pagrindinés savybés (Priedas Nr. 1):
1. Sumos savybe:
tith(x,x,,h,x, — x,) +tilh(x,x,, h,x; — x,) = tilh(x, x,, h,x; —x,) :
sugretinus N ,.tilty“, gauname viena ,.tilta*, kurio plotis N karty didesnis, t.y.
ﬁ:tilh(x, g,h,2np) =tilh(x, g, h, Np).
ne1

2. Integralo savybé — , tilto* funkcijos plotas yra lygus plociui 2p:

—j( x+p tx;lp]dx:2p.

3. ISvestiné:

Pazyméjus y(x) =tilh(x,g,h, p), gauname:

P Y=o (—th2x+p+th2x_pj.
dx h h

Taip pat apskai¢iuojame hiperbolinio tangento ,tilto* funkcijos asimptotika (Priedas

Nr. 2). Pirmiausia apskai¢iuojame asimptotés pobiidi | deSing:

2
1 - T
P X TP ) L 2o 7 Kaix — —o.
2 hp hp 2 h

Analogiskai galime apskaiciuoti asimptotés pobudi 1 kaire:
2
1 - I 2 .
~| Ly TP i e Kaix —> oo,
2 hp hp 2 h

Sitokia funkcija gali praversti sprendziant paprastas diferencialines lygtis, turin¢ias

analogiskas sprendiniy asimptotes. Pavyzdziui, Sredingerio lygties sprendiniai.

3.2. TRIGONOMETRINES ,,TILTO“ FUNKCIJOS SAVYBES

Trigonometrinés ,.tilto* funkcijos (3) pagrindinés savybés (Priedas Nr. 3):
1. Sumos savybé — redukavus sinusa 1 kito argumento kosinusa, 1§

pagrindinés trigonometrinés tapatybés (cos® o +sin” o =1) gauname:
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cos?| -2 |+cos?| 7- 2L |=1.
2p 2p

2. Integralo savybe:

2p X 3p x—
J.COSZ(E-—]dx+J‘COS2(7T- p]dx:2p.
5 2p ) 2p

3. ISvestinés savybé:

Pazyméjus y(x) =tilt(x,g, p), gauname:

Q:y’(x):—l-sin |,
dx 2p p

3.3. HIPERBOLINIO TANGENTO IR TRIGONOMETRINES ,, TILTO*
FUNKCIJU SUMOS GRAFIKAI

Sudéje atskiras ,.tilto* funkcijas, gauname vieneting funkcija, kurios atskiras zonas
dauginsime 1§ skirtingy polinomy.

Galutinis sprendinys yra lygus atskiry polinomy, padauginty 18 ,.tilto* funkcijy, sumai.

Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcija (2) (1 pav.) ir trigonometring ,tilto* funkcija (3)
(2 pav.) pazyméta raudonu punktyru, o mélynu punktyru pazyméta sumos: hiperbolinio

tangento (2*) ir trigonometrinés , tilto* funkcijos (3*).

[ [ [ [
1 ._. ..~:.. * P ..:.“ .—‘
. & . . . .
. ) . . 'S .
DEf . ; . o %. . -
] L]
tﬂl{xm S 5] . . e .|. .
* . D6~ . . -
L-1 L ]
Z tﬂh[xm,xl —] # . ‘,
»
1=1 i . N
LI 04 F S e .
* *
; . . . e 3%
02 *
4 »* » » » *
Y L L L ] L ] ‘
.."’ . . ] . ]
mm.‘hwhhwj
DD ni nz ns 04 (1]
Hm

1 pav. Hiperbolinio tangento ,, tilto “ funkcijos suma
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2 pav. Trigonometrinés ,, tilto  funkcijos suma

3.4. HIPERBOLINIO TANGENTO ,,TILTO* FUNKCIJOS ILIUSTRAVIMAS
MATCHAD‘O PROGRAMA

Parenkamas atitinkamas X/ — kairysis intervalo kraStas ir X2 — deSinysis intervalo
kraStas, 1§ kuriy pagal atitinkamas formules suskaiiuojama intervalo vidurio taskas (Xv) ir
intervalo plotas (Xi); 47 — tilto nuoZulnumas ir x — tasky koordinatés.

Zl=-50 Ll=50 Evo=050%1 + 5 H=2-%1
hl=01,02..1 =21 ,%1 + 0002, 22

Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcijoje bei pirmojoje ir antrojoje i§vestinés grafikuose
meélynu pazyméti maziausias tilto nuoZulnumas # = 0.1, zaliu pazyméti didziausias tilto
nuozulnumas /# = 1. Raudonos linijos yra tarpinés reikSmés tarp maziausio ir didziausio tilto
nuozulnumo % (Priedas Nr. 4).

Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcija pagal x ir jos grafikas su {vairiais nuoZulnumais
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tilh(x,0,2, k1)
tilh(x,0,2,0.1)

tilhix.0,2,13 U

3 pav. ,, Tilto* funkcijos su jvairiais nuozulnumais h grafikai

Hiperbolinio tangento ,tilto*“ funkcijos pirmoji iSvestine pagal x ir jos grafikas su

[vairiais nuoZulnumais /4:

2 2
T — L{_tm[%] . tm(%] J

2h
I I I I I
sE 3 .
ot
it
it
X
tilki(x,0,2, k1)
H(x,0,2,0.0) P i
tilk(x,0,2,1)
¥
o
1
1
ni Y B
l l l l l
-3 -2 -1 0 1 2 3

4 pav. Hiperbolinio tangento ,, tilto * funkcijos pirmosios isvestinés su jvairiais

nuozulnumais h grafikai

Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcijos antroji iSvestiné pagal x ir jos grafikas su

[vairiais nuoZulnumais /4:
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10

5
Hilk'(x,0,2,h1)
tilk"(x,0,2,0.1)
tilk'(x,0,2,1)
-5
- l
10
-3 0

5 pav. Hiperbolinio tangento ,, tilto “ funkcijos antrosios isvestinés su jvairiais
nuozulnumais h grafikai
I$vada: kuo tilto nuozulnumas 4 mazesnis, tuo iSvestiniy grafiky smaigaliai aukS$¢iau,

ypac antrosios iSvestings.

3.5. PUASONO LYGTIES SPRENDIMO, PANAUDOJANT HIPERBOLINIO
TANGENTO IR TRIGONOMETRINES ,,TILTO“ FUNKCIJAS,
ALGORITMAS

Mes nagrinésime du modelius. I model; kuriame taip: pasirenkame funkcijg Ul:

Ul(x’ y) _ e(—axz _ﬂyz) .

IraSe¢ Sig funkcija 1 Puasono lygti, nustatome, kokiam kriiviui p sprendinys yra biitent §i
funkcija Ul. Tai padarome du kartus diferencijuodami Ul pagal x ir pagal y. Gauname tokia
kruvio iSraiska:

p(x,y):2-[—oc—ﬂ+2-(oc-x)2 +2-(ﬁ.y)2]e—axz-gy2 :

II model; konstruojame taip: funkcija Ul papildome harmonine funkcija ir gauname tokia
iSraiska:

(-1

Ul(x,y)=e +e"-cosy+e’-cosx+1,6-x-y.
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Kadangi harmonin¢ funkcija yra Laplaso lygties sprendinys, tai jos buvimas kriivio tankio
nekeicia. Kruvio tankis lieka toks pat kaip ir I modelyje. Taigi, formuluojame uzdavini I ir 11
modeliams.

I ir II modeliy apraSymas: 1 modelyje yra tik kriiviai miisy nagrin€¢jamoje srityje ir
sprendziame Puasono lygtis, nusakant funkcija U, kurig sukuria miisy nagrin€jamoje srityje
esantys Saltiniai. II modelyje be nagrinéjamoje srityje esanciy Saltiniy yra iSoriniai, ne §ioje
srityje, ir jie sukuria misy nagrin¢jamoje srityje harmonines funkcijas, aprasomas Laplaso
lygtimis. I modelyje duotas kriivio pasiskirstymas duotoje srityje ir duotos kai kuriuose
taSkuose funkcijos Ul reikSmes. II modelyje analogiskai duotos Saltiniy reikSmeés ir
kaikuriuose taskuose funkcijos Ul reikSmés. Abiejuose modeliuose reikia rasti bendra
funkcija U duotoje srityje. Abiem atvejais sprendinio ieSkome ,tilto* funkcijy metodu. Ir
viename, ir kitame modelyje Zinodami tikrasias funkcijos U reik§mes visuose srities taskuose,
tikriname, ar miisy metodu gautos reikSmes pakankamai artimos joms.

Puasono lygties (1) sprendinio hiperbolinio tangento ,.tilto™ funkcijos metodu visuose

taSkuose ieSkome tokiu pavidalu:

L N J
U(X,y) ZZZZ(Cin(n,l,j) 'tilh(x’g’p’h)'tilh(yag”q’h)'pOI(xayagag’apaqan))’(4)

1=0 n=0 j=0

o trigonometrinei ,tilto* funkcijai Puasono lygties (1) sprendinio ieSkome Sitokiu pavidalu:

L J

N
U(X,y) = ZZZ(cin(n,l,j) 'tilt(x’g’p)'tilt(yag”Q)'pOI(xayagag’apaqan)) > (5)

1=0 n=0 j=0

¢ia
Cin(nd, jy=n+NLI+NLLLj 2
- neapibreéztieji koeficientai. Toliau $iu ¢ koeficienty indeksa nusakysime funkcija —
in(n,l,j,k):n+N1-Z+N1-L1-j. (6)
g - tilto* funkcijy centrai x asyje:
g=Xv+p-(I-0.5L),
¢ia Xv — intervalo vidurio taskas; L — ,.tilto* funkcijy skaiCius, / — tilto centry koordinaciy X
indeksai ir p — ,.tilto* pusplotis x aSyje.
g’ - tilto* funkcijy centrai y aSyje:
g =Yv+q-(j—0.5]),
¢ia Yv — intervalo vidurio taskas; J — ,tilto* funkcijuy skaicius, j - tilto centry koordinaciy Y
indeksai ir g — ,.tilto* pusplotis y aSyje.

pol (x, v,.2,g, p,q,n) - dvinario polinomo narys, iSreikStas per kintamuosius x ir y:
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Gro N\
Pol(x,y,g,g’,p,q,n):(xpg] (u] ’

¢ia Q,, Ir O, - polinomo nariy laipsniy rodikliai.

3.5.1. Sprendimas naudojant hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcijas

Hiperbolinio tangento ,tilto* funkcija, kai argumentas x:

ﬁm(ng,nh)=%~@h(f%fg}3]—m(f;§%iﬁlj

ir hiperbolinio tangento ,tilto* funkcija, kai argumentas y:

trsan =3[ 7o )

Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcijy i§vestinés (pirmoji ir antroji) pagal x:

2 2
Gl (x,g, puh) =~ | ~th| TT8FP| | X78P | |
2-p-h p-h p-h

3
_—y 1 , x-g+p xX-8-p
tilh’(x,g,p,h)=——-| —2-tilh(x,2,p)+th| —=—— | —th| —=—*
((x.g.p.h) pz_hz[ (x.8.7) ( o ] (
Hiperbolinio tangento ,,tilto* funkciju iSvestinés (pirmoji ir antroji) pagal y:

2 14
tizh;(y,g',q,h);.[_th(w] Hh(y—g q

2-q-h q-h q-h

’ !_ 2 _ ’ 3
_ih| Y8 | YTE T | Y8 Dy,
q-h q-h q-h

y-8'—¢q

q-h

)

j

tih; (y, g’,q,h) =

Apskai¢iuojame polinominiy nariy pirmaja iS§vesting pagal x ir pagal y:

Q x_g ‘Q’Y.O_]‘ y_gy Qn,l
pol (x,y,2,.8', p,g,n)="—"%" (_] (_] ’
p p q

ir

Q ] x-g Do y_g, ‘Q»y,l_]‘
pol, (x,9.8.8", p.q,n) === ( ] ( ] '
q p q

Apskai¢iuojame polinominiy nariy antraja iSvesting pagal x ir pagal y:

? 0 _2‘ Onl
" ! Qn - Qn —_ ‘Q : — 4
pO&(XJagsg,pALn)z( ”)2 ’0.(*‘ g] .(X_éij ,

p p q
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ir

: n,0 ,,1—2‘
" ’ Qn _Qn _ O, _ !‘Q
POly(x,y,g,g,p,q,n)z( ")2 L. (x g] (uj _
q p q

Sudauginame ,.tilto* funkcijas (pagal x ir pagal y) ir polinoma:
di(x,y,8,8', p,q,n) =tilh(x, g, p,h)-tilh(y,g’,q,h) - pol(x,y,g,8g’', p,q,1).

Apskai¢iuojame tos funkcijos antrasias iSvestines pagal x ir pagal y asSis:

dii(x,y,8.8', p,q.n) =tilh(x,g, p,h)- poli(x,y,g.8", p.q.n)-tilh(y,g',q,h) +
+2-tilh(x,g, p,h)- pol,(x,y,g.¢', p,q,n) tilh(y,g',q, h) +
+tilh{(x,g, p,h)- pol(x,y,g, &', p.q,n)-tilh(y, g, q,h),

di}(x,y,2,8',p,q,n) =tilh(y,g',q,h)- pol}(x,y, 2.2, p,q,n) -tilh(x, g, p,h) +
+2-tilh (y,g',q,h)- pol(x,y,g, &', p,q,n)-tilh(x, g, p,h) +
+tilh; (v, g',q,h)- pol(x,y,g,g', p.q,n)-tilh(x, g, p, h).

3.5.2. Sprendimas naudojant trigonometrines ,,tilto* funkcijas
Trigonometriné , tilto* funkcija pagal x:

o X8

- —o<
2o ],( p<x—g<p)

tilt(x,g,p) = cos(

ir trigonometrin¢ , tilto* funkcija pagal y:

y-g'
2q

tilt(y,g’,q):cos(ﬂ- ],(—q<y—g’£q).

Trigonometriniy ,tilto* funkciju iSvestinés (pirmoji ir antroji) pagal x:
o T xX—g
tilt, (x,g, p) = ——s1n{7t -—],(—p <x—g<p)
2p p

ir

2
tit)’c'(x,g,p):—;;2 .cos{ﬂ.x;g]’(_p<x—g3p)-

Trigonometrinés ,.tilto* funkcijuy i§vestinés (pirmoji ir antroji) pagal y:

tilt;(y,g’,q)=008(ﬂ-y2_qg ],(—q<y—g’3q)
ir
tilt;'(y,g’,q):cos(ﬂ-yz_g ],(—q<y—g’£q).
q

Apskai¢iuojame polinominiy nariy pirmaja iSvesting pagal x ir pagal y:
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Q x_g ‘Q’Y.O_]‘ y_gy Qn,l
pOIx (x’yagag’,p,q,n): 7,0 . ( ] (—] ,

p P q

ir
Ono ‘QM —]‘
! i Qn X — g y — g’
pOl}'(x’yag’gapaQan): L. . .
q p q
Apskai¢iuojame polinominiy nariy antraja iSvesting pagal x ir pagal y:
’ i _2‘ On i
4 ' Qn,O - Qn,O X—g ‘Q"'O Y- g! 7,
ple(x’yagag,p,q,n):( ) 3 . X i

ir

2 -

" ) 0..) -0, \%w _eu?
pOl}’(x’yag’gapaQan):( ’])2 ’]- (X g] (u] .
q p q

Sudauginame ,.tilto* funkcijas (pagal x ir pagal y) ir polinoma:
di(x’y’g’g”p’qan) = tilt(xagap) '[ilt(ysg’sq) 'pOl(x’y’gag’ap:qan)'
Apskai¢iuojame tos funkcijos antrasias iSvestines pagal x ir pagal y aSis:

di)’c'(x,y,g,g’,p,q,n) :tilt(x,g,p)-pol)’c’(x,y,g,g’,p,q,n)-tilt(y,g’,q)+
+2-tilt (x,g, p)- pol,(x,v,2,8", p,q,n)-tilt(y,g',q) +
+l‘l.ll‘;(x, g,p)-pol(x,y,g,g’,p,q,n)-tilt(y, g’,Q),

diy(x,y,2,8',p,q,n) =tilt(y,g',q) - pol}(x,y,8,8", p,q,n) - tilt(x, g, p) +
+2-tilt) (v, g',q) - pol,(x,y,2.8', p,q,n)-tilt(x, g, p) +
+ilt) (v, 8',q) pol(x,y,2.8', p,q,n)-tilt(x, g, p).

3.5.3. Algebriniy lyg¢iy sistema Puasono lygties sprendinio neapibréZztiesiems

koeficientams nustatyti

Nezinomyjuy gauname N1-L1-J1 skaiCiy. Parenkame tasky skaic¢iy M1-R1, kuriuose
turi biiti tenkinama Puasono lygtis ir sudarome koeficienty prie neZinomyju ¢ matrica:
Apirtirinnsyy = A0 (X088 P, qn) +dil (x,,,9,,8,,8' p.q>n) .
Parenkame bet kaip iSsidésciusiy taSkuy skaiciu. IS salygos, kad tuose taskuose miisy ieSkomas
sprendinys bty lygus tikrajam sprendiniui U, sudarome matrica:
AM+M]~R+]+m],in(n,l,j) = di(X,;],Y,,;],g,g’,p,q,n)-H ,

¢ia H — svoris.
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Apskaiciave duotojo sprendinio ir svorio sandauga ir surade tikraji sprendini tuose tasSkuose,
apskaiciuojame Puasono lygties deSiniaja puse:
B =P(%,.3,)-
Si Puasono lygties uzdavini suvedéme 1 tiesing algebriniy lyg€iy su nezinomaisiais C
sistema:
A-C=B,
kuria sprendZiame maziausiy kvadraty metodu su salyga, kad lyg€iy skaiCius Zymiai virsija

nezinomyjy (parametry) ¢, ;) skaiciu (6).

3.6. PUASONO LYGTIES SPRENDIMO ,,TILTO“ FUNKCIJU METODU
REALIZACIJA MATCHAD‘O PROGRAMA

Naudodamiesi matematiniu kompiuterio paketu Matchad sudaréme originalias
skaitinio sprendimo programas. Zemiau apradyta misy sudaryta programa, sprendZianti
Puasono lygti, panaudojant hiperbolinio tangento bei trigonometring ,.tilto* funkcijas (Priedai
Nr.5-38).

Pasirenkame trigonometrinés ir hiperbolinio tangento ,tilto* funkcijy metodui tas
pacias ieSkomojo sprendinio sritis.

=10 =12 v =051 + 24 =3 -El

Tl=10 Ti=12 W= 05Y1 + T Ti=T2-V1

o = 0.5 B=1
Cia: X1 — pradinis taskas x asyje; X2 — baigtinis taskas x ayje; i§ kuriy pagal atitinkamas
formules suskai¢iuojama intervalo vidurio taskas Xv ir intervalo plotis Xi. Analogiskai, Y1 —
pradinis taskas y aSyje; Y2 — baigtinis taSkas y aSyje; i§ kuriy pagal atitinkamas formules
suskai¢iuojama intervalo vidurio taSkas Yv ir intervalo plotis Yi. @, B - parenkami koeficientai.

Parenkame toki sprendini U1, kad tenkinty Puasono lygti.

I modelis: pasirenkame U1 S§tai tokiu pavidalu:

Ul(x, ¥ = expll—o; :«:2 = |35.r2-|

II modelis: pasirenkame U1 S§tai tokiu pavidalu:

Ulix,v) = expll—c-;xz = |35r2-| + ex-cns@rj + ey-cus(xj + léxy
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Paveike Ul Laplaso operatoriumi gauname kriivio tanki p, o toliau spendziame atvirksting
uzdavini, t. y. su duotuoju p ir duotais Ul kaikuriuose atsitiktiniuose taSkuose, randame U

visuose duotos lygties taskuose.

'
plx, v = 2-[—0, —p+32 (m.sz N 3'(5'?]2]-3_ o fy

Pasirenkame: 4 — nuolydzio parametro reikSme; N1 — i8déstymo dvimate Teiloro eilute

nariy skaiciy; nustatome N — paskutinio nario numerf; n — eilutés nario indeksai.
h=05 HNl=3 HN=HI-1 n=0.H

Ivedame hiperbolinio tangento ,tilto* funkcija bei apskaiiuojame jos pirmaja ir
antraja iSvestines, kur g — ,.tilto* funkcijos centas, o p — , tilto* pusplotis.

Hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcija pagal x:

tilhx, g, p, 1) = 1 tanh| F- X P o ETECR
2 p-h p-h

Hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcijos pirmoji ir antroji i§vestiné pagal x:

2 2
) 1 I-g+p i-g-p
tihx, g.p. 0 = — | —tanh] —=—= | + tanh| ————

b

3 3
tﬂh"[:x,g,p,h:]:i- —tanh w + tanhl 1-g—F + tanh X—g+p — tanh I-E-p
h-h h h —h —h

Trigonometring , tilto* funkcija bei jos pirmoji ir antroji iSvestines:

2
i-g

]-ﬁp<x-g5m
ip

il x, g.00 = EDS[‘J‘I-

-8

tilt'(x, 2.0 = i-siﬂ[n- )-(—p <x- g%

2
tilt'(x,2.p) = i-cus[n- = g]'(‘P <A-ZEp)
e P

p
Abiejy , tilto* funkcijy aproksimavimo polinomo narys yra lygus:

- g Sk y-g .1
pollx.v,2.8.p.q,1 = [—] [_]
B g

ia g — centras pagal x a8}, o g’ - centras pagal y as|.

Jo pirmoji i§vestiné pagal x ir pagal y yra atitinkamai lygios:
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Q . _ |Qn,ﬂ_1| — Qn,l
polaz.y.g.8.p.q.0 = ~ kx g] .(y )
4 13 E

] i (}{— ngnIUI[F_ j |Qn,1_1|
B q

Antroji iSvesting pagal x ir pagal y yra atitinkamai lygios:

I
p':'].IE.r(:X,‘_EI, grg‘:p,q,ﬂ:l = T
i 2
- -2
o l-Qn,El-l Qn,III i-g |Qn,02] v Qn1
polux,v.g. 8. p.q.0) : _
b P q

; 2
l.Q 1.| -0 i _ Qn,ﬂ N |Qn|1—2|
pol'yix,v.2.2.p.9.00 i I -[x g] [%]

2
g P

Tuomet hiperbolinio tangento ,tilto* funkcijas padauginame i§ vieno polinomo
(Teiloro) eilutés nario ir apskai¢iuojame hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcijos padaugintos 18

polinomo nario antrasias iSvestines pagal x ir pagal y:
(X, ¥, 8. 8,p, 9.0 = tith(x, g.p, W) tith(y. g o, h)-pol(x, ¥. 2. 2.9, 4, 1)
dx,¥.8,,p,9.4) = tih(x, g, p. W) pol'sz. v, 8.8, p. 4.0 + 2-tilh(x, g,p. 0 pola(x, v. 8. 8.9, 4,10
di'x. ¥, 8. 8,0, 9.0 = [(d(x,¥7,8.2.p. 0,1 + tilh'(x, g.p,W-pol(x,¥. 2.8, p, g0 tih(y,. 2. q, )]
dlix.y,g.8.p,9.0 = tih(y, g, q,b)-pol'y(x, 7. 2. 8.9, 9,1 + 2tilhi(y, g, g, b)-pol'y(x,v.8.8,p.9.1)
di'y(x, 7.8, 8,0,9.0) = (dl(x, 7. g.8.p,q.1) + tilh'(y. g, q. by pol(x, ¥, 2. 2. p. o, m) tilh(x, g, p. )

Bei trigonometrines , tilto* funkcijas padauginame 1§ vieno polinomo (Teiloro) eilutés nario ir
apskaiCiuojame trigonometrines ,tilto* funkcijos padaugintos i§ polinomo nario antrasias

iSvestines pagal x ir pagal y:
di(x. ¥, 8. 8,0, 4.0 = tlt(x, g, p) tilt(y. g, o) -polix. ¥, 8.2 0. .10
dx,¥. 8, 8,0, 9.4 = tili(x, g, p)-pol's(x. ¥. 8, 2.0, 9.1 + 2-tiltix. g, p)-polx(x,¥.8, 8,9, 9.1
dix.¥.8.8,0, 9.0 = [(d(x,¥,8.2.p. 4,00 + tlt'(x, 2. p) - pol(x, ¥, 8. 2. p. o, ) tilk(y . g, o]
dlix.y,g.8.p,9.0 = iy, g, g-pol'y(x. ¥, 8.8 0. 4.0 + 2-tilt(y. g, ) -polyix.y.8.28.0. 9.0
di'y(x,¥.2,8,0,9.0) = (dl(x,¥.g.2.p,q.1) + tilt'(y. g, @) -polix.¥. 8.2, p, 4.0 tltix, g, 5)

Suvienodinus trigonometrinei ir hiperbolinei tangento ,tilto* funkcijai visus

parametrus ir parinkus neapibrézty parametry skaiciy vienoda N1-L1-J1=576, gauname

Sitokius parametrus:
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Ll=4 L=I11-1 1=0.L l=4 J:=11-1 4j=0.7 HI.LI.JI = 57
A A A Aty

e} i
=— =1 =Zv+ pl-030 =
P T RS} 2 A

g=1 "f'j =Yv 4+ g 05N

- =
M=4 Ml=M+1 m=0.M x =3%+%—
Ay I M

el

= 40 Rl=HE+1 r=0.R ¥, = ‘1’1+Yi-é M1-R1 = 1621

inrn,1j) = o+ N11+ HILL
Cia L1 — , tilto* funkcijos x adies kryptimi skaidius; L — paskutinio nario numeris; / —
indeksai; J1 — ,tilto* funkcijos y aSies kryptimi skaiius; J — paskutinio nario numeris; j —
indeksai; N1-L1-J1 - neapibréZty parametry skaiCius; p - atskiro ,tilto* plotis x aSyje; X, -
,»tilto* funkeijy centrai x aSyje; g — atskiro ,.tilto* plotis y aSyje; ¥; - ,.tilto* funkcijy centrai y
aSyje; M1 — ,tvarkingai iSsidésCiusiy tasky x aSyje skaiCius; M — paskutinio skaiiaus
indeksas; m — aproksimavimo taSko x aSyje indeksas; x,- aproksimavimo taSkuy x aSyje
koordinatés; R1 — ,tvarkingai i$sidésCiusiy* tasky y aSyje skaiCius; R — paskutinio skaiCiaus
indeksas; » — aproksimavimo tasko y aSyje indeksas; y,- aproksimavimo tasky y aSyje lygciu
skaicius; in(n,l,j) — sutrumpinta indeksu funkcija.
Sudarome matrica 1§ reikalavimo, kad biity patenkinta Puasono lygtis su duotuoju

kriivio tankiu:
R Rt LS SRS RER LB R LS SRR LR
Ivedame ,,chaotiSkai i§sidésCiusiy* kontroliniy tasky skaiciy pagal x ir pagal y aSis:
LT =00

mlo=0.M X =Xl+mdX) YV =Y+ md(TD

ml ml

¢ia X/ - ,chaotiSkai iSsidésCiusiy kontroliniy tasky koordinatés pagal x asj; Y, -
,chaotiSkai i8sidésCiusiy® kontroliniy taSku koordinatés pagal y asi; viso kontroliniy tasky
skai¢ius yra (M’+1)2.

Kadangi ,tvarkingai iSsidésCiusiy™ tasky skaiCius yra 1681, o ,chaotiSkai
i§sidesciusiy* tagky skaiGius yra 10°, t. y. ,tvarkingai i$sidés¢iusiy® tasky skai¢ius maZesnis
uz ,,chaotiskai iSsidéscCiusiy“ taskuy skaiCiy, tai jvedame svorj H ir sudarome matrica, kad buty
patenkinta Laplaso lygties harmoninés funkcijos daliai:

H:=20

Ay

AMAMI R+l ingn 1 = S Frat  Crt » K90 ¥ o) H
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Apskai¢iuojame sprendinio, kuris priklauso nuo atsitiktinai parinkty koordinaciy, ir
svorio sandauga.:
B -uifx v |H

W+ Rt 1+l - 1l

Tuomet randame tikraji sprendini duotuose taskuose:
ul =11 |:x . ]
Lt 'y
Apskai¢iuojame Puasono lygties deSiniaja pusg, t. y. randame kriivio tankio stulpeli:

E=1'|:1+I'-.-'Il-r = p[xm, r]
Turédami kairiosios lygties dalies matrica A ir deSiniosios dalies stulpeli B, galime

rasti Puasono lygties sprendini bendru pavidalu ir konkre¢iuose taSkuose:

L= lsolve( A B) ta ¢ — it ) = 2.404
L N I

ey e Z Z Z [cin{n,l,j}'di[x’y’xl’?j’P’q’n]] 1'J'n:l,r:= U[xm’ r]
l=0n=03=0

Cia: c=Isolve(4,B) — algebriniy lygéiy sistemos surasticji neapibréztieji koeficientai;
max(c)—min(c) — pasitikriname, ar matricos koeficientai néra labai dideli, t. y. i§ didziausio
koeficiento atimamas maziausias; U(x, y) — Puasono lygties sprendinys bendru pavidalu; u,,

— Puasono lygties sprendinys konkreciuose taSkuose, kur praséme, kad biity patenkintos

Laplaso ir Puasono lygtys.

Hiperbolinio tangento ,, tilto“ funkcijos _ _
Trigonometrinés ,, tilto * funkcijos metodu
metodu

6 pav. | modelio Puasono lygties sprendiniy ul reljefiniai grafikai
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Hiperbolinio tangento ,, tilto “ funkcijos .
Trigonometrinés ,, tilto* funkcijos metodu
metodu

ul ul

7 pav. Il modelio Puasono lygties sprendiniy ul reljefiniai grafikai

3.7. PUASONO LYGTIES SPRENDINIU ,,TILTO“ FUNKCIJU METODU
TIKSLUMO ANALIZE

Palyginkime sprendiniy, gauty trigonometrinés ir hiperbolinio tangento ,.tilto*
funkciju metodu, paklaidas.

Patikrinimui jvedame kitus ,,chaotiskai i§sidésGiusius® kontrolinius taskus M, kurie
patenkinty visa Puasono lygti. Ir lygindami miisy gautus rezultatus tuose taskuose su tikrojo

sprendinio reik§mémis jvedame klaidos matrica K.
II" = 1000

= 0L MY = KL md(KD y = VI md(YD K= Uyt ) - ULy )

El o =u _-ul c:=M o= 510 L max(kl) — minkl 10

w.r omt .1 mearn1l) me a1l

=T15x 10

.

Cia x!, - ,chaotiSkai iSsidésCiusiy” kontroliniy tasky koordinatés pagal x asj; y.. -

,chaotiSkai i§sides¢iusiy kontroliniy taSky koordinatés pagal y asj; &/ . - i§ gauty sprendinio
reik§miy atimama tikrojo sprendinio reik§més; K/ — klaidy atskiruose taskuose matrica; o -
apskai¢iuojame bendra santyking paklaida, kuri nusakoma paklaidy dispersijos kvadratine

max(kl) — min(kl)
mean(ul)

Saknimi padalyta i§ vidurkio; - skirtumas tarp didziausios ir maziausios
paklaidos padalytos i$ vidurkio. Paklaidy plana parodo grafikai:

35




Hiperbolinio tangento ,, tilto * funkcijos metodu Trigonometrinés ,, tilto * funkcijos metodu

40

EL

20

8 pav. I modelio Puasono lygties sprendiniy standartiniy nuokrypiy reljefiniai grafikai

Hiperbolinio tangento ,, tilto “ funkcijos .
Trigonometrinés ,, tilto* funkcijos metodu
metodu

9 pav. Il modelio Puasono lygties sprendiniy standartiniy nuokrypiy reljefiniai
grafikai

I$vada. Palyginus trigonometrinés ir hiperbolinio tangento ,tilto* funkcijos paklaidu

planus, kurie yra nubrézti grafiskai, galime teigti, kad tiek I modelio, tiek II modelio
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hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcijos sprendiniy paklaida yra maZesné negu trigonometrinés

,Htilto* funkcijos.

I modelis II modelis

Hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcijos metodu | ¢ =5.438x107° | 6 =2.514x107"

Trigonometrinés ,.tilto* funkcijos metodu o=1.701x10" oc=1.39%10""°

10 pav. Puasono lygties sprendinio ,, tilto * funkcijomis paklaidos

3.8. SPRENDINIU PAKLAIDOS PRIKLAUSOMYBES NUO HIPERBOLINIO
TANGENTO ,, TILTO“ FUNKCIJOS NUOLYDZIO PARAMETRO (H) I
MODELIO

I modelio hiperbolinio tangento ,tilto*“ funkcijos nuolydzio parametro kitimas ir
sprendiniy paklaidos priklausomybé (pirmasis stulpelis: nuolydzio parametras — 4, o antrasis
stulpelis: sprendiniy paklaidos — o). Pirmiausiai pasirinkus nuolydzio parametra nuo 0.1 iki

2.1, keiCiant Zingsni kas 0.1 pastebime Sitokia tendencija iSreikStoje matricoje bei grafiskai:
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0.1 7.871x 10 °

02 1.138x 10 °

03 3.086x 10 °

0.4 8.867x 107 11

0.5 1.108x 10 11

0.6 1.275x 10" 1

07 1.559x 10! PP

0.8 1.343x 10 1 —6 &

0.9 6.029x 10 1! -7

1.0 1.665x 10 -3

10 w b

ho:=| 11 3251x 10

— (0]
12 5393x 107 ~10 6° © 0o

13 2.629x 10 ° b

10

1.4 7.056x 10

15 1.192x 102 0.5 1 1.5 2

10 (0

1.6 227x 10 ho

— 11
1.7 4.843x 10 L . . . .
y Logaritminis sprendiniy paklaidy o priklausomybés
1.8 2.546x 10
* nuo h grafikas

19 6.628x 10 2

2.0 5226x 10 2

2.1 5.643x 10 12

11 pav. Sprendiniy paklaidos priklausomybés nuo hiperbolinio tangento ,, tilto

funkcijos nuolydzio parametro (h) iliustracija

I$vada: Pasirinkus nuolydZio parametra nuo 0.1 iki 2.1 su Zingsneliu 0.1 pastebime,
kad didZiausia sprendiniy paklaida, kai nuolydZio parametras yra maZiausias #=0.1. Siame
intervale maziausia sprendiniy paklaida 6=5.226-10"", kai nuolydZio parametras yra #=2.0.
Taciau pagal duomenis matome, kad negalime tvirtinti, kad kuo didesnis nuolydzio
parametras, tuo tikslesné bei mazesné sprendiniy paklaida. Bet matome, kad esant labai

mazam A, tikslumas labai mazas.
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Pazitrékime, kaip kinta /4, kai nuolydzio parametras imamas nuo 2.0, t. y. kai paklaida
Siame intervale pati maZziausia, iki 2.1 Zingsniu 0.01. Taigi Sig tendencija galime Zvelgti

matricoje bei grafike:

2.00 5.226% 10 2

201 2.913x 10 !

2.02 2.472x 107 !

2.03 9.603x 10 2
11 2-10 Bl -
2.04 1.984x 10

_ ho
ho:=| 2,05 6.491x 10" 2 i

—12 1-10
2.06 8.566x 10

2.07 1.255x 10 ! —‘ H H ’7
4 2.06 2.08

—11 0
2.08 1.335x 10 2 2.02 2.0

_ (0
2.09 1.831x 10 ! ho

12

2.1 5.643x 10

12 pav. Sprendiniy paklaidos priklausomybés nuo hiperbolinio tangento ,, tilto

funkcijos nuolydzio parametro (h) iliustracija

I$vada: Pasirinkus nuolydzio parametra nuo 2.0 iki 2.1 su Zingsneliu 0.01 pastebime,

sprendiniy paklaida neZymiai priklauso Siame intervale nuo 4.

3.9. SPRENDINIU PAKLAIDOS PRIKLAUSOMYBES NUO HIPERBOLINIO
TANGENTO ,,TILTO“ FUNKCIJOS NUOLYDZIO PARAMETRO (H) II
MODELIO

II modelio hiperbolinio tangento ,tilto*“ funkcijos nuolydzio parametro kitimas ir
sprendiniy paklaidos priklausomybé (pirmasis stulpelis: nuolydzio parametras — 4, o antrasis
stulpelis: sprendiniy paklaidos — o). Pirmiausiai pasirinkus nuolydzio parametra nuo 0.1 iki

2.0, keiciant zingsni kas 0.1 pastebime Sitokia tendencija iSreikStoje matricoje bei grafiskai:
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ho:=

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

2.0

2.014x 10~ °

4524% 107 °

1369 107 1°

1812 10 !

176% 10”1

2277% 107 !

3.082x 10 !

2.071x 10 !

151% 10" 1

8.719x 10" !

3.866x 10 |1

1386x 10 !

1367 10 !

9.932% 10”12

2313x 107 2

8.688x 107 2

3.974x 107 12

3.712% 107 12

1.066x% 10 !

7.112% 107 12

1-10 l
110"
1107
]
1-10
hﬁ{l} y
2 1.0
1.0
Bl
110 ¥
0 05 1 15 2
hg{n}

Logaritminis sprendiniy paklaidy o priklausomybés nuo h

grafikas

13 pav. Sprendiniy paklaidos priklausomybés nuo hiperbolinio tangento ,, tilto “

funkcijos nuolydzio parametro (h) iliustracija

I$vada: Pasirinkus nuolydZio parametra nuo 0.1 iki 2.1 su Zingsneliu 0.1 pastebime,

kad didZiausia sprendiniy paklaida, kai nuolydzio parametras yra maziausias 2=0.1 (kaip ir [

modelyje). Siame intervale maZiausia sprendiniy paklaida 6=2.313-10"% kai nuolydzio

parametras yra 2=1.5. Pagal duomenis matome, kad sprendiniy paklaida yra nepastovi Siame

intervale. Bet pastebime, kad kaip ir I modelyje, taip ir dabar, - esant labai mazam #,

tikslumas labai mazas. Tafiau matome, kad Siame nuolydzio parametro intervale (0, 1; 2,1)

néra problemy su 4 parinkimu, nes gaunama maZza paklaida.
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ISVADOS

Magistro darbe matematiniu modeliavimu i$Snagrinéjome Puasono lygties
o’ oy
sprendimo efektyvuma naujais metodais.
Mes Siame darbe pasitléme spresti Sias lygtis naudojant vadinamasias ,.tilto*
funkcijas.
ISbandéme dviejy rusiy ,.tilto* funkcijas:

e hiperbolinio tangento
) 1 xX—g+p xX—g-p
tilh(x,g,p,h)=—| th) —=—— |—th| —=——
(gp)z[[p_h] (p.h

e trigonometrings

ir

-4

2
_ _o< .
2 ] (-p<x-g<p)

tilt(x,g,p)= COS[%’-

Puasono lygties sprendinio ieSkojome per , tilto* funkcijuy ir polinomuy sandaugy suma:

e hiperbolinei tangento ,,tilto* funkcijai

J

L N
U(X,y) ZZZZ(Cin(n,l,j) 'tilh(x’g’p’h)'tilh(yag”q’h)'pOI(xayagag’apaqan))

=0 n=0 j=0
ir
e trigonometrinei ,.tilto* funkcijai
L N J
U(x,y)= ;Z‘;;(G(/ - 1ilt(x, g, p)-tili(y,g',q) - pol (x,,8.8' p.q.n)) .
Gavome kompiuterinius sprendinius ir nustatéme ty sprendiniy paklaidas (8 pav. ir
9 pav. ty paklaidy reljefiniai grafikai).
e Palyging trigonometrinio bei hiperbolinio tangento ,.tilto*“ funkcijos paklaidy
standartinius nuokrypius gavome, kad tikslesnis yra hiperbolinio tangento ,tilto* funkcijos
metodas.

e Sj metoda bity galima panaudoti modeliuojant grafeny arba nanovamzdeliy

potencialus. Taip pat Sis budas gali buti apibendrintas ir trima¢iam atvejui.
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SUMMARY

Solution of Poisson two-dimentional equation internal values' task by
"brige' function approaches

The objective of this Master Thesis is the solution of Poisson equation.

The tasks of the Thesis is to solve Poisson equation using computer modeling
programs; to compare the affectivity of solutions gained by trigonometric and hyperbolic
tangent ,,bridge functions; to investigate the solution precision dependability of hyperbolic
tangent “bridge” function’s parameter “4”, using computer modulations.

Poisson equation:

o’u 62
? 6y -

In this study Poisson function is solved using “bridge” functions method, meaning that
all range is divided to separate zones (“bridges”) and to separate approximation polynomial
multiplied of “bridge” functions. Common solution is equal to the sum of separate polynomial
multiplied of “bridge” functions.

To solve Poisson equation, the so-called "bridge" function was used.

Two types of "bridge" functions were tested:

e hyperbolic tangent
. 1 xX—g+p xX—g-p
tith(x,g,p,h)=—| th) —=—— |—th| —=—*—
(x.8.p. 1) 2[ ( p-h ] ( p-h

e trigonometric

and

=g

2
_ —_o< )
2 ] (-p<x-g<p)

tilt(x,g,p)= cos[ﬂ

Differential equation, the solution we were looking via the "bridge" functions and
products of powers of polynomials amount.

Solution expressed hyperbolic tangent “bridge* function in this form:

J

N
X y = ZZ( in(n,l,j)'tilh(x’g’p’h)'tilh(y’g’aq’h)'pOI(xayagag’apaqan))

1=0 n=0 j=0

and trigonometric “bridge* function in this form:

N J
(5,3) =2 D" D (Cousyy - 1ilt(x, g, p) - 1ilt(y. ',q) - pol (%, 7, .8 p.q:1))

L
1=0 n=0 j=0
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Differential equation’s solution inserted to linear algebraic equation system
A-C=B8B.
From which indefinite coefficients C are found.
Computer-based solution was received as well as errors for solutions found (Figure 8
and 9 shows diagrams of the mentioned errors).
The obtained results will be used while modeling potentials of graphens and
nanotubes. The mentioned approach may be generalized for the three-dimensional case as

well.
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PRIEDAI



Priedas 1

Hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcijos pagrindiniy savybiy tyrimas

. Sumos savybé:

l(thxm—thx_p L thx_p—thx_3p]=l(thx+p—thx_3p],
2 h h 2 h h 2 h h
Vpxtp gy x=3p ) 1 x=3p _yx=5p ) 1[, x+p _, x=5p :
2 h h 2 h h 2 h h
Vpxtp _yx=3p ) 1 x=3p _yx=5p ) 1[, x+p _, x=5p :
2 h h 2 h h 2 h h

tith(x,x,,h,x, — x,) +tilh(x, x,, h, x; — x,) = tilh(x, x,, h, x; — x,).

Sugretinus N tilty, gauname viena, kurio tilto plotis N karty didesnis, t.y.

N
D _tilh(x, g, h,2np) =tilh(x,g, h, Np).

n=1

. Integralo savybe:

15( x+p X—p .1 x+pl ~pl
—j th —th dx=1lim—-h-| Inch “Inch -
27 h h ) hol, ho|,
ChQ+p ChQ]:p ChQ P Ch Qh_p
=lim—-| In —In =lim—-| In =
00 ) n? 0 ch—Q—p 00 ) n? ) chQ—p
h h h
chQ+p hQZp cthZp . chQ+p
=lim—-| In =lim—-Iln = lim -In =
00 ) chQ—p chQ—p 00 D cth—Q 00 D hp—Q
h h h h
hQ+p O+p —0O-p 2p
h h P
Climhn—t —limpnE T pmet =p 2P
00— hp—Q O—w =0 O-p h
i el +eh

. I8vestinés savybé:

Q:y’(x): 1 thX+p_thX—p :l l_l.chH_p_l+l.th2ﬂ —
dx 2 h h h
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Hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcijos asimptotika

Apskai¢iuojame asimptotés pobudj 1 deSing:

x+p e x=p _X=pr
1 pXTP XD e e e —e |
2 hp hp 2| e xp xp x=p
e e " e 4o M
x-p X+p x-p X+p
1 Die e 4.0 Lo M
:E Xtp  x-p  Xtp  _X=p  _X+p  x7p p x|
e e ye o W 4o W o Lo o M
—X+p+x+p X—p—X—p
hp hp
T xtptx-p X+p—x+p —X—p+xX—p —x—p-x+p
e " e " e WM 4o W
2
sh—
2p _2pr 2 2 h
hp _ , hp h _p h I _Z
B e e B e —e 2 _l sh%-e P
T2 2p 2p 2x T 2« 2 2 2x T 2. - h

e +e" e 4e ™ " yehyelhte™ "

Analogiskai galime apskaiciuoti asimptotés pobudi 1 kaire:

1

x+p _X+p x=p _X=pr
Xtp_,X=p e e e —e |
hp hp 2| e xp xp xop
e e " e 4o M
_X-p  x+p x-p  _xtp
1 Die e 4.0 Lo P B
o xp xp xp xp xtp xp xtp o xp |

ehP .ehp +ehp e hp t+e hp .ehp te hp e hp

—X+p+x+p X—p—X—p
h h
B e " —e 7 B
T xtptx-p X+p—x+p —X—p+x—p —X—p-X+p
h h h h
e " +e " +e " +e ¥
2
sh—
2 2 2 h ,
e —e P eh—e ! o) 1 h2 w
T 2 2y a2 2 a2z 5 e
h h h h h N “n h h
e? +e +e " +e™ e"4elt+el+e™ e

Priedas 2
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Trigonometrinés ,,tilto** funkcijos pagrindiniy savybiy tyrimas

1. Sumos savybe:

cos?| 7 |+cos?| w228 |=cos?| w2 |+cos?| ZE_Z | =
2p 2p 2p 2p 2
—cos?| 72 |+sin?| 72 | =1
2p 2p

2. Integralo savybe:

Priedas 3

3. ISvestinés savybé:

ﬂ:y’(x):2cos g | =sin| 7 | |- == 2 usin| 72 |-cos| m - | =
dx 2p 2p )| 2p 2p 2p 2

T ( x] T ( x]
=———-sin| 2-7r-— |=———-sin| 7 — |.
2p 2p 2p p
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Priedas 4

Hiperbolinio tangento ,,tilto* funkcijos sprendimo algoritmo realizavimas
matchad‘o programa

Parenkamas atitinkamas X1 — kairysis intervalo krastas
X1=-0.5
ir X2 — deSinysis intervalo krastas
X2=0.5,
1§ kuriy suskai¢iuojama intervalo vidurio taskas (Xv)
Xv=0.5-(X1+X2)
ir intervalo plotis (X7)
Xi=X2-X1.
h — tilto nuozulnumas
h=0.1, 0.2, ..1
ir x — tasky koordinatés
x=X1,X1+0.002..X2.

Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcijoje bei pirmojoje ir antrojoje iSvestinés grafikuose
meélynu paZzyméti maziausias ,,tilto* nuozulnumas # = 0.1, Zaliu pazyméti didZiausias ,tilto*
nuozulnumas 2 = 1. Raudonos linijos yra tarpinés reikSmes tarp maziausio ir didZiausio
,.tilto* nuozulnumo 4.

Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcija pagal x ir jos grafikas su jvairiais nuoZulnumais

tilhx, 2,010 =

(5" 55)

b | =
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tilh(x,0,2, k1)
tilh(x,0,2,0.1)

tilhix,0,2,1y 02

1 pav. , Tilto “ funkcijos su jvairiais nuozulnumais h grafikai

Hiperbolinio tangento ,tilto* funkcijos pirmoji iSvestin¢ pagal x ir jos grafikas su

[vairiais nuoZulnumais /:

2 2
T — L{_tm[%] . tm(%] J

2h
I I I I I
sE 3 .
ot
it
it
X
tilki(x,0,2, k1)
H(x,0,2,0.0) P i
tilk(x,0,2,1)
¥
o
1
1
ni Y B
l l l l l
-3 -2 -1 0 1 2 3

2 pav. Hiperbolinio tangento ,,tilto “ funkcijos pirmosios iSvestinés su jvairiais

nuozulnumais h grafikai

Hiperbolinio tangento ,.tilto* funkcijos antroji iSvestiné pagal x ir jos grafikas su

[vairiais nuoZzulnumais /:

3 3
1 - o - o
b, g, p ) = ——| —tanh| 2B P ) Lo BT BTR) Ly ETEYRY g fETETR
bh h h b h
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Hilk'(x,0,2,h1)
tilk"(x,0,2,0.1)

th'(=,0,2,1)

1

1
2]

1
—_
=

3 pav. Hiperbolinio tangento ,, tilto “ funkcijos antrosios isvestinés su jvairiais

nuozulnumais h grafikai
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Puasono lygties sprendimo hiperboliniy tangenty ,,tilto* funkcijy metodu

realizacija Matchad‘o programa I modelis

Zl:=0 =1 Y1 =10 Yi=12 oo=05 f=1

Pt

Wv= 051+ X2 Yvo= 0571+ YD Hi=32-X1 Yi=Y2-TI

Ul v = expl.—mxz - |3.3r2.|

_m_xz_ﬁ_yz

o) = 2L - p + 200 + 2(p5) e

1 - -
h=05 tihix,g.p,b) = — | tanh| 2 BT P o fXTE7F
2 f-h p-h

Ml=38 HN=HN1-1 n=0.H
At

2 2
1 - .
tilkicx, g, p, 1) = —{—ta.tﬂl(ﬂj + tm[w] ]
2ph p-h p-h

3 3
Jtith(x,g.p 5 + tmﬁ(%] - tm(m]
o

tilb'(x, g, p 1 =

i-g Sk y-g Qa1
pollx.v.g.2.p.9.10 :=( ] (_]

0 . _ |Qn,ﬂ_1| — Qn,l
pol(x, ¥, 8,2, 5, 4,10 = — l(x gj '[y ]

Q 1 _ |Qn,[l _ |Qn|1—1|
polY(x, .8, 8P, a1 = — -(x gj [M]

q P g
' 2
|IQ Dl - Q 0 = |Q1'I.,|:|_2| _ inl
pol'ax,v.2.2.p.4.0) = i 1 {(x g] [F_j
2 P .
2
| !
l.Q 1 o] i _ Qu,0 N |Qn|1—2|
pol'y(x, 7,8, 8P, q,0) = — = -[x g] [Y_]
i P 4

Priedas 5

[ T S

[ LA N O S R ] Lo T A WS N 8] [ T W R

[ T . S O R U IS B N |

-1 O th L bBD

| S T WS R | I e

| 25 S R O L= | S S N e =] | S T S RN (U e |

| I e L= ST S B e
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di(x,gr,g,g',p,q,nj = Mx,g,p,hj-t;i]h(j.r,g',q,hj-pnl(x,j.r,g,g',p,q,nj

de v, 2.2 0.0 = tih(x, g p W pol'x, v g, g p. g0 + 2N g op ) polax v 2.2 0, 0.0
dix,y,g,8,p.9,m = [(d(x,y.8.8.p, 9.0 + tih'(x, g, p, by polix, v, 8.8, p, q.0) tih(y, g g, ]
dl(x,y,g,g‘,p,q,n} = tﬂh(?:EIrqrh:l'PD]'"}r(xvﬁrr g,g',P,q,ﬂ:l + E-t:i]h'(gr,g',q,h)-pul'j.r(x,}.r,g,g‘,p,q,nj

dity(x, v, 2.8, p.4.1m = (2.7, 2. 2.0, 4.0 + th'(y, 2,9, b -pol(e. v, 2. 8 p . o, ) -tilhex, 2 p by
Ll=4 L=L1-1 l=0.L

=11-1 j=0.1 N1-L1.J1 = 574

e} i
=— =1 =Zv+ pl-030 =
P P RS} 2 A

- 1 Y.=Vv4qri-05
- q : (] L)
M=41 Ml=M+1 m=0.M x =% +%—

A I I'u'I
R=dl RI=R+1 r=0.R gy o=¥l+TVie M1-RI = 1681
Aty T R

infn,1,) =n+ NI+ NILLj

Hm+I‘-.-‘I1.r,in{n,1,j]I = I:;'i"xl::{rrl’E'FI’Xl’?j’fz'":l’n.l + I:;'iuj'rl::ﬂ'rl’j'rr’Xl’ﬁfj’P’q’ﬂ.l S

mi=0.M X =Xl +md(X) Y= Y1+ mdCY) H =20

AMMI Rt t+ad ingn 1,5 = B F et ot » 500 ¥ o) H

ml .|'H 1'J'lm,r:= T_T1|:xm,3rr||

E =Ulx .7
VT ml

W+ Ft 14+l -

¢ = leolveld B

1
[] =
-

chLI:n,l,j:l.dil:x’Y’ leﬂfjaP: q,ﬂ:l :l um T = Ul:xmpifrll

ul

4 pav. I modelio Puasono lygties sprendiniy ul reljefiniai grafikai



5 pav. [ modelio Puasono lygties sprendiniy u reljefiniai grafikai

—u - td -
™% Wy 5 D g 1 max(c) - min(c) = 2.583
stdevul)

6pav. [ modelio Puasono lygties sprendiniy standartiniy nuokrypiy reljefiniai grafikai
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Priedas 6

Puasono lygties sprendimo trigonometriniy ,,tilto* funkcijy metodu realizacija
Matchad‘o programa I modelis

Al:=0 =1 ENIM:EI Yi=12 o= 0.5 f=1 0a
01
v=051 + X Y= 05¥1 + ¥ T=F2-%1 Ti=¥Vi-T1 Lo
; . 0z
2 2 |: 2 2:| — e py
e,y = expl-ax” - py” P = 2o - p o+ 2] 2 (poy) e i 11
20
. - g 2 oz
till(x, g, = cos| n- T-p<i-g=m
p 1 2
) ) ) 21
M1 =36 AI;IM; Hli-1 n=0.H
30
_ - 04
tilt'(x, 2.0 = —ﬂ-sin ﬂ-x g IT-p<x-g=m
2p p 1 3
22
) —‘Jlg X - 31
' e, 2. 00 = —z-cu:us e T-p<x-g%g
I B 4 0
5 5 05
1,0 n,l
r-g Ciw-g ' 1 4
pol(x.y.g.8.p,.9,1m0 = [ ] ( ]
P q a. 23
] |Qn,ﬂ_1| |Qn,l . 32
. n0|fx-g V-
pola(x.y.g.8.p.9.10 = [ ] [—] 41
P P q
o
-1 04
: i Doy g 171}
poly(x, v, g, 8. p. 0.0 = : 1 15
q P q
24
f 2
|.Qn III.I - Qn 0 i-g |Qn,l:l_2| ¥-g Qn'l e
pl:ll"xﬁx,j.r,g,g',p,q,n:] = - —c ( ] [—j 4 2
pﬁ P q
i1
f -
Q1) = Rt (e gy g |@n,1-2] 6 0
pol'yiz.y.g.8.p.9.0) = —— —- |1 07
qﬂ P |
1 A
di(x,gr,g,g',p,q,nj = t:ilt(x,g,pj-t:ilt(gr,g',qj-pnl(x,y,g,g‘,p,q,nj 25
_ _ 34
dll::x=3r= g,g‘,P,q,ﬂ:l = tﬂt{:xrgspj'Pﬂllljcﬁxsﬁr:g:gI:P:qJn:I + E'tﬂt‘lix:'g:P:I'PD]'I)C(x=5r=g=g|=P=q=n:l 43
di'wx,y.g2.2.p.9.0) = [(dxy.8.8.p, 9.0 + (e, g o) -pol( v, 2. 2. p, o, 1) - tilty, g, )] 32
: " . g1
dl(x,y,g,g‘,p,q,n} = tﬂt(Yrgqu:l'PD]'"}r(xryr g,g',P,q,ﬂ:l + z'tﬂt‘(yrgqu)'PDIﬂerrgrglrprq=nj 70

dity(x. v, 2.8, p. 4.1 = (4,7, 2, 2.0, 4.0 + W'y, g, o) polix, y. g, 2. p, o o) - Bk, 2. 40

55



Li=4 L=L1-1 L=0.L
A A
l=4 J=T-1 j=0.] M1-L1-I1 = 576
At el
el Ti
=— =1 =XEv+ prl- 050 = =1 V.=%v+qg(j-05
P T RS} 2 A : g(j - 050

- =
M=41 Ml=M+1 m=0.M x =% +%—

A T I'I.I'I
R=dl Rl=R+1 r=0.R gy o=¥l+TVie MI1-Rl = 1621
Ay T R

infn,1,) =n+ NI+ NILLj

Bt xinim 1 = HH KT VR ton) + dly(x 5.0, Ve, M= 09

ml=0.M K =Xl+mdX) ¥ =Y+ md¥) Ho=20
AMAMI Rt tad inin, 1, = B F pat  yat » K90 ¥y o) H
Bha b1 Rttt = P gt > Vo) H uly = Uy
EI1'|:1+I'-.-'Il-r = p[xm, r] &= lsolve( A B)
L N ]
L e Z Z Z [cin(n,l,j]l'di[x’y’xl’?j’P’q’n]] 1'J'n:l,r:= U[xm’ r]
1=0n=0j=0

ul

7 pav. I modelio Puasono lygties sprendiniy ul reljefiniai grafikai
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8 pav. [ modelio Puasono lygties sprendiniy u reljefiniai grafikai

d -
Kl =u__-ul oo SED o 108 ma(e) — minge) = 2.139
Wt T m,¥ stedew(ul)

30

20

10

K1

9 pav. I modelio Puasono lygties sprendiniy standartiniy nuokrypiy reljefiniai grafikai



Priedas 7

Puasono lygties sprendimo hiperboliniy tangenty ,,tilto* funkcijy metodu
realizacija Matchad‘o programa II modelis

RSl X2=2  ¥l=0  ¥2=2 o:=05 p=I .
=054+ XD ¥r=05Y1+¥H H=3xXi-¥ Vi=¥i-T¥l o1
10
| | 02
Ul(x,y) = Expl-—mxz - |3§.r2-| + ex-cns@r:] + ey-cus(xj + léxy .
20
2 2] —D:,.xj—ﬁ. 4
ey = 2l-a - p + 207 4 296 > 7 HT 03
1 2
h=05 HMl=3% MN=HI-1 n=0.H
e 21
1 -g+ -
tilhix, g, p,h) = = | tanh ETETR ) gy ZETF 30
04
2 2 1 3
1 -g+ oo
e, g p b = —— | —tanh| 2 BT B 4y ETET R '
dph ph ph
31
-2+ ) X—-g- ) 4 0
tih'(x, g,p,h) = 4 B 03
2-112 1 4
a. 23
i-g Cn,0 y-g Qa1 32
pl:ll(x,ﬁ.f,g,g',p,q,ﬂ:l :=( j ( j A4 01
! : 50
-1 0é
I QH,D i-g |QI'L||:| | V- inl
pl:llx(x,j.r,g,g',p,q,n) = ' | — 1 5
P P q 5 4
-1 33
. Qi fxo g\ g [@n 171
pl:ll}.ffx,ﬁ.f,g,g',p,q,ﬂ:] th ' | — 4 2
q i q
51
; 2
190/ %o i-g Q02| . Qa1 6 10
pol'nx.v.g.8.p. 9.0 = —— —. L2 07
2 P q
P 1 &
f -
l.Qn 1.I _in -z Qn'u ¥ - |Qn.1_2| 25
pol'yiz.y.g.8.p.9.0) = —— . B - 2 4
s : 1
4 3
52
Aol
70

58



di(x,gr,g,g',p,q,nj = Mx,g,p,hj-t;i]h(j.r,g',q,hj-pnl(x,j.r,g,g',p,q,nj

de v, 2.2 0.0 = tih(x, g p W pol'x, v g, g p. g0 + 2N g op ) polax v 2.2 0, 0.0
dix,y,g,8,p.9,m = [(d(x,y.8.8.p, 9.0 + tih'(x, g, p, by polix, v, 8.8, p, q.0) tih(y, g g, ]
dl(x,y,g,g‘,p,q,n} = tﬂh(?:EIrqrh:l'PD]'"}r(xvﬁrr g,g',P,q,ﬂ:l + E-t:i]h'(gr,g',q,h)-pul'j.r(x,}.r,g,g‘,p,q,nj

dity(x, v, 2.8, p.4.1m = (2.7, 2. 2.0, 4.0 + th'(y, 2,9, b -pol(e. v, 2. 8 p . o, ) -tilhex, 2 p by
Ll=4 L=L1-1 l=0.L

l=4 J=T-1 j=0.] M1-L1-J1 = 576
At el

el Ti
=— =1 =XEv+ prl- 050 = =1 Y.=%v+qg(j-05
P T RS} 2 L Err : g(j - 050

- =
M=41 Ml=M+1 m=0.M x =3%+%—

A T I'I.I'I
R=dl Rl=R+1 r=0.R gy o=¥l+TVie MI1-Fl = 1631
Ay T R

infn,1,) =n+ N1+ NILLj

Bt Mtr inn 1, = KT D Ypopan) + dly(x, 7, . Vopaun) M= 09

ml=0.M K =Xl+mdX) ¥ =Y+ md¥) Ho=20
AN R e inen 1) = ] Kyt Tyt -5 ¥joP o) H

B b1 Lt = O g Ty H wly = Ul ,w)

Bm+I‘-.-'Il-r = p[xm,yrj L= lsolve( A B) man ¢] — it c) = 33264

L M I
Uiz, ¥ :=Z Z Z fcmn,l,j}-difx,y,){l,‘fj,p,q,n” um,r:= U[xm,jrrj

1=0n=0j=0

ul

10 pav. I modelio Puasono lygties sprendiniy ul reljefiniai grafikai

59



40

an

0

u

11 pav. I modelio Puasono lygties sprendiniy u reljefiniai grafikai

LI" .= 1000
o= 0 MY ¥ = XL+ md(KD = Y1+ me(Y)
klmll = U(}flmu ,E.r"mu) - U]- (}flmn,ﬁr"mu)

Kl =1 -ul U-=M ,3=1_3';3x1|:|_11 mad k) - mingkl

mr’ m.r m.r T meaniul) e a1l

= 5005 % 107 10

12 pav. I modelio Puasono lygties sprendiniy standartiniy nuokrypiy reljefiniai grafikai
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Priedas 8

Puasono lygties sprendimo trigonometriniy ,,tilto* funkcijy metodu realizacija
Matchad‘o programa II modelis

0o
Zl=10 =1 ¥l=10 TIo=2
oo=02 fpo=07 pe=10 wi=08 =17 10
=051 + X Fvo= 051 + ¥ 02
11
H=X1-¥l ¥Vi=V¥i-7¥Il
20
Uiz, = Expl-—mxg - |.'$5r2.| + e"l"x..;.:,s(l_l__y] + e""y-cnsllu-x:l + Y 03
12
2 3] —ad-pv
3) = e - p + 2w + 2 ()] 2 BT 21
1= 34 =M -1 n=0.H 310
P
2 04
. - g
tilt(x, g.p) = cos| @ . (-p<x-g%p |3
: 2 2
HitCr, g5 = ﬂ-sm[n-x' g]-r:—p <x-g<p 31
® ! 40
_“2 X 03
tlt'(x, g, 1) = —z-cus[n- g]'(‘P <x-gi=p 14
B
2
’ 23
QI'I..D inl Q . 3 2
-8 ¥-g
pol(x.y.g.8.p,q.10 = ; ; .
30
QIl Offx-g |inn—1| ¥ - Q1
pl:lllx(x,ﬁf,g,g',p,q,n) = —. ( j [_] |:| 6
B B q | s
Q Qn,n |Qn|1—1| 24
I n,l - g = g‘ 2 3
polvix, w2, 2. p,4,.1m = .
! ! : 4 2
; \ 2 5 il
] ller,D-l - QH,D - g |QI|.||:I_ | ¥ - QI‘LI]. 60
pol'x, ¥, 2, 8.0, 9.1 = : .
2 : 1 07
13
Q, ) -0 Qs 10 2] L6
] — || I'l,].-l I'l,]. i-g n, 7 - I, 9 s
pol'v(x,v.2.8.p.q.00 = : .
¢ P : 3 4
4 3
5 2
a1
70
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di(xsysgsg'spsqsn) = tilt(xsgsp)'tilt(ysg'sq)'pOI(Xsysgsg'spsqsn)

d(xy,g,g,p.q,n) = tilt(x,g,p)-pol"x(x,y,g,g',p,q,n) + 2-tilt'(x,g,p)-pol'’x(x,y,g,g',p,q,n)
di"x(x,y,g,¢,p,q,n) =[(d(xy,g,g.p,q,n) + tilt"(x,g,p)-pol(x,y,g,g',p,q,n)) tilt(y, g, q)]
di(x,y,g.g'.p,q,n) :=tilt(y,g',q)-pol"y(x,y,g,g',p,q,n) + 2-tilt'(y,g',q)-pol'y(x,y,g.g',p,q,n)

diy(x,y,g.¢g,p,q,n) :=(dl(x,y,g,g',p,q,n) + tilt'(y,g',q)-pol(x,y,g.g,p,q,n))-tilt(x, g, p)
Ll=4 L=L1-1 1=0.L

l=4 J=I1-1 j=0.1 N1-L1.J1 = 574
A A

e} i
=— =1 =Zv+ pl-030 =
P T RS} 2 A

- =
M=41 Ml=M+1 m=0.M x =% +%—
A T I'I.I'I

B =40 Fl=R+1 r=0.R ¥ :=‘1’1+Yi-i MI1-Rl = 1881

Ay T R

inn, 1) =n+ N1+ NILL

At M1z inin, 1, = W xfmer’Xl’?fP’q’nJ - fom’yr’xl’?j’p’q’n,] WS

mo=0.M X =X +mdX) Y = Tlmd¥)  H =100

Ayt

AN Rt inm 1 = Kt Vg + 50 ¥joP o) B M1-RI + M = 1920
N1.L1-J1 = 576

Breent Rt = U (Fpqt T B 9l = Ul

Bm+I‘-.-'Il-r = p[xm,}.rrj 5= lzolwel & B ma ) — min(c) = 28061

J
U, = Z Z fcm(n,l,jj-difx,gr,Xl,Yj,p,q,n” v = U[xm,grrj

E

ul

13 pav. I modelio Puasono lygties sprendiniy ul reljefiniai grafikai
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LI" = 1000
=0 MY K= X+ md(ED = Y1+ me(Y)
kl w = U[}flmu ,E.r"mujl - U]- [}flmn,ﬁr"mujl

I
td - -
Ki = —ul o= D 001077 max(k) — mingkD = 33 x 10

T, Lt I, ¥ stdewiul)

o
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Priedas 9

Sprendinio konstravimo trigonometriniy "tilto" funkcijy metodu animacija

Zl=10 i2=12 ¥l =10
ity

W= 050K + X0

H=H2-H1 ¥Vi=Vi-T1

tilt(x, g, = cos ‘JI'x
p

Y= 0L5(Y1 + ¥2)

Yi=12

2
g] (-per-g=p

Li=d Li=Ll-1 J=0.1 p=—=— p=1053 %= Xv+p(l-030)
=4 J=I1-1 0.1 L 1053 ¥, = Vv + q(j— 0.5
= =]l - =0. = =1 =T -[j— 0.

x = X+ K

M=40 Ml=M+1 m=0.M
m M
R=40 Rl=R+]1 t=0.R v =7+Yie
Aty I R
, I
: £| L \
'=FRAME+2 {=0.1' wv=Xl-pXl-p+— X2+p U= % tiltfv,X, p|
300 VAR R
j=0
1
'~}
tiltfv, Xy, pJU-
0
-2 -1 0 1 2 3
W

15 pav. ,, Tilto “ formavimo trigonometrinémis funkcijomis eiga

JZ = FRAME + 9

T2
I = floor| —

Jx = mod(J1,L1

plix, v, g,g) = tilt(x, g, p) ity . 2. o)

\ x=

Pllm,r:= pll.xm’yr’XJx’ Iv)

-0.579
0.474
1.52a
2579
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16 pav. Plokstés formavimo vienas epizodas

I3

B=FRAME+9 Thmre™ 2, M %Y Fmap iyt (53
=0 floor| —

FL

17 pav. Plokstés formavimo eiga
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