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I�vadas

Analizin
eje skai£iu� teorijoje svarbi¡ viet¡ uºima dzeta ir L-funkciju� universalumo

tyrimas. Pirmieji rezultatai ²ioje srityje buvo gauti S. M. Voronino 1975 metais.

Jis tyr
e Rymano dzeta funkcij¡ ζ(s). Priminsime, kad funkcija ζ(s), s = σ + it

pusplok²tum
eje σ > 1 yra apibr
eºiama Dirichl
e eilute

ζ(s) =
∞∑
m=1

1

ms

ir analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡, i²skyrus ta²k¡ s = 1, kuriame

turi paprast¡ji� poliu� su reziduumu 1.

Voroninas [11] i�rod
e toki¡ teorem¡.

A teorema ([11]). Tarkime, kad 0 < r < 1
4
ir f(s) yra nenykstanti tolydi

funkcija skritulyje |s| ≤ r bei analizin
e jo viduje. Tada su kiekvienu ε > 0 egzistuoja

realusis skai£ius τ = τ(ε) toks, kad

max
|s|≤r

∣∣∣∣ζ (s+
3

4
+ iτ

)
− f(s)

∣∣∣∣ < ε.

Tai rei²kia, kad kiekviena nenykstanti analizin
e funkcija kritin
eje juostoje yra toly-

giai aproksimuojama Rymano dzeta funkcijos post	umiais.

Jungtinis duoto analiziniu� funkciju� rinkinio aproksimavimas dzeta funkciju� pos-

t	umiu� rinkiniu yra sud
etingesn
e problema. Pirmasis rezultatas taip pat buvo gautas

S. M. Voronino 1975 metais. Jis i�rod
e jungtini� Dirichl
e L-funkciju� universalum¡.

Dirichl
e L-funkcija L(s, χ) susijusi su charakteriu χ moduliu d, d ∈ N, pusplok²-

tum
eje σ > 1 yra apibr
eºiama eilute

L(s, χ) =
∞∑
m=1

χ(m)

ms
.

Jei χ0 yra pagrindinis charakteris moduliu d, tai L(s, χ0) yra analizin
e, kai σ > 1,

ir, jei χ yra nepagrindinis charakteris, tai L(s, χ) yra analizin
e plok²tum
eje σ > 0.

Voronino universalumo teorem¡ uºra²ysime bendresniu pavidalu, naudojant

i�prast¡ ribiniu� teoremu� terminologij¡.

Paºym
ekime meas{A} ma£ios aib
es A ⊂ R Lebego mat¡ ir tegu, kai T > 0,

νT (...) =
1

T
meas {τ ∈ [0, T ] : ...} ;
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£ia vietoje daugta²kio i�ra²omos s¡lygos, kurias tenkina τ . Teisingas toks teiginys.

B teorema ([12]). Tegul χ1, ..., χn yra poromis neekvivalent	us Dirichl
e charakte-

riai, o L(s, χ1), ..., L(s, χn) � atitinkamos Dirichl
e funkcijos. Kj paºym
ekime srities

D0 = {s ∈ C : 1
2
< σ < 1} kompakti²k¡ poaibi� su jungiuoju papildiniu ir tegul

fj(s) yra tolydi nenykstanti Kj funkcija ir analizin
e jo viduje, j = 1, ..., n. Tada

kiekvienam ε > 0

lim inf
T→∞

νT

(
sup

1≤j≤n
sup
s∈Kj

|L(s+ iτ, χj)− fj(s)| < ε

)
> 0.

Daugelis matematiku� tyr
e ir tiria i�vairiu� dzeta ir L-funkciju� universalumo Voro-

nino prasme savyb¦. Galima pamin
eti B. Bag£i�, S. M. Gonek¡, K. Matsumoto,

H. Mi²u, J. �tauding¡. Lietuvoje ²ioje srityje dirba V. Garbaliauskien
e, R. Ka£ins-

kait
e, A. Laurin£ikas, R. Macaitien
e, D. �iau£i	unas ir kiti.

Galimas ir diskretus universalumo atvejis. Tokiu atveju kompleksinio kintamojo

menamoji dalis i�gyja reik²mes i² tam tikros aritmetin
es progresijos. Pirmasis tokio

tipo universalum¡ 1980 metais gavo A. Reichas [8]. Jis i�rod
e diskre£i¡ universalumo

teorem¡ Dedekindo dzeta funkcijai.

Priminsime Dedekindo dzeta funkcijos apibr
eºim¡. Algebriniu� skai£iu� k	uno K

Dedekindo dzeta funkcija apibr
eºiama formule

ζK(s) =
∏

p

(
1− 1

(Np)s

)−1

, σ > 1;

£ia p �prab
ega� visus k	uno K daliklius ir Np paºymi p norm¡.

C teorema ([8]). Tegul K yra laipsnio d algebriniu� skai£iu� k	unas vir² Q.

Tarkime, kad K yra juostos max{1
2
, 1− 1

d
} < σ < 1 kompakti²kas poaibis su jungiuoju

papildiniu, o g(s) yra nenykstanti tolydi funkcija srityje K ir analizin
e jos viduje.

Tada kiekvienam realiam ∆ 6= 0 ir ε > 0

lim inf
N→∞

1

N
]

{
n ≤ N : max

s∈K
|ζK(s+ i∆n)− g(s)| < ε

}
> 0.

2009 metais bakalauro darbe yra nagrin
etas elipsiniu� kreiviu� L-funkciju� LE(s)

diskretusis universalumas [9].

4



Tegul N ∈ N ir

µN(...) =
1

N + 1
] {0 ≤ m ≤ N : ...} ;

£ia vietoje daugta²kiu� i�ra²omos s¡lygos, kurias tenkinam. Tarkime h > 0 yra �ksuo-

tas skai£ius, toks, kad exp
{

2πk
h

}
yra iracionalusis skai£ius bet kokiam

k ∈ Z \ {0}.

Tegu E yra elipsin
e kreiv
e vir² racionaliu�ju� skai£iu� k	uno Q uºra²oma Vejer²traso

lygtimi

y2 = x3 + ax+ b;

£ia a ir b � racional	us sveikieji skai£iai. Tarkime, kad kreiv
es E diskriminantas yra

∆ = −16(4a3 + 27b2) 6= 0. Yra ºinoma, kad tuomet ji yra nesinguliarioji.

Kiekvienam pirminiam skai£iui p paºym
ekime ν(p) lyginio

y2 ≡ x3 + ax+ b (mod p)

sprendiniu� skai£iu�, o λ(p) = p−ν(p). Pagal klasikini� Has
es rezultat¡ teisingas i�vertis

|λ(p)| < 2
√
p. (1)

Skai£iu� λ(p) tyrimui Has
e ir Veilis panaudojo L-funkcij¡, susijusi¡ su kreive E. Tada

pastaroji funkcija yra apibr
eºiama sandauga

LE(s) =
∏
p-∆

(
1− λ(p)

ps
+

1

p2s−1

)−1∏
p|∆

(
1− λ(p)

ps

)−1

.

Atsiºvelgiant i� (1) i�verti� sandauga konverguoja absoliu£iai pusplok²tum
eje σ > 3
2
.

Pagal �imuros-Tanijamos teorem¡ [2], funkcija LE(s) yra analizi²kai prat¦siama i�

sveik¡j¡ funkcij¡ ir tenkina funkcin¦ lygti�(√
q

2π

)s
Γ(s)LE(s) = η

(√
q

2π

)2−s

Γ(2− s)LE(2− s);

£ia q − teigiamas sveikasis skai£ius, sudarytas i² diskriminanto ∆ pirminiu� daugikliu�,

η = ±1, o Γ(s) − Oilerio gama funkcija.

Suformuluosime diskre£i¡ universalumo Voronino prasme teorem¡ funkcijai LE(s).

Tegul DV = {s ∈ C : 1 < σ < 3
2
} yra kompleksin
es plok²tumos C juosta. Teisingas

toks tvirtinimas.
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D teorema ([9]). Tarkime, kad exp
{

2πk
h

}
yra iracionalusis skai£ius visiems

k ∈ Z \ {0}. Tegu K yra juostos DV kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu,

o f(s) yra tolydi nenykstanti funkcija srityje K bei analizin
e jos viduje. Tuomet

kiekvienam ε > 0

lim inf
N→∞

µN

(
sup
s∈K
|LE(s+ imh)− f(s)| < ε

)
> 0.

Magistro darbo tikslas � apibendrinti D teorem¡, t. y. gauti jungtin¦ diskre£i¡

universalumo Voronino prasme teorem¡ elipsiniu� kreiviu� L-funkciju� rinkiniui.

Tegu n > 1 yra teigiamas sveikasis skai£ius. Sudarome rinkini� i² n elipsiniu�

kreiviu� E1, ..., En uºra²omu� atitinkamomis Vejer²traso lygtimis

y2 = x3 + ajx+ bj,

o diskriminantai ∆j = −16(4a3
j + 27b2

j) 6= 0, j = 1, ..., n. Tegu, kaip ir anks£iau,

λj(p) = p− νj(p),

o νj(p) yra lyginio

y2 ≡ x3 + ajx+ bj(mod p), j = 1, ..., n,

sprendiniu� skai£ius.

Apibr
eºkime funkcijas

LEj
(s) =

∏
p-∆j

(
1− λj(p)

ps
+

1

p2s−1

)−1 ∏
p|∆j

(
1− λj(p)

ps

)−1

, j = 1, ..., n.

Kad gal
etume suformuluoti diskre£i¡ jungtin¦ universalumo teorem¡, funkcijos

LEj
(s) turi tenkinti tam tikras s¡lygas. Tegu P yra visu� pirminiu� skai£iu� aib
e, o Pl

yra aib
es pirminiu� skai£iu�, tokios, kad Pl1
⋂
Pl2 = ∅ , kai l1 6= l2, ir

P =
r⋃
l=1

Pl,

l = 1, ..., r, r ≥ n. Dar daugiau, pareikalaukime, kad

∑
p≤x
p∈Pl

1

p
= κl log log x+ bl + ρl(x), kai x→∞; (2)
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£ia κ1 + ...+ κr = 1, κl > 0, ρl(x) = O(log−θl x) su θl > 1, o bl yra tam tikri real	us

skai£iai, l = 1, ..., r. Paºym
ekime

Bj(p) =
λj(p)√
p

ir tarkime, kad Bj(p) yra konstanta, kai p ∈ Pl, t. y., kai p ∈ Pl,

B1(p) = Bl1,

....................

Bn(p) = Bln.

Brn paºym
ekime ju� matric¡, t. y.

Brn =


B11 ... B1n

...... ...... ......

Br1 ... Brn

 .

1 teorema. Tarkime, kad h yra �ksuotas teigiamas skai£ius toks, kad exp
{

2πk
h

}
yra iracionalusis skai£ius visiems k ∈ Z \ {0}. Tarkime, kad rank(Brn) = n. Tegu

Kj yra juostos DV kompakti²kas poaibis su jungiuoju papildiniu, o fj(s) yra tolydi

nenykstanti funkcija srityje Kj ir analizin
e jos viduje, j = 1, ..., n. Tada kiekvienam

ε > 0

lim inf
N→∞

µN

(
sup

1≤j≤n
sup
s∈Kj

|LEj
(s+ imh)− fj(s)| < ε

)
> 0.
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1 Jungtin
e diskreti ribin
e teorema analiziniu�
funkciju� erdv
eje

Dzeta funkciju� jungtinio universalumo savyb
es i�rodymui reikalinga jungtin
e ribin
e

teorema analiziniu� funkciju� erdv
eje.

Jungtinio elipsiniu� kreiviu� L-funkciju� reik²miu� pasiskirstymo tyrimas remiasi

vienmate diskre£ia ribine teorema ²ioms funkcijoms (D teorema) bei i�rodymui reikalin-

gais tam tikrais silpno tikimybiniu� matu� konvergavimo teiginiais. Tod
el ²io skyriaus

pradºioje juos pirmiausiai suformuluosime kaip lemas.

2 lema. Tarkime, kad exp
{

2πk
h

}
iracionalusis skai£ius visiems k ∈ Z \ {0}.

Tada, kai N →∞, tikimybinis matas

µN(LE(s+ imh) ∈ A), A ∈ B(H(DV )),

silpnai konverguoja i� mat¡ PLE
.

I�rodymas. Tai yra 3.2 lema [9] darbe.

Tarkime h ir hn yra ma£ios funkcijos, aib
e S atvaizduojama i� S1. Taip pat tegul

E = {x ∈ S : hn(xn) 6→ h(x) tam tikriems xn → x, kai n→∞}.

3 lema. Jeigu tikimybinis matas PN silpnai konverguoja i� mat¡ P ir P (E) = 0,

tai Pnh
−1 silpnai konverguoja i� Ph−1, kai n→∞.

�i lema yra 5.1 teorema i² [1].

Dabar esame pasiruo²¦ suformuluoti ir i�rodyti jungtin¦ diskre£i¡ ribin¦ teorem¡

elipsiniu� kreiviu� L-funkcijoms analiziniu� funkciju� erdv
eje. Priminsime, kad ²iame

skyriuje bus naudojami tokie patys ºym
ejimai, kaip ir i�vade.

H(G) paºym
ekime analiziniu� srityje G funkciju� erdv¦ su tolygaus konvergavimo

kompaktuose topologija. Tegul Hn(G) yra n erdviu� H(G) Dekarto sandauga, t. y.

Hn(G) = H(G)× ...×H(G)︸ ︷︷ ︸
n

, n ≥ 2.

B(S) paºym
ekime erdv
es S Borelio aibiu� klas¦. Nagrin
esime tikimybinio mato

PN(A) = µN ((LE1(s+ imh), ..., LEn(s+ imh)) ∈ A) , A ∈ B(Hn(DV )),

kai N →∞, silpn¡ konvergavim¡.
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Tarkime γ yra vienetinis kompleksin
es plok²tumos apskritimas, t. y.

γ = {s ∈ C : |s| = 1} ir

Ω =
∏
p

γp;

£ia γp = γ visiems pirminiams p. Su sandaugos topologija ir pata²kine daugyba

toras Ω yra kompakti²ka topologin
e Abelio grup
e, tod
el erdv
eje (Ω,B(Ω)) egzistuoja

tikimybinis Haro matas mH . Tokiu b	udu gauname tikimybin¦ erdv¦ (Ω,B(Ω),mH).

ω(p) paºym
ekime ω ∈ Ω projekcij¡ i� koordinatin¦ erdv¦ γp. Tikimybin
eje erdv
eje

(Ω,B(Ω),mH) apibr
eºkime Hn(DV )-reik²mi� atsitiktini� element¡ L(s, ω) formule

L(s, ω) = (LE1(s, ω), ..., LEn(s, ω)) ; (3)

£ia

LEj
(s, ω) =

∏
p-∆j

(
1− λj(p)ω(p)

ps
+
ω2(p)

p2s−1

)−1 ∏
p|∆j

(
1− λj(p)ω(p)

ps

)−1

,

j = 1, ..., n. �io atsitiktinio elemento skirstinys tegul yra

PL(A) = mH (ω ∈ Ω : L(s, ω) ∈ A) , A ∈ B(Hn(DV )).

4 lema. Tikimybinis matas PN , kai N →∞, silpnai konverguoja i� mat¡ PL.

I�rodymas. 2 lemoje buvo i�rodyta, kad kiekvienai mato PN(A) komponentei

LEj
(s+ imh) tikimybinis matas µN

(
LEj

(s+ imh) ∈ A
)
silpnai konverguoja i� mat¡

PL
(
LEj

(s, ω) ∈ A
)
, A ∈ B(H(DV )), j = 1, ..., n.

LEj
(s) yra Matsumoto dzeta funkcijos atskiras atvejas su α = 0 ir β = 1

2
[6].

Pusplok²tum
eje σ > 1 galioja augimo i�ver£iai

LEj
(σ + it) = O (|t|αj ) , |t| ≥ t0, αj > 0

ir
T∫

0

|LEj
(σ + it)|2dt = O(T ), T →∞,

nes pagal �imura-Tanijama teorem¡ funkcija LEj
(s) sutampa su L-funkcija, susijusia

su 2 lygio nauja forma. Tai rei²kia, kad pusplok²tum
eje σ > 3
2
funkcij¡ LEj

(s) galima

uºra²yti sandauga

LEj
(s) =

∏
p|∆j

(
1− λj(p)

ps

)−1 ∏
p-∆j

(
1− αj(p)

ps

)−1(
1− βj(p)

ps

)−1

;
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£ia αj(p) + βj(p) = λj(p), o pagal (1) nelygyb¦ |αj(p)| ≤ 2
√
p, |βj(p)| ≤ 2

√
p,

j = 1, ..., n. Tod
el remiantis [4] darbo teorema turime, kad tikimybinis matas, kai

N →∞,

µN ((LE1(s+ imh), ..., LEn(s+ imh)) ∈ A) , A ∈ B(Hn(DV )),

silpnai konverguoja i� Hn(DV )-reik²mio atsitiktinio elemento, apibr
eºto (3) lygybe,

skirstini�. Funkcija u : Hn(DV ) → Hn(DV ) yra tolydi. Vadinasi, pagal 3 lem¡

gauname m	usu� i�rodomos lemos tvirtinim¡.
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2 Tir²tumo lema

Universalumo i�rodymui reikalinga mato PL atrama. Tod
el nagrin
esime atsitiktini�

element¡ L(s, ω) ir jo atram¡.

Tarkime, kad |ap| ∈ γ visiems pirminiams p. Apibr
eºkime funkcij¡

fjp(s, ap) =

− log
(

1− λj(p)ap

ps +
a2

p

p2s−1

)
, jei p - ∆j,

− log
(

1− λj(p)ap

ps

)
, jei p|∆j,

j = 1, ..., n ir

f
p
(s, ap) = (f1p(s, ap), ..., fnp(s, ap)) .

Pirmiausia pateiksime pagalbinius teiginius, kurie yra reikalingi pagrindiniam ²io

skyriaus rezultato − aib
es tir²tumo − i�rodymui.

5 lema. Tarkime, kad µ yra kompleksinis Borelio matas erdv
eje (C,B(C)) su

kompakti²ka atrama, priklausan£ia sri£iai {s ∈ C : σ > σ0} ir

f(z) =

∫
C

eszdµ(s), z ∈ C.

Jeigu f(z) 6≡ 0, tada

lim sup
x→∞

log |f(x)|
x

> σ0.

�i lema yra 6.4.10 lema i² [5].

6 lema. Tarkime, kad f(s) yra sveikoji eksponentin
e funkcija, o {λm} yra

kompleksiniu� skai£iu� seka. Tegul α, β ir δ yra teigiami realieji skai£iai tokie, kad:

(i) lim sup
x→∞

log |f(±ix)|
x

≤ α;

(ii) |λm − λn| ≥ δ|m− n|;

(iii) lim
m→∞

λm
m

= β;

(iv) αβ < π.

Tada

lim sup
m→∞

log |f(λm)|
|λm|

= lim sup
r→∞

log |f(r)|
r

.
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Lema yra Bern²teino teoremos atskiras atvejis. I�rodym¡ galima rasti [5].

Priminsime, kad analizin
e kampe | arg s| ≤ θ0, 0 < θ0 < π, funkcija f(s) yra

vadinama eksponentinio tipo, jeigu tolygiai pagal θ, |θ| ≤ θ0,

lim sup
n→∞

log |f(reiθ)|
r

<∞.

7 lema. Tegul f(s) yra eksponentinio tipo funkcija tokia, kad

lim sup
x→∞

log |f(x)|
x

> −1.

Tada, kai l = 1, ..., r, ∑
p∈Pl

|f(log p)| =∞.

�i lema yra 4 lema i² [3]. Jos i�rodymas remiasi (2) savybe aib
ese Pl, bei 6 lema.

8 lema. Tegul {f
m
} = {(f1m, ..., fnm)} yra erdv
es Hn(DV ) seka, kuri tenkina

²iuos reikalavimus:

(i) jei µ1, ..., µn yra kompleksiniai Borelio matai erdv
eje (C,B(C)) su kompak-

tin
emis atramomis srityje DV tokiomis, kad

∞∑
m=1

∣∣ n∑
j=1

∫
C

fjmdµj
∣∣ <∞,

tada ∫
C

srdµj(s) = 0,

kai j = 1, ..., n ir r = 0, 1, 2, ...;

(ii) eilut
e
∞∑
m=1

f
m

konverguoja erdv
eje Hn(DV );

(iii) kiekvienam kompaktui K1, ..., Kn ⊂ DV

∞∑
m=1

n∑
j=1

sup
s∈Kj

|fjm(s)|2 <∞.

Tada visu� konverguojan£iu� eilu£iu�
∞∑
m=1

amfm aib
e su am ∈ γ yra tir²ta erdv
eje

Hn(DV ).

�i lema yra atskiras 5 lemos i² [7] atvejis.
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Dabar suformuluosime pagrindini� skyriaus tvirtinim¡ ir ji� i�rodysime.

9 lema. Tarkime, kad rank(Brn) = n. Visu� konverguojan£iu� eilu£iu�
∑
p

f(s, ap)

aib
e yra tir²ta erdv
eje Hn(DV ).

I�rodymas. Tarkime, kad p0 yra �ksuotas teigiamas skai£ius. Apibr
eºkime

f
p
(s) =

fp(s, 1), jeigu p > p0,

0, jeigu p ≤ p0.

Pirmiausia i�rodysime, kad egzistuoja seka {âp : âp ∈ γ} tokia, kad eilut
e∑
p

âpfp (4)

konverguotu� erdv
eje Hn(DV ). I² tiesu�, atsiºvelgiant i� Has
es i�verti� ((1) nelygyb
e),

fjp(s, 1) =
λj(p)

ps
+ rjp(s);

£ia rjp(s) = O (p1−2σ), j = 1, ..., n. Tod
el gauname, kad srities DV kompakti²kuose

poaibiuose K1, ..., Kn eilut
e

n∑
j=1

∑
p

sup
s∈Kj

|rjp(s)|

konverguoja.

I�rodant, kad LEj
(s, ω), j = 1, ..., n, yra H(DV )-reik²miai atsitiktiniai elementai

buvo gauta, kad eilut
e ∑
p

λj(p)ω(p)

ps
, j = 1, ..., n,

konverguoja tolygiai srities DV kompakti²kuose poaibiuose su beveik visais ω ∈ Ω

[6]. Tod
el eilut
e ∑
p

(
λ1(p)ω(p)

ps
, ...,

λn(p)ω(p)

ps

)
konverguoja erdv
eje Hn(DV ) beveik visiems ω ∈ Ω. Vadinasi, egzistuoja seka

{âp : âp ∈ γ} tokia, kad (4) eilut
e konverguotu� erdv
eje Hn(DV ).

Dabar i�rodysime, kad visu� konverguojan£iu� eilu£iu�∑
p

apfp, ap ∈ γ, (5)

13



aib
e yra tir²ta erdv
eje Hn(DV ). Kad tai padaryti, pakanka parodyti, kad visu� kon-

verguojan£iu� eilu£iu� ∑
p

bpgp, bp ∈ γ, (6)

aib
e yra tir²ta erdv
eje Hn(DV ); £ia gp = âpfp. Tam sekai {g
p
} pritaikysime 8 lem¡.

I² g
p
apibr
eºimo seka, kad eilut
e

∑
p

g
p
konverguoja erdv
eje Hn(DV ). Be to,

atsiºvelgiant i� (1) i�verti� eilut
e

∑
p

n∑
j=1

sup
s∈Kj

|gjp(s)|2

konverguoja kiekviename i² kompaktu� K1, ..., Kn ⊂ DV . Tod
el 8 lemos ii) ir iii)

hipotez
es yra tenkinamos. Lieka patikrinti i) hipotez¦.

Tarkime, kad µ1, ..., µn yra kompleksiniai Borelio matai erdv
eje (C,B(C)) su

kompakti²komis atramomis, priklausan£iomis sri£iai DV , tokiomis, kad eilut
e

∑
p

∣∣∣∣ n∑
j=1

∫
C

bpgjpdµj

∣∣∣∣ (7)

konverguotu�.

Tarkime, kad D0V = {s ∈ C : 1
2
< σ < 1} ir v(s) = s − 1

2
. Apibr
eºkime

µjv
−1(A) = µj(v

−1A), A ∈ B(C), j = 1, ..., n. Akivaizdu, kad µjv
−1 yra komp-

leksinis matas erdv
eje (C,B(C)) su kompakti²ka atrama, priklausan£ia sri£iai D0V ,

j = 1, ..., n . Pastarasis faktas ir (7) eilut
es konvergavimas parodo, kad eilut
e

∑
p∈Pl

∣∣∣∣ n∑
j=1

blj

∫
C

p−sdµjv
−1(s)

∣∣∣∣ (8)

konverguoja visiems l = 1, ..., r.

Imkime

νl(s) =
n∑
j=1

bljµjv
−1(s).

Tada i² (8) eilut
es konvergavimo seka, kad eilut
e∑
p∈Pl

∣∣ρl(log p)
∣∣, l = 1, ..., r,

konverguoja; £ia ρl(z) =
∫
C

e−szdνl(s), z ∈ C.

14



Akivaizdu, kad

|ρl(reiϕ)| ≤ eV r
∫
C

|dνl(s)|, r > 0.

Vadinasi,

lim sup
r→∞

log |ρl(reiϕ)|
r

≤ V

tolygiai pagal ϕ, 0 < ϕ ≤ π. Tai parodo, kad funkcija ρl(z) yra eksponentinio tipo

funkcija, l = 1, ..., r.

Atsiºvelgiant i� 5 ir 7 lemas randame, kad ρ(z) ≡ 0 visiems l = 1, ..., r . Tod
el

diferencijuodami gauname

∫
C

skdνl(s) = 0 (9)

visiems l = 1, ..., r ir k = 0, 1, 2, ....

Imkime

xj = xj(k) =

∫
C

skdµjv
−1(s).

I² νj(s) apibr
eºimo ir (9) lygyb
es gauname lyg£iu�

n∑
j=1

bljxj = 0, l = 1, ..., r,

sistem¡. Kadangi koe�cientu� blj matricos Brn rangas yra lygus n, tai pastaroji

sistema turi vieninteli� sprendini� xj = 0, j = 1, ..., n. Tod
el visiems j = 1, ..., n ir

k = 0, 1, 2, ... ∫
C

skdµjv
−1(s) = 0.

O i² £ia seka, kad ∫
C

skdµj(s) = 0,

j = 1, ..., n ir k = 0, 1, 2, ....

Tai parodo, kad visos 8 lemos hipotez
es yra tenkinamos, tod
el visu� (6) konver-

guojan£iu� eilu£iu� aib
e yra tir²ta erdv
eje Hn(DV ). Vadinasi, toks pat teiginys yra

teisingas ir visu� (5) konverguojan£iu� eilu£iu� aibei.

Nagrin
ekime vektoriu� x(s) = (x1(s), ..., xn(s)), kuris yra laisvai pasirinktas erdv
es

Hn(DV ) elementas. Sakykime, kad K1, ..., Kn yra juostos DV kompakti²ki poaibiai,
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o ε pakankamai maºas laisvai pasirinktas teigiamas skai£ius. Fiksuokime p0 toki�,

kad

n∑
j=1

sup
s∈Kj

∑
p>p0

∞∑
k=2

|λj(p)|k

kpkσ
<
ε

4
. (10)

I² visu� konverguojan£iu� eilu£iu� tir²tumo seka, kad egzistuoja seka {ãm : ãm ∈ γ}

tokia, kad

sup
1≤j≤n

sup
s∈Kj

∣∣∣∣x(s)−
∑
p≤p0

f
p
(s)−

∑
p≥p0

ãpfp(s)

∣∣∣∣ < ε

2
. (11)

Parinkime

ap =

1, jeigu p ≤ p0,

ãp, jeigu p > p0.

Tada i² (10) ir (11) nelygybiu� turime

sup
1≤j≤n

sup
s∈Kj

∣∣∣∣x(s)−
∑
p

f
p
(s, ap)

∣∣∣∣
= sup

1≤j≤n
sup
s∈Kj

∣∣∣∣x(s)−
∑
p≤p0

f
p
(s, ap)−

∑
p>p0

f
p
(s, ap)

∣∣∣∣
≤ sup

1≤j≤n
sup
s∈Kj

∣∣∣∣x(s)−
∑
p≤p0

f
p
(s)−

∑
p≥p0

ãpfp(s)

∣∣∣∣
+ sup

1≤j≤n
sup
s∈Kj

∣∣∣∣∑
p>p0

ãpfp(s)−
∑
p>p0

f
p
(s, ãp)

∣∣∣∣ < ε.

Kadangi x(s), K1, ..., Kn ir ε yra parinkti laisvai, gauname lemos tvirtinim¡.
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3 Mato PL atrama

�iame skyriuje i�rodysime teorem¡ apie mato PL atram¡. Jos i�rodymas remiasi 9

ir 10 lemomis bei Hurvico teorema.

Priminsime, kad mato PL atrama yra minimali uºdara aib
e S tokia, kad

PL(S) = 1.

Sudarykime aib¦ S i² visu� elementu� f ∈ H(DV ), kuriu� kiekviena aplinka G b	utu�

tokia, kad PL(G) > 0, t. y.

S = {f ∈ H(DV ) : f(s) 6= 0 arba f(s) ≡ 0}.

Paºym
ekime SX atsitiktinio elemento X atram¡.

10 lema. Tarkime {Xn} yra Hn(DV )-reik²miu� atsitiktiniu� elementu� seka tokia,

kad eilut
e
∞∑
m=1

Xm konverguotu� beveik tikrai. Tada pastarosios eilut
es sumos atrama

yra visu� f ∈ Hn(DV ) aib
es uºdarinys, kai f galima uºra²yti konverguojan£ia eilute

f =
∞∑
m=1

f
m
, f

m
∈ SXm .

�i lema yra 4 lemos i² [7] atskiras atvejis.

11 lema (Hurvico teorema). Tarkime {fn(s)} yra seka funkciju� analiziniu� srityje

D, kuri yra apr
eºta paprastu uºdaru kont	uru ir tegul fn(s)→ f(s), n→∞ tolygiai

srityje D. Tarkime fn(s) 6≡ 0. Tada srities D vidinis ta²kas s0 yra funkcijos f(s)

nulis tada ir tik tada, jei egzistuoja seka {sn} ⊂ D, tokia, kad sn → s0, n → ∞ ir

fn(sn) = 0 su n > n0 = n0(s0) .

�i lema yra 3.45 teorema i² [10].

Pagrindinis ²io skyriaus teiginys yra ²i lema.

12 lema. Mato PL atrama yra aib
e Sn.

I�rodymas. Kadangi {ω(p)} yra nepriklausomu� atsitiktiniu� elementu� seka, aib
e

{f
p
(s, ω(p))} yra Hn(DV )-reik²miu� nepriklausomu� atsitiktiniu� elementu�, apibr
eº-

tu� tikimybin
eje erdv
eje (C,B(C),mH) seka. Kiekvieno atsitiktinio elemento ω(p)

atrama yra vienetinis apskritimas γ, o f
p
(s, ω(p)) atrama yra aib
e {f ∈ H(DV ) :

f(s) = f(s, a), a ∈ γ}. Tod
el pagal 10 lem¡ Hn(DV )-reik²mio atsitiktinio elemento

(logLE1(s, ω), ..., logLEn(s, ω)) (12)
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atrama yra uºdarinys aib
es, sudarytos i² visu� konverguojan£iu� eilu£iu�
∑
p

f
p
(s, ap);

£ia logLEj
(s, ω) =

∑
p

fp(s, ω(p)), j = 1, ..., n. Pagal 9 lem¡ aib
e {f
p
(s, ω(p))} yra

visur tir²ta erdv
eje Hn(DV ). Tod
el (12) formule apibr
eºto atsitiktinio elemento

atrama yra tir²ta erdv
eje Hn(DV ). Atvaizdis v : Hn(DV ) → Hn(DV ), apibr
eºtas

formule

v(f1(s), ..., fn(s)) =
(
ef1(s), ..., efn(s)

)
, f1, ..., fn ∈ Hn(DV )

yra tolydus ir kiekvien¡ Hn(DV )-reik²mio atsitiktinio elemento komponent¦

logLEj
(s, ω), j = 1, ..., n atvaizduoja i� element¡ L(s, ω), o erdv¦Hn(DV ) i� (S \ {0})n.

I² £ia turime, kad atstiktinio elemento L(s, ω) atrama SL priklauso aibei (S \ {0})n.

Be to, pagal apibr
eºim¡ atsitiktinio elemento atrama yra uºdara aib
e. Atsiºvelgiant

i� Hurvico teorem¡ (11 lem¡), S \ {0} uºdarinys yra aib
e S, tod
el Sn ⊆ SL. I² kitos

pus
es elemento LEj
(s, ω), j = 1, ..., n apibr
eºime esantys daugikliai yra nenykstan-

tys su s ∈ DV . I² tiesu�, LEj
(s, ω), j = 1, ..., n yra beveik tikrai konverguojanti

nenykstan£iu� daugikliu� sandauga. Tod
el Hurvico teorema parodo, kad beveik tikrai

elementas LEj
(s, ω), j = 1, ..., n, priklauso aibei S. I² £ia SL ⊂ Sn. Vadinasi SL ir

Sn sutampa, t. y. SL = Sn.
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4 Pagrindin
es teoremos i�rodymas

Pagrindin
es magistro darbo teoremos, t. y. 1 teoremos i�rodymas remiasi 4 ir 12

lemomis. Taip pat ²iam tikslui mums bus reikalinga Mergeliano teorema.

13 lema (Mergeliano teorema). Tegul K ⊂ C kompakti²kas poaibis su jungiuoju

papildiniu, o f(s) � tolydi srityje K funkcija, kuri yra analizin
e K viduje. Tada

funkcij¡ f(s) srityje K galima tolygiai aproksimuoti kintamojo s polinomais.

I�rodym¡ galima rasti [13].

1 teoremos i�rodymas. Akivaizdu, kad egzistuoja teigiamas skai£ius V toks, kad

aib
es K1, ..., Kn priklausytu� sri£iai DV . Tarkime, kad funkcijos f1(s), ..., fn(s) turi

nenulini� analizini� prat¦sim¡ i� DV . Apibr
eºiame aib¦ G = {(g1, ..., gn) : (g1, ...., gn) ∈

Hn(DV )} bei

sup
1≤j≤n

sup
s∈Kj

∣∣gj(s)− fj(s)∣∣ < ε.

Aib
e G yra atvira, vadinasi i² tikimybiniu� matu� silpno konvergavimo savybiu� ir

tikimybinio mato PN silpno konvergavimo i� mat¡ PL, kaiN →∞ (4 lema), gauname,

kad

lim inf
N→∞

µN ((LE1(s+ imh), ..., LEn(s+ imh)) ∈ G) ≥ PL(G).

Be to i² mato atramos savybiu� ir 12 lemos seka, kad PL(G) > 0. Tod
el

lim inf
N→∞

µN

(
sup

1≤j≤n
sup
s∈Kj

∣∣LEj
(s+ imh)− fj(s)

∣∣ < ε

)
> 0. (13)

Dabar tarkime, kad funkcijos f1(s), ..., fn(s) tenkina 1 teoremos s¡lygas. Tuomet

pagal Mergeliano teorem¡, egzistuoja polinomai p1(s), ..., pn(s), kurie yra nenykstan-

tys atitinkamose srityse K1, ..., Kn ir tokie, kad b	utu� tenkinama nelygyb
e

sup
1≤j≤n

sup
s∈Kj

∣∣fj(s)− pj(s)∣∣ < ε

4
. (14)

Kiekvienas i² polinomu� pj(s), j = 1, ..., n turi baigtini� skai£iu� nuliu�. Vadinasi,

egzistuoja sritis Gj su jungiuoju papildiniu tokia, kad Kj ⊂ Gj ir pj(s) 6= 0,

s ∈ Gj, j = 1, ..., n. Tod
el galime �ksuoti tolydºi¡ logaritmo log pj(s) ²ak¡ ir

log pj(s) yra analizin
e srities Gj viduje, j = 1, ..., n. Dar kart¡ pritaikius Mergeliano

teorem¡ matome, kad egzistuoja polinomai q1(s), ..., qn(s) tokie, kad
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sup
1≤j≤n

sup
s∈Kj

∣∣pj(s)− eqj(s)
∣∣ < ε

4
.

Pastaroji ir (14) nelygyb
es parodo, kad

sup
1≤j≤n

sup
s∈Kj

∣∣fj(s)− eqj(s)
∣∣ < ε

2
. (15)

Be to, eqj(s) 6= 0, j = 1, ..., n. Vadinasi, atsiºvelgus i� (13) nelygyb¦ gauname

lim inf
N→∞

µN

(
sup

1≤j≤n
sup
s∈Kj

∣∣LEj
(s+ imh)− eqj(s)

∣∣ < ε

2

)
> 0.

Pastarasis s¡ry²is kartu su (15) nelygybe i�rodo jungtin¦ diskre£i¡ universalumo

teorem¡.
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I²vados

Darbe i�rodyta elipsiniu� kreiviu� L-funkciju� jungtin
e diskreti universalumo Voro-

nino prasme teorema, kuri tvirtina, kad jei h > 0 yra �ksuotas skai£ius toks, kad

exp
{

2πk
h

}
yra iracionalusis skai£ius visiems k ∈ Z \ {0}, rank(Brn) = n, Kj yra

juostos DV = {s ∈ C : 1 < σ < 3
2
}, V > 0, kompakti²kas poaibis su jungiuoju

papildiniu ir fj(s) yra tolydi nenykstanti funkcija srityje Kj ir yra analizin
e jos

viduje, j = 1, ..., n. Tada, kiekvienam ε > 0

lim inf
N→∞

µN

(
sup
l≤j≤n

sup
s∈Kj

|LEj
(s+ imh)− fj(s)| < ε

)
> 0.

21



Summary

The aim of the master work is to obtain a joint discrete universality theorem in

the Voronin sense for L-functions of elliptic curves.

Let n > 1 be an positive integer. Consider n elliptic curves E1, ..., En given by the

Weierstrass equations y2 = x3+ajx+bj with discriminant ∆j = −16(4a3
j+27b2

j) 6= 0,

j = 1, ..., n.

The L-function LEj
(s) of elliptic curve Ej is de�ned by

LEj
(s) =

∏
p-∆j

(
1− λj(p)

ps
+

1

p2s−1

)−1 ∏
p|∆j

(
1− λj(p)

ps

)−1

,

respectively, j = 1, ..., n. Here s = σ + it is a complex variable, p is prime number,

λj(p) = p − νj(p), and νj(p) is the number of solutions of the congruence

y2 ≡ x3 + ajx+ bj(mod p), j = 1, ..., n.

To state a joint discrete universality theorem for the LEj
(s) we need some

additional conditions. Let P =
r⋃
l=1

Pl, where P is the set of all prime numbers,

and Pl, l = 1, ..., r, r ≥ n, are the sets of prime numbers such that Pl1
⋂
Pl2 = ∅

for l1 6= l2. Moreover, we suppose that, for x→∞,
∑
p≤x
p∈Pl

1
p

= κl log log x+ bl + ρl(x),

where κ1 + ...+ κr = 1, κl > 0, ρl(x) = O(log−θl x) with θl > 1, and bl is some real

number, l = 1, ..., r. Denote Bj(p) =
λj(p)√

p
, and suppose that Bj(p) is constant for

p ∈ Pl, i. e., p ∈ Pl, Bj(p) = Blj, j = 1, ..., n. Let

Brn =


B11 ... B1n

...... ...... ......

Br1 ... Brn

 .

Then the main statement of master's work follows.

Theorem. Suppose that h is a positive �xed number such that exp
{

2πk
h

}
is an

irrational number for all k ∈ Z \ {0}, and suppose that rank(Brn) = n. Let Kj

be a compact subset of the strip DV with connected complement, and let fj(s) be

a continuous non-vanihing on Kj function which is analytic in the interior of Kj,

j = 1, ..., n. Then, for every ε > 0,

lim inf
N→∞

1

N + 1
#

(
sup

1≤j≤n
sup
s∈Kj

|LEj
(s+ imh)− fj(s)| < ε

)
> 0.
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�ym
ejimai

k, l,m, n, j � nat	uralieji skai£iai

α, β � teigiamos konstantos

p � pirminis skai£ius

N � nat	uraliu�ju� skai£iu� aib
e

Z � sveiku�ju� skai£iu� aib
e

R � realiu�ju� skai£iu� aib
e

C � kompleksiniu� skai£iu� aib
e

Q � racionaliu�ju� skai£iu� aib
e

i � menamasis vienetas: i =
√
−1

s = σ + it � kompleksinis kintamasis

Res = σ � kompleksinio kintamojo s realioji dalis

Ims = t � kompleksinio kintamojo s menamoji dalis

meas{A} � aib
es A Lebego matas

νT (...) = 1
T

meas{τ ∈ [0, τ ] : ...} � vietoje daugta²kio i�ra²omos s¡lygos, kurias

tenkina τ

#{A} � aib
es A elementu� skai£ius

µN(...) = 1
N+1

#{0 ≤ m ≤ N : ...} � vietoje daugta²kio i�ra²omos s¡lygos, kurias

tenkina m

H(D) � analiziniu� srityje D funkciju� erdv
e

M(D) � meromor�niu� srityje D funkciju� erdv
e
D→ � konvergavimas pagal skirstini�

B(S) � erdv
es S Borelio aibiu� klas
e

Γ(s) � Oilerio gama funkcija pusplok²tum
eje σ > 0 apibr
eºiama Γ(s) =
∞∫
0

e−xxs−1dx

ir analizi²kai prat¦siama i� vis¡ C plok²tum¡

ζ(s) � Rymano dzeta funkcija pusplok²tum
eje σ > 1 apibr
eºiama ζ(s) =
∞∑
m=1

1
ms

ir analizi²kai prat¦siama i� vis¡ C plok²tum¡
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