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Ivadas

Analizinéje skaiciy teorijoje svarbia vieta uzima dzeta ir L-funkcijy universalumo
tyrimas. Pirmieji rezultatai Sioje srityje buvo gauti S. M. Voronino 1975 metais.
Jis tyré Rymano dzeta funkcija ((s). Priminsime, kad funkcija ((s), s = o + it

pusplokstuméje o > 1 yra apibréziama Dirichlé eilute

o0

)=

mS

m=1
ir analiziskai pratesiama j visg kompleksine plokstuma, iSskyrus taska s = 1, kuriame
turi paprastgjj poliy su reziduumu 1.

Voroninas [11] jrodé tokia teorema.

A teorema ([11]). Tarkime, kad 0 < r < 1 ir f(s) yra nenykstanti tolyds

funkcija skritulyje |s| < r bei analiziné jo viduje. Tada su kiekvienu e > 0 egzistuoja

realusis skaicius T = 7(g) toks, kad

max ((s—l—%—l—zﬁ') — f(s)]| <e.

Is|<r

Tai reiskia, kad kiekviena nenykstanti analiziné funkcija kritinéje juostoje yra toly-
giai aproksimuojama Rymano dzeta funkcijos postumiais.

Jungtinis duoto analiziniy funkcijy rinkinio aproksimavimas dzeta funkcijy pos-
tumiy rinkiniu yra sudeétingesné problema. Pirmasis rezultatas taip pat buvo gautas
S. M. Voronino 1975 metais. Jis jrodé jungtinj Dirichlé L-funkcijy universaluma.
Dirichlé L-funkcija L(s, x) susijusi su charakteriu x moduliu d, d € N, pusploks-

tuméje o > 1 yra apibréziama eilute

L(s,x) = Z X(m)‘

ms

m=1
Jei xo yra pagrindinis charakteris moduliu d, tai L(s,xo) yra analiziné, kai o > 1,
ir, jei x yra nepagrindinis charakteris, tai L(s,y) yra analiziné plokstuméje o > 0.

Voronino universalumo teorema uzraSysime bendresniu pavidalu, naudojant
iprasta ribiniy teoremy terminologija.

Pazymékime meas{A} macios aibés A C R Lebego mata ir tegu, kai T" > 0,

vr(...) = %meas {r €0, T]:..};



¢ia vietoje daugtaskio jrasomos salygos, kurias tenkina 7. Teisingas toks teiginys.

B teorema (|12]). Tegul x1, ..., Xn yra poromis neekvivalentus Dirichlé charakte-
riai, 0 L(s,x1), ..., L(s, xn) — atitinkamos Dirichlé funkcijos. K; paZymékime srities
Dy = {s € C: % < 0 < 1} kompaktiskq poaibj su jungivoju papildiniu ir tegul
fi(s) yra tolydi nenykstanti K; funkcija ir analiziné jo viduje, j = 1,...,n. Tada
kiekvienam € > 0

lim inf vp < sup sup |L(s+i7,x;) — fi(s)] < 5) > 0.

T—o0 1<j<n s€K;

Daugelis matematiky tyré ir tiria jvairiy dzeta ir L-funkcijy universalumo Voro-
nino prasme savybe. Galima paminéti B. Bagcj, S. M. Goneka, K. Matsumoto,
H. Misu, J. Stauding@. Lietuvoje Sioje srityje dirba V. Garbaliauskiené, R. Kacins-
kaite, A. Laurin¢ikas, R. Macaitiené, D. Siau¢iunas ir kiti.

Galimas ir diskretus universalumo atvejis. Tokiu atveju kompleksinio kintamojo
menamoji dalis jgyja reikSmes i$ tam tikros aritmetinés progresijos. Pirmasis tokio
tipo universaluma 1980 metais gavo A. Reichas [8]. Jis jrodé diskrecia universalumo
teorema Dedekindo dzeta funkcijai.

Priminsime Dedekindo dzeta funkcijos apibrézimg. Algebriniy skai¢iy kuno K

Dedekindo dzeta funkcija apibréziama formule

Ge(s) =[] (1 _ (Nlp)s)_l, o> 1;

p

¢ia p ,prabega” visus kuno K daliklius ir Np pazymi p norma.

C teorema (|8|). Tegul K yra laipsnio d algebriniy skaiciy kunas virs Q.
Tarkime, kad K yra juostos max{%, 1—%} < 0 < 1 kompaktiskas poaibis su jungivoju
papildiniu, o g(s) yra nenykstanti tolydi funkcija srityje K ir analiziné jos viduje.

Tada kiekvienam realiam A # 0 ire > 0
lim inf ! < N: A 0
im in Nﬁ n < ~I§1€al§|CK(3+Z n)—g(s)| < ep>0.

2009 metais bakalauro darbe yra nagrinétas elipsiniy kreiviy L-funkcijy Lg(s)

diskretusis universalumas [9].



Tegul N € N ir
1

= — <m<N:..};

pn ()

¢ia vietoje daugtaskiy jrasomos salygos, kurias tenkina m. Tarkime h > 0 yra fiksuo-
tas skaic¢ius, toks, kad exp {%} yra iracionalusis skai¢ius bet kokiam
ke Z\{0}.
Tegu E yra elipsiné kreivé virs racionaliyjy skaic¢iy kuno Q uzrasoma Vejerstraso
lygtimi
y* = 2® + ax + b

¢ia a ir b — racionalus sveikieji skaic¢iai. Tarkime, kad kreivés E diskriminantas yra
A = —16(4a® + 27b%) # 0. Yra zinoma, kad tuomet ji yra nesinguliarioji.

Kiekvienam pirminiam skai¢iui p pazymékime v(p) lyginio
y? = 2% + ax + b (mod p)
sprendiniy skai¢iy, o A(p) = p—v(p). Pagal klasikinj Hasés rezultata teisingas jvertis
IAR)| < 2v/p. (1)
Skai¢iy A(p) tyrimui Hasé ir Veilis panaudojo L-funkcija, susijusia su kreive E. Tada
pastaroji funkcija yra apibréziama sandauga

-T2 5) T -%)

ptA plA

Atsizvelgiant j (1) jvertj sandauga konverguoja absoliu¢iai pusplokstuméje o > %
Pagal Simuros-Tanijamos teorema [2], funkcija Lg(s) yra analiziskai pratesiama j
sveikgja funkcija ir tenkina funkcine lygtj

(L) reste) =0 () vz s o)

o 2

Cia ¢ — teigiamas sveikasis skaicius, sudarytas i$ diskriminanto A pirminiy daugikliy,
n = %1, o I'(s) — Oilerio gama funkcija.

Suformuluosime diskre¢ia universalumo Voronino prasme teorema funkcijai Lg(s).
Tegul Dy ={se€C:1<o0< %} yra kompleksinés plokstumos C juosta. Teisingas

toks tvirtinimas.



D teorema (|9]). Tarkime, kad exp {ZX} yra iracionalusis skaicius visiems
k€ Z\{0}. Tegu K yra juostos Dy kompaktinis poaibis su jungiuoju papildiniu,
o f(s) yra tolydi nenykstanti funkcija srityje K bei analiziné jos viduje. Tuomet

kiekvienam € > 0

lim inf p (sup |Lp(s+imh) — f(s)] < 5) > 0.
N—oo seK

Magistro darbo tikslas — apibendrinti D teorema, t. y. gauti jungtine diskrecia
universalumo Voronino prasme teorema elipsiniy kreiviy L-funkcijy rinkiniui.
Tegu n > 1 yra teigiamas sveikasis skaic¢ius. Sudarome rinkinj i§ n elipsiniy

kreiviy E, ..., E, uzrasomy atitinkamomis VejerStraso lygtimis
y: =13+ a;x + bj,
o diskriminantai A; = —16(4@? + 271)?) #0,j=1,...,n. Tegu, kaip ir anksciau,
Ai(p) =p —v;(p),
o v;(p) yra lyginio
y* =2 + ajz + bj(mod p), j=1,..,n,

sprendiniy skaicius.
Apibrézkime funkcijas
Np) 1T A
L, (s) :pl;[j (1—7+F> pl;[ (1—?) . j=1,..n
Kad galétume suformuluoti diskrecia jungtine universalumo teorema, funkcijos
Lg,(s) turi tenkinti tam tikras salygas. Tegu P yra visy pirminiy skaiciy aibé, o P
yra aibés pirminiy skai¢iy, tokios, kad P, (P, = @ , kai [} # [y, ir

P = LTJ-Pb
=1

[=1,...,r, » > n. Dar daugiau, pareikalaukime, kad

1
Z—:%lloglogx—l—bl—l—pl(x), kai x — oo; (2)

p<xz
pEP;



Gia s + ...+ 3. =1, 34 >0, p(x) = O(log_el x) su 6, > 1, o b yra tam tikri realus

skaiciai, [ = 1,...,r. Pazymékime

B, (p) = Bu,
B,, pazymeéekime jy matrica, t. y.
By Bin
Brn i I
Brl Brn

1 teorema. Tarkime, kad h yra fiksuotas teigiamas skaicius toks, kad exp {%}
yra iracionalusis skaicius visiems k € Z \ {0}. Tarkime, kad rank(B,,) = n. Tegu
K; yra juostos Dy kompaktiskas poaibis su jungiuoju papildiniu, o f;(s) yra tolydi
nenykstanti funkcija srityje K; ir analiziné jos viduje, j = 1,...,n. Tada kiekvienam
e>0

li]VnLiOI;fuN ( sup sup |Lg,(s +imh) — f;(s)| < 6) > 0.

1<j<n s€K;



1 Jungtiné diskreti ribiné teorema analiziniy
funkcijy erdveje

Drzeta funkcijy jungtinio universalumo savybés irodymui reikalinga jungtiné ribiné
teorema analiziniy funkcijy erdvéje.

Jungtinio elipsiniy kreiviy L-funkcijy reikSmiy pasiskirstymo tyrimas remiasi
vienmate diskrecia ribine teorema Sioms funkcijoms (D teorema) bei jrodymui reikalin-
gais tam tikrais silpno tikimybiniy maty konvergavimo teiginiais. Todél Sio skyriaus
pradzioje juos pirmiausiai suformuluosime kaip lemas.

2 lema. Tarkime, kad exp {%} iracionalusis skaicius visiems k € Z \ {0}.

Tada, kai N — oo, tikimybinis matas
/JJN(LE(S + th) € A), A€ B(H(Dv>>,

silpnai konverguoja § matqg Py,

Irodymas. Tai yra 3.2 lema [9] darbe.

Tarkime h ir h,, yra macios funkcijos, aibé S atvaizduojama j S;. Taip pat tegul
E={x¢€S:h,(x,) /4 h(x) tam tikriems z, — z, kai n — co}.

3 lema. Jeigu tikimybinis matas Py silpnai konverguoja j matg P ir P(E) =0,
tai P,h=! silpnai konverguoja § Ph™', kai n — oo.

Si lema yra 5.1 teorema is [1].

Dabar esame pasiruoSe suformuluoti ir jrodyti jungtine diskrec¢ia ribine teorema
elipsiniy kreiviy L-funkcijoms analiziniy funkcijy erdvéje. Priminsime, kad Siame
skyriuje bus naudojami tokie patys zymeéjimai, kaip ir jvade.

H(G) pazymékime analiziniy srityje G funkcijy erdve su tolygaus konvergavimo

kompaktuose topologija. Tegul H"(G) yra n erdviy H(G) Dekarto sandauga, t. y.

H"(G) = H(G) x .. x H(G), n>2.

B(S) pazymékime erdvés S Borelio aibiy klase. Nagrinésime tikimybinio mato
PN(A) = UN ((LE'1 (8 + th), ey LEn(S + th)) € A) s Ae B(Hn(Dv)),

kai N — oo, silpna konvergavima.



Tarkime -+~ yra vienetinis kompleksinés plokStumos apskritimas, t. .

vy={seC:|s|=1}ir
Q=1Iw
p

¢ia 7, = 7 visiems pirminiams p. Su sandaugos topologija ir pataskine daugyba
toras ) yra kompaktiska topologiné Abelio grupé, todeél erdvéje (€2, B(2)) egzistuoja
tikimybinis Haro matas my. Tokiu budu gauname tikimybine erdve (§2, B(2), my).
w(p) pazymékime w € €2 projekcija i koordinating erdve 7,. Tikimybinéje erdvéje
(Q, B(2), my) apibrézkime H"(Dy )-reik8mj atsitiktinj elementa L(s,w) formule

L(s,w) = (Lg,(s,w),...,Lg, (s,w)); (3)

¢ia

P (1 _AE) | w?(p))‘l 10 (1 . M) |

S 2s5—1 S
prA; b b plA; P
j=1..n. Sio atsitiktinio elemento skirstinys tegul yra
PL(A)=mp(we: Lis,w)eA), AeB(H"(Dy)).

4 lema. Tikimybinis matas Py, kai N — oo, silpnai konverguoja 3§ matqg Prp,.

Irodymas. 2 lemoje buvo jrodyta, kad kiekvienai mato Py(A) komponentei
L, (s+ imh) tikimybinis matas py (Lg, (s + imh) € A) silpnai konverguoja j mata
P (Lg,(s,w) € A), A€ B(H(Dy)),j=1,...,n.

Lg,(s) yra Matsumoto dzeta funkcijos atskiras atvejas su a = 0 ir 3 = % 6]

Pusplokstuméje o > 1 galioja augimo jverciai
Lg, (o +it) = O (|t|¥), |t|>ty, a; >0
ir
T
/yLEj(o— +it)Pdt = O(T), T — oo,
0
nes pagal Simura—Tanijama teoremg funkcija L, (s) sutampa su L-funkcija, susijusia

su 2 lygio nauja forma. Tai reiskia, kad pusplokstuméje o > % funkcija L, (s) galima

uzrasyti sandauga

w02 - (-32)




¢ia a;(p) + B;(p) = Aj(p), o pagal (1) nelygybe |a;(p)| < 2¢/p. Bi(p)| < 2y/p,
j = 1,...,n. Todél remiantis [4] darbo teorema turime, kad tikimybinis matas, kai

N — oo,
un ((Lg,(s+1imh),...,Lg, (s+imh)) € A), A€ B(H"(Dy)),

silpnai konverguoja j H"(Dy )-reikdmio atsitiktinio elemento, apibrézto (3) lygybe,
skirstinj. Funkcija v : H"(Dy) — H"(Dy) yra tolydi. Vadinasi, pagal 3 lema

gauname musy jrodomos lemos tvirtinima.

10



2 TirStumo lema

Universalumo jrodymui reikalinga mato P, atrama. Todél nagrinésime atsitiktinj
elementa L(s,w) ir jo atrama.
Tarkime, kad |a,| € v visiems pirminiams p. Apibrézkime funkcija
Aj(p)a a? . .
—log (1 — % —l—p%—p_l) . jel ptA;,

—log (1 — %) , jei plAy,

fin(s,ap) =

ip(s,ap) = (fip(s,p), s fup(s,0p)) -

Pirmiausia pateiksime pagalbinius teiginius, kurie yra reikalingi pagrindiniam Sio
skyriaus rezultato — aibés tirStumo — jrodymui.
5 lema. Tarkime, kad p yra kompleksinis Borelio matas erdvéje (C,B(C)) su

kompaktiska atrama, priklausancia sriciai {s € C: o0 > oo} ir

f(z) = /eszd,u(s), z e C.

C

Jeigu f(z) £ 0, tada
log | f()]

lim sup ————— > oy.
x

r—00

Si lema yra 6.4.10 lema i3 [5].

6 lema. Tarkime, kad f(s) yra sveikoji eksponentiné funkcija, o {\n} yra

kompleksiniy skaiciy seka. Tequl o, 3 ir & yra teigiami realieji skaiciai tokie, kad:

(i) limsup log | f(&iz)] < a;
X

(1) A — An| = 0m —n|;

A
(i) lim 22 = 3;

m—oo 1M

(iv) af <.

Tada
log | f(Am)]

lim sup —=——— = lim sup
m—oo |)\m| r—00

log | (r)|

11



Lema yra Bernsteino teoremos atskiras atvejis. Irodyma galima rasti [5].

Priminsime, kad analiziné kampe |args| < 6y, 0 < 6y < =, funkcija f(s) yra

vadinama eksponentinio tipo, jeigu tolygiai pagal 6, |0 < 6,

1 16
r

n—oo

7 lema. Tegul f(s) yra eksponentinio tipo funkcija tokia, kad

log | f ()]

lim sup > —1.

Tada, kai l =1, ...,r,
> |flogp)| = co.

pEPR

Si lema yra 4 lema i [3]. Jos jrodymas remiasi (2) savybe aibése P, bei 6 lema.

8 lema. Tegul {f } = {(fim,.-, fam)} yra erdvés H"(Dy) seka, kuri tenkina

Siuos retkalavimus:
(1) jei py, ..., bn yra kompleksiniai Borelio matai erdvéje (C, B(C)) su kompak-

tinémis atramomis srityje Dy tokiomis, kad

Z|Z/fjmd,uj‘ < 09,
C

m=1 j=1
tada
/Srduj(s) =0,
C
katj=1,...nwrr=0,1,2,..;
(i)  eiluté il [, konverguoja erdvéje H"(Dy);

(1it)  kiekvienam kompaktui K, ..., K,, C Dy

Z Z sup | fim(s)]* < oc.

m=1 j=1 €K

Tada visy konverguojanciy eiluciy Y, amf aibé su a, € 7 yra tirsta erdvéje
m=1 -m
H™(Dy).

Si lema yra atskiras 5 lemos i§ [7] atvejis.

12



Dabar suformuluosime pagrindinj skyriaus tvirtinimg ir jj jrodysime.
9 lema. Tarkime, kad rank(B,,) = n. Visy konverguojanciy eiluciy ) f(s,a,)
p
aibé yra tirsta erdvéje H"(Dy).
Jrodymas. Tarkime, kad po yra fiksuotas teigiamas skaic¢ius. Apibrézkime
f (Svl)a jeigu P > Po,
f(s)=9"

0, jeigu  p < po.

Pirmiausia jrodysime, kad egzistuoja seka {a, : a, € v} tokia, kad eiluté
>, (4)
p
konverguoty erdvéje H"(Dy ). 1§ tiesy, atsizvelgiant ] Hasés jvertj ((1) nelygybé),

Fls 1) = 299 4,

S

dia rjp(s) = O (p'~%), j = 1,...,n. Todél gauname, kad srities Dy kompaktiskuose

poaibiuose K1, ..., K, eiluté

SGKj

> 3 sup Iy o)

konverguoja.
Irodant, kad Lg,(s,w), j = 1,...,n, yra H(Dy)-reikSmiai atsitiktiniai elementai
buvo gauta, kad eilute
3 Aj(p)w(p)
p ps

konverguoja tolygiai srities Dy kompaktiskuose poaibiuose su beveik visais w € €

[6]. Todél eilute

> (Al(p)w(p)’ An(p)uf(p))

> p? p*
konverguoja erdvéje H"(Dy) beveik visiems w € Q. Vadinasi, egzistuoja seka
{a, : a, € v} tokia, kad (4) eiluté konverguoty erdvéje H™(Dy ).

Dabar jrodysime, kad visy konverguojanciy eiluciy

Sapf, apEn, (5)

p

13



aibé yra tir§ta erdvéje H"(Dy). Kad tai padaryti, pakanka parodyti, kad visy kon-
verguojanciy eiluciy

> bg, b€ (6)
p

aibé yra tirsta erdvéje H"(Dy); ¢a g, = &pip. Tam sekai {gp} pritaikysime 8 lema.
Is g, apibréZimo seka, kad eiluté >

g, konverguoja erdvéje H"(Dy). Be to,
P
atsizvelgiant j (1) jvertj eiluté

> Sup [g;p(s)|*

poj=1°""
konverguoja kiekviename i§ kompakty K, ..., K, C Dy. Todél 8 lemos ii) ir iii)

hipotezés yra tenkinamos. Lieka patikrinti i) hipoteze.

Tarkime, kad g, ..., pt, yra kompleksiniai Borelio matai erdvéje (C,B(C)) su

kompaktiskomis atramomis, priklausanc¢iomis sri¢iai Dy, tokiomis, kad eiluté

Z Z / bpgjpd s
P

J=1 C

(7)

konverguoty.

Tarkime, kad Doy = {s € C : 1 < o < 1} ir v(s)

5 — % Apibrézkime

1,...,n. Akivaizdu, kad p;v~" yra komp-

p(A) = (o A), A € B(C), j
leksinis matas erdvéje (C, B(C)) su kompaktiska atrama, priklausancia sri¢iai Dyy,

j =1,...,n . Pastarasis faktas ir (7) eilutés konvergavimas parodo, kad eiluté

2.

peEPR,
konverguoja visiems [ =1, ..., r

Zblj/p_sdujv_l(S)

Jj=1 C

Imkime

v(s) = szjujv_l(S).

Tada i8 (8) eilutés konvergavimo seka, kad eiluté

Z ’pl(logp)la [ = 17 =T

pER

konverguoja; ¢ia p(z) = [ e **dy(s), z € C.
C

14



Akivaizdu, kad
()| < o / du(s)l, > 0.
C

Vadinasi,

log p1(re'”) _ .

lim sup

r—00

tolygiai pagal ¢, 0 < ¢ < w. Tai parodo, kad funkcija p;(z) yra eksponentinio tipo
funkcija, [ =1, ..., 7.
Atsizvelgiant i 5 ir 7 lemas randame, kad p(z) = 0 visiems [ = 1,...,r . Todél

diferencijuodami gauname

/skdw(s) =0 (9)
C
visiems [ =1,...,7ir k=0,1,2, ...

Imkime
z; =xj(k) = /skd,ujvl(s).
C
I8 v;(s) apibrézimo ir (9) lygybés gauname lyg¢iy

Zbljxj:(), lzl,...,T,
Jj=1

sistema. Kadangi koeficienty 0, matricos B,, rangas yra lygus n, tai pastaroji
sistema turi vienintelj sprendinj z; = 0, 7 = 1,...,n. Todél visiems j = 1,...,n ir
k=0,1,2,..

/skd,ujvl(s) = 0.

C
O i8 ¢ia seka, kad

/Skdﬂj(s) =0,
C
j=1,..nirk=0,1,2,...

Tai parodo, kad visos 8 lemos hipotezés yra tenkinamos, todél visy (6) konver-
guojanciy eilu¢iy aibé yra tirsta erdvéje H"(Dy ). Vadinasi, toks pat teiginys yra
teisingas ir visy (5) konverguojanciy eiluciy aibei.

Nagrinékime vektoriy z(s) = (x1(s), ..., z,($)), kuris yra laisvai pasirinktas erdvés

H™(Dy) elementas. Sakykime, kad K7, ..., K, yra juostos Dy kompaktiski poaibiai,

15



o € pakankamai mazas laisvai pasirinktas teigiamas skaic¢ius. Fiksuokime py tokj,

kad

Z a5 Wt £ (10)

— SEK%p>pok 9

Is visy konverguojanciy elluélq tirstumo seka, kad egzistuoja seka {a,, : @, € v}
tokia, kad
(11)

sup sup
1<j<n seK;

RO S ROI

P<po P>Po

3
5

Parinkime

]-7 jeigu p S Do,
a, =
a,, jeigu p > po.

Tada 1§ (10) ir (11) nelygybiy turime

sup  sup E f s, ap)
1<j<n  s€kK;
= sup sup E f S, ap) E ip(s,ap)
1<j<
sysnsek; P<Po P>Po
< sup sup - f,(s) - apf (s)
1<j< = =
Sysn sek; P<Po P=Po
+ sup sup E apf E f (s,a,)| <e.
<j<n seK;
1sjsns€k; | ,5p, P>po

Kadangi z(s), K, ..., K, ir € yra parinkti laisvai, gauname lemos tvirtinima.
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3 Mato P; atrama

Siame skyriuje jrodysime teorema apie mato Py atrama. Jos jrodymas remiasi 9
ir 10 lemomis bei Hurvico teorema.

Priminsime, kad mato P, atrama yra minimali uzdara aibé S tokia, kad
Pr(S)=1.

Sudarykime aibe S i$ visy elementy f € H(Dy ), kuriy kiekviena aplinka G buty
tokia, kad PL(G) > 0, t. y.

S={feH(Dy): f(s)#0 arba f(s)=0}.

Pazymékime Sx atsitiktinio elemento X atrama.
10 lema. Tarkime {X,} yra H"(Dvy)-reiksmiy atsitiktiniy elementy seka tokia,
kad eiluté > X,, konverguoty beveik tikrai. Tada pastarosios eilutés sumos atrama

m=1
yra visy f € H"(Dy) aibés uzdarinys, kai f galima uZrasyti konverguojancia eilute

Si lema yra 4 lemos i§ [7] atskiras atvejis.

11 lema (Hurvico teorema). Tarkime { f,(s)} yra seka funkcijy analiziniy srityje
D, kuri yra aprézta paprastu uzdaru konturu ir tegul f,(s) — f(s), n — oo tolygiai
srityje D. Tarkime f,(s) # 0. Tada srities D wvidinis taskas sg yra funkcijos f(s)
nulis tada ir tik tada, jei egzistuoja seka {s,} C D, tokia, kad s, — so, n — oo ir
fa(sn) =0 sun > ng=mngy(sg) -

Si lema yra 3.45 teorema i3 [10].

Pagrindinis Sio skyriaus teiginys yra §i lema.

12 lema. Mato P, atrama yra aibé S™.

Irodymas. Kadangi {w(p)} yra nepriklausomy atsitiktiniy elementy seka, aibé
{ip(s,w(p))} yra H"(Dy)-reik8miy nepriklausomy atsitiktiniy elementy, apibréz-
ty tikimybinéje erdvéje (C,B(C),my) seka. Kiekvieno atsitiktinio elemento w(p)
atrama yra vienetinis apskritimas -, o ip(s,w(p)) atrama yra aibé {f € H(Dy) :

f(s) = f(s,a),a € v}. Todél pagal 10 lemg H"(Dy )-reiksmio atsitiktinio elemento

(log Lg, (s,w),...,log Lg, (s,w)) (12)
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atrama yra uzdarinys aibés, sudarytos i§ visy konverguojanéiy eiluciy > ip(s, ap);
¢ia log L, (s,w) = > fp(s,w(p)),j = 1,...,n. Pagal 9 lema aibé {ip(s,]zu(p))} yra
visur tir§ta erdvéje ]}{”(Dv). Todél (12) formule apibrézto atsitiktinio elemento
atrama yra tirSta erdvéje H"(Dy ). Atvaizdis v : H"(Dy) — H"(Dy), apibréztas
formule

v(f1(8), ..., fu(s)) = (efl(s), ...,ef"(s)) . fiye, Jn € H'(Dy)

yra tolydus ir kiekviena H™(Dy )-reiksmio atsitiktinio elemento komponente
log Lg,(s,w),j = 1,...,n atvaizduoja j elementa L(s,w), o erdve H"(Dy )i (S \ {0})".
I$ ¢ia turime, kad atstiktinio elemento L(s,w) atrama S, priklauso aibei (S '\ {0})".
Be to, pagal apibrézima atsitiktinio elemento atrama yra uzdara aibé. Atsizvelgiant
i Hurvico teorema (11 lema), S\ {0} uzdarinys yra aibé S, todel S™ C Sy. I$ kitos
pusés elemento L, (s,w), j = 1,...,n apibrézime esantys daugikliai yra nenykstan-
tys su s € Dy. I8 tiesy, Lg,(s,w), j = 1,...,n yra beveik tikrai konverguojanti
nenykstanciy daugikliy sandauga. Todél Hurvico teorema parodo, kad beveik tikrai
elementas Lg, (s,w), j = 1,...,n, priklauso aibei S. I8 ¢ia S C S™. Vadinasi Sy ir

S™ sutampa, t. y. Sp = 9"
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4 Pagrindinés teoremos jrodymas

Pagrindinés magistro darbo teoremos, t. y. 1 teoremos jrodymas remiasi 4 ir 12
lemomis. Taip pat Siam tikslui mums bus reikalinga Mergeliano teorema.

13 lema (Mergeliano teorema). Tegul K C C kompaktiskas poaibis su jungiuoju
papildiniu, o f(s) — tolydi srityje K funkcija, kuri yra analiziné K viduje. Tada
funkeijg f(s) srityje K galima tolygiai aproksimuoti kintamojo s polinomais.

Irodyma galima rasti [13].

1 teoremos grodymas. Akivaizdu, kad egzistuoja teigiamas skaicius V' toks, kad
aibés K1, ..., K, priklausyty sri¢iai Dy. Tarkime, kad funkcijos fi(s), ..., fn(s) turi
nenulinj analizinj pratesima j Dy. Apibréziame aibe G = {(g1, ..., 9n) : (g1, -, Gn) €
H™(Dy)} bei

sup sup |g(s) — f;(s)] < <.
1<j<n s€Kj

Aibé G yra atvira, vadinasi i§ tikimybiniy maty silpno konvergavimo savybiy ir
tikimybinio mato Py silpno konvergavimo j mata Py, kai N — oo (4 lema), gauname,
kad

hNHLioI;f pun ((Lg, (s +imh), ..., Lg, (s +1imh)) € G) > Pr(G).

Be to i§ mato atramos savybiy ir 12 lemos seka, kad Pp(G) > 0. Todél

lim inf gy ( sup sup |Lg, (s +imh) — f;(s)| < 5) > 0. (13)

N—oo 1<j<n s€K;
Dabar tarkime, kad funkcijos f1(s), ..., fn(s) tenkina 1 teoremos salygas. Tuomet
pagal Mergeliano teorema, egzistuoja polinomai p;(s), ..., p,(s), kurie yra nenykstan-

tys atitinkamose srityse K1, ..., K, ir tokie, kad buty tenkinama nelygybe

€
sup sup ’fj(s) —pj(s)‘ < 1 (14)
1<j<n s€K;
Kiekvienas i§ polinomy p;(s), j = 1,...,n turi baigtinj skai¢iy nuliy. Vadinasi,

egzistuoja sritis G; su jungiuoju papildiniu tokia, kad K; C G; ir p;(s) # 0,
s € Gj, 5 = 1,..,n. Todél galime fiksuoti tolydzia logaritmo logp;(s) Saka ir
log p;(s) yra analiziné srities G viduje, j = 1,...,n. Dar karta pritaikius Mergeliano

teorema matome, kad egzistuoja polinomai ¢;(s), ..., g,(s) tokie, kad
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€
sup sup |p;(s) —e¥| < -
1<j<n s€K; 4

Pastaroji ir (14) nelygybés parodo, kad

sup sup ’fj(s) — eqj(s)‘ << (15)
1<j<n s€K; 2

Be to, e%(®) £ 0, j = 1,...,n. Vadinasi, atsizvelgus j (13) nelygybe gauname

liminf py | sup sup |Lg, (s + imh) — eqﬂ'(s)’ <) >o.
N—oo 1<j<n seK; 2

Pastarasis sarySis kartu su (15) nelygybe jrodo jungtine diskrecia universalumo

teorema.
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ISvados

Darbe jrodyta elipsiniy kreiviy L-funkcijy jungtiné diskreti universalumo Voro-
nino prasme teorema, kuri tvirtina, kad jei h > 0 yra fiksuotas skaic¢ius toks, kad
exp {ZE} yra iracionalusis skaicius visiems k € Z \ {0}, rank(B,,) = n, K; yra
juostos Dy = {s € C: 1 < o < 3},V > 0, kompaktiskas poaibis su jungiuoju
papildiniu ir f;(s) yra tolydi nenykstanti funkcija srityje K ir yra analiziné jos

viduje, j = 1,...,n. Tada, kiekvienam ¢ > 0

lim inf py < sup sup |Lg, (s +imh) — f;(s)] < 5) > 0.
N—oo I1<j<n s€K;
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Summary

The aim of the master work is to obtain a joint discrete universality theorem in
the Voronin sense for L-functions of elliptic curves.

Let n > 1 be an positive integer. Consider n elliptic curves Ey, ..., E, given by the
Weierstrass equations y* = 2*+-a;x+b; with discriminant A; = —16(4a3+27b3) # 0,
j=1,...n.

The L-function L, (s) of elliptic curve Ej is defined by

Np) 1T Ap)\
LEJ' (S) - H (1 - ps + p28—1 H 1= ps ’
PrA; plA;

respectively, j = 1,...,n. Here s = o0 + it is a complex variable, p is prime number,

Ai(p) = p — vj(p), and v;(p) is the number of solutions of the congruence
y* =2® +a;u+ bj(mod p), j=1,...,n.

To state a joint discrete universality theorem for the Lpg,(s) we need some

additional conditions. Let P = |J P, where P is the set of all prime numbers,
I=1

and P, l = 1,...,r, r > n, are the sets of prime numbers such that P, (P, = @

for Iy # ly. Moreover, we suppose that, for z — oo, > ]l) = s loglogx + b + pi(x),

p<e
where 301 + ... + 30, = 1, 3 > 0, p(x) = O(log_el x) pvf:th 6, > 1, and b; is some real
number, [ = 1,...,r. Denote B;(p) = A%), and suppose that B;(p) is constant for
pe P,ie,pe P, Bi(p)=DB;,j=1,..,n. Let
By Bin
Brn =1 .o s
B, .. B,

Then the main statement of master’s work follows.

Theorem. Suppose that h is a positive fized number such that exp {%} s an
irrational number for all k € Z \ {0}, and suppose that rank(B,,) = n. Let K;
be a compact subset of the strip Dy with connected complement, and let f;(s) be
a continuous non-vanihing on K; function which is analytic in the interior of Kj,

j=1,...n. Then, for every e > 0,

1<j<n s€K;

. 1 :
h]vnilo%f N 1# ( sup sup |Lg, (s +imh) — f;(s)| < 5) > 0.
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Zyméjimai

k,l,m,n,j — naturalieji skaiCiai

a, [ — teigiamos konstantos

p — pirminis skaic¢ius

N — naturaliyjy skai¢iy aibée

7, — sveikyjy skaiciy aibé

R — realiyjy skaiciy aibe

C — kompleksiniy skaiciy aibé

Q@ - racionaliyjy skaiciy aibeé

i — menamasis vienetas: i = /—1

s = 0 + 1t — kompleksinis kintamasis

Res = 0 — kompleksinio kintamojo s realioji dalis

Ims =t — kompleksinio kintamojo s menamoji dalis

meas{A} — aibés A Lebego matas

vr(...) = zmeas{7 € [0,7] : ...} — vietoje daugtaskio jragomos salygos, kurias
tenkina 7

#{A} — aibés A elementy skai¢ius

pun(...) = ﬁ#{o <m < N : ..} — vietoje daugtaskio jraSomos salygos, kurias
tenkina m

H(D) — analiziniy srityje D funkcijy erdvé

M (D) — meromorfiniy srityje D funkcijy erdvé

IS

— konvergavimas pagal skirstinj
B(S) — erdvés S Borelio aibiy klasé
I(

s) — Oilerio gama funkcija pusplokstumeéje o > 0 apibréziama I'(s)

I
o3
(DI
8
8
V)

L
(o
8

ir analiziskai pratesiama j visa C plokstumag

((s) — Rymano dzeta funkcija pusplokituméje o > 1 apibréziama ((s) = > =

ir analiziskai pratesiama j visg C plokStuma
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