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DISERTACINIO DARBO APRASYMAS

Moksliné problema ir tyrimo objektas.

Disertacijoje tiriamas diskreciy m-priklausomy atsitiktiniy dydziy aproksimavimo Puasono tipo matais tikslumas.
Silpnai priklausomy atsitiktiniy dydZiy sumos yra nattiralus nepriklausomy atsitiktiniy dydZiy sumy apibendrinimas. Vis
deélto atsitiktiniy dydZiy priklausomybé Zymiai pasunkina tokiy sumy tyrima. Kalbant apie priklausomy atsitiktiniy dydziy
sumy aproksimavima, galima konstatuoti, kad a) gausu darby, kuriuose giliai iSnagrinétas normaliosios aproksimacijos
tikslumas; b) yra nemazai darby, skirty Puasono aproksimacijai; c) praktiSkai néra darby, kuriuose tirtos dviparametrés
ar daugiaparametrés diskreciosios aproksimacijos. Pastaruoju aspektu situacija radikaliai skiriasi nuo nepriklausomy
atsitiktiniy dydziy sumy atvejo. Disertacijoje pagrindinis démesys skiriamas butent dviparametréms ir triparametréms
diskre¢iosioms aproksimacijoms.

Normalioji aproksimacija yra pati universaliausia ir placiausiai taikoma ribiniy teoremy aproksimacija. Pladiai ji
taikoma ir priklausomy dydZiy sumoms, Zr. [17, 28, 29, 30, 32] . Vis délto, normalioji aproksimacija yra ne visada
pakankamai tiksli, kai aproksimuojami gardeliniai dydZiai serijy schemoje. Be to struktiiros skirtumai (diskrety atsitiktini
dydi aproksimuojame tolydZiuoju) leidZia naudoti tik Kolmogorovo, bet ne pilnosios variacijos metrika. Dar daugiau, net
ir trumpam asimptotiniam EdZzvorto skleidiniui prireikia papildomy nariy, kompensuojanciy Siuos strukttiry skirtumus.
Todél diskreciyjuy atsitiktiniy dydZiy sumas nattiraliau aproksimuoti diskreciais skirstiniais.

Pati populiariausia diskrecioji aproksimacija yra Puasono skirstinys. Nepriklausomy atsitiktiniy dydZiy sumy aproksi-
mavimas Puasono désniu turi ilgg istorija, Zr. [14, 15, 20, 23, 25] ir [5] iZanga. Daug darby yra skirta ir priklausomy
atsitiktiniy dydZiy (ypa¢ Bernulio dydZiy) sumy puasoninéms aproksimacijoms, Zr. [1, 5, 11, 27] ir ten pateiktas nuorodas.
Dazniausiai joms gauti naudota Ceno pasiiilyta Steino metodo adaptacija. Suformuluosime tipinj Puasono aproksimacijos
pavyzdi i$ Arratia ir kt. straipsnio [1].

Tegul X; ~ Be(p;), (i = 1,...,n) yra Bernulio dydziai, S = Y., X;. Tarsime, kad X, yra priklausomi tik tam
tikroje indeksy aplinkoje

N; :={X; :j #4,X, ir X, yra priklausomi }. (1

Be to X ir X yra (beveik) nepriklausomi, kai j ¢ N;. Tegul np = >_." . Puasono skirstinji su vidurkiu np pazymésime
Pois(np), o pilnosios variacijos metrika simboliu || - ||. Tegul

b1 = Z Z bipPj,

i=1 jeN;U{i}

by = zn: > E(XX;),

i=1 jEN;
by = D EIB(X; —pilS)l
i=1
CiaS; = S — X;. Tada
II£(S) — Pois(np)|| <2 ﬂ(b Fbo) by 1A i o
7Y X n]j 1 2 3 \/7773 .

Pacituotas rezultatas atsleidZia puasoninés aproksimacijos privalumus ir trikumus. Viena vertus, aproksimacijos tik-
slumas jvertintas pilnosios variacijos metrikoje (t.y. visoms Borelio aibéms). Kita vertus, tikslumas labai priklauso nuo
p; mazumo. Faktiskai Puasono aproksimacija tinka tik seriju schemoje, kai p; = o(1). Net ir tuo atveju ji nelabai tiksli,
jei p; artés prie 0 létai.

Puasono désnis turi tik vieng parametra (yra vienparametré aproksimacija), tuo tarpu normalioji aproksimacija yra
dviparametré. Taigi, aproksimuodami Puasono désniu, galime ji taip parinkti, kad turéty ta pati vidurki, kaip ir aproksimuo-
jamoji atsitiktiniy dydziy suma, o, aproksimuojant normaliuoju désniu, - kad turéty tokius pat vidurki ir dispersija.
Nataralus sekantis Zingsnis yra diskreciyjy dviparametriy (bendresniu atveju, daugiaparametriy) aproksimacijy paieska.
Kaip tokios aproksimacijos gali biiti naudojami sudétiniai Puasono skirstiniai ir Zenkla keiCiantys sudétiniai Puasono
matai.



Skirstini sukoncentruotg taSke a Zymésime I,, I = Iy. Siekdami trumpesniy iSraiSky raSysime U = I; — I. Visos
maty sandaugos ir laipsniai suprantami, kaip sasikos: VM{A} = Y2 V{A -k} M{k}, A C Z; M° = 1.
Sudétiniu Puasono skirstiniu vadiname tikimybinj mata

exp{i/\jUj}, A; = 0.
j=1

Jeigu dalis A\; < 0, sakykime, kad turime Zenkla keiCiancia sudéting Puasono aproksimacija.

Nepriklausomy atsitiktiniy dydZiy atveju sudétinés (Zenkla keiciancios) Puasono aproksimacijos nagrinétos [2, 3, 6,
8, 10, 14, 18, 19, 22, 26, 31], Zr. ir ten cituojama literatlira. Pazymétina, kad Zenklg keiCiancios aproksimacijos taikomos
ir draudimo matematikoje, Zr. [12, 16].

Kalbant apie sudétiniy Puasono aproksimacijy taikyma, visus rezultatus galima dalinti i dvi dalis. Yra ne tiek maZzai
sudétiniy Puasono aproksimacijy taikymy priklausomy atsitiktiniy dydziy sumoms, kai faktiskai turime vienparametring
aproksimacija ir uZtikrinamas aproksimuojamojo ir aproksimuojanciojo désniy vidurkiy sutapimas. Tokie rezultatai labai
panasiis i budingus Puasono aproksimacijoms — galioja tik seriju schemoje ir tikslumo prasme gali biti Zymiai blo-
gesni nei normalioji aproksimacija. Kituose tyrimuose sudétinés ir Zenkla keiciancios sudétinés Puasono aproksimacijos
parenkamos taip kad sutapty kuo daugiau jy ir aproksimuojamojo skirstinio faktorialiniy kumulianty. Tipinis tokios Zen-
kla keiciancios Puasono aproksimacijos rezultatas nepriklausomoms Bernulio dyZiy sumoms (vadinamajam puasoniskai
binominiam skirstiniui) atrodo taip: jeigu p; < 1/2, (j =1,...,n) tai

Hﬁ”pﬂ *eXp{”pU**ZPJW}H Czpjmm(l,(nﬁ)’?’/?), 3)

7r. [18, 4]. Pacituotas rezultatas turi visus pranaSumus, biidingus ir kitoms sudétinéms Zenkla keic¢ian¢ioms Puasono
aproksimacijoms:

1) Aproksimacijos tikslumas yra tos pacios arba geresnés eilés, uz gauta naudojant normaliajg ar Puasono aproksi-
macija;

2) Aproksimacija gauta pilnosios variacijos metrikoje.

Priklausomy atsitiktiniy dydZiy sumoms rezultaty, kurie buty panasis i (3) yra gauta labai nedaug. Bene geriausiai
i$nagrinétas markoviskai binominis skirstinys, Zr. [9, 34] ir ten cituojama literatiira. Tuo tarpu m-priklausomy atsitiktiniy
dydziy atveju kiek iSsamiau nagrinéta tik k-serijy statistika. Seriju statistika pirmakart buvo apibrézta Mood darbe [21].
Neigiamai binominé seriju statistikos aproksimacija tirta [33, 13]. Jos centruotoji Puasono aproksimacija nagrinéta [24].
Sudétiné dviparametriné Puasono aproksimacija taikyta Barbour ir Xia [4] darbe. Serijy statistika uzima svarbig vietg ir
miusy disertacijoje, todél pacituosime viena rezultata i§ [4].

Tegul £; ~ Be(p;) yra nepriklausomi, j = 0,1,2,...,n,n; = §;&j-1, S = m + 12 + - -+ + 0. Laikoma, kad &,
priklauso nuo &; (t. y. &, traktuojamas, kaip &j). Tegul

Gy = exp{bU+aU?/2}, b=> pi_1pi, 4)
a = Y piapi[(1=pis1)pi—2 — (1= pi)pis1 + pipil,
7= Z(l +pis1)’pi(1 = pi)pi—1 — 6 max (1 —p;j41)°p;(1 —p;j)pj—1-
P 1<j<n

Jeigu |a|/b < 1/2, tai

~ 9.2
[£(S) — Gal| < (= TING

X Z [3pi—opi—1pipit1 + Pi_1P} + 4p7_1Dipit1 + APiopi 1D} + Tpi-sp}_opi_1pi)-
i—1



Atskiru atveju, kaip; =p < 1/4,n > 7, tai

27.6p + 73.6(p* + p*)
(1-2p(2 - 3p)/(n = 6)(1 —p)*

1£(S) = Ga < (5)

Mazoms p reikiméms aproksimacijos tikslumas yra Cpn~1/2. Aproksimacijos tikslumas yra neblogesnis, nei aproksimuo-

jant normaliuoju arba Puasono désniais. Taigi, turime visiska (3) analoga.
Sioje disertacijoje nagrinéjamos m-priklausomy gardeliniy atsitiktiniy dydZiy dviparametrés ir triparametrés sudétinés
Puasono aproksimacijos, apibendrinancios ir iSplétojancios (5).

Tikslai ir uZdaviniai.
Pagrindiniai darbo tikslai ir uZdaviniai yra:
1. Aproksimuoti dviejy nariy serijy statistik jvairiais sudétiniais Puasono skirstiniais ir trumpais asimptotiniais skleidini-
ais pilnosios variacijos, lokalioje ir VaserSteino metrikose;
2. Gauti tokiy aproksimacijy ivercius i§ apacios;
3. Apskaiciuoti asimptotiSkai tikslias konstantas jver¢iams i§ virSaus;
4. Gauti netolygius jvercius i$ virSaus;
5. Aproksimuoti 1-priklausomy sveikaskaiciy atsitiktiniy dyziy, tenkinanciy Frankeno salyga, sumy skirstinius Zenkla
keicianciais sudétiniais Puasono matais;
6. Aproksimuoti 1-priklausomy simetriniy atsititiniy dydZiy sumy skirstinius Puasono tipo aproksimacijomis;
7. Istirti 1-priklausomy nevienodai pasiskirs¢iusiy atsitiktiniy dydziy sumy aproksimavimo galimybe.

Tyrimy metodika.
Disertacijos rezultaty irodymuose naudojamas charakteringyjy funkcijy metodas (Heinricho metodas).

Darbo struktiira.
Disertacija paraSyta angly kalba. Ja sudaro jvadas, rezultatai, jrodymai, moksliniy publikacijy disertacijos tema
sarasas bei Zymenys. Bendra darbo apimtis — 72 puslapiai.

Svarbiausi rezultatai.

Kaip jau iSplaukia i§ disertacijos pavadinimo, musy tikslas buvo istirti Puasono tipo aproksimacijy priklausomy sveikaskaiciy
atsitiktiniy dydziy sumoms tiksluma. Sioje daktaro disertacijoje, nagrin¢jome tik m-priklausomus atsitiktinius dydZius.
Atsitiktiniai dydziai (Xj), & = 1,... yra m-priklausomi, jeigu visiems 1 < s < t < oo, t — s > m, o-algebros
generuotos X1, ..., X, ir Xy, X;41 ... yranepriklausomos.

Be pilnosios variacijos metrikos
oo

1M1= [M{k}]

k=—o0

dar naudojame lokaliaja , tolygiaja ir VaserSteino metrikas:
[M|loo := sup [M{k}|, |M] := sup [M{(—o0,k]}|,
kez keZ

oo

IM|lw ==Y [M{(=oc, k]}|.

k=—o00

1. Sudétinés Puasono aproksimacijos dvieju nariy seriju statistikoms.
Tegul &;,j =0,1,2,...,n yranepriklausomi vienodai pasiskirste Bernulio dydziai, P(&; = 1) = p, P({&; =0) =1—p.
Tegul n; = &;&5-1, S = m1 + 02+ - - + 1y Akivaizdu, kad n; yra 1-priklausomi atsitiktiniai dydZiai. Atsitiktiniy dydZiy
priklausomybé i§ esmés keiCia S savybes. PavyzdZiui, ES < VarS. Tarkime, kad £(5) yra S skirstinys; C1,Cs, ...
absoliutinés teigiamos konstantos. Primename, kad I, yra skirstinys, sukoncentruotas ant realaus a, [ = Iy, U = I — I.
Visas maty sandaugas reikia suprasti, kaip sastkas.

Aproksimacijoms naudojame tokius skirstinius ir matus:

G1 = Pois(y1) = exp{m1U}, Gz:=exp{nU+ ’ygU2}, G3 :=exp{mU + v U? + 73U3}.



3 3 4 2 4
np°(2 —3p) —2p° (1 —p np*(3 —12p 4+ 10p*) — 6p*(1 —p)(1 —2p
N =np?, e = ( )2 ( ), V3 = ( )3 1) ),

Miisy tiriamu atveju, visi atsitiktiniai dydZiai n; (j = 2,3,...,n — 1) priklauso nuo dviejy gretimy atsitiktiniy dydZiy
(1;j—1 ir 1j41). Taciau 7 ir 7, priklauso tik nuo vieno Salia esancio atsitiktinio dydZio.

Visy pirma pastebésime, kad negalima tikétis esminio aproksimacijos tikslumo pageréjimo, keic¢iant Puasono skirstinj
asimptotiniu skleidiniu.

1 teorema. Tegulp < 1/5, n > 3. Tada

1£(S) — G1(I +~42U?)| < Cpmin(np?*, p?), (©6)
I£(S) = G1(I + 72Ul < szin(np‘l,jﬁ).

Aproksimacijos tikslumas 1 teoremoje i§ esmés priklauso nuo p mazumo ir yra trivialus ne serijy schemoje, kai
p = Const. Tikslumas Zymiai padidéja, kai taikome sudéting Puasono aproksimacija, uztikrinancia dviejy momenty
sutapima.

2 teorema. Tegulp < 1/5,n > 3. Tada

I£(S)— Gal < Cymin (np4, %) @)

1
I£(S) — G2l < Cymin (np4,n>.

Akivaizdu, kad (7) yra (5) variantas atvejui, kai atsisakoma nenattralaus reikalavimo &, = &y. Kai p = Const,
tuomet (7) yra O(n’l/ 2) eilés, t.y. elgiasi analogiSkai normaliajai aproksimacijai.

Rezultaty skaiciavimams mes taikome charakteringy funkcijy metoda (Heinricho metoda). Todél tenka priimti apri-
bojima p < 1/5, be to konstanty reik§més néra pakankamai mazos. Vis délto atskiru atveju pavyksta suskaiciuoti asimp-
totiSkai tikslias konstantas. Tegul

~ 4 ~ 1 ~ 2
C, = =0,967883, Cy= —— =0,398042, C3=1/=(1+4e"%?)=1,51,
! vV 2me 2 v 2T 3 7T( )
. 3 3 3
Cy = [exp{ 2 _ f} 3 — /6 = 0,550588.
T 2 2
3 teorema. Tegul p < 1/5, np? > 1. Tada
I£$) il - | < o+
1 1P X p \/ﬁ 9

02 p 1

— _ =2 < B
1) - il — 2| < (24 ),

2

5 P p 1

_ —O.—| < E T

> 1

1£(5) - Galloo — 2| < c(p+).

n N ny/np?

Aproksimacijos tikslumas gali biiti pagerintas asimptotiniais skleidiniais. Zemiau pateikiame skleidinio eksponentéje
pavyzdi.

4 teorema. Tegulp < 1/5, n > 3. Tada

I£(S) —Gs] < Csmin (np5,i>, (8)
1
_ < : 5 )
I£(S) — Gsllc < Cgmin (np ’nﬁ)



('3 yra sudetinis Puasono skirstinys, t.y. tikimybinis, o ne Zenkla keiCiantis, matas. Todeél, galima sakyti, kad tai néra
asimptotinis skleidinys, jau grei¢iau gana tiksli tikimybiné aproksimacija. Taciau, sudétinga apskaiciuoti sudétiniy Pua-
sono maty su sudétingais sudétiniais pasiskirstymais tikimybes. Todél, pateiksime antros eilés G2 asimptotinj skleidinj,
turintj skaic¢iavimams daug patogesnij pavidalg.

5 teorema. Tegulp < 1/5,n > 3. Tada

I£(S) — Gall + U™ < c7min(np5,p), ©)

n

. 1
1£(S) — Go(I +73U%)||oe < Cgmin <np5, m)

Jeigu p = Const, tada (9) yra O(n~1) eilés. Tokios pacios eilés galima tikétis ir pritaikius EdZvorto asimptotinj
skleidinj. Taciau yra vienas svarbus skirtumas. Kaip taisyklé, EdZvorto skleidiniai gardeliniams dydZiams turi papildoma
nari, atsirandantj dél to, kad normalusis dydis yra tolydus. Tokios nario (9) néra, nes abudu skirstiniai yra sveikaskaiciai.

Kiek mums Zinoma, iki Siol Puasono tipo m-priklausomy atsitiktiniy dydZiy aproksimacijoms buvo gauti jverciai tik i$
vir§aus. Pateiksime jvercius i§ apacios Puasono aproksimacijai, antros eilés asimptotiniui skleidiniui ir dviejy parametry
sudétinei Puasono aproksimacijai. Gauti tolygios ir lokalios metriky jverciai.

6 teorema. Tegulp < 1/5,n > 3. Tada
IL(S) = Gi| > Comin(np®,p), (10)

. 1
1£(S) — Gl > Ciomin (nps,ﬁ).

7 teorema. Tegulp < 1/5, n > 3. Tada

IL(S) = G1(I+7U?)| > Cuimin(np,p?), (11)
1£(S) — G1(I +72U?)||c = Ciamin (np4, \i%)
8 teorema. Tegulp < 1/5, n > 3. Tada
L(S) ~ G| > Cizmin (npﬂ %) (12)

1
I£(S) — G2l = Ci4amin <np4,n).

Kadangi |M| < ||M]], tai jveriai pilnai variacijai automatiSkai iSplaukia i§ (10)-(12) ir gauname, kad auk$¢iau
suformuluotieji pilnos variacijos virSutiniai réZiai yra tikslios eilés. Be to, aproksimacijos tikslumas nebus pagerintas,
jeigu pilnos variacijos norma bus naudojama vietoj tolygios Kolmogorovo metrikos. Taip pat galima daryti iSvada, kad
aproksimacijos tikslumas labai priklauso nuo pasirinktos skleidinio formos. Eksponentinis skleidinys Zymiai tikslesnis.

Pabaigai suformuluosime netolygius ivercius. Kiek mums Zinoma, tokiy jverciy 1-priklausomiems atsitiktiniams
dydZiams iki Siol nebuvo gauta.

9 teorema. Tegul p < 1/5, np? > 1. Tada, visiems k = 0,1,2, ...,

N
£
=

()~ Gatio.mp| (1+ =220
(k —n 2)2
() - Gaptio. oy (1+ 5200

(£(5) - Gs){[0, ) <1 N W)

N
Q2
(=)

N
Q
I

Akivaizdu, kad aproksimacijy tikslumas yra toks pats, kaip pilnos variacijos metrikoje, kai |k — np?| < /np. Kai k
yra toli nuo vidurkio, rezultatai nebus labai tikslas. Tam reikéty dideliy nuokrypiy teoremuy.
I8 gautyjy netolygiy jverciy lengvai iSplaukia jverciai VaserSteino metrikoje.



1isvada. Jeigu p < 1/5irnp® > 1, tada
1£(S) — Gallw < Ci2p?,

1£(S) - Gsl|lw < ClSﬁ-

Kaip ir galima tikétis, tikslumas yra visa eile blogesnis, nei pilnos variacijos metrikai.

2. Sudétinés Puasono aproksimacijos 1-priklausomy sveikaskaiciy atsitiktiniy dydziu sumoms, kai
tenkinamas Frankeno salygos analogas.

Dvieju nariy serijy statistikoje atsitiktiniai dydZiai n; turéjo labai aiSkiai apibréZta 1-priklausomybe ir prie jokiy p
reik§miy negaléjo virsti nepriklausomais. Sioje dalyje nagrin¢jame daug bendresnj 1-priklausomy sveikaskaiéiy atsitik-
tiniy dydZiy atveji, apimantj nepriklausomus atsitiktinius dydZius. Viena vertus, $io skyrelio rezultatai yra palyginami
su ankstesnio skyrelio rezultatais, kita vertus, juos galima lyginti ir su rezultatais, Zinomais i§ nepriklausomy dydZiy
aproksimacijy Puasono tipo matais.

Tegul X yra atsitiktinis dydis sukoncentruotas ant neneigiamy sveiky skai¢iy. Tuomet, k-asis jo faktorialinis momen-
tas yra apibréZiamas taip:

v =EX(X-1)--- (X —k+1).

Frankenas [14] nagrinéjo Puasono aproksimacija, esant salygai v, — vo — v > 0. Dviparametré Zenkla keicianti
Puasono aproksimacija, esant Frankeno salygai, buvo tirta J. Kruopio [19]. J. Kruopis gavo jvercius, apibendrinancius
(3). Zemiau pateikiami rezultatai gauti prie kiek grieZtesniy salygu, nei Frankeno salyga, yra J. Kruopio rezultaty 1-
priklausomy dydZiy sumoms analogas.

Tegul X, Xo,..., X, yra vienodai pasiskirstg¢ 1-priklausomi neneigiami sveikaskaiciai atsitiktiniai dydZiai. Tegul
m=12,...54=12,...;5=1,...,m,

CEX (X 1) (X i 1) X (X = D) (X — i+ 1)

a(il,ig,...,im) 21'12|zm' s
2
Iy =nw, Dp= w +(n—1)(a(1,1) — v2),
Vs 140 V% 2

Iy o= n( g -2+ ) +(n- 1)(a(1,2) Fa(2,1) — s + 200 (2 — a1, 1)))

+(’I’L - 2)(&(17 17 1) - 21/1&(17 1) + Vf)7
i o= vz+uvve+vi+a(l,2) +a(2,1) +ra(l,1) +a(l,1,1), (13)

ro= a(3,1)+a(2,2) +a(1,3) +a(l,1,1,1) +a*(1,1) + a(2,1,1) + a(1,2,1)
+a(1,1,2) + v1a(2,1) + v1a(1,2) + via(1,1,1) + vy + vyvs + V2 + v, (14)

Sumos X7 + X5 + - - - + X, skirstinj Zymésime F;,. Prisiming faktorialiniy momenty apibréZima matome, kad

a(l) = vy, a(2) = % a(3) = ? a(1,1) = EX; X,
Toliau Zyméjima a(i, j) naudosime tiktai mi§riems momentams.
Tarkime, kad | X7 | < C1y4 ir kai n — oo,
vy =0(1), we=o0(n), a(l,1)=o0(11), nv; — occ. (15)

Tariame, kad C74 > 1. Lengva patikrinti, kad salyga (15) yra stipresné uz Frankeno salyga 11 — vo — V12 > 0. Vis délto
dydZiy, tenkinanciy (15) salyga, yra labai nedaug. Lengva patikrinti, kad dviejy nariy serijy statistika tenkina (15) salyga,
jeigu p — 0. Vis délto, manome, kad (15) salyga yra daug naturalesné kitokiame kontekste. Nagrinékime m-priklausomy
Bernulio dydziy suma. Laikydami m dydziy dalines sumas naujais atsitiktiniais dydZiais, nesunkiai pereiname nuo m-
priklausomy prie 1-priklausomy atsitiktiniy dydziy. Naujieji atsitiktiniai dydZiai jau nebéra Bernulio dydziai. Galima
tikétis, kad esant ganétinai Svelnioms pradinéms prielaidoms, jie tenkins Frankeno salygos analoga. PavyzdZiui, na-
grinékime trijy nariy serijy statistika, kur £1&2€3 4 £26384 + £384&5 + - - - ir &; yra nepriklausomi vienodai pasiskirste
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Bernulio dydZziai, P(§; = 1) = p =1 — P(§1 = 0). Tegul i1 = §16283 + 28384, T2 = §36485 + 458, ir L.t. Lengva
patikrinti, kad 71, 7j2, 73, . . . yra l-priklausomi atsitiktiniai dydZiai, kurie tenkina (15) salyga, jei tik p — 0.

Taip pat verta paminéti, kad (15) salyga galima pakeisti silpnesne salyga: o < Cui, la(1,1)] < Cvy, kur C yra labai
maza absoliutiné konstanta. Taciau, tuomet labai pailgéja visy rezultaty jrodymai.

Skirstiniy, tenkinantciy (15) salyga, tikimybés sukoncentruotos netoli nulio. Si salyga yra natiirali draudimo matem-
atikoje, vadinamuosiuose agreguotuose i¥moky (aggregate claim) skirstiniuose. Tiksliau kalbant, tegul X; = &7; , kur
& ir 7; yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai, £ yra Bernulio atsitiktinis dydis (rodantis, ar reikés i¥mokos), o 7; yra
teigiamas sveikaskaitis atsitiktinis dydis (iSmokos didumas). ISmokos gali bati didelés, taigi ir 7; faktorialiniai momentai
gali biti dideli. Vis délto, pacios iSmokos tikimybé yra maZza (prieSingu atveju draudimo firma bankrutuoty) todél ir X;
faktorialiniai momentai yra mazi.

Apbrézkime matus, naudojamus F;, aproksimuoti:

Dy =exp{l"hU}, Dy =exp{l' U +T2U?}, D3z=exp{lU+ToU?+T3U%}.

Atkreipiame démesi, kad taikome Zenkla keiCianCias aproksimacijas, kadangi I's ir I's gali igyti neigiamas reikSmes.
Pradésime nuo Puasono aproksimacijos.

10 teorema. Tegul tenkinama (15) sqlyga. Tada

V2—|—Cl(l,1)—|—l/12> (16)

|Fu—Difl = 0(
1551

of 2 +a(1,1) +v?
v1+/Tin '

Aproksimacijos tikslumas (16) ne geresnis uzZ O(v;). Nors Zinome, kad dél (15) salygos 11 = o(1), vis dél to vy
konvergavimas | nulj gali bati labai létas. Sekanti teorema rodo, kad situacija negali biti labai pagerinta asimptotiniu
standartiniu Puasono skleidiniu.

[ F5 = Dilloo

11 teorema. Tegul tenkinama (15) sqlyga. Tada

vy 4+ a(l,1) + v2)? T
IF = D 4Tty = o el o n ), )
141 V1y/ N1
vy 4+ a(l,1) + v2)? T
|Fy = Di(I +ToU) |0 = 0(( 2 5 )+ 1) +12>.
viy/nin nrj
Matome, kad trumpas Puasono asimptotinis skleidinys kiek pagerina aproksimacijos tiksluma. Taciau, nedaugiau,
kaip iki O(v?), o v? irgi gali artéti prie 0 labai létai. Aproksimacijos tikslumas Zymiai pageréja, kai pritaikoma sudétiné
Zenkla keicianti Puasono aproksimacija.

12 teorema. Tegul tenkinama (15) sqlyga. Tada

1
F,—D = 1
7= all = o 1=, 18)
|Fy = Dafloc = o(nylz).

Aproksimacijos (18) tikslumas yra ne blogesnis, nei O((nyl)’l/ 3. Sis rezultatas yra J. Kruopio rezultato gauto [19]
analogas. Jeigu dydZiai nepriklausomi, tai (18) ir J. Kruopio rezultato eilé sutampa.

0(7"2), 19)
nv?

r
HFn - D3||oo = O(W)

13 teoremoje taikéme aproksimacija su trijy nariy asimptotiniu skleidiniu eksponentéje. Galima naudoti ir jprastesne
asimptotinio skleidinio forma.

13 teorema. Tegul tenkinama (15) sqlyga. Tada

[ — Ds|
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14 teorema. Tegul tenkinama (15) sqlyga. Tada

2
|F = DI+ T5U%)| = 0<1fy2+;;3), (20)
1 1

[F = Da(I +T3U%) o0

2
' T
O< . - ! )
nvi\/nvr - nvyy/nvy

Praktiniams skai¢iavimams iSraiska Do (I + I'3U3) yra patogesné, nei D3, kadangi sasiika su U? reikia tik trecios
eilés Do "tikimybés" skirtuma.

Kaip buvo paminéta auks¢iau, jeigu p = o(1) ir np? — oo, tuomet dviejy nariy serijy statistika, nagrinéta disertaci-
jos pirmoje dalyje, tenkina (15) salyga. Dviejy nariy serijy statistikos atveju vy = p?, a(1,1) = p3, a(1,1,1) = p?,
a(1,1,1,1) = p®, o visi kiti dydZiai (v2,v3,a(2,1)...) lygis nuliui. Todél, néra sunku patikrinti, kad (16) — (20) turi
atitinkamai ta pacia tikslumo eilg, kaip ir pirmoje dalyje esantys jverciai su absoliu¢iomis konstantomis perra§ytomis O(-)
simboliu.

3. Puasono tipo aproksimacijos 1-priklausomu simetriniu triju tasku skirstiniy sumoms.

Kiek mums Zinoma, taikant Puasono tipo aproksimacijas silpnai priklausomy atsitiktiniy dydZiy sumoms, iki $iol | galima
dydzio simetriskuma nebuvo atsiZvelgta. Reikia paZyméti, kad simetriniams dydZiams nagrinéti, Steino metodas i$ prin-
cipo negali bati pritaikytas. Todél Sio skyrelio rezultatai disertacijoje uZima iSskirting vieta. [verciai gauti tik tolygiojoje
ir lokaliojoje metrikose.

Tegul X, j =1,2,...,n yra l-priklausomi vienodai pasiskirste tritaskiai atsitiktiniai dydZiai, P(X'j =1) = py,
P(Xj =-1)=p_q, P(Xj =0)=1-—p; —p_1. Sumos S,, = X1+ X9+ -+ X,, skirstini pazymékime P,. Tegul
P :=p-1+p1,

h(j1,j2) = P(X1 = j1, X2 = jo) — P(X1 = j1) P(X2 = ja2),
h(j1, jo, js) = P(X1 = j1, Xo = jo, X3 = j3) — P(X1 = j1) P(X2 = jo) P(X3 = j3),
bj _ E(eitXl o 1) L (eith o 1)’
j—1
H;:=b; — ZHkbj,k, Hi=piz+p_13 z=¢€t—-1 z=e -1
k=1
Kl = |h(_17 _1) - h(_L 1) - h(17 _1) + h(L 1)‘ +p|pl _p—l|a
Ky = [h(=1,1) = 2h(1, 1) + (1, =1)|+ > [h(k,—1) = h(j k, 1)],
J.ke{—-1,1}

Ks= > |h(j.k)+p"
‘7'7ke{—1,1}

Masy tikslas jvertinti P, i jo lydin¢io sudétinio Puasono skirstinio artuma. Tegul B™ yra sudétinis Puasono skirstinys su
charakteringaja funkcija:

B"(t) = exp{nH:} = exp{np1z + np_1z}.
Artuma jvertinsime tolygiojoje Kolmogorovo ir lokalioje metrikose.

15 teorema. Tegul

> | ER)/B+90VE < 1/3. Q1)

Jke{-1,1}

Tada, visiemsn = 1,2, ...,

1
sup | P (—00, 2]} — B™{(~00, a]}| < Crsnky min (1, np)+
1

1
+C16nK9 min (1, —
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1
sup |P,{z} — B™"{z}| < CisnK; min (1, __)+
w P, {e} — B"{z} N
1 1

—= | + CyonK3min (17 ) . (23)
(np)? ) (np)*v/np

Salyga (21) yra padiktuota taikomo jrodymo metodo ir tikriausiai gali bati suSvelninta. Ji tik truputj Svelnesne, nei
reikalavimas p = o(1), a(j, k) = o(p). Formaliai p gali biti (labai) maZa absoliutiné konstanta. Jeigu X1, Xo,..., X,
yra simetriniai nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai, tuomet de§iné (22) pusé virsta C>;n~!. Néra sunku sukonstruoti prik-
lausomy dydZiy sekos pavyzdi, tenkinantj (21) salyga. Tegul &1,&5, ... simetriniai nepriklausomi vienodai pasiskirsg
atsitiktiniai dydziai, P(§1 = 1) = P(&§1 = —1) = «, P(§1 = 0) = 1 — 2a. Tegul X; = &€, Xo = &&3 ir tt. Jei
a = o(1), tuomet (21) galios, o aproksimacijos (22) tikslumas bus O(na® A (na)~1).

+C19nKo min (1,

4. Puasono tipo aproksimacijos 1-priklausomu nevienodai pasiskirsciusiu Bernulio dydzZiu sumoms.

Iki §iol nagrinéjome vienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy sumas. Nors taikomas jrodymo metodas (Heinricho
metodas) i§ principo tinka ir bendrajam nevienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy atvejui, liekamuyjy nariy iSraiSkos
tampa labai sudetingomis (uZima po kelis lapus) Todél disertacijoje apsiribojome tik nevienodai pasiskirs¢iusiy Bernulio
atsitiktiniy dydziy atveju Tegul X, ] = 1 2 ,nyral- prlklausoml nevienodai pasiskirstg Bernulio dydziai, P(X =
1)=p; =1-P(X; =0). Sumos S = X; + X]+1 + -+ Xjyn_1 skirstini pazymime £(S) Tegul, \; = > r_, pi,
(¢ = 1, 2), trumpumo délei Zymime A\ = )\1

Be to, tegul

pij = PX;=1,X;,1=1,...

ir tegul

(2%} = EXij+1 S Xj—i—i—l =
i

= Z(*l)lil Z EXj--~Xj+i1—1EXj+i1 -~-Xj+i1+i2—1~-~EXj+i1+~~+il,1 -~-Xj+i—1-

=1 i1t i =i
im 21

Pastebésime, kad i§ 1-priklausomumo ir Holderio nelygybés iSplaukia:

BX ... X, < \JBXPRZ.. X2, X X2,
P = = \/pjp]+1 ~Pj+i—1 jeij + ¢ — 1 - lyginis skaicius, 24)
2,7 ~ ~ = =
BX,... X, < \JEXPR3.. X2, \EX3.. X2,
= \/PjPj+1---Pj+i—1 jei j 4+ i — 1 - nelyginis skai¢ius.
Todél,
aij < C\pibji- - Piti-1- (25)

Jeigu atsitiktiniai dydZiai yra nepriklausomi, tuomet a, ; = 0. Kiekvienam realiajam ¢ ir £ > j galioja lygybé

a1 = B(e i -tz 1)@ - 1),

Aproksimacijai £(S) naudosime Zenkla kei¢ian&ius sudétinius Puasono matus M;, i = 1,2, 3:
- 1
Ml :e)\U’ Mg:exp{)\UJr <Za2’k2)\2>U2}7
k=2
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Ms = exp{)\U+ (ia;k — ;)\2)(]2
(Za3k—za2km+pk 1)+ )\3>U3}

k=3 k=2
Be to, tegul
M = y a2k — ),
2
k=2
n n )
My = I;a&k - kz_2a2’k(pk —|—pk71) + g)\3

Sios dalies rezultatai gauti naudojant salyga:

max p; = o(1), Y az;=o(\).

1<j<n

(26)

I8 principo, pirma salyga (26) gali buti pakeista silpnesne, reikalaujant, kad tikimybé max p; buty maZesné uz kazkokia
labai maza absoliuting konstanta. Nesunku pastebéti, kad Zemiau pateiktieji rezultatai apibendrina dviejy nariy serijy
schemos rezultatus. Vis délto jie gauti prie grieZtesniy salygy ir suformuluoti,naudojant simbolj O(-) terminais. PradZioje

vertiname Puasono aproksimacijos tiksluma.

16 teorema. Tegul tenkinama (26) salyga. Tada, su visaisn =1,2,...,

- n 1
I£(S) — Mi]|eo = O{Z pk+|2a2k| mln(l,m)

k=1
+ (|a3k mln( /\12>}
k=1
- n 1
I£(S) = M| = O{Z pk—|—|2a2k| min (1 )\)
k=1

n

+ (Jas,k|) min (1,/\31/2)},

k=1
) o , 1
1£(S) — Mi|lw = O (pk+\2a2,k|)mln<1am>
k=1
~ 1
+ ;(|a3k| mln(l )\)}

Dabar suformuluosime 2 teoremos analoga.

17 teorema. Tegul tenkinama (26) salyga. Tada, su visaisn =1,2,...,

- n ) 1
165) = Malle = O 3 (2 + el + lazclpe) min (1. 5)
k=1
n ) 1
+ Z (‘a4,k| + ag,k + ‘as,kknk) min (17 m)
k=1
Jr

n 1
Z (las.k| + laz,kas k]) min (17 F) }a
k=1

14
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(28)

(29)

(30)



- " ) 1
16(5) = el = Of 3= (4 +Jan| + lan o) min (1. 357 )
=1

b

n

1
+ Z (|a47k| + Cl;k + |a37k|pk) min (1, ﬁ)

>
Il
—

+
NE

1
(las,e| + |az,kas,k|) min (1, W) }7 (31)

1

O{ min (1, —
1 puin (1:3)
+ E (|a4k|+a2k+|a3k|pk)mm(’)\31/2>

) min (1, %) } (32)

b
Il

1

NE

1£(S) = Mollw

(p} +

>
Il

?v.
Il
N

+

M=

(|a5,k| + |ag, kas. i

b
Il
—_

Asimptotika galima konstruoti eksponentéje.

18 teorema. Tegul tenkinama (26) salyga. Tada, su visaisn =1,2,...,

- 1 1
I1£(S) — M3||ee = O{R4min (1 )\5/2) + R min (1 )\3>
+ Rﬁmin( )\7/2)+R7mm< )\4>} (33)
i . 1
I1£(S) — M| = O{R4mm( A2)+erm( ’W)
1
+ Rg,min( )\3) + R7min (1,/\7/2)}, (34)
& 1
I1£(S) — Ms|lw = O{R4min( wz) + Rsmin (1 AZ)
+ R6m1n< /\5/2)+R7mln< /\3)} (35)
Cia
Ry = Y (pk+ ozl (0} + lazkl) + lasklpr + lasrl),
k=1
s = Z (pra3 y, + laz kas k| + |as [P} + |aaklpe + las kl),
k=1
Re = Z(Wz,kas,k Kklpk + lag k),
=
'VLl
R; = (a3 ).

x>
=

Vis délto jprasciau asimptotika konstruoti ne eksponentéje, o kaip papildomy nariy suma.

19 teorema. Tegul tenkinama (26) sqlyga. Tada, su visaisn = 1,2,...,

I1£(S) — My(I + My)|| = 0{ (Z (02 + |2a27,€|)>2 min (1, %) } (36)

k=1
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20 teorema. Tegul tenkinama (26) sqlyga. Tada, su visaisn = 1,2, .. .,

N " 2 1
1£(8) — Ma(1 + May)| = o{(Z(pi+|a3,k+|a2,k|pk)> min(l,/\?’)}. 37)

k=1

Matome, kad tradiciné Puasono désnio asimptotika yra blogesné, nei aproksimacija matu M. Tuo tarpu Ms su vienu
asimptotikos nariu yra palyginama su Ms.

ISvados.

1. Nagrinéjant dviejy nariy serijy statistikos aproksimacija Puasono ir sudétiniais Puasono skirstiniais nustatyta, kad
dviparametré sudétiné Puasono aproksimacija yra tikslesné uz Puasono désnio asimptotinj skleidini su vienu asimptotikos
nariu. Aproksimacijos tikslumas ivertintas pilnosios variacijos ir lokalioje metrikoje. Specialiu atveju apskaifiuotos
asimptotiskai tikslios konstantos.

2. Gautieji jverciai i$ apacios yra tos pacios eilés, kaip ir jverciai i$ virSaus.

3. Sveikaskaiciai atsitiktiniai dydZiai, tenkinantys Frankeno salygos analoga, gali buti naudojami peréjimui nuo m-
priklausomy prie 1-priklausomy atsitiktiniy dydziy. Zenkla kei¢ian¢ios sudétinés Puasono aproksimacijos yra tokios
pacios tikslumo eilés, kaip Zinomi rezultatai nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sumoms.

4. Kai atsitiktiniai dydZziai yra simetriniai, tuomet sudétinio Puasono aproksimacijos tikslumas yra daug geresnis nei nes-
imetriniu atveju.

5. 1-priklausomy nevienodai pasiskirs¢iusiy Bernulio dydZiy suma yra tiosioginis Puasono binominio skirstinio apiben-
drinimas. Jo dviparametrés Puasono aproksimacijos tikslumas yra analogiSkas nepriklausomy démeny atvejui. Tai galima
pasakyti apie jvercius lokalioje, pilnos variacijos ir VaserSteino metrikose.

Aprobacija
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2. 2009 m. birZelio 18-19d. Lietuvos matematiky draugijos XLX konferencija. PraneSimas "Priklausomy simetriniy

atsitiktiniy dydziy sumy aproksimavimas Puasono tipo matais".

3. 2008 m. birzZelio 25-26d. Lietuvos matematiky draugijos XLIX konferencija. Pranesimas "Priklausomy atsitiktiniy
dydziy sumy aproksimavimas Puasono tipo matais".

4. Dalyvavimas Doktoranty vasaros "Skaiciy teorija ir Tikimybiy teorija" mokykloje 2007. Druskininkai, Lietuva
2007. PranesSimas "Priklausomy atsitiktiniy dydZiy aproksimavimas Puasono tipo matais"
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Summary.

Our aim is to investigate Poisson type approximations to the sums of dependent integer-valued random variables. In this
thesis, only one type of dependence is considered, namely m-dependent random variables. The accuracy of approximation
is measured in the total variation, local, uniform (Kolmogorov) and Wasserstein metrics.

All results are new and usually first of the kind. Considering Poisson and (signed) compound Poisson approximations
to the sum of 1-dependent random variables, we obtained first lower bound estimates, calculated first asymptotically
sharp constants, proved first non-uniform estimates and obtained first results, when symmetry of distribution is taken into
account.

Results can be divided into four parts. The first part is devoted to 2-runs, when p; = p. We generalize Theorem
5.2 from [4] in two directions: by estimating the second order asymptotic expansion and asymptotic expansion in the
exponent. Moreover, lower bound estimates are established, proving the optimality of upper bound estimates. Since, the
method of proof does not allow to get small constants, in certain cases, we calculate asymptotically sharp constants.

In the second part, we consider sums of 1-dependent random variables, concentrated on nonnegative integers and
satisfying analogue of Franken’s condition. This case is more general than approximation of 2-runs statistic, since the
case of independent random variables is also included. All results of this part are comparable to the known results for
independent summands.

In the third part, we consider Poisson type approximations for sums of 1-dependent symmetric three-point distribu-
tions. We are unaware about any Poisson-type approximation result for dependent random variables, when symmetry of
the distribution is taken into account. We known about numerous Poisson-type approximations that are obtained via the
Stein method. However, the Stein method is applicable to non-negative random variables only. Thus, it can not be applied
in our case.

In the last part, we consider 1-dependent non-identically distributed Bernoulli random variables. It is shown, that even
for this simple generalization of the Poisson binomial model, very elaborative calculations are needed.

For the proofs, we use Heinrich’s method, which is a version of the characteristic function method.
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