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Ivadas

Tiriamoji problema. Kiekvienam naturiniam skaic¢iui n € N nagrinékime

pirmos eilés autoregresinj modelj su epideminiu pasikeitimu:
Yi :pyi—lll*C(i>+p*yz’—11]*<i)+5i7 1=1,...,n (01)

¢ia g;, 1 = 1,...,n nepriklausomos vienodai pasiskirsc¢iusios nulinio vidurkio

ir baigtines dispersijos paklaidos. Stebéjimy indeksy poaibis
I'=r'(n)={k"+1,..., k" + ("}

apibreézia epideminj pasikeitima su nezinomais pradzia &* ir ilgiu ¢*, epide-
minio pasikeitimo papildinys 7*¢ = {1,2,...,n}\I*. Disertacijoje nagrinéja-
mi galimi pasikeitimai ne tik iS stacionarios buklés j stacionaria (|p| < 1,
|p*| < 1), bet ir i$ stacionarios | nestacionaria (|p| < 1, |p*| = 1) ir atvirks¢iai
(lpl = 1, |p*] < 1). Kaip i$ turimy duomeny nuspresti, ar yra toks segmentas,
kuriame modelio parametras jgyja kita reiksme, ir jei yra, kaip jj jivertinti?
Siame darbe pateikiami atsakymai biitent j §iuos klausimus.

Siekiant rasti kriteriju pasikeitusio segmento testavimui, nagrinéjami is
autoregresinio modelio paklaidy jvertiniy g5 daliniy sumy ir modelio para-
metro daliniy jvertiniy p, sudaryti lauz¢éiy procesai, kuriy tipiskos trajekto-
rijos esant ir nesant pasikeitusiam segmentui pavaizduotos zemiau pateik-

tuose paveiksléliuose:



©)
o — = supasikeitimu =l — = supasikeitimu
— be pasikeitimo — be pasikeitimo
~ s
P [=]
— '\""J el
fy .
s & T = ——
3 ﬂ‘\“\‘ i ! 3 ?
8 o 4 w", 2 o |
o o (=]
o o
a a
g. -
o™~
S
o~ 2
T T T T T T o T T T T T
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0
kin kin

0.1 pav.: Normuotas &, daliniy sumy procesas (kairéje) ir pp — p procesas
(desinéje).

Kaip matyti, procesy trajektorijos pasikeic¢ia stebint pasikeitusj seg-
menta (bréziant aukséiau pateiktas procesy trajektorijas imta k*/n = 0,5,
0 =0,2, p=0,9, p* =1). Sia procesy savybe ir remiamasi sudarant krite-
rijus pasikeitusio segmento testavimui. Pritaikius Rackausko ir Suquet [60]
Hiolderio erdviy invariantiSkumo principg gaunamas mineéty lauzciy proce-
sy ribinis elgesys, kai modelio parametras p yra pastovus, t.y. nestebimas
pasikeites segmentas. Parinkus tinkamus funkcionalus ir pritaikius toly-
daus atvaizdzio teorema lauzcéiy procesams, kuriy konvergavimas zinomas,
sudaromi kriterijai pasikeitusio segmento testavimui. Prie nulinés pastovaus
parametro p hipotezés kriterijaus statistika konverguoja j tam tikrg ribinj
procesa, o esant teisingai pasikeitusio segmento alternatyvai, konverguoja
1 begalybe. Vertinant pasikeitusj segmentg bei modelio parametrus p ir p*
svarbu gauti suderintuosius jvertinius. Siame darbe jrodoma, kad maZiausiy

kvadraty jvertiniai yra suderintieji ir pateikiamas jy konvergavimo greitis.

Aktualumas. [vairus autoregresiniai procesai placiai naudojami ekono-
metriniuose modeliuose. Kad prognozés taikant parinkta modelj buty kaip
galima tikslesnés, vertinant modelio parametrus butina issiaiskinti, ar esama
strukturiniy pasikeitimy, bei mokéti juos jvertinti. Be to, svarbu atsaky-

ti | klausimg, ar autoregresinis procesas yra stacionarus, ar nestacionarus.



Disertacija skirta vienam iS galimy strukturiniy pasikeitimy atvejy - pasi-
keitusiam segmentui - testuoti ir vertinti. Nagrinéjami pasikeitimai ir is

stacionarios buklés j nestacionaria bei atvirksciai.

Tikslas ir uzdaviniai. Darbe siekiama istirti pirmos eilés autoregresinj
modelj su pasikeitusiu segmentu, kurio pradzia ir ilgis néra zinomi, atsizvel-
giant j tai, kad procesas gali buti ne tik stacionarus, bet ir nestacionarus.

Sprendziami Sie uzdaviniai:

* lauzciy procesy, sudaryty iS modelio paklaidy jvertiniy daliniy sumy

ir parametro p daliniy jvertiniy, konvergavimas Hiolderio erdvése;
* pasikeitusio segmento testavimas naudojant lauzciy procesus;

* pasikeitusio segmento ir modelio parametry jvertiniy suderinamumas

ir konvergavimo greitis.

Naujumas. Darbe pateikiami kriterijai autoregresinio modelio pasikeitusio
segmento testavimui. Jie paremti tam tikry lauzéiy procesy konvergavimu
Hiolderio erdveése, kuris jrodomas disertacijoje. Parodoma, kad pasikeitusio
segmento ir modelio parametry maziausiy kvadraty jvertiniai yra suderin-

tieji bei pateikiamas jy konvergavimo greitis.

Ginamieji disertacijos teiginiai. Autoregresinio modelio paklaidy jver-
tiniy daliniy sumy lauzcéiy proceso ir modelio parametro p daliniy jverti-
niy lauzéiy proceso ribinj elgesj nusako 2.1 ir 2.3 teoremos. Sie ribiniai
rezultatai leidzia sudaryti kriterijus autoregresinio modelio pasikeitusiam
segmentui testuoti, kuriy statistikos apibréziamos (3.2) ir (3.4) formulémis.
3.1 ir 3.2 teiginiuose pateikiamas Siy statistiky ribinis elgesys, kai teisinga
nuliné pastovaus autoregresinio modelio parametro p hipotezé. Esant tei-
singai pasikeitusio segmento alternatyvai vienos is statistiky ribinis elgesys
nusakomas 3.3 teiginiu. Pasikeitusio segmento pradzios ir ilgio bei modelio
parametry jvertiniy suderinamumas ir konvergavimo greiciai pateikiami 4.1,

4.2 ir 4.3 teoremose.

Metodai. Taikomi invariantiSkumo principas Hiolderio erdvése, tolydaus
atvaizdzio teorema, mazy rutuliy teorema, tikimybiy teorijos ir matemati-

nés statistikos rezultatai bei metodai.
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Disertacijos 1 skyriuje glaustai apzvelgiami moksline literatura, arti-
ma savo problematika ir taikomais metodais Siam darbui. Autoregresinio

modeliui sudaryty lauzéiy procesy ribinis elgesys nagrinéjamas 2 skyriuje.



Sekanciame, 3 skyriuje, pasiulomi ir empiriskai tiriami kriterijai pasikeitu-
sio segmento testavimui. 4 skyrius skirtas pasikeitusio segmento ir modelio

parametry vertinimui.



1 skyrius

Literaturos apzvalga

Strukturinio pasikeitimo problema per pastaruosius kelis desimtmecius su-
laukia vis didesnio mokslininky ir praktiky susidoméjimo.

Pagrindinés tiriamuosiuose darbuose sprendziamos problemos yra Sios:
* strukturinio pasikeitimo(-y) testavimas;
* pasikeitimo tasky skaic¢iaus nustatymas ir Siy tasky vertinimas;

* prognozavimas, kai nagrinéjamas modelis turi strukturinj pasikeitimay(-

us).

Nagrinéjami objektai bei modeliai skiriasi savo pobudziu - atsitiktiniy
dydziy sekos, parametriniai/neparametriniai, tiesiniai/netiesiniai modeliai.
Tiriami modeliai su vienu ar daugeliu pasikeitimo tasky. Atskiru daugelio
pasikeitimo tasky atveju galima laikyti modelius su pasikeitusiu segmentu
(arba epideminiu pasikeitimu). Pastaruosiuose modeliuose is pradziy stebi-
ma viena buklé, paskui pereinama j kita bukle (epidemija), bei vél griztama
1 pirmaja. Dalis autoriy, tirianciy strukturinius pasikeitimus, siekia nusta-
tyti strukturinj pasikeitima esamuoju laiku (on-line), kita dalis tiria fiksuota
imtj (off-line). Strukturinio pasikeitimo testavimui daznai taikomi didziau-
sio tikétinumo, informacijos kriterijaus, Bajeso, daliniy sumy (CUSUM)
metodai. Placiau su strukturinio pasikeitimo problemomis bei joms spresti
naudojamais metodais galima susipazinti Hackl ir Westlund [26], Brodsky ir
Darkhovsky [13], Csérgé ir Horvath [20], Maddala ir Kim [47], Chen ir Gup-
ta [18] knygose bei Shaban [62], Zacks [69], Pesaran ir kt.[53], Krishnaiah ir
Miao [38], Hackl ir Westlund [25], Basseville ir Nikiforov [9], Bhattacharya



[10], Perron [50], Stock [64], Banerjee ir Urga [8], Perron [49], Sanchez [61]
apzvalginiuose straipsniuose.

Laiko eiluc¢iy modeliy stabilumas yra svarbus klausimas ekonometrijo-
je. Ivertiniai, gauti vertinant nestabily procesa gali buti paslinkti, dél to
prognozé praranda tikslumg. Taigi reikalingi testai, skirti strukturinio pa-
sikeitimo testavimui. Laiko eilu¢iy modeliy stabilumg tyré Wichern ir kt.
[67], Bagshaw ir Johnson [2], Pickard [54], Kramer ir kt. [37], Tang ir Mac-
Neil [66], Davies ir kt. [21] Kim ir kt. [36], Lee ir Park [45], Lee [44],
Gombay ir Serban [24], Gombay [23] bei daugelis kity autoriy.

Disertacijoje nagrinéjamas pirmos eilés autoregresinio modelio AR(1)
pasikeitusio segmento modelis. Tiriama fiksuota imtis (off-line). Pasikei-
tusio segmento testavimui taikomas daliniy sumy (CUSUM) metodas. Sis
metodas naudojamas vidurkio, dispersijos ir kity regresijos tipo modeliy
parametry pasikeitimo testavimui. Paprastai iS pradziy procesui, sudary-
tam is paklaidy daliniy sumy, jrodomos funkcinés ribinés teoremos. Ta-
da siy procesy trajektorijy funkcionalai naudojami kaip statistikos modelio
strukturiniam pasikeitimui testuoti. Regresijos modelio paklaidy daliniy
sumy proceso ribinj elgesj tyré MacNeil ir Jandhyala [32], Tang ir MacNeil
[66]. Kulperger [39] ir Bai [3], nagrinéjo AR ir ARMA modelius atitinka-
mai. Horvath [29] ir Bai [3] pasiulé keleta taikymuy strukturinio pasikeitimo
problemoms spresti. Laukaitis ir Rackauskas [43] tyré autoregresinio mo-
delio, jgyjancio reiksmes Hiolderio erdveje, paklaidy daliniy sumy lauzéiy
proceso ribinj elgesj bei taikymus testuojant strukturinius pasikeitimus. Kai
kurie autoriai nagrinéjo bendresnio pobudzio paklaidy procesy ribinj elge-
si. Pavyzdziui, Jandhyala ir MacNeil [31] tyré regresijos modelio paklaidy
kartotines daliniy sumy sekas, Yu [68] bei Kulperger ir Yu [40] nagrinéjo
aukstesniy momenty paklaidy daliniy sumy procesus ARMA ir GARCH
modeliams atitinkamai. Minéti darbai yra skirti stacionariems procesams.

Nestacionarius modelius nagrinéjo Shin [63]. Jis jrodé, kad AR(1) mo-
delio y = pyp—1 +ex, K =1, 2, ..., n, su nepriklausomomis vienodai pasi-
skirs¢iusiomis baigtinés dispersijos paklaidomis paklaidy daliniy sumy pro-
cesas konverguoja Skorochodo erdvéje D0, 1]. Kai autoregresinio modelio
parametras |p| < 1, ribinis procesas yra standartinis Vynerio procesas, o

kai parametras |p| = 1, ribinis porocesas yra paslinktas standartinis Vyne-



rio procesas. Disertacijos 2.1 skyriuje pritaikius Rackausko ir Suquet [60]
irodyta funkcine centrine ribine teorema Hiolderio erdvése apibendrinamas
Shin rezultatas ir jrodomas autoregresinio modelio paklaidy daliniy sumy
lauz¢iy proceso konvergavimas Hiolderio erdvése. Sio darbo 2.2 skyriuje
nagrinéjamas autoregresinio modelio parametro p daliniy jvertiniy lauzciy
proceso ribinis elgesys Hiolderio erdvése. Tai leidzia pasirinkti statistika pa-
sikeitusio segmento testavimui i$ platesnés funkcionaly klasés. Disertacijos
3 skyriuje sitlomi kriterijai tinka testuoti ne tik pasikeitimus is stacionarios
buklés j stacionarig, bet ir aptikti pasikeitusj segmentg su vienetine Saknimi.
Stacionarumo testavimo uzdavinys sutinkamas ir nagrinéjant v, = p +
Bt + uy modelj su autokoreliuotomis paklaidomis u; = pus—1 + ;. Vienas is
nagrinéjamy ir praktikoje aktualiy uzdaviniy yra autokoreliuoty paklaidy
pasikeitimas tam tikru momentu is stacionarios buklés j nestacionarig ar at-
virk§dai. Sj uzdavinj su zinomu pasikeitimo momentu postiimio ar trendo
komponentéje nagrinéjo Kim [35], Busetti ir Taylor [15]. Véliau panasus uz-
daviniai su pasikeitimais i$ stacionarios buiklés j nestacionarig ar atvirksciai
buvo nagrinéjami ir kity autoriy darbuose: Leybourne ir kt. [46], Busetti
ir Taylor [16], Kurozumi [41], Harvey ir kt. [28], Cavaliere ir Taylor [17],
Busetti [14]. Dalies minéty straipsniy platesne apzvalga galima rasti [49].
Strukturinio pasikeitimo vertinimui skirtos literaturos palyginti su struk-
turinio pasikeitimo testavimu yra kur kas maziau. Bai [4] pasiulé tiesinio
proceso vidurkio pasikeitimo tasko maziausiy kvadraty jvertinj, kai tenki-
namos silpnos reguliarumo salygos. Naudojant maziausiy kvadraty metoda
(priesingai nei taikant didziausio tikétinumo metoda) nebutina zZinoti pa-
klaidy proceso skirstinj. Be to, Sis metodas patogesnis realizuojant skaicia-
vimus. Taigi Sis metodas tapo vis pla¢iau naudojamas. Tiesinius regresijos
modelius su daugeliu pasikeitimo tasky tyrinéjo Bai ir Perron [6], [7], Per-
ron ir Qu [52], Kejriwal ir Perron [34], Bai ir kt. [5]. Lavielle ir Moulines
[42] pasiulé daugelio pasikeitimo tasky vertinimo procedura, kuria galima
taikyti priklausomiems procesams. Qu ir Perron [51] nagrinéjo bendresnj
daugelio strukturiniy pasikeitimy atveji daugialypés regresijos modeliui.
Specialaus daugelio pasikeitimy atvejo - pasikeitusio segmento vertini-
mui skirti straipsniai dazniausiai nagrinéja nepriklausomus stebéjimus, pa-
vyzdziui Fu ir Curnow [22], Huskova [30], Rackausko ir Suquet [56], [57])



darbai.

Jouini ir Boutahar [12] atkreipia démesj, kad esama nedaug tyrimuy,
skirty strukturiniams pasikeitimams nestacionarioms laiko eilutéms. Chong
[19] tyré autoregresinj pirmos eilés modelj AR(1) su vienu pasikeitimo tasku.
Jis nagrinéejo ne tik pasikeitimg iS stacionarios buklés j stacionaria, bet ir
iS stacionarios j nestacionarig bei atvirksciai. Chong darbe jrodoma, kad
maziausiy kvadraty jvertiniai yra suderinti bei pateikiamas juy konvergavimo
greitis. Disertacijos 4 skyriuje prapleciami Chong rezultatai pirmos eilés

autoregresiniam modeliui su pasikeitusiu segmentu.



2 skyrius

Ribinés teoremos lauzciy
procesams, sudarytiems

AR(1) modeliui

2.1 Paklaidy daliniy sumuy lauzciy proceso
ribinis elgesys Hiolderio erdvéje

Siame skyrelyje nagrinéjamas pirmos eilés autroregresinis modelis:

Yk = PYk—1 + €k, (2.1)

cia k=1,2,...,n.

(2.1) modelis turi tenkinti Sias prielaidas:

(A1) paklaidos ey, ..., &, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai

dydZiai su vidurkiu Fe; = 0 ir baigtine dispersija 02 = E(¢1)? < oc;

(A2) yo =0.
(2.1) modelio paklaidy jvertiniai (¢, k = 1,...,n) apibréziami tokiu budu:
€k =Yk — PYk—1= (P = P)Yr—1 + €k, (22)
k=1,2,...,n, ¢ia p yra parametro p maziausiy kvadraty jvertinys:
Zzzl YkYk—1 (2.3>

p==E= "
ZZ:I yi_l

10



Shin [63] irodé, kad paklaidy jvertiniy daliniy sumy procesas

[nt]
Wn@) = nga te [Oa 1]:
k=1

n=1,2,..., padaugintas i daugiklio n~ /20~ konverguoja Skorochodo erd-
véje D0, 1], kai n — oo. Jei |p| # 1, procesas (o~ n~Y2IV,) konverguoja pa-
gal pasiskirstyma j standartinj Vynerio procesa intervale [0, 1]. Jei |p| = 1,
riba yra paslinktas Vynerio procesas.

Separabiliose Hiolderio erdveése

HZ[0, 1= {f € Cl0, 1]: lmwa(f, §) =0}, (0<a<1)

su norma
[flla == LF(O)] + walf; 1), (2.4)
Cia
£ (&) — f(s)]
wo(f, 0) = sup ————=—,
(£, 9) e [E— 3]
0<t—s<d
tirsime lauzciy procesg
R [nt]
Va(t) = )&k + (nt — [nt])ep 1, T €[0, 1], (2.5)
k=1

n=12...

Kiekvienam 0 < o < 1 ir kiekvienam n > 1 procesas Vi, priklauso erdvei
HZ0,1], taciau ribinis procesas erdvei HZ[0,1] priklauso tik tada, kai 0 <
a < 1/2 (zr. 2.1 pastaba zemiau).

Tegu W = (W(t),t € [0,1]) Zymi standartinj Vynerio proces. Siame

skyrelyje jrodysime Zemiau pateikta ribine teorema.

2.1 teorema. Tarkime, 0 < o < 1/2 ir
lim tP(|e1| > t1/27) = 0. (2.6)
t—00

Tada Hiolderio erdvéje H2[0, 1] teisinga:

11



(a) jei |p| # 1, tada
2671y, 2w
n—o0

(b) jei p=1, tada
n V2671, 2 o w — A~1BD,

n—00

(c) jei p=—1, tada

n V2671, 2 w4 A'BD,

n—o0
cia

_2/W2 )dr, B=W?1) -1, D(t /W )dr, t € [0,1],
ir atsitiktinis vektoriai (A, B, (D(t),t 1)) ir (A, B, (D(t),t € [0,1])) yra

€ [0,
vienodai pasiskirste bei vektorius (A, B, (D(t),t € [0,1])) nepriklauso nuo
W.

2.1 pastaba. Remiantis Lévy teorema 2.1 teoremoje apibréztas ribinis pro-

cesas priklauso Hiolderio erdvei HZ[0,1], kai 0 < ao < 1/2.

2.2 pastaba. Remiantis Sluckio teorema, (2.1) teoremoje dispersija o gali

buti pakeista jvertiniu
n
1 35
k=1

2.3 pastaba. Remiantis tolydaus atvaizdzio teorema ir 2.1 teorema gau-

name, kad kiekvienai tolydziai funkcijai F': H2[0,1] — R, teisinga:

FW), jei [p| # 1,
—1/2~ —177 D 1 .
F(n= %6 ~'Vu) ——= S F(W — A"'BD), jei p=1,
n—oo

F(W+A"'BD), jei p=-1

12



2.1 isvada. Tarkime, 0 < o < 1/2 ir teisinga (2.6) salyga. Tada

Wlla, it |p] #1,
»QIW —AT'BD|lo, i p=1,

J -~
‘ D ick1 Ei D
max -

n-1/2+az —1
1<k<j<n  (j —k)* n—oo

W+ A7'BDlla, if p=—1
2.1.1 Pagalbiniai rezultatai
Pateikiame keleta fakty apie skirtuma p — p (zr. [63]):

2.1 lema. Tarkime, turime (2.1) modeli. Tada parametrui p ir jo 2.3

ivertiniui teisinga:
a) jei |p| <1, tada n'/2(p — p) = Op(1);
b) jei |p| =1, tada n(p — p) = Op(1);
c) jei |p| > 1, tada |p|"(p — p) = Op(1).

Apibrézkime erdve

HE = H2[0,1] x --- x H2[0,1], a € (0,1),

g

d

Su norma

(@1, za)ll = lealla + - + lzalla-

2.1 teiginys. Tarkime, a € (0,1) ir (X,) yra atsitiktiniy vektoriy X,, =
(Xn1, - Xng) € HE seka. Tegu X = (X1,...,X,) - atsitiktinis vektorius
erdvéje HE. Tada

X, —— X erdvéje H (2.7)

«
n—oo

tada ir tik tada, jei kiekvienam vektoriui (A1,...,\g) : Zd A2 =1 teisinga

1=1""

d d

. D ..
Z i Xnj — Z N X erdvéje HZ0,1]. (2.8)
j=1 j=1

Irodymas. Z;.l:l )\anj,Z;.izl NiXj,n = 1,2,... yra atsitiktiniai dydziai
erdvéje H2[0,1]. Tarkime, kad teisinga (2.8). Tada visiems t1,...,t; € [0,1]

13



turime

d d
. D .
<§ )\anj(ti),z:l,...,k) m(E )\ij(ti),z:l,...,k)
= =

Kadangi 1, ..., t; pasirinkti laisvai, remiantis Cramér-Wold taisykle baigti-
niamaciai X,, skirstiniai konverguoja. Siekdami jrodyti tirStuma, parinkime

Aj=1ir \; =0, kai j # i. Tada remiantis (2.8) gauname, kad X, AN X;.
n—oo

Taigi Ve > 0 egzistuoja toks kompaktas K;. C HS, kad
P(Xyj € Kj.) < ¢g/(2d).
Nagrinékime kompakty K. = K. x ... x K4 € H%. Tada
P((Xn1, ..., Xng) € KE) <e.

Pakanka jsitikinkime, kad teiginys teisingas, kai d = 2 (kai d>2 jrodymas

analogiskas). Turime, kad

(Xn1 € Kie, X2 € K5,)
(Xn1 € Ki., Xn2 € Ko¢)
(Xn1 € K{., Xn2 € K3,)
P(Xn2 € K5,.) + P(X,1 € KYi,)

Butinumas jrodomas pritaikius tolydaus atvaizdzio teorema tolydziajam

funkcionalui T: H¢ — H2[0,1], apibréztam Sia tapatybe:

d
T((1,...,7a) = Y Njaj.
j=1

Tegul X buna centruotas atsitiktinis dydis ir (X}) tokia centruoty ne-

priklausomy atsitiktiniy dydziy seka su dispersijomis EX? = o7, k > 1, kad

14



kiekvienam k > 1, teisinga
P(IX,| > 1) < P(X] > 1),

kait > 0.

Kiekvienam n = 1,2,... nagrinékime lauzciy procesa ¢, = ((n(t),t €

k
. e e k
[0,1]), jungiantj taskus (ﬁ’ z;Xi),, k=0,1,...,n:
1=

[nt]
Gu(t) =D X+ (nt — [nt) X1, t€[0,1].
j=1

2.2 teiginys. Tarkime 0 < a < 1/2, p(a) =1/(1/2 — ). Jei

lim # @ P(|X|>t) =0, (2.9)
t—o00
tada
n 120, 2w erdvéje H2J0,1]. (2.10)
n—oo

Irodymas. (2.10) konvergavimas jrodomas naudojant tg pacia technika kaip
ir [58] straipsnyje. Cia pateiksime tik jrodymo metmenis. Pastebékime, kad
(2.9) salyga reiskia, jog (n~'/2X}) yra be galo mazas dydis. ¢, baigtiniama-
¢iy skirstiniy konvergavimas gaunamas remiantis Lindebergo centrine ribine
teorema.

Remiantis Rackausko ir Suquet (zr. [58]) gautais rezultatais ((n)n>1
tirstumui H2[0, 1] erdvéje jrodyti pakanka jsitikinti, kad kiekvienam ¢ > 0
teisinga

lim limsup P(J,n,e) =0, (2.11)

J=00 pooco

¢ia

§>J reD;

P(J,n,e) =P {sup 2% max |Cu (1) — Cu(r7)| > 5n1/2} .

Apibrézkime diadiniy skai¢iy, priklausanciy intervalui [0, 1], aibes D; tokiu
budu:
Dy={0,1}, Dj={@-127;1<i1<27'} j>1
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Elementams r € Dj;, j > 0, apibrézkime
rT = =270 ot =27, (2.12)

Vertinant (,(r) — ¢,(r~) nagrinéjamos trys galimos dydziy »~ ir r kon-
figuracijos intervaly [(k — 1)/n, k/n] atzvilgiu: taskai r~ ir r yra arba tame
paciame intervale, arba gretimuose intervaluose, arba nesiribojanciuose in-

tervaluose. Visais trim atvejais, tardami, kad ), ., = 0, kiekvienam r € D;

gauname:
[n7]
[Gn(r) = Gulr7)] < ) > Xk‘ + 2177y, (2.13)

k=[nr-]+2

cia
Y, := max |[Xg|.

1<k<n

Tada
P(‘Ln»g) < Pl(J7n75) + P2(n75)7

cia

[nr]
Pi(J,n,e) = P{ sup2aj max Z Xk‘ > (5/2)711/2}, (2.14)
Py(n,e) = P{|Yy| > (e/4)n'/?}. (2.15)

Pastebéjus, kad is (2.9) salygos gaunamas Y,, konvergaviumas pagal tikimy-

be i 0, (2.11) jrodymas supaprastéja iki
lim limsup P(J,n,e) =0 (2.16)
J—=00 nooo
irodymo. Kiekvienam 7 > 0 apibrézkime
Xpr = Xp{|Xe| < Y% k=1, nn=1,2...

Dideliems n teisinga:

Pi(J,n,e) < PLT(J’”,E) + P( max | Xj| > Tnl/Q_O‘)’
1<k<n
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¢ia

[nr]

P (J,n,e) = P{ sup 2%/ max } E (Xpr — EXy.r)
§>J reD; ~
k=[nr—142

> (5/4)711/2}.

Pritaikius Rozentalio nelygybe gaunama

lim limsup Py(J,n,¢e) < cr.
J=00 pooo

Kadangi 7 > 0 buvo parinktas laisvai, gauname (2.16). =

2.3 teiginys. Tarkime, 0 < a < 1/2. Procesas n='/2W,,,n > 1, apibrés-
tas (2.18) tapatybe, konverguoja pagal pasiskirstyma j standartini Vynerio
procesa W Hiolderio erdvéje HZ[0,1] tada ir tik tada, jei

lim ¢Y//2=9) P(|e;| > t) = 0.

t—o00

Irodymas. 7zr. [60]. =

2.1.2 2.1 teoremos jrodymas

Paprastumo délei tarkime, kad o2 = 1. Kiekvienam n > 1 ir kiekvienam

t € [0, 1] turime

Va(t) = Walt) — (50— p) Za(t), (2.17)

Cia -
Wi (t) = Z ex + (nt — [nt])ep41 (2.18)

k=1

ir
[nt]

Zn(t) = yk-1 + (nt = [n]) gy
k=1

Jei p # 1, tada teisinga nelygybé

-1
1 Znlla < 11— o' [[IWalla + 2n° éllggnlykﬂ- (2.19)
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Tikrai, kiekvienam m > 1 remiantis (2.1) turime:

m m m
Zyk = szk—l +Z€k
k=1 k=1 k=1

Taigi kai p # 1, kiekvienam m =1,...,n

z’”:ykl = (1= P)_I(Em:&g - ym)-
h=1

IS ¢ia visiems 0 < k,j < n gauname

Zn(k/n) = Zp(i/n) = (L= p) " [(Walk/n) = Wa(j/n)) = (yx — y5)].  (2:20)

Kadangi lauzc¢iy proceso Hiolderio erdvés norma visada jgyja reikSmes lauz-

¢iy proceso luzio taskuose, turime

1Zullo = max [k =)/nl=*1Zulh/m) = Zuli/m)l. - (2:21)

Taigi i to, kad
k_ . —« — . <2 @ ?
I]Iclil;(‘( D/ e = ysl < 2n 1211?%31’%‘

ir (2.20) bei (2.21), gauname (2.19). Toliau atskirai iSnagrinésime Siuos

atvejus: [p| < 1,|p| =11r |p| > 1.

1 atvejis. Tarkime, kad |p| < 1. Remiantis (2.17) skaidiniu ir (2.19)

nelygybe, gauname

102V, — 0 Y2 W |a < (025 = p)] |1 Zal[a
< '@ = )L = ol lIn ™ Walla +207 25 max fy]. (2.22)

Kadangi kiekvienam 1 < k <n
k

e = e, (2.23)

i=1
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turime

< < (1- 2.24
Jmax [y] < max iek|2|p| o)t max el (2:24)

Kadangi atsitiktiniai dydziai eg, k = 1,2,...,n yra nepriklausomi, (2.6) sa-
lyga yra ekvivalenti

a—1/2

n max |e| .o

1<k<n n—00
Taigi remiantis (2.22) ir (2.24) nelygybémis bei 2.3 teiginiu ir 2.1 lema (zr
2.1.1 skyrelj), gauname

_ =S _ P
|n 1/2Vn —n 1/2I/Vn||a — 0.

n—oo

Taigi jei Hiolderio erdvéje H2[0, 1] egzistuoja (n=Y2V,,n > 1) ir (n"Y/2Wy,n >
1) seky ribos, jos pasiskirsciusios vienodai. Remiantis 2.3 teiginiu Hiolderio
erdveje HO[0,1] n=12W, —2— W.

n—oo

2 atvejis. Tarkime, |p| > 1. Remiantis (2.23) tapatybe

< |p|" < p|M (Il - 1 2.25
Jmax Jyk] < Jp]" max |5k|Z|P| "Ml = D)7 max el (2:25)

Taigi remiantis (2.17), (2.19) ir (2.25) gauname, kad

H”_l/QVn - ”_1/2Wn||a <|p—np| ||n_1/22 |la

< lol"lp = pl [l 0™ (Wl + 21pl (1ol = 1)7'n 1/2131,35 lexl]-

Vélgi gauname, kad n=1/2V, ir n=Y/2W,, pasiskirste vienodai Hiolderio erd-
véje H2[0,1]. Taigi jrodéme 2.1 teoremos (a) dalj.

3 atvejis. Tarkime, p = 1. Nagrinékime funkcijg F, apibrézta Hiolderio

erdveje

22(1) — !
F(z)(t) = z(t) — #/0 z(s)ds, te€]0,1],

¢ia = € HZ[0,1],x # 0. Apibrézkime, F(0) = 0. Jei 2 € HZ[0,1], tai ir
F(z) € H2[0,1]. Turime jrodyti, kad

1120, — F(n™Y2W,)||a —— 0. (2.26)

n—oo
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Kadangi funkcija F : H3[0,1] — HZ[0, 1] yra tolydi kiekviename taske x # 0,
funkcijos F' netolydumo tasky aibés Vynerio matas yra lygus nuliui. Taigi
remiantis tolydaus atvaizdzio teorema (zr. [11] 1 iSvada psl. 31) ir 2.3

teiginiu, gauname

F(n V2w, —2 F(W)  erdvéje  H2J0,1].
n—oo
Remiantis (2.26) gauname, kad H2[0, 1] erdvéje n=V/2V,, ir F(n=2W,) ribos
turi ta patj skirstinj. Taigi teoremos (b) dalies jrodymas supaprastéja iki
(2.26) jrodymo.

Jei p =1, tada

k

ye =Y ei=Walk/n), k=12 n (2.27)
i=1

Pastebéje, kad remiantis (2.3)ir (2.27)

n

n n
R 1
(-1 k=Y e = 5 (W2 =22,

i=1 i=1 i=1

galime uzrasyti
‘7n = Vn(l) + Vn(Q)a

Cia
W2(1) —n

(1)
Vn (t) = Wn(t) — o~ 9
2 Zk:l yl%—l
ir 0
VW = 2= ) e 0.1
2 Zk:l Y1

Ivertinkime proceso Z, norma. Remiantis (2.27), turime

k
>

Wl = e = gl
o - 1=j+1

< n—3/2+a ma ma k _ 11—«
- 1§k§n ’?/k’ O§j<l§(§n ’ ]’

<n Y2 ma — n Y2 max [W,(1)].
< 1§k§n\yk| te[off]’ n(t)]

Taigi remiantis Donskerio-Prochorovo invariantiskumo principu gauname,
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kad n=3/2||Z,||o = Op(1). Kadangi

n
—2 2 —1 2 —1 2
n _ < n max =N max LL t
Zk - Y1 = 1Shen Tk te[01] n(t)

gauname, kad n=2>"7" | y2 | = Op(1). Remiantis didziyjy skai¢iy désniu

gauname

n

-1 2 P

n Zei 1@0.
i=1
Taigi
-1 n 2
_ 2 nT Y iS4, P
23|, = ‘2 =L |Hn 328l — 0.
Y e Y oo

(2.26) jrodymas supaprastéja iki

In 200 — P20, |0 —— 0 (2.28)

n—oo

irodymo. Paprastumo délei naudosime Siuos zyméjimus:

t
S, = [t ods, ve 1]
0

Turime, kad

n V2 (1) = n V2WL () — 2 322,(),  te0,1).

2,
Be to,
F(n~12w,) V200, (1) — 228, (8),  t € [0,1].
2L,
Taigi
Zn S
[~ 2V = P 2W) [ < [ || 22 — 22
Mn Mn N
T, — 1
< el = 0]} 7 o+ 1120 = Sl
:un n /’LTL
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Kadangi maxo<i<1 |y — Wa(t)] = maxi<p<y|ex| ir tenkinama (2.6) salyga,

remdamiesi Donskerio-Prochorovo invariantiSkumo principu gauname

0, — <on Y2 max |e a 12w ()| = 1).
1t — pn| < 2n lrélkgnlkltren[of]!n n(t)] = op(1)

Pastebéje, kad n=15,(t) = fot Yy dt, t € [0,1], ir tenkinama (2.6) salyga,

gauname

n 3218, — Znlla < n”Y? max Yy — Walt)| = n~ Y2 max |eg| = op(1).

0<t<1 1<k<n
Taigi jrodéme (2.28).
4 atvejis. Tarkime, kad p = —1. Tada
k
yk - Z(_l)k_zgu k = ]-) ,TL
i=1
Taigi
n n k—1 n k—1
doama=Y )y (DT e ==Y ey e
k=1 k=1 =1 k=1 =1
¢ia
ei = (1), i=1,...,n
Pazymékime
[nt]
Wat) = e+ (nt = [1t])épgs1, t€[0,1]
k=1
Panasiai kaip ir 3 atveju jsitikiname, kad
120, — [0 Y2W, + G0 2]l —— 0, (2.29)
n—oo

¢ia funkcija

y?(1) -1

t
=< 7 = s)ds, te|0,1], H{0,1], 0.
2f01y2(5)d5/0y<> el yeH0., y#

G(y)(t)
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Kadangi teisinga (2.29), belieka jrodyti, kad erdvéje H2[0, 1]

nV2W, 4+ G VR, —2s W g(W), (2.30)

n—oo
Ga W ir W yra nepriklausomi standartiniai Vynerio procesai. [rode, kad
(n='/2(W,, W,)) konverguoja poagal pasiskirstyma j (W, W) erdvéje H[0, 1]x
H?[0,1], remiantis tolydaus atvaizdzio teorema gautume (2.30). Taigi re-
miantis 2.1 teiginiu belieka jrodyti, kad visiems A1, Aa 1 A2+ )3 = 1 teisinga

M 2W - Aon VW, 2 MW 4 W erdvéje HE[0, 1) (231)

n—oo

Uzragykime AW, + AW, = ZL”:tll Xi + (nt — [nt]) Xjpg1, ¢ € [0,1], Cia

X = (M + X(=1)%)ep, k =1,...,n ir pritaikykime 2.2 teiginj. IS tikry-
ju, kadangi |A\1 + (—=1)F)X| < 2, gauname P(|Xy| > t) < P(|2x] > t), t >
0, k =1,...,n. Taigi remiantis 2.2 teiginiu (n_l/Q(Wn,ﬁ/n)) konverguo-
ja pagal pasiskirstyma erdvéje HZ[0,1] x H2[0,1]. Remdamiesi atitinkamy
baigtiniamaciy skirstiniy konvergavimu gauname, kad n~'/ 2(Wn,ﬁfn) riba
yra (W, IX/), ¢ia W ir W yra standartiniai Vynerio procesai. Pastebime, kad

kiekvienam ¢ > s,

I$ ¢ia En~'2W,(t) n=Y2W,(s) — 0, kai n — co. Taigi procesai W ir W yra

nepriklausomi.

2.2 Kity lauzciy procesy ribinis elgesys
tolydziyjuy funkcijy ir Hiolderio erdvése

Siame skyrelyje nagrinéjamas pirmos eilés autroregresinis modelis:
Yk = PYk—1 + €k (2.32)

ciak=1,2,...,n.

(2.32) modelis turi tenkinti Sias prielaidas:

(A1) paklaidos ey, ..., &, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai
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dydZiai su vidurkiu Fe; = 0 ir baigtine dispersija 02 = E(¢1)? < oc;
(A2) yo = 0;
(A3) |p| < 1.

Sis modelis nuo 2.1 skyrelyje nagrinéto modelio skiriasi stacionarumo
prielaida (A3). Nagrinésime du lauz¢iy procesus - vieng sudarysime i$ pa-
rametro p daliniy jvertiniy, kita is stebéjimy ir paklaidy sandaugy (yx_1cx)
daliniy sumy. Tegu p; Zymi i$ pirmy k stebéjimy w1, ...,y sudaryta para-
metro p maziausiy kvadraty jvertinj:

k
~ i1 YiYji—1
pkz—Z’ L k=23,....n

k
Zj:l yjz'—l

Apibrézkime parametro p daliniy jvertiniy procesa:

@ Pk +(nt —K)(Pryr — pr), kaik/m<t<(k+1)/n, k=2n—1
rp(t) =

0, kai 0 <t < 2/n,
¢ia t € [0,1] ir n > 1. Stebeéjimy ir paklaidy sandaugy (yx_1ex) daliniy sumy

procesas apibréziamas taip:

Zﬁ’ﬂ yj—1€j + (nt — [n)ypyema+1,  jei 1/n <t <1

0, jei 0<t<1/n.

én(t) =

Siame skyrelyje itirsime procesy (&,) ir (r,) ribinj elgesj tolydziyjy funkci-
ju ir Hiolderio erdvése. Toliau darbe Cf[a,b] Zymésime tolydziyju funkcijy
f :la,b] — R Banacho erdve su norma [[f|| = supycqy ()], f € Cla,b].
Kaip ir 2.1 skyrelyje (W(t),t € [a,b]) Zymésime standartinj Vynerio procesa.

Suformuluokime ribines teoremas ((,) ir (r,) procesams:

2.2 teorema. Erdvéje C0,1]

nV2(1 = )20, 2 W (2.33)

n—oo
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Jei0<a<1/2ir

1
0.5—a’

Elei! < 00,  dia  pla) = (2.34)

tada (2.33) teisinga ir H2[0, 1] erdvéje.

Pagal klasikinius Mann ir Wald [48] bei Anderson [1] rezultatus

V(L= o272 By = p) —— VN0, 1),

n—oo

Taigi maziems ¢ € (0,1) maziausiy kvadraty f)\[nt] jvertinys néra tikslus. Dél

Sios priezasties proceso r, ribinj elgesj nagrinésime intervale [4, 1], € (0, 1).

2.3 teorema. Kiekvienam 0 € (0,1) tolydziyjy funkcijy C[0,1] erdvéje

Vil = p2) V2, — p) 2 {W(1)/1,6 < t < 1} (2.35)

n—oo

Jei 0 < a < 1/2 ir ispildyta (2.34) salyga, tada (2.35) teisinga ir HZ[6,1]

erdvéje.

(2.35) konvergavimas praktiniuose taikymuose nepanaudojamas, kadan-
gi p yra nezinomas. Suformuluokime teoremas, kuriose pateiktus rezultatus

buty galima taikyti praktiniuose skaic¢iavimuose.

2.4 teorema. Erdvéje C0,1]

, \1/2 D
(Z yk_l) & —— W. (2.36)
k=1

Jei 0 < a < 1/2 ir iSpildyta (2.34) salyga, tada (2.36) teisinga ir HZ[0,1]

erdvéje.

2.5 teorema. Kiekvienam ¢ € (0,1) tolydziyjy funkcijy erdvéje C[4,1]

(iyi_l)m(rn —p) —— {WT@) §<t< 1}. (2.37)
k=1

n—oo

Jei 0 < a < 1/2 ir iSpildyta (2.34) salyga, tada (2.37) teisinga ir HZ[J,1]

erdvéje.
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2.2.1 Pagalbiniai rezultatai

Hiolderio erdvéje galime apibrézti (2.4) normai ekvivalencia norma:

[1£1]°¢7 = sup 27 max | f(r) + f(r7) = 2f(r)l, | € Hg[o,1], (2.38)
j rel;
¢ia D; diadiniy skai¢iy aibés intervale [0,1] ir »—,r* apibreézti 2.12 tapaty-
bémis. Erdve HE[0, 1] suprasime kaip C[0,1] erdve.
Bendrosios atsitiktiniy dydziy sekos tirstumo salygos Hiolderio erdvéje
pateikiamos [65], [59] (7r. 2 teorema ir 1 pastaba atitinkamai). Zemiau pa-

teikiame daliniy sumy procesui [33] straipsnyje suformuluotas Sias salygas:

2.2 lema. Tarkime, o € [0,1) ir &,(t),t € [0,1] yra iS (Xi)r>o atsitikti-
niy dydziy sudarytas lauz¢iy procesas. Tada (b, '¢,),>1 yra tirsta erdvéje
HZ[0,1], jei:

1. kiekvienam t € [0,1], (b;;1&,(t))n>1 yra tirSta realiyjy skaiciy tieséje R;

«
2 max |X;| konverguoja pagal tikimybe j 0;
by, 1<i<n

3. kiekvienam teigiamam ¢,

nT+
3 Xk‘ > ebn} —0.

k=nr+1

lim lim sup P{ max 2% max
J—=00 pooo J<j<logn reD;

2.3 lema. Tarkime o € [0,1) ir 1,72, ... yra nepriklausomi vienodai pasi-
skirste atsitiktiniai dydziai su vidurkiu 0. Tp(t) = S 1) mt-(nt—[08]) i 41

[0, 1] - is siy atsitiktiniy dydziy sudarytas lauz¢iy procesas. Jei

lim ¢/~ p(|y| > t) =0, (2.39)
t—00
tada
n T, —— 0 erdvéje HO0,1]. (2.40)
n—oo

Jrodymas. 18 pradziy jrodykime n~1T,, tirStuma erdveje H2[0,1], a € [0,1).
Remiantis disdziyjy skaic¢iy désniu ir 2.2 lema pakanka jsitikinti, kad kiek-
vienam ¢ > 0

lim limsup P(J,n,d) =0, (2.41)

J—=00 nooo
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¢ia

[n]
P(J,n,0) = { sup 29 max‘ Z nk’ > 5n}.

<i< reD;
J<j<logn j h=[rr ] 42

Kadangi En; = 0 galime isskaidyti n; = ] + n//, ¢ia

M = Nil{)<ont-o} — Enil{<oni-ay, 0 = Mil{jpisont-a — ENil{jy|son1-a)-

Galime jvertinti Py(J,n,d) < P/(J,n,8/2) + Py(J,n,6/2), ¢ia P/(J,n,d) ir
P/'(J.n,d) apibréziama analogiskai kaip ir Pi(J,n,d), tik vietoje 7; imame

n; ir 7 atitinkamal. [veretinkime P/'(J,n,d). Remiantis Cebysovo nelygybe

turime
[nr]
P/(J,n,8) <5 2n 1tta Z (n~129)e FE max nk’
) reD;
1<j<logn 1<i<27 k=[nr—]+2
logn
< et Z(n_12j)o‘_12jE|n/1'|.

j=1

Kadangi

E|77/1/| < 2E|771|1{\771\>5n1*0‘}

=4 / 2P(jm| > z)dz < 4 / A7V g sup t/TOP(py| > t)
onl—«

nl—o t>onl—o

<Cn™® sup t/0TIP(y] > 1),
t>onl—o

gauname PJ(J,n,0) < ¢d ' supisgpi-e t/A"P(|n] > t). Taigi remiantis
(2.39) salyga, limy, 00 P{'(J,n,08) = 0.
Pritaike Dubo ir Rozentalio nelygybes, kai ¢ > 2, gauname

. 4 q
Hums <smme 3 @ie Y B me |3

nrt<u<nr-
J<j<logn rebD; k=nr—-+1
logn
< ¢§Ip It Z(n‘lQ])qO‘QJ {(nQ—J)qKEm}Dq + nQ—JE|n;|Q]]
j=1

< C(q, D)6™"D(J),
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¢ia D(J) = Zj>J2*(q*qo‘*1)j. Pasirinke ¢ > 1/(1 — «) ir pritaike

n1/27a
e = q /0 P2 > 2)de
n1/27o¢

< C(Q)D/ L1-1-p(@) g, < c(q)Dn(q—p(a))(l/Z—a)
0

jrodome tirtuma. Remiantis didziyjy skaic¢iy désniu n~'7,, baigtiniama-
Ciai skirstiniai konverguoja pagal pasiskirstyma j nulj. Taigi n= 7T}, 2.

n—oo
erdvéje H2[0,1]. Taigi jrodéme (2.40). =

2.4 lema. (2.32) modeliui teisinga

Y p
(i) n~ /% maxi<i<y [yi| e
(i) jei limy_so0 PV P(le1] > t) = 0, tada n™V/2** maxi <<y, [y nix? 0.

(iii) jei ispildyta (2.34) salyga, tada n~'/**® max; <<, |yp_164] ﬁ 0.
Irodymas. Kiekvienam e > 0 turime
1/2 1/2 2
P<1r£?§>§m lyi| > en 12y < nP(|lyi1| > en / ) < Eyilyy sent/y-

I§ to, kad Eyi = (1 — p?)~! < oo, gauname teoremos (i) tvirtinima.
(ii) jrodyta [33] (zr. 9 lema).
(iii) reikia jsitikinti, kad kiekvienam § > 0

lim nP(|yoe1| > on'/?=) = 0. (2.42)
n—oo

Akivaizdu, kad E|yo|P®) < co. Kadangi yo ir £; yra nepriklausomi, gauname

El|yoe1 [P < oo ir
nP(|yoe1| > on'/?~%) < 5P Elyoe; PO 1{|yoe1| > on'/>} = 0,

kai n — oco. I$ ¢ia gaunamas lemos (iii) tvirtinimas. =
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2.5 lema. (2.32) modeliui teisinga

[nt]

sup ‘n 1Zyk 1= L>0.

te0,1] n—00

Irodymas. Turime

y: = p*yl | + 2pyi1gi + €L

Susumave pagal indeksa i = 1,...,m gauname
m m m m
PPy =D ui=2) yiiEi— Y el
i=1 i=1 i=1 i=1
Vadinasi,
1-— <
(1= %) oz, o Z i <

< 2n~! max yk +2pn~ ! max
1<k<n 1<k<n

Zm:[gf - 1]‘ I (2.43)

=1

+ n~! max
1<k<n

Remiantis 2.4 lema pirmasis démuo desinéje nelygybés puséje yra op(1).
Pastebime, kad (Zle yi—1€i, k > 1) yra martingalas F = o(ej,j =1,..., k),
k > 1 o-algebros atzvilgiu. IS tikryjy, kadangi ¢, nepriklauso nuo Fj_q,

turime
k k—1 k-1
E ( > vicie -7:/<:—1) = yiigi+ E(yeazilFer) = Y viren
1=1 1=1 1=1

Taigi (‘ Zle y,-_151-|,k > 1) yra submartingalas ir remiantis Doob’o nelygy-

be gauname

k n n n
2 2
2 2 2 2
P s (Lwa) < ep(Lum) =X pitadt =t ity
1= 1= 1= 1=

Kadangi Fy? = 1/(1 — p?), turime E max; <<y, (Z?:l yi_1€¢>2 < cotn/(1— p?).
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Taigi antrasis desiniojoje (2.43) nelygybés puséje esantis démuo yra op(1).

Be to, treciasis démuo yra op(1) remiantis didziyjy skaiciy désniu. =

2.2.2 2.2 teoremos jrodymas

Pritaike Brauno invariantiSkumo principa (y;—1&;, 5, ¢ > 1) martingaliniams
skirtumams (F; = o(gj,7 < 4),4 > 1 o-algebry atzvilgiu), gauname (2.33)
konvergavima C|[0,1] erdvéje. Taigi turime jrodyti antraja teoremos dalj.
(n=1/2¢,) baigtiniamaciy skirstiniy konvergavimas gaunamas i$ (2.33) kon-
vergavimo C[0, 1] erdvéje. Vadinasi, belieka jsitikinti (n=1/2¢,) in H2[0,1]
tirStumu. Remiantis 2.2 lema turime jrodyti, kad kiekvienam & > 0

lim limsup P;(J,n,e) =0, (2.44)

J—=00 pooco
ir

lim limsup P(n,e) = 0, (2.45)

J—=0 nooo

¢ia

[rer]
Pi(J,n,e) = P{ sup 2% max‘ g yk_lek‘ > (5/2)711/2}@.46)
J<jslogn rebs k=[nr—-]+2

Py(n,e) = P{ 1I<n/?§n|yk_1€k’ > (5/4)711/2}. (2.47)

(2.45) teisinga remiantis 2.4 lema. Belieka patikrinti (2.44).

Tegu z; = yi—1€4,1 > 1. Kadangi Ez; = 0 galime uzrasyti z; = 2, + 2/, Cia
% = il <om/a-ey = Bailyjzycomiz-ay, 2 = Zil{jzpsom/-e) = Bailyjz sonae),
0 0 > 0 bet koks teigiamas skaicius. Turime
Pi(J,n,e) < P{(J,n,e/2) + P/'(J,n,e/2),

¢ia P| ir P) apibréziama analogiskai kaip ir Py, tik vietoje z; imame 2 ir
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2z atitinkamai. Taigi teigiamai konstantai ¢ > 0 turime

logn [nr]

4 "
Pl (Jn,e) < — 2220‘]+J max E( Z 2)?
ne ;
Jj=J ret k=[nr-]4+2

87120‘ B

< EZ1{|z| > on'/?7}

o0
< cn%‘/ zP(|lyoe1| > z)dx.
nl/2—a

Remiantis (2.34) salyga gauname lim,_,o P/'(J,n,¢) = 0. Vertindami pirma-

ja tikimybe taikome Rozentalio nelygybe, kai ¢ > 2:

logn
Pl(J,n,e) < en~9/? Z 2190 [(nQ_jE(z{/)z)Q/2 + n2_jE|zf|q]
j=J
logn
< en9/2y " gitaed [(nsz(z1>2)q/2 + 027 Bl |1{|z] < (5n1/20‘}]
j=J
logn
< o(B22)1/? Z 9=(a/2~q0=1)j 4 (5,
j=J

¢ia konstanta ¢ > 0 priklauso tik nuo ¢. IS ¢ia limj_,o Pj(J,n,e) < cd.

Kadangi ¢ > 0 buvo pasirinktas laisvai, riba i tiesy yra lygi nuliui.

2.2.3 2.3 teoremos jrodymas

Visy pirma jrodysime, kad v/n(1— p?)~Y2(r,(t) = p),t € [6,1]) proceso baigti-
niamaciai skirstiniai konverguoja i (W;/t,t € [0,1]) proceso baigtiniamacius

skirstinius. Nagrinékime ¢1,...,t; € [0,1] ir pazymékime

i =

ir
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Atlike algebrinius pertvarkymus, gauname

max i — Vaa((nt])| <2 mase [Tu([nti)| + ma [Tua([oti] + )|

1<i<d
Vi

+ N R |Yint,) Ent]+1]-

Remiantis 2.2 teorema

(Vigsi = 1,...,d) —— (Wi, /tii=1,...,d) erdvéje RY

n—oo

—p2
ir maxj<p<q ]% 25:1 yj—1€j| = Op(1). Remiantis 2.5 lema gauname

P
— 0.
n—00

max
1<i<d

[nti] 1
—1 —1 2
ti —(n Zyj—l)
j=1

Taigi maxj<j<q |Tn([nti])| = op(1) ir max;<ij<q |Tn([nti] + 1)| = op(1).

Neabejotinai, maxi<i<d [Yjnt, )€t )1 = or(v/n). Be to, maxi<i<q|Zni —
Vii([nti])| = op(1), kai n — oco. Taigi jrodéme /n(1 — p?)~12(r,(t) — p),t €
[0, 1]) baigtiniamaciy skirstiniy konvergavima.

Dabar jrodykime T), := v/n(ry(t) — p,t € [§,1]),n > 1 tirStuma. Tegu

D im1 EiY-1

23:1 9]2'71

=0, vy;= , 1=1,...,n.

Turime, kad

Tn(t) = p = Vipg + (0t — [08]) (V41 — Ving)-

Taigi r,(t) — p, t € [0,1] yra lauzc¢iy procesas, sukonstruotas is X, = vy —vp_1

atsitiktiniy dydziy. Remiantis 2.2 lema, reikia jrodyti, kad:
(a) kiekvienam ¢ € [4,1] seka /n(rp(t) — p,n > 1) yra tirsta;
(b) nO‘H/Q maxgn<i<n |V2‘ — Vz'fll L> 0;
- n—oo

(c) kiekevienam & > 0

lim limsup P( max 29 max |V[m+] — V[WH > 5n_1/2) = 0.
J—=0 nooco J<j<logn reD;N[5,1]
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Pastebime, kad (a) gaunamas is (7)) baigtiniamaciy skirstiniy konvergavi-
mo.
Pereikime prie (b). Turime, kad

1/2
nt / max |Vz - Vi— 1| < Uni + Une,

om<i<n
¢ia
n —_
. 05 2
Unt == n"" nax. |ekyr— 1|( E yjl)

ir
+0.5 —2
Upo :=n®""° max max‘g 15‘(5 )
" 1Sk T 502 Yi-1%; yj 1

Remiantis 2.2 teorema

max
1<k<n

Zyj 15]‘ = Op(1).

20 max)<k<p yi = op(1). Pastebéje, kad remiantis 2.5

Pagal 2.4 lema n~
lema n~! S 42 = Op(1), gauname U,y = op(1). Kadangi teisinga (2.34)
salyga, turime

na—1/2

max |e | L> 0.
|y | YR

Taigi ir Uy, = op(1).

Nagrinékime (c¢). Turime,
Vinrt] = Vi) | < Vi (7, 9) + Va7, ),

¢ia
[nr]

on
~1
an(rraj) = ‘ Z f3]@3‘—1‘ (Zy?_l) )

j=[nr]+1 j=1
ir

[nr]

[nrT] on
Vna(r, j) = Z y?1‘2€jyj—1’<zy?1)
j=1 j=1

j=lnrl+1

-2
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Kadangi Z?; y; 1 = Op(n), (c) galima perrasyti kaip

[nr]

o - 0.5y _
}LH;O hiln_)SOl(l)p P(ng;léalﬁgnQ 7{1&2}%’ Z €Jy]1‘ >en>?) =0 (2.48)
j=[nr]+1
Ir
[nrt] [nrt]
' i aj 2 g 3/2y

}LngollrlisogpP<J<€Ilg§gn2 7122})}: Y 1‘ 5]yj_1’ >en’7) =0. (2.49)

j=lnr]+1 i=1

Kadangi (2.48) gavome jrodydami 2.2 teorema, belieka jrodyti tik (2.49).

Vel remdamiesi 2.2 teorema turime, kad maxj <<y, 2521 5jyj_1) = Op(n'/?),

ir (2.49) supaprastéja iki

aj
}i)rréollﬂs;pP(Jsr;gﬁgnQ 71[2%)( Z y‘7 1 >en)=0. (2.50)
=[nr]+1
Kadangi
[nr] 1 [nr] 9 [nr ] 1
2 2 P 2
Z Yji—1 = 1 pz &j + 1 — )2 Z gjYj-1+ 1 Q[y[nrﬂ - y[nr}]’
j=[nr]+1 j=[nr]+1 j=[nr]+1
norint jrodyti (2.50), reikia jrodyti, kad
[nr]
lim lim sup P 2% max| 1| > en) = 2.51
Jim limsup P max 29 max| B ejyia|>en) =0, (251)
j=[nr]+1
[nr]
lim limsup P( max 2% max e? > en) =0, (2.52)
J—=00 pnooco J<j<logn reD; J
j=lnr]+1
fim timsup P, a2 sy = Y] > €n) =0 (259)

Pastebéjus, kad (2.51) jau buvo jrodytas anksciau, turime patikrinti (2.52)
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ir (2.53). Pakankamai dideliems J turime

[nr]

P( max 2% max 5? > en) <
J<j<logn reD;
j=[nr]+1
[nr]
< P( max 2% max g [5? — 1]’ > en/2).
J<j<logn reD;
j=[nr]+1

Kadangi
[nr]
max 2%/ max [5? - 1]) < |lvnllas
J<j<logn reD;
j=[nr]+1
¢la v, (t),t € [0,1] yra lauzéiy procesas, sukonstruotas e — 1,k = 1,...,n

atsitiktiniams dydziams, (2.52) gaunamas pritaikius 2.3 lema ny, = 5 —1,k >
1 atsitiktiniams dydziams.

Galiausiai pastebime, kad (2.53) yra 2.3 lemos iSvada. Taigi jrodymas
baigtas.

2.2.4 2.4 ir 2.5 teoremy jrodymas.

Siy teoremy tvirtinimai gaunami remiantis 2.2, 2.3 ir Sluckio teoremomis,
bei 2.5 lema.
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3 skyrius
AR(1) modelio

pasikeitusio segmento
testavimas

3.1 Kriterijus, pagristas modelio paklaidy
jvertiniy daliniy sumy procesu

Remiantis 2.3 pastaba i 2.1 skyrelio statistika 7}, = F(n=1/25-1V},), parin-
kus tolydzia funkcija F : HS[0,1] — R, gali buti naudojama AR(1) modelio
stabilumo testavimui. Keleta funkcijos F' pavyzdziy galima rasti [27]. Re-
miantis 2.1 teorema is 2.1 skyrelio matome, kad proceso (IA/n, n € N) ribinis
skirstinys taskuose |p| = 1 néra tolydus. Taigi statistika, sukonstruota nau-
dojant Sj procesa, gali buti paslinkta, kai parametras |p| yra arti 1. Shin
(1998) (zr. [63]) pastebéjo tai empiriskai tirdamas statistikas, skirtas pa-
sikeitusio segmento testavimui. Jis nustaté, kad empirinis 5% percentilis
Zymiai skiriasi nuo teorinio, kai parametras p yra arti 1 ir skiriasi nezymiai,
kai parametras p yra arti —1. Taigi statistiky galia gali buti mazesne, kai p

arti 1.
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Aukstiau esanciame paveikslélyje pateiktos dydzio n=/2||V,, ||« (n = 5000)

pasiskirstymo funkcijos skirtingoms « reikSméms. Autoregresinio modelio

paklaidos generuotos kaip standartiniai normalieji atsitiktiniai dydziai, skai-

¢iuota 4000 dydzio n=1/2||V,||, reikémiy. Taigi matome, kad Shin (1998)

aprasytoji problema tampa ne tokia stipri, kai « artéja link 1/2. Taciau

dydzio n=Y/2||V,,||s skirstinys konverguoja j ribinj skirstinj tuo lédiau, kuo

parametras « arciau 1/2:
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Nagrinékime autoregresinj modelj su pasikeitusiu segmentu

Y = P Yp—11r+(k) + pyp—11p(k) +ex, k =1,...,n,
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Gia I* = k*+1,...,k*+¢*ir I** = {1,...,n} \ I*. Tegu (3.1) tenkina Sias

prielaidas:

(A1) paklaidos ey, ..., &, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai

dydziai su vidurkiu Fe; = 0 ir baigtine dispersija 02 = FE(¢1)? < oc;
(A2) yo = 0;
(A3) I < 1

Dydis &} vadinamas pasikeitusio segmento pradzia, o dydis ¢* pasikeitusio
segmento ilgiu. Tariame, kad k* ir /* néra zinomi. Norime patikrinti nuline

pastovaus autoregresinio proceso hipoteze:
Hy: (*=0.
Alternatyvioji pasikeitusio segmento hipotezé nusakoma taip:
Hy: 0F>0.
Tegu (¢, k =1,...,n) zymi (3.1) modelio paklaidas, esant teisingai nulinei
hipotezei ir Sg =0, Sp = &1 + -+ + &, k= 1,...,n. Apibrézkime statistika

T(n;a) = maXl max |S(k+1) — S(k) —

1<l<n 1% 0<k<n—1

[ A
— 2
L], (32)
a0 <a<1/2

3.1 teiginys. Tarkime, (3.1) modelis tenkina (A1)-(A3) salygas,

0 <a<1/2, limy o0 tV/O5=0 P(|ey| > t) = 0 ir galioja Hy. Tada

RV 1 0) — 2 max b max  [W(E + k) — W(t) — hW(1)]
n—oo 0<h<l 0<t<l-h

Irodymas. Teiginys gaunamas is 2.1 teoremos ir 2.3 pastabos. =
Statistikos T'(n; «) elgesj esant teisingai alternatyviajai hipotezei Hy is-

tirsime empiriskai.
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3.1.1 Kriterijaus galios empirinis tyrimas

Siame skyrelyje tirsime, kokie dydziai ir kaip jtakoja pasitlyto kriterijaus
galig. Naudosime galios grafikus, kuriy z-asyje atidétos p-reikSmiy empiri-
nés pasiskirstymo funkcijos reiksmeés, kai teisinga nuliné hipotezé, o y-asyje
atidétos p-reikSmiy empirinés pasiskirstymo funkcijos reiksSmes, kai teisinga
alternatyvioji hipotezé. Skirtingiems parametry n, «, k*, *, p, p* rinki-
niams suskaic¢iuota po 1000 statistikos reikSmiy. Autoregresinio modelio
paklaidos generuotos kaip pagal standartinj normalyjj désnj pasiskirste at-
sitiktiniai dydziai. Ribiné statistika aproksimuota suskaiciavus 10.000 jos
reikSmiy.

Parametro n jtaka. Kuo daugiau stebéjimy turime, tuo didesné kriteri-

jaus galia (k*n~!' = 0.5, f*n=' = 0.1, p = 0.5, p* = 0.8):
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Pasikeitusio segmento ilgio ir pradzios jtaka. Kuo trumpesnis pasikeites
segmentas, tuo mazesné kriterijaus galia. Zemiau pateikti galios grafikai,
kai pasikeites segmentas sudaro 2%, 5% ir 10% visu stebéjimy (n = 1000,
k*n=! = 0.5, p=0.5, p* =0.8):
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Kriterijaus galiai pasikeitusio segmento pradzios pozicija pastebimos jta-

kos neturi (n = 1000, *n~! = 0.1, p = 0.5, p* = 0.8):
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o | T : o _| o | -
° 5 _.,-’ ° . - = - ’J'-
e - .~ e
- P P
< | ," < | ; /, ~ N -
Rl S s !
N . h
: .
K ' .
. h )
. N M Pl
I I R I
s (1) |- (1) ° . (1)
i kn* =05 rl kn* “ =06 rd kn" =07
— a=1/16 — a=1/16 — a=1/16
-= a=4/16 - a=4/16 -- =416
2 s a=7/16 2 4 o a=7/18 2 o a=7/16
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
000 005 010 015 020 025 000 005 010 015 020 025 000 005 0710 015 020 025

Parametry p ir p* jtaka. Kriterijaus galia mazéja mazéjant skirtumui

p*—p (n=1000, k*n~! = 0.5, *n~1 = 0.1, p = 0.5):
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Is pirmojo grafiko matome, kad kriterijaus galia yra nedidele, kai p* —
p = 0.1. Toliau nubrézkime galios grafikus, iSlaikydami ta patj skirtuma
p* — p = 0.1, taciau keisdami parametry p ir p* reikSmes. Matome, kad
kriterijaus galia zymiai iSauga, didinant $iy parametry reikSmes (n = 1000,

k*n~l = 0.5, ¢*n~1 =0.1):
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Palyginus du paskutinius paveikslélius matyti, kad kai autoregresinis
procesas keiciasi iS stacionarios buklés j nestacionarig, galia pastebimai is-
auga esant nedidelésms p-reikSmiy empirinés pasiskirstymo funkcijos reiks-

méms, kai teisinga nuliné hipotezé (z-asis). Taigi pasiulytas kriterijus ga-
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lingiausias aptinkant pasikeitimus is stacionarios buklés | nestacionarig ir
pasikeitimus, kai parametro p reikSmeés yra ganétinai didelés.

Parametro o jtaka. Kaip matyti iS auksciau pateikty grafiky, didziau-
sia kriterijaus galia gauta, kai « = 7/16, t.y. reikSmé artima 1/2. Be to,
galios atotrukis nuo kriterijy su mazesnémis parametro a reikSmémis di-
déja ilgéjant pasikeitusiam segmentui, didéjant parametro n reikSmems bei

skirtumui tarp parametry p ir p*.

3.2 Kriterijus, pagrjstas modelio parametro
daliniy jvertiniy procesu

Nagrinékime autoregresinj modelj su pasikeitusiu segmentu

e = P yp_11r (k) + pyp_11pe(k) + e, k=1,... n, (3.3)

Gia I* = k* +1,...,k*+¢*ir I* = {1,...,n} \ I*. Tegu (3.3) tenkina Sias

prielaidas:

(A1) paklaidos ey, ..., &, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai

dydZiai su vidurkiu Fe; = 0 ir baigtine dispersija 02 = FE(¢1)? < oc;
(A2) yo = 0;
(A3) [p] < 1.
Dydis &} vadinamas pasikeitusio segmento pradzia, o dydis ¢* pasikeitusio
segmento ilgiu. Tariame, kad £ ir £ néra zinomi. Norime patikrinti nuline
pastovaus autoregresinio proceso hipoteze:
Hy: (*=0.

Alternatyvioji pasikeitusio segmento hipotezé nusakoma taip:

Hy: ¢*>0.
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Nagrinéekime statistika, apibrézta fiksuotam dydziui 6 € (0,1):

max  (~% max |pri¢ — Pl (3.4)

Yi-1 1<e<(1-68)n n<k<n

i=1

3.2 teiginys. Tarkime, (3.3) modelis tenkina (A1)-(A3) salygas,
0<a<1/2,
1

Eler"®) < oo, dia ple)=Ge—0
O — O

ir galioja Hy. Tada

Wit +h W (t
n® r(f) L max h~ ¢ max (t+7) — (*) )
n—oo 0<h<l—§ s<t<1i| t+h t

Irodymas. Teiginys gaunamas remiantis 2.3 teorema ir 2.5 lema. =

3.3 teiginys. Tarkime, (3.3) modelis tenkina (Al)-(A3) salygas,
k* > dn kuriam nors § € (0,1), {* — oo, 0*/n — 0, kai n — oo, ir galioja H 4.
Tada
nO‘T,(L(S) — 00,

jei tik

0¥\ 1o

(—) Vnlp—p*| = oo, kai n— occ.
n

Jrodymas. Turime, kad

Th >

n
Sy () e — e
=1

Kadangi
k*
~ Zj:l Yj-1&;5
Pe =P+ 5
Zj:l Yi—1
ir k k*+4 k*+4
* 9 " *_,_ * 9 *+ * ‘ ‘
~ PY i Y TP e Vit Dy Yi—1€g
pk*+£* = k*+g* 2 bl

Zj:l Y5
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gauname

ke k* 0 K
Zj:k*-‘rl yyz'fl B | Zj:l Yj—1€5] B | Zj:l Yj—184]

Zj:l yjzfl Zj:l 9]271 Zj:l 9?71
Pastebime, kad kiekvienam [ =1,...,n
k 2
B(Dwime) < max{(1-p)7 (1= %)k (3.7)
j=1
Be to,
k* o
-1 ) . P
‘n Zlyjl n(l — p2> n—o0 0 (38)
]:
ir
k4L /¥ b
-1 2
’n Z Yi1 w0 =77 | o 0. (3.9)
j=k*+1

I$ tikryjuy, (3.8) gaunamas i$ 2.5 lemos. Analogiskai, kaip ir jrodant 2.5

lema, (3.9) konvergavimui turime

k"0 * 2p* kXL
—1 2 -1
‘n Z yj—l o 77,(1 _ *) Sl _ 2 n Z yj_lgj’

, p p .

j=k*+1 j=k*+1
k4L

1 -1 2
o X E -

J=k*+1

Pirmasis desiniosios nelygybés pusés démuo yra op(1) remiantis (3.7), o
antrasis démuo yra op(1) pagal didziyjy skaic¢iy désnj. Taigi atsizvelge i}

(3.7)-(3.9), i$ (3.6) gauname teoremos tvirtinima. =

3.2.1 Kriterijaus galios empirinis tyrimas

Siame skyrelyje tirsime, kokie dydziai ir kaip jtakoja pasitlyto kriterijaus
galig. Naudosime galios grafikus, kuriy z-asyje atidétos p-reikSmiy empiri-
nés pasiskirstymo funkcijos reiksmes, kai teisinga nuliné hipotezeé, o y-asyje
atidétos p-reiksmiy empirinés pasiskirstymo funkcijos reiksmes, kai teisinga
alternatyvioji hipotezé. Skirtingoms parametry 6, n, «, k*, £*, p, p* su-

skaiciuota po 1000 statistikos reikSmiy. Autoregresinio modelio paklaidos
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generuotos kaip pagal standartinj normalyjj désnj pasiskirste atsitiktiniai
dydziai. Ribiné statistika aproksimuota suskaic¢iavus 10.000 jos reiksmiy.

Parametro 0 jtaka. Naturalu, kad proceso r,(t) reikSmés svyruoja vis
maziau, kai ¢ didéja. Deélto kriterijus galia didéja, kai dydis § didéja (n =
1000, k*n~t = 0.5, ¢*n=1 = 0.1, p = 0.5, p* = 0.8):
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Taigi reikalingas nemazas kiekis duomeny iki autoregresinio modelio pa-
sikeitimo.

Parametro n jtaka. Kuo daugiau stebéjimy turime, tuo didesne kriteri-
jaus galia (§ = 0.4, k*n~! = 0.5, ¢*n=1 = 0.1, p = 0.5, p* = 0.8):

o |
o |
S
wo |
S
< |
S
o
S
n=500 n=1000 n=2000
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Pasikeitusio segmento ilgio ir pradzios jtaka. Kuo trumpesnis pasikeites
segmentas, tuo mazesné kriterijaus galia. Zemiau pateikti galiuos grafikai,
kai pasikeites segmentas sudaro 2%, 5% ir 10% visu stebéjimy (n = 1000,
§=04, k*'n"1 =05, p=0.5, p* =0.8):

o | o | o |

® @ @

o 7 o 7| (=2

© | © | © |

S = =

< | ~ | ~

S S S

o o o

o o ) s .
n =005 =01
— a=1/16 — a=1/16
-= a=4[16 -- =416

= S e a=7/16 S e a=7/16
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Kriterijaus galig taip pat jtakoja ir pasikeitusio segmento pradzios po-
zicija. Kuo veéliau prasideda pasikeites segmentas, tuo mazesné kriterijaus
galia (n = 1000, 6 = 0.4, (*n=t = 0.1, p = 0.5, p* = 0.8):

o | o |
o | o _|
S S
o | o |
S S
< | <
S S
o | o |
o N N =] 3 N
=05 k=06 =07
— u=1/16 — a=1/16 — a=1/16
-- a=4/16 -- a=4/16 -- a=4/16
24 S a=7/16 = o a=7/16 24 o a=7/16
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Pasiulytas kriterijus yra pagristas daliniy parametro p jvertiniy procesu
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rn(t),t € [0,1]. Skirtumas tarp Sio proceso reikSmiy nesant ir esant pasi-
keitusiam segmentui mazéja, kai ¢t — 1. Taigi kriterijaus galia didesné, kai
turima daugiau duomeny po pasikeitusio segmento.

Parametry p ir p* jtaka. Kriterijaus galia mazéja mazéjant skirtumui

p*—p (n=1000,6 =04, k*'n=1 =0.5, *n=1 = 0.1, p=0.5):

o | o | o |
o o o
o 7 o 7| (=2
© | © | © |
S S S
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S S S
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S ) S S .
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Is pirmojo grafiko matome, kad kriterijaus galia yra ganétinai nedidele,
kai p* — p = 0.1. Toliau nubrézkime galios grafikus, islaikydami tg patj
skirtuma p* — p = 0.1, taciau keisdami parametry p ir p* reikSmes. Matome,
kad kriterijaus galia zymiai iSauga, didinant Siy parametry reiksmes (n =
1000, 6 = 0.4, k*n~1 = 0.5, ¢*n=1 = 0.1):
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Taigi pasiulytas kriterijus galingiausias aptinkant pasikeitimus is stacio-
narios bukles j nestacionaria ir pasikeitimus, kai parametro p reikSmeés yra
ganétinai didelés.

Parametro « jtaka. Kaip matyti is auksciau pateikty grafiky, didziausia
kriterijaus galia gauta, kai a = 1/4. Kai « reikSmeés artimos 1/2, galia Zymiai
sumazéja, isskyrus atveji su trumpu (2%) pasikeitusiu segmentu.

Kriterijy galios palyginimas. Palygine 3.1.1 ir 3.2.1 skyreliuose pa-
teiktus galios grafikus matome, kad antrasis kriterijus, pagristas modelio
daliniy parametry jvertiniy procesu, yra galingesnis uz pirmajj kriterijy, pa-
grista modelio paklaidy daliniy sumy procesu. Taciau pastarasis kriterijus
tampa galingesnis, kai pasikeites segmentas yra arciau stebéjimy pradzios.
Taip yra todél, kad (priesingai antrajam) pirmasis kriterijus néra jautrus
pasikeitusio segmento pradzios pozicijai. Zemiau pateikti galios grafikai,
kai k*n=! = 0.2 (n = 1000, £*n~' = 0.1, p = 0.9, p* =1, § = 0.15):
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3.1 pav.: Kriterijaus, pagristo paklaidy daliniy sumy procesu (kairéje), ir
kriterijaus, pagristo parametro p daliniy jvertiniy procesu (desiné-
je), galios grafikai, kai k*n=1 = 0.2.
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4 skyrius
AR(1) modelio

pasikeitusio segmento
vertinimas

Siame skyriuje kiekvienam natiiriniam skai¢iui n € N nagrinéjamas pirmos
eileés autoregresinis modelis su epideminiu pasikeitimu:

oy = gt e () + g™ 1 (1) + €7, (4.1)
¢ia i € N, := {1,2,...,n}. Stebéjimy indeksy intervaliniy poaibiy aibé I,

apibréziama taip:
In={{k+1,....k+¢}, (=1,....n, k=0,...,n—1(}.
Sios aibés poaibis
I'=rin={k+1,....k + 6} eI,

apibrézia epideminj pasikeitima su pradzia k) ir ilgiu ¢, epideminio pasi-
keitimo papildinys I*¢ = N,\I*. Sio skyriaus tikslas yra jvertinti nezinomus
epideminio pasikeitimo pradzia & ir ilgj 5.

(4.1) modelis turi tenkinti Sias prielaidas:

(A1) vn € N paklaidos 5@, ..., yra nepriklausomi vienodai pasiskirste
atsitiktiniai dydziai su vidurkiu Esgn) = 0 ir baigtine dispersija 0% =

E(s&n))2 < 00;
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(A2) 4" =0
(AS) 3600, 0, € (O, 1) : é;‘; € [Qon,eln].

Trecioji prielaida (A3) reiskia, kad epideminio pasikeitimo ilgis £ turi buti
proporcingas stebéjimy skaiciui n.
Siekiant supaprastinti Zzymeéjimus, toliau indeksas n bus praleidziamas.

Aibéms A, I € I,, apibrézkime

AL=ANT, QA):=) yli, R(A):=> e, SA) = iy
icA icA icA
Toliau nagrinéjamos tik tokios aibés A, kurios priklauso stebéjimy indeksy

intervaliniy poaibiy aibei I,,. Apibrézkime

pA) =22

S(A )
QA
RSS,( Z P(A)yi—1) +Z A)yi-1)%,
cAc

€A

¢ia A € I, ir A°= N, \ A.
(4.1) modelio parametrus ir epideminj pasikeitimg vertiname maziausiy

kvadraty metodu:
(k* k* + %) = [* = arg min;c; RSS,(I). (4.2)
Dydziui 0 < 8 < 6y/3 apibrézkime

Ig = (k* + Bn,k* + 6+ — Bn),  Jg = [1,k* — n] U [k* + £* + Bn,n).

Irodant I* jvertiniy suderinamuma tinkamas 3 pasirinkimas uztikrina, kad
su didele tikimybe abu intervalai Ig ir Jg yra netusti. Nagrinésime p ir p*

jvertinius, apibréztus tokiu budu:

pr=ps),  p=p(Jp). (4.3)
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4.1 Pasikeitimas iS stacionarios buklés j
stacionarig

Siame skyrelyje jrodoma Zemiau pateikta 4.1 teorema (4.1) modelio para-
metry k*, %, p ir p* jvertiniams, kai autoregresinis procesas keiciasi i sta-

cionarios buklés j stacionaria.

4.1 teorema. Tarkime, (4.1) modelio parametrai |p| < 1, |p*| < 1 ir tenki-
namos (A1)-(A3) prielaidos. Tada

(1) parametry (k*,¢*) (4.2) jvertiniams teisinga:

6= k16— ) = 0p(L2);
o — p*]

(11) parametry p ir p* (4.3) jvertiniams su § = 0 teisinga:

10" — p*| = Op(n™ %), |p—p| = Op(n~'/?).

4.1.1 Pagalbinés lemos

Pries pereinant prie 4.1 teoremos jrodymo, jrodykime keletg pagalbiniy le-

my.

4.1 lema. Sakykime, A € I,,. Tada (4.1) modeliui teisinga tapatybé
RSSp(A) = RSS,(I") = (p—p*)261(A, I*) +2(p— p*)02(A, I*) +03(A, I*), (4.4)

cia

WA =T0m T g
5o(A, T*) = Q(AI*)R(A) N QA“T*)R(A°) R,

Q(A) Q(A°)

2 2( Ac
63(147]*) = Tl(l*) - T1<A)’ 7”1(14) - Z((A,AXA)) + ];(;AC))
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Irodymas. Kadangi 1414 = 0, funkcija RSS,, galima uzrasyti tokiu budu:
RS5Sn(A) = Z[yi — p(A)yic11a — p(A)yi 114,

i=1

Pazymékime

va(i) = [(A(A)=p*)Lar+(p(A)=p)Lar-e+(p(A°)=p") Lacr+(p(A) =p) Lacr=¢](i).

Tada
RSS(A) =Y [y = P via1r-(i) = pyi111(i) — va(i)yi1]?
i=1
= Z[&' —va(9)yi-1]
i=1
Taigi
RSSu(A) = RSSu(I*) =) [ei = va()yia)* = Y [ei — vr(i)yi1]
=1 1=1
=Y A - > vyl
i=1 i=1
+2 Z e (i)yi_lai -2 Z UA(i)yi_lc‘i.
i=1 i=1

Kadangi aibiy AI*, AI*¢, A°I* ir A°I*¢ sankirtos paporiui yra tuscios aibés,

Vi = (p(A) = p")*Lar- + (p(A) = p)*Lar-e + (A(A°) = p*)*Lacr- + (P(A) = p)*Laer-«

vh = (B(I%) = p*)’Lp + (B(I7) = p)L1-e.
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Taigi

PVQUAL) + (p(A) = p)*Q(AI™)
(A%) = p")?QUATY) + (p(A°) — p)*Q(AT™)
= (B(I") = p")?QI") = (p(I*¢) = p)* Q™)
2(p(A) = p")R(AT) = 2(p(A) — p) R(AT™)
= 2(p(A%) = p*) R(A®T") = 2(p(A%) — p) R(A°T™)
2(p(I") = p*)R(I™) + 2(p(I") = p) R(I™).

RSSp(A) = RSSW(I7) = (p(A) —
(p

ir

turime

RSS,(A) — RSS,(I*) =|B(A) + B(A®) — B(I*) — B(I*%)]
+2[D(I*) + D(I*) — D(A) — D(A%)].

Kiekvienai aibei A € I,

S(AI*) + S(AI*) | p"QAI") + pQ(AI™) + R(A)

= =""0m = QA
QU R(A)
= =0 T am
) B S(AT*) + S(AI*) o PrQAT™) + pQ(AI*) + R(A) B
PA) == =50 g Q(4)
QAT") . R(A)

=m0 T aay
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Is ¢ia gauname, kad

B(A) = (p(A) = ") QAI") + (p(A) — p)*Q(AI")

= 2l (p— p*)?QAIM)Q(AI*)Q(A) + R*(A)Q(A)
) LQUATQAI™)  RX(4)
- (P P ) Q( ) + Q(A)

ir

D(A) = (p(A) — p*)R(AI") + (p(A) — p) R(AT™)
1 R*(A)

— M(p — p))[R(AT")Q(AI™) — R(AT*)Q(AI*)] +

= (p—p") | R(AI") -

RAQAI)] | R4
Q) 1T oy

Taigi

B(A) + B(A%) =(p — pr)2 LAT)QATT) R2(A)

O(A) o(A)
LLQUACTIQAT) | RA(AY)
L TV G RGPS

—(p— p")?01(A, I7) + r1(A).
Kadangi & (I*, I*) = 0, gauname
B(I*) + B(I*) = ry(I").
Taigi
B(A) + B(A%) — B(I") — B(I"®) = (p — p*)201(A, I*) + 11(A) — r1 (I").

Taip pat gauname, kad

o Q(AI) e
D(A) + D(A) = (p = p")R(4) (1 - o0 )+ (0= ) R(A%) (1 -

= —(p— p*)0a(A, I) + 11 (A).

QAT *))
Q(A)
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IS 62(1*, I*) = 0 seka, kad D(I*) + D(I*¢) = r1(I*). Taigi
D(I") + D(I*) = D(A) = D(A®) = ri(I") = r1(A) + (p — p*)02(A, I7)
ir

RSS,(A) — RSS,(I*) =(p — p*)?61(A, I*) + 11 (A) — ri (I")
+2(r1(I") = r1(A)) + 2(p — p*)d2(A, I)
=(p— p*)?01(A, I*) +2(p — p*)0a(A, T) + r1(I*) — r1(A).

4.1 pastaba. 4.1 lema teisinga bet kokiems (4.1) modelio parametrams p

ir p*, t.y. ne tik esant pasikeitimui is stacionarios buklés j stacionaria.

4.2 lema. Tarkime, tenkinamos (4.1) teoremos salygos. Tada

_ P
n~Y2 max |y;| —— 0.
1<i<n n—00

Irodymas. Pastebime, kad
Yi = piY%i—1+¢ei, 1=1,...,n,
¢ia
pi = p (i) + plpc(d), i=1,...,n.

Taigi

yzzi( ﬁ pj)sk, i=1,...,n. (4.5)

k=1 j=k+1

Pazymeéje d;, = H;:k 41 pj kiekvienam 7 > 0 apibréziame

> Tnl/z) .
1<i<n

Py(7) = P(nil/2 max |y;| > 7) < ZP() Zdikf’fi
i=1 k=1
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Kadangi pagal (A1) prielaida Fe; = 0, (4.1) modelio paklaidas galime uzra-
Syti tokiu budu:

& =¢; + €},

82 :€i1{|zsi|§6n1/2} — E5i1{|5i|§5n1/2}7

"
&; :€i1{|€i|>5n1/2} — E5i1{|ei|>5n1/2}7

kur § > 0 bet koks teigiamas skaic¢ius. Tada P,(7) < P.(7/2) + P/(7/2), ¢ia

n 7
Pir/2) =3 P(| Y dasi| > 5012).
i=1 k=1
n 1 -
P2 = 30 P(| D duet| > Za'72).
i=1 k=1
Pritaike CebySovo nelygybe, turime:
n ) 9 n %
P'(1/2) < 47727t Z E ( Z diksg) =47 27! Z Z dka(ggl)z
i=1 k=1 i=1 k=1
<d4r 2(1 - p?na:r)ilE(glllya

¢ia pmar = max{p, p*}. Remiantis tuo, kad
E(EN? = Eei1{|e1| > on'/?}—(Ee1)?1{|e1| > on'/?} < Ee1{|e1| > on'/?} — 0,

kai n — oo, gauname:
lim P!(r/2) =0. (4.6)

n—oo

o6



Tarkime, ¢ > 2. Tada naudodami Cebysovo ir Rozentalio nelygybes galime
ivertinti dydj P/ (7/2):

n 7
Pl(r) < 2792 E ( 3 dikg;) !
i=1 k=1
n 7 q
< Q¢ 7 Ip /2 Z [( Z d?kE(5§)2) + Z d%.E|el] ]
i=1 k=1

S QquT_q(l — p?na:c)_q/znl_qu’e/l’q,
¢ia konstanta ¢, priklauso tik nuo ¢. Kadangi
E|€/1|q < 2qE|51|q1{|51|§6n1/2} < 2q5q_2n(q_2)/2E5%7

gauname

Po(7/2) < 20cqm U1 = phga) 26772,

Kadangi § > 0 parinktas laisvai, gauname

lim P! (r/2) = 0. (4.7)

n—oo

Remiantis (4.6) ir (4.7), gauname, kad lim, oo Po(7) = 0. =
Tegul |A| Zymi aibés A € [,, elementy skaiciy.
4.3 lema. Tarkime, tenkinamos (4.1) teoremos salygos. Tada

1) seka { sup |R(A)‘,n > 1¢ yra stochastiskai aprézta;
Ael, —/n

(41) Supaer, Acr- =op(1), kai n — oo;

=op(1), kai n — oo.

(d4i) SUPAer,, , ACI*c

Irodymas. (i) Kiekvienai aibei A ={k+1,...,k+(} € I,

|R(A)| <2 max
1<k<n

Z Yi—1€i|-

o7



Nesunkiai galima jsitikinti, kad <Zf_1 Yi—1Ei, k > 1) yra martingalas o-
algebry F, =o(cj,7 =1,...,k), k> 1 atzvilgiu:

k-1

k k-1
EQY gl Feo) = Y vicigi + Bkl Focr) = Y vicisi
i=1 i=1

=1

Taigi (‘ Zle Yi—1&il, k > 1) tuo paciu yra ir submartingalas. Pritaike Dubo

nelygybe submartingalams, turime:

k n n n
2 2
2 2 2 2
2 () <eB(Pua) =it =eo? >t
1= 1= 1= 1=

Panaudoje (4.5) iSraiska ir pazyméje p = max{p*, p}, gauname:

o2

Ey; _ng H pjﬁazzp S =

k=1 j=k+1

2
Taigi Emax;<pey (Zleyi_lgi) < co'n/(1 — 7). T§ Ga seka, kad seka

{SUPAe | \(F)‘ ,n > 1} yra stochastiskai aprézta.

(ii) Kiekvienam ¢ € I* turime

Yi = P Yi-1 + i
Tegu A={k+1,....,k+(} C I*. Tada kiekvienam i € A teisinga:

i = pyi ) + 20 e + 5

Susumave pagal visus i € A, gauname:

k+¢ k4t k+¢ k+¢
SIS DI AL DL D
i=k+1 1=k+1 i=k+1 i=k+1
Taigi
k+¢ k+¢
2
Zyz 1= = _p*2{[yk+£ yk] —2p" Z Yi—1&i — Z Ei} (4.8)
i€A i=k+1 i=k+1
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ir

2
-1 -1 g 1 2 2
ma [ Q) —n AT | < x| Sl )
€A
2|p*| 2 2
— R(A)| + ——~ :
* n(l — p*2) glca§| (A)l+ n(l — p*2) 121152{71%
Remiantis 4.2 lema
- = op(1)
—5 Inax =0 .
n(l — p*2) [<hen Tk TP
Pagal didziyjy skaiciy désnj
1 2 -
2 2 2 2| _
o 20 =] = e [ S = )] = et
€A =1
Remiantis sios lemos (i) atveju
R(A)| = op(1).
max |R(A)[ = op(1)
Taigi, teisingas lemos (ii) teiginys.
(iii) Kiekvienam i € I*¢ turime
Yi = pYi-1 + &
Tegu A={k+1,...,k+ ¢} C I*. Tada kiekvienam i € A teisinga:
v = Py 2pyic1gi + €5
Susumave pagal visus i € A, gauname:
k4t k4t k4 k-t
PO V= D Wi ) vimsi ) el
i=k+1 i=k+1 i=k+1 i=k+1
Taigi
. K+t k+t
2 2 2 2
Zy¢—1 -1 pg{[ykJrﬂ —Yil —2p Z Yi—1€i — Z & } (4.9)
icA i=k+1 i=k+1
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ir

2
1 -1 o 1 2 2
A" QA) = n |A|1 —p2‘ = AT n(1l — p?) ;[52 -7 }’
7
2|p| 2
A
= ) A AN Sy i e
Remiantis 4.2 lema
- 2= op(1)
n(1— p?) éll?gnyk — P
Pagal didziyjy skaiciy désnj
1 2 -
- 2_ <z 2 _ 52 ’ —
e £ -] <2 e |35 ort
€A =1
Remiantis sios lemos (i) atveju
R(A)| = 1).
max |R(A)| = op(1)
Taigi teisingas lemos (ii) teiginys. =
Aibéms A, I € I,, apibrézkime dydj A;(A4,I):
|AI| - |AI¢| - o2 |ACT| - |A°T¢| - o
AI(A’[) - 2 c *2 c 2 cfc *2) "
[AT|(1 = p?) + |AI¢|(1 = p*?) ~ |ACI|(1 = p?) + |A°T !(1—0(4)10)

4.4 lema. Tarkime, tenkinamos (4.1) teoremos salygos ir A € I,,. Tada dy-
dziui Aq(A, I*), apibréztam (4.10) tapatybe ir dydziams 6;(A, I*),i = 1,2, 3,
apibréztiems 4.1 lemoje, teisinga:

(i) super, [81(A, I) = Ay (A T)] —— 0;

(1) P(supacy, [20—p")2(A, I7) +05(A, I7)| > Mlp—p*|y/i) = 0, kai n—

oo, M — oo.

[rodymas.
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(i) Pazymékime S := |§1(A, I*) — A1 (A, I*)|. Pastebime, kad

.. |@<AI*>@<AI*C> CJAPAre o
N Q(A) [ A (1 = p?) + [AL*[(1 = p*?)
N Q(ACI*)Q(AC]*C) B |ACI*‘ . |ACI*C’ _02
Q(A°) [ACT*|(1 = p?) + [AcTe|(1 = p*?)

- S AU IR AN
N | (Q(AI*) " Q(AI*C)> Bl ( |AT*|02 * |AI*C\02)

1 1 -1 (1 . p*2> (1 o p2) -1
(qam ) - (i e |

Remiantis 4.3 lema, kai n — oo, turime

+

oup LA A oy,

jleli QV;L]*C) - |A11*C_|np2102 =op(1),
s |4 - AL = o)
s [T o

Taigi teisingas teoremos (i) teiginys.
(ii) Dydis

Q(A) Q(A°) '

Turime, kad Q(AI*) < Q(A) ir Q(AT*) < Q(A). Be to, remiantis 4.3 lema
dydziai R(A), R(A®), R(I*), R(I*¢) yra Op(n'/?). Taigi gauname

(51(/47 I*) -

[02(A, 1) < [R(A)| + [R(A)| + [R(I7)| = Op(n'/?).

Be to, remiantis 4.3 lema dydziai Q(A), Q(A), Q(I*), Q(I*¢) yra Op(n) ir

RQ([*) RQ([*C> RQ (A) RQ(AC)

o o o) s - orh)

103(A, )] <

Taigi teisingas teoremos (ii) tvirtinimas. =
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4.5 lema. Tarkime, A={k+1,...,k+{} €L, irI={j+1,....,57+m} € I,.
Tada dydziui A := A1(A,I), apibréztam (4.10) tapatybe, teisinga nelygybé

A= o =kl + 1= m) min { (1 J _k”'g_m'), (1- ‘J—’f|+|€—m!)}7
¢ n—/{
(411)

Gia co = 27 'o? min{(1 — p>)~L, (1 — p*?)~1}.

Irodymas. Dydj A1(A, I) galima jvertinti iS apacios A1(A, I) > 2coA (4, 1),
cia
AI| - |AI¢|  |ACI| - |A°T¢|
AJ(A D) = | +
' |A] | A

Toliau isnagrinékime visus galimus atvejus:
a)k<j<k+(<j+m.
Tada

AL(AT) = (j—k;)(1—¥) +(j—k+m—€)<1—‘%). (4.12)

Jei m > £, atmetame pirmajj (4.12) démenj ir gauname

A’l(A,J)>(j—k+m—e)(1—M).

n—/

[ ¢ia gaunama (4.11) nelygybé. Jei m < £, atmetame antrajj (4.12) démenj.
Pasinaudoje tuo, kad j +m > k + ¢, gauname j — k > ¢ —m. Taigi 27((j —
k)+(t—m))<j—k<(—k) +({—m)ir

AVAT) > 27N (- k) + (e—m))(1 ) Z “_m)).

[$ ¢ia gaunama (4.11) nelygybeé.
b)k<j<jt+m<k+{

Turime

A= L=me=0 (1— f_m)

n—m n—m
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Remiantis tuo, kad k+¢ > j+m >, gauname {—m > j—k. Be to, n—m>n—/(.
Taigi 27 H(((—m)+ (j — k) <l —m < ({—m)+ (j — k) ir

AYAT) 2 275 (0= m) + (G — k) (1 Sl k>> |
I§ pastarosios nelygybés gaunama (4.11).
)j<k<j+m<k+d
Tada

AﬂAfy:@—j+e—mxﬁ—ﬁii§fiﬁ§+4k—ﬁ<r—i:2) (4.13)

Jei £ > m, atmetame antrajj (4.13) démenj ir gauname

AﬁAJﬁ>@—j+e—m(1—5iii£lﬁ)

14

[$ ¢ia gaunama (4.11) nelygybe. Jei m > ¢, atmetame pirmajj (4.13) démenj.
Pasinaudoje tuo, kad j +m < k + ¢, gauname k — j > m — . Taigi 271 ((k —
J)+(m—0)<k—j<(k—j)+(m—{)ir

AﬁAJ)>24«k—ﬁ+wm—w»@—fk‘ﬁ*”m"én.

IS ¢ia gaunama (4.11) nelygybe.
d)j<k<k+l<j+m.

Turime
(m—120)(n—m) m —{
n—1{ :(m_£)<1_n—€>'

Remiantis tuo, kad j +m > k + ¢, gauname m — £ > k — j. Taigi 271 ((m —
O+ (k=j)<m—L<(m—1L0)+(k—j)ir

AY(AT) =

AﬁAJ>224«m—wy+w—j»(1—“”_@*”k_”>.

n—/

[$ pastarosios nelygybés gaunama (4.11).

e)k<k+l<j<j+marbaj<j+m<k<k+/.
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Abiem atvejais turime

AY(AT) =m (1 - i) .

n—I

Kadangi m < n — ¢, AJ(A,I) > 0, t.y kairioji (4.11) nelygybés pusé yra

teigiama. Pasinaudoje tuo, kad k£ — j > m, gauname

| — k| 4+ [¢ —
=kl le—m|

1
14

ir desinioji (4.11) nelygybés pusé yra neigiama. Taigi jrodéme (4.11) nely-

gybe visoms galimoms aibiy A ir I kombinacijoms. =

4.1.2 4.1 teoremos jrodymas

Pastebime, kad
P(RSS,(I*) — RSS,(I*) < 0) = 1.

Remiantis (4.1) galima uzrasyti:
RSS,(I*) — RSS,(I*) = (p — p*)261(I*, I*) + 03(I*, T*),

¢ia

5(I, 1) = 2(p — p")oo(I*, 1) + 31+, 7).

Taigi

1 = P(RSS,(I*) — RSS,(I") < 0) = P((p — p*)261(I*, I*) + 63(I*, I*) < 0)

IN

P((p— p*)260(I*, I7) < —83(I*, I"), —b3(I*, I*) < ¢) + P(—b3(I*,I*) > ¢)
P((p— p")?61(1*,I%) < ¢) + P(I83(1*, I%)] > ¢).

IN

[vertinkime tikimybe

Py = P((p—p*)?01(I*, %) < c)
(
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Taigi

P((p—p*)? A1, ") < c+e) >
> 1= P(|(p—p*)2(01(I*, I*) = (p— p*)2A1(I*, I*)] > ) — P(|o3(I*, I*)| > ¢).

Pagal 4.4 lema

160(1%, I7) — Ay (I, T*)] —— 0

n—oo
ir

P(|63(1*,I*)| > M|p — p*|v/n) = 0, kai n — oo, M — oc.
Pasirinke ¢ = M|p — p*|+/n, gauname

P ((p— P2 (I, T%) < C+€) —1, kai c¢— oo. (4.14)

Pasinaudoje (4.14) ir 4.5 lema, baigiame 4.1 teoremos (i) teiginio jrodyma.

(ii) Is pradziy jrodysime, kad
p" = p*| = Op(n~'/?),
Gia p* = p(I*). Turime, kad

K % a Zief* 92‘271 - Zief* YiYi—1
QI*)

Remiantis tuo, kas paskutiniosios trupmenos skaitiklis

D b1 (P i1 — yi) = —R(I*) + (0" = p)QUII™),

iel

gauname

A~

. R L QU
—pf < ===+ p—p|———.
" — p*| o) lp— P o)

Remdamiesi $ios teoremos (i) teiginiu tariame, kad |[k* — k*| + |[(* — ¢*] <

ev/nlp — p*| =1 su kaip norima mazu dydziu ¢ > 0. Remdamiesi Sia prielaida



galime jvertinti

k*+ —e/nlp—p*| 7
oz Y = 0p)

i=k*+ey/nlp—p*|[*

ir
E* k* L ey/n|p—p*| 7!
QUFrY< Y i+ >, yi1 = Op(evnlp—p*| 7).
i=k*—ey/n|p—p*|~! s

Be to R(I*) = Op(y/n). I§ ¢a gauname, kad |p* — p*| = Op(n~1/2).
Irodykime, kad
lp—pl = Op(n™"?),

Ga p = p(IE¢). Turime

P Zief*c yz‘2—1 - Ziej’*c YiYi—1
Q(f*c)

p—p=

Trupmenos skaitiklis

Z yi1(pyi-1 — yi) = —R(I*) = (1 = p)Q(I*°I")

i€+
ir ) A
|R(L™)] QU™I)
Q(I*c) Q(I*C)
Pasinaudoje prielaida, kad |k* — k*|+|¢* — ¢*| < e\/n|p—p*|~" su kaip norima,

lp—p| < + (p—p")

mazu dydziu € > 0, gauname

k*+ey/nlp—p"| 7! k40
QU I < >y > yi1 = Op(evnlp—p*| 7).
i=k"+1 i=k*+r—ey/n|p—p*|~*

Be to R(I*) = Op(y/n) ir Q(I*®) = Op(n). I§ ¢ia gauname, kad |p — p| =
Op(n71/2).

66



4.2 Pasikeitimas iS stacionarios buklés j
nestacionarig

Siame skyrelyje jrodoma Zemiau pateikta 4.2 teorema (4.1) modelio para-
metry k*, %, p ir p* jvertiniams, kai autoregresinis procesas keiciasi i sta-

cionarios buklés j nestacionaria.

4.2 teorema. Tarkime, (4.1) modelio parametrai |p| < 1, |p*| =1 ir tenki-
namos (A1)-(A3) prielaidos. Tada

(1) parametry (k*,¢*) (4.2) jvertiniams teisinga:

|k — k*| + |6 — 0] = op(n);

(17) parametry p ir p* (4.3) jvertiniams su bet kuriuo 0 < < 6y/3 teisinga:

L= p*|=0p(n™"), |p—pl=0p(n~"7?).

4.2.1 Pagalbinés lemos

Pries pereinant prie 4.2 teoremos jrodymo, jrodykime keletg pagalbiniy lemy

dydziams R(A) ir Q(A) atsizvelgdami j skirtingas aibiy A ir I* kombinacijos.

4.6 lema. Tarkime, tenkinamos (4.2) teoremos salygos. Tegu (1) Zymi

seka, artéjancia j begalybe, kai n — co. Tada

(1) jei m,/k* <1 kiekvienam n > 1, tada kai n — oo,

k
Zizl €iyi1‘ = OP(ﬁ),

k
() ma s, ine | S 1| = Op(v/);

(a) maxi<g<r,

(13) jei 7,/0* <1 kiekvienam n > 1, tada kai n — oo,

k
(@) MaXps <k<hkstr, | D impe i1 Eiyi—l’ = Op(m);

*

k*+4
S 6;;%-1‘ = Op(y/nTy);

(b) maxys g7, <k<kette

(1ii) jei 1/(n — k* — ¢*) <1 kiekvienam n > 1, tada kai n — oo,

K
(@) MaXp 4 px k<t 0 tr, | Doimpogpoq1 Ei¥i-1| = OP(V/N);
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(b) maxXy—r,<k<n Z?:k—i—l EiYi—-1| = OP(\/E)

Irodymas.
(i) (a) Kadangi (Zle eiyi—1,k > 1) yra martingalas, pagal Dubo nely-
gybe turime

FE max

k 2 Tn 2
| Dax Z &%1‘ < 4E’ Z 5@'%’1‘

Kadangi visiems i < k* stebéjimai y; = 2321 p'Ie;, gauname Ey? < (1 —

)~ Taigi
Tn ) Tn
E‘ Zé‘i%l‘ =Y Byl <m(l-p)7!
=1 =1

ir is Cia seka teiginys (a).

(b) Kadangi (Zf:k*_mﬂ iYi—1,k > k* — 7,) yra martingalas ir
K K k
S e ( SRS ) .
i=k+1 =k —Tp 1 =kt =71
pritaike Dubo nelygybe gauname

k*

k" 9 2
E  max g ayi_l’ < 16E‘ E &Tiyi—l‘
k*—1p, <k<k*
i=k+1 1=k*—T,+1

Kiekvienam i < k* stebéjimai y; = 22:1 pejir By? < (1 - p?)~L. Taigi

= ) e

2 2\—1

E‘ Z 82‘3/2‘1’ = Z By <m(1—p7)"".
i—h 1 ik — 11

(ii) (a) Kadangi <Zf:k*+1 eiyi—1,k > k*) yra martingalas, pagal Dubo

nelygybe turime

k 9 K 1y 9
E  max E €Z‘yz‘1‘ < 4E‘ E €Z‘yz‘1‘ .
k*<k<k*+T,
i=k 1 i=k+1
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Kadangi visiems i : k*+ 1 < i < k* + ¢* stebéjimai y; = yp- + Z;:k*ﬂ £j,

gauname Ey? = By?, +i—k* < (1 —p?)~t +i— k*. Taigi

K 4Tn 2 KT T (k* + o + k*)T, T T2
E‘ Z 51‘3/11‘ = Z Eyzz—l < 1_” 2+ n2 n—k*Tn — - _n 2_'_?
i=k*+1 i=k*+1 p p
ir is Cia seka teiginys (a).
(b) Kadangi (Zfzk*M*—rnH giYi—1,k > k* + (* — 7,,) yra martingalas ir

k40 k* 40 k
Z €iYi—1 = ( Z - Z ) €ilYi—1,

i=k+1 i=k* 0 =741 =kl —7 1

pritaike Dubo nelygybe gauname

k*+0* 9 k*+0* 9
E max g g; ~_1‘ < 16F g €; ~_1’
o 05— S < 1Yi > 1Yi
i=k+1 i=k*+0*—7,+1

Kadangi visiems 7 : k*+¢*+1 < i < k* + (* stebéjimai y; = yp« + Z;Zk*ﬂ €k,
turime Ey? = Ey2, +i—k* < (1 —p?)"' +i — k*. Taigi

k0 ) A
gy waf- Y et
=k =T +1 i=k*+0*—Tp+1
* * _ * *
< an2+(k5 + 05— 71, + k —i—f)an_k*an
1—p 2

a 2
= 1_—np2 + 0 1, — T

Kadangi ¢* ~ n, i$ ¢ia gaunamas lemos tvirtinimas.
(iii) (a) Martingalui (Ef:k*M*H eiYi—1,k > k* + (*) pritaike Dubo nely-
gybe gauname

k k40" 41,
2 2 A1y + %)
E max g giyi—1| <4E E EiYi-1| < -5
k0 <k <k* -+ 4T, (1—p?)
i=k*+0*4+1 i=k*4+0*+1

Kadangi 7, < n ir £* ~ n i$ ¢ia seka teiginys (a).
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(b) Kadangi (ZZ ner 41 €iYi-1,k > k* + %) yra martingalas ir
n n k
3 e - ( SRS )y
i=k+1 i=n—Tn+1 i=n—T,+1
pritaike Dubo nelygybe gauname
i 2 " 2
Z 5i?/i—1’ < 16E’ Z 51‘%—1’
i=k+1 n—Tn+1

E  max
n—rm<k<n

Kadangi visiems i : k* + £* < i < n teisinga B(y?) < p?0-F+0)px 4 =5

n
E‘ Z €iyi_1‘ Z E Tn"‘pé)'

n—rn+1 n—rn+1

tai

Patebéjus, kad 7, < n ir £ ~ n, gaunamas lemos tvirtinimas. =

4.7 lema. Tarkime, tenkinamos (4.2) teoremos salygos. Tegu (1,) Zymi

seka, artéjancia j begalybe, kai n — oo. Tada
(1) jei m,/k* <1 kiekvienam n > 1, tada
(@) (1= P S vy ——
) (1= o) S ¥y —— L

(13) jei m,/0* <1 kiekvienam n > 1, tada egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0,

kad kiekvienam ¢ > 0
(a) limsupn_wOP(z:iC _,CFTL y;i q <er, ) < cg;
(b) limsup,,_,o P( Zf*;gfie*i%“ yi | <er, ) < ce;
(1ii) jei 7/(n — k* — ¢*) < 1 kiekvienam n > 1 ir \/n = o(7,), tada

,1 kX041,
(Cl) Zz k* —|—Z*+1 z 1 1

2\ —1 X" P
0) (L= P70 D impr 1 Y1 m L.

Irodymas.
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(i) Visiems i € A := [1,...,7,] stebéjimai y; = py;—1 +¢; ir yz2 = p2yz-2_1 +

2pyi—1€i + £7. Susumave pagal visus i € A gauname

Tn Tn Tn Tn
Y =Y U =2 yiiEi— Y e
=1 =1 =1 =1

Taigi

Tn

1 ki
pQ{ [y?n - y(ﬂ - 2PZyz‘—1€z‘ - Zaf} (4.15)
i=1

i=1

Tn
;yiz—l = ]

Arba

Q) =~ {12, — 2pR(4) - 22}
Kadangi y> = Op(1) ir remiantis 4.6Lemos (i) dalimi R(A) = op(7,), gau-
name
P— lim 7,'Q(A) =P — lim 7, 1252—1

n—00 n—00
€A

pagal didziyjy skaiciy désnj. Taigi jrodéme teiginj (a). Teiginys (b) irodomas
analogiskai.

(ii) Ivertinkime

k*+1n k41 i—1

2
P( Z yZ-Q_l < 57’3) = P( Z (yk + ej) < 57’3)
i=k*+1 i=k*+1 j=k*+1

k"1, i—1 9

<P < Z 5]) < 357,%) + P(yj. > €my)
i=k*+1 j=k*+1
Tn i—1 9

= P( q) < 387’3) + Ay,

¢ia A, — 0, kai n — oco. Pagal invariantiSkumo principa ir tolydaus atvaiz-

dzio teorema (zr. [11] 1 isvada psl. 31), kiekvienam z > 0 turime

Tn 1—1 1
lim su P(T ( 5) §P(/ W2sd5§1:),
mawp (723 (e e
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cia {W(t),t € [0,1]} yra standartinis Vynerio procesas. Pastebéje, kad eg-

zistuoja tokia konstanta ¢ > 0, kad kiekvienam e > 0,

P(/1 W2(s)ds < 5) < ce,
0

baigiame teiginio (a) jrodyma. Teiginio (b) jrodymas analogiskas.
(iii) Irodymas analogiskas (i) atvejui, tik aibé A := (K*+*, ... k*+0*+7,)
arba A:=(n —,,...,n] ir R(A) = Op(y/n) pagal 4.6 lemos (iii) dalj. =

4.2.2 4.2 teoremos jrodymas

Dydj ¢ > 0 pasirinkime laisvai. Aibé

f*I* . f*I*c f*cl* . f*cl*c
le{w:| |A| ’—{—l ‘A| ’ZQ&“TL}CQHUQH,
I | 1%]
cia

1]

’[A*cl*| . ‘j*cl*c|
: > 5n}.

= {w |j*c‘

> 5”}, Q2 = {w

Paprastumo délei pazymékime P;(A) := P(ANQy;),i = 1,2. Kaip ir ankstes-

niame skyrelyje remdamiesi 4.1 lema, galime uzrasSyti
RSS,(I*) — RSS,(I*) = (1 — p)26y(I*, I*) + 03(I*, T*),

Cia
03(I*, %) = —2(1 — p)do(I*, I*) 4 03(I*, I*).

Gauname

1 = P(RSS,(I*) — RSS,(I") < 0) = P((1 — p)26,(I*, I*) + 03(I*, T*) < 0)
< (P + P)((1 = p)%01(I*, I*) < edp) + (P14 Po)(—03(1*) > edy,) + P(Q5).

Taigi turime jrodyti, kad kai d,, = (1 — p)n egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0,
kad
lim (P, + Po)((1 — p)26,(I*, I*) < edy,) < ¢ (4.16)

n—oo
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lim (P + Pz)(—gg(f*) > edy) = 0. (417)

n—,oo
Remiantis (4.16) ir (4.17) gaunamas 4.2 teoremos rezultatas. Toliau iSnag-
rinésime visas galimas pasikeitusio segmento ir jo jvertinio kombinacijas.

Yra Sesi galimi atvejai:
(a) Qq = {k* <k* <k* + 0" <k*+ 0}
(b) Q= {k* < k* < k* + 05 < k* + 0*};
(¢) Qo= {k* < k* < k* + 0* < k* + *};
(d) Qq:={k* <k* <k*+0* < k*+ 0},
(e) Qe:={k* <k*+0* <k* <k*+*};
() Qp o= {k* < k" + 05 < k* < k" + 0*}.
Pastebéje, kad Q11 NQt =0, kai 1 =d, e, f, ir Q12N Qy =0, turime

Py < Py + Py + Pre,
Py < Pig + Pic + Pig + Pre + Py,

Cia P;1(A) = Pi(A,Qy). Taigi turime jrodyti, kad

lim Piy((1— p)?01(1*, 1) < dy) < ce (4.18)
n—oo
ir
lim Pii(—gg(f*) > edy) =0, (419)
n—oo

kaii=1, t = a,b,cir i=2, f = a,c¢,d, e, f. Pastebéje, kad

QUI)|RAI)| | QU*I*)|R(I*I)
Q) Q)
. Q(f*c[*)’§<f*c]*c)| N Q(T*CI*C)LR(T*CI*H
Q) Q)
N RQ(/{*) N R2(/]\*c)
Q) Q)

(I <21 p)|

= 2(1 — p)[An1 + An2 + Aps + Apa] + Aps + Ay,
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(4.19) galime pakeisti

ed,
7}1_{20 Piy ((1 p)Any = 16 ) 0, (4.20)
kaiv=1,...,4ir
lim Py Agy > 200 = (4.21)
n1—r>Ic}o it w = Ty =Y, .

kai v =5, 6.

Tegu 7, = en. Aibéje Qup |I*1*| > 7, ir [I*1*¢| > 7,,. Aibéje Qqo |I*°T*| >
Tn it [T*C1¢| > 7.

Tikimybés P, vertinimas.

Turime jvertinti sias tikimybes:
Ply = Pia((1— p)261(I*, T*) < edy), it Pl = Pia(—05(I*) > edy,).

Pradékime nuo Pj,. Turime, kad Q(I*I*¢) > Zf;k*_m 1 Y7 Pazymékime
k*
= {|1-mt > -1 <zfno

i=k*—1,+1

Aibéje Q), Q(I*I*¢) > 1r,(1 - p?)~! ir tada

. 1 1 -1 1 2(1 — p?)\ !
Sl 1) > (o) s (o M
QU*I*)  Q(I*I*) QI*I*) n
Kadangi
(1-p* 1 20-p)
edy, eT2 Tn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.7 lema gauname

limsup Pra((1 = p)?61(1*, %) < edy)

n—oo

< limsup[P4((1 — p)251(f*, ") < edp, Q) + P(QE)]
n—oo

< limsup Pio(Q(I*I*) < e72).
n—oo
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Taigi

k* 41,
limsup P}, < limsup Py (Q(I*I*) < e72) < hmsupP< E y? | <er, )
n—oo n—oo n—o0 i=k* +1

Remiantis 4.7 lema egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0, kad

limsup P{, < ce.
n—00

Toliau nagrinékime Pj,. Aibéje Q, teisinga

T T* T 7xC
Q(I*) 1<j<k*

Z Yi—1€4|-

Pagal 4.6 lemg paskutinis dydis yra Op(n'/?). Taigi jrodéme (4.20),
kai v =1.

Turime, kad

Q(f*cf*) |§<f*cl*c)|
Q(I*C)

n
Zyz 151’ ’ Z Yi—1€k|-

i=k*+0*4+1

Apg = < |R(T*1*)|

max
1<j <k*

I ¢ia vél remiantis 4.6 lema gaunama (4.20), kai v = 3.

[vertinkime

AN AN k* j

A Q(I*I*)|R(I*I7)| < D ie 1yz 1 MaXper < j <fe*4-£* Zgzk*ﬂ Yi—1&i

n2 = = = [ :
Q([*) Zzzk:—i—l ylzfl

Kiekvienam n > 0

E*+7n
Pla((l - p)AnQ > €dn/16) < P( Z ylz_l < 777—3)_|_
i=k*+1
k* j
2
+ P<§;yz2 lk*<§n<5}§§+£ ’ ;ﬂ Yi—1€i| > edpnty/16(1 — p)).
1= i=k*
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Taigi remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis gauname, kad limsup,,_, ., Pio((1—p)Ap2 >
ed,/16) < cn. Kadangi n > 0 buvo pasirinktas laisvai, i$ ¢ia gauname (4.20),
kai v = 2.

Nagrinékime dydj

A QU R(IT)|
nd = = .

Q(I*C)
Isskirkime du atvejus:

I atvejis. Tarkime, kad |f *I*| < ap. Tada remiantis 4.6 lema

k*+0*

BTN | 3 el = Ortv
e i=k+1

Taigi
Ang < |R(T*T*)| = Op(v/nay).

Parinke a,, tokj, kad a,/n — 0, gauname d; ' A4 = op(1).

11 atvejis. Tarkime, kad |[A *I*| > a,. Tada remiantis 4.7 lema

k*+0*
QU*) > >y, =0p(d})

i=k*4+0*—a,

Taip pat turime, kad
QU I™)[R(I"I")| = Op(n®).

Taigi parinke tokj a,, kad na,;2 — 0 kai n — oo, gauname, kad d,'A,4 =
op(1). Taigi remdamiesi 4.6 ir 4.7 lemomis bei parinke, pavyzdziui, a, =
n?/3, gauname (4.20), kai v = 4.
Kadangi remiantis 4.6 lema |R(f*)| = Op(n) ir aibéje Q1,4
E 7,

QY = Y vl

k*+1
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turime

~ AM?n2 ~
") + P(IR(T")| > Mn)

4M?n? 5
< POY. yhy < =2 2) + PUR(T)| 2 M)

I$ ¢ia remiantis 4.7 lema ir parinkus tokj dydj M — oo, kad Mn~1/2 — 0,
gaunama (4.21), kai v = 5. M galime parinkti, pavyzdziui, lygy n'/3.

Beliko isnagrinéti A,g. Vel isskirkime du atvejus.

I atvejis. Tarkime, kad |T*I*| < a,. Tada remiantis 4.6 lema R(I*¢) =
Op(y/na,). Be to, pagal 4.7 lemg konstantai ¢ > 0 Q(f*c) > cn su tikimybe
artima 1. Taigi kai a,/n — 0, Ay = op(dy,).

II atvejis. Tarkime, kad |f*cl*| > a,. Tada R(f*c) = Op(n). Be to,
tikimybe, kad Q(I*¢) > na2, artéja j 1, kai n artéja j 0. Taigi Ang = op(dy),
kai n/a2 — 0. Pasirinke a,, = n*/3 gauname (4.21).

Tikimybeés P, vertinimas.

Turime jvertinti sias tikimybes:
Pl = Py((1 = p)?01(I*, I*) < edy), ir Py := Piy(=03(1*) > edy,).

Pradékime nuo PJ,. Turime, kad

K E* 40" +7n /2
. 2
QUII™) 2 | L s o > e pcra 2 > izt
i=k*—7p /241 i=k*+£*+1
Pazymékime
2w
1
ng) = { (1—,02)7— Z %2—1—1’ < 1/2}ﬂ91b,
" ikt =7 /241
5 K 0 472
2
Q) = { (1 —,02)7— Z Yi - 1‘ < 1/2} N Qp.
"=k 041
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Aibése Q1) ir Q') dydis Q(F*1°) > 17,1 — p?) =L ir

AT = (@<1I*> i @(fiw)_l - (Q(ll*) T 4(1;/)2))_1.

Kadangi
1—p)? 1 2(1 — p?
-0 : (1—p7)

edy, ETH ™

pakankamai dideliems n, gauname

lim sup Ppp((1 — p)251(f*, I") < edy)

n—oo

< Timsup[Piy((1 — p)261 (1, T*) < edy, 09 + P(0))]
n—oo

< limsup P (Q(I™) < 57’3)-
n—oo

. o : , . .
Taigi remiantis 4.7 lema lim sup,,_,, Pj, nedidesnis uz

k* E* 0"+, /2
. 2
hflrl_igpp( Ly fesmy2 E : Tl fr<r2 E : yi—l) < ¢
1=k*—71n/2+1 i=k*+0*+1

Nagrinékime tikimybe Pj,. Aibéje €,

QUI)|R(I* )|
Q(I*)

Z Yi—1&4

Apy = < |R(T" 1)

J

Z 3/1'15@"-

i=k*+0*+1

+ max
k* 40+ <j<n

max
1<] <k*

Remiantis 4.6 lema abu démenys yra Op(n'/?). I$ ¢ia gauname (4.20), kai
v=1.

Turime, kad

QUI*)|R(I)| _

n2 ‘=

QI*)
k* n 2 J
(Zi—l + Zk*+£*+1) Yiq MAXfor < j <40 Ez’:k*+1 Yi—1&i
- k*4+1n 9
i=k*+1 Yi—1
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ir kiekvienam n > 0

k*+7n

Piy((1 = p)Apg > edy/16) < P( > i< 7775)
i=k*+1

+ P( <Z + Z ) yiz_1 k*<?1§&}c§+e* ) Z Yi—1Ei| = 5dnmﬁ/16(1 — p))

i=1 k*4-0++1 i=k*+1

Taigi remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis gauname limsup,,_,., Pip((1 — p)An2 >
ed,/16) < cn. Kadangi n > 0 buvo pasirinktas laisvai, i§ ¢ia gaunamas
(4.20), kai v = 2.

Apg ir Apg aibéje Qqp yra lygus nuliui, todél akivaizdu, kad teisinga
(4.20), kai v = 3,4.

Kadangi remiantis 4.6 lema |R(f*)| = Op(n) ir aibéje Qqp

k*4Tn

QU= D v,

E*+1
tai

k*+7n

Pip(Ans > edn/4) < P( Y 42 <
k*+1

AM?n?

n

)+ P(IR(T")| = Mn).

I§ ¢ia parinkus tokj M — oo, kad Mn~1/2 — 0, ir remiantis 4.7 lema gaunama
(4.21), kai v = 5. Dydj M, pavyzdziui, galime parinkti lygy n'/3.
Belieka isnagrinéti A,. Kadangi remiantis 4.6 lema |R(f *)| = Op(y/n)

ir remiantis 4.7 lema Q(IA*C) = Op(n), turime

AM?n
ed,

Pry(Aps > edy /4) = Py(Q(I*) < )+ P(IR(T*)| > My/n).

Taigi parinkus tokj M — co, kad Mn~—'/2 — 0, gauname (4.21), kai v = 6.
Dydj M, pavyzdziui, galime parinkti lygy n'/3.
Tikimybés P;. vertinimas.

Turime jvertinti sias tikimybes:

Pl = Pi.((1 — p)%0,(I*, I*) < edy,), and P := Pi.(—03(I*) > ed,).
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Pradékime nuo Pj.. Turime, kad Q(1*I*¢) > Zfzze J*T_’;l y2 ;. Pazymékime

k*+£*+7n
lei= {‘(1 — )t Z Y2 | — 1‘ < 1/2} N Q.
i=k*+0*+1
Aibéje Q). Q(I'I*¢) > 17,(1 - p?)~! ir tada

- 1 1! 1 2(1—p*)\
0l 1) = <Q(f*[*) + Q(f*[*c)) = (Q(f*[*) + Tn ) '

Kadangi
1 — 2 2
A-p)" LQ L 20 =47
edy, ETH ™

pakankamai dideliems n, remiantis 4.7 lema gauname

lim sup Pyo((1 — p)201(I*, I*) < edy,)

n—oo

< limsup[P.((1 — p)261(I*, I*) < edy, Q) + P(Q)]

n—oo
< limsup Pro(Q(I*T*) < e7).
n—oo
Taigi
k*+0*

limsup P}, < limsup Py (Q(I*I*) < e72) < limsup P Z y? | < 57’7%).

n—oo n—oo n—oo z:k*+€* 41

Remiantis 4.7 lema egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0, kad

limsup Pj, < ce.
n—oo

Toliau nagrinékime P;/. Tada aibéje Q,

_ QPRI )|

nl -

J
= <|R(I*I**)| < max > s
Q(I*) brt<isn e

Remiantis 4.6 lema deginioji nelygybés pusé yra Op(n'/?). Taigi jrodéme
(4.20), kai v = 1.
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Dydis

n

Zyi—lfk .

i=k

Q(/[\*c[*) ’F(T*CI*C)’
Q")

Aps =

+ max

k*
< Rf*c[*c <‘Z iy
< A = : lyl B I
1=

[$ ¢ia remdamiesi 4.6 lema gauname (4.20), kai v = 3.

Ivertinkime

A Q(I*I*)|R(I*I")| < Zi:k*+€*+1 Yi—q MaAX e <p <40+ Zi:k+1 Yi—1Ei
n2 ‘= = ~ & +0* 9 .
Q(I*) D ikt —m Vi1

Kiekvienam n > 0

ANNA
Pel(1 = p) A 2 ed/16) < P30 o2y <urd)+
i=k*+*—T,,
n k*_’_g*
2 2
+ P( Z Yi1 k*g?g%%* ’ Z yi—lgi’ > edynty/16(1 — p)).
i=k*+0+1 i=k+1

Remdamiesi 4.6 ir 4.7 lemomis gauname, kad limsup,,_ ., Pic((1 — p)An2 >
ed,/16) < cn. Kadangi n > 0 pasirinktas laisvai, i$ ¢ia gaunama(4.20), kai
v =2

Nagrinédami dydj

An4 = =

Q(I*C)

isskirkime du atvejus:

I atvejis. Tarkime, |f *I*| < ap. Tada remiantis 4.6 lema

k
RE) < w37 il = Op(yiwn).
- "=kl

Taigi
A < |R(TT*)| = Op(v/nan).

Parinke tokj a,, kad a,/n — 0, gauname d;'A,4 = op(1).
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I atvejis. Tarkime, |f “I*| > a,. Tada remiantis 4.7 lema

k*+an

Q) > > yl1=0p(a).

i=k*+1

Pastebime, kad remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis

Q<f*c[*c>’R<f*c[*)| _ OP(TL2).

2 50.

I$ ¢ia gauname, kad d 'A,4 = op(1), kai n tolstant j begalybe na,
Parinkus, pavyzdziui, a,, = n?/3, teisinga (4.20), kai v = 4.

Remiantis 4.6 lema |R(I*)| = Op(n). Be to, aibéje Q. dydis Q(I*) >

k0" s -
k*iéum yiy- Taigi
k*+€*
4M?*n? -~
Pie(Ans > edn/4) < P( Y P, < )+ P(IR(T")| > Mn)
ke =1, "

Parinke tokj M — oo, kad Mn=%% — 0, ir remdamiesi 4.7 lema, gauname
(4.21), kai v = 5. Dydj M, pavyzdziui, galime parinkti lygy n'/3.

Beliko isnagrinéti A,s. Vel isskirkime du atvejus.

I atvejis. Tarkime, kad |f*cl*| < ay. Tada remiantis 4.6 lema R(f*c) =
Op(ay). Be to, pagal 4.7 lemg konstantai ¢ > 0 Q(f*c) > cn su tikimybe
artima 1. Taigi kai a,/n — 0, Aye = op(dy).

IT atvejis. Tarkime, kad |I*°I*| > a,. Tada R(I*¢) = Op(n). Be to,
tikimybé, kad Q(f*c) > na2, artéja j 1, kai n artéja j 0. Taigi Ang = op(dy),

2/3 gauname (4.21).

kai n/a? — 0. Pasirinke a, = n
Tikimybés P, vertinimas.
Turime jvertinti Sias tikimybes

Ph, = Po((1 — p)261(I*, I*) < edy,), ir Py, := Paa(—03(I*) > edy,).

a "

Pradékime nuo P;,. Turime, kad

Tn/2 k* 40547, /2
PxC THC E E 2
Q(I I ) Z 1];7*>Tn/2 +1];‘*S7'n/2 Yi—1-
=1 i=k*+0*+1
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Pazymékime

Tn/2
1 2
Q;a) = {‘(1 - pz)T_Zinfl - 1‘ < 1/2} N QZa:
™=
) K 40770 /2
2
o) = {‘(1 A= D> v 1’ < 1/2} N Q.
[

Tada aibéje Q5 arba Q) teisinga Q([*<I*¢) > Tl —=p?) i

a

61(f*’l*):( " o ))1Z(Q(1 +4(1—p2))1.

Q(f*c]*) Q(j*c]*c j*c]*) Tn
Kadangi
1-p?>_ 1  201—p%)
_2 +
edy, ETA Tn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.7 lema, kai ¢ = 1 arba i = 2, gauname

lim sup Poq((1 — p)26,(1*, I*) < ed,,)

n—oo
< limsup[Paa((1 — p)261 (1%, T*) < edy, Q) + P(Q))]
n—oo
< limsup Pa (Q(I*I*) < e72).
n—oo
Tada
k*+0*
limsup Py, < limsup P Z %2—1 < 575) < ce.
n—oo n—oo

i=k* 07 =741

Pereikime prie Py, tikimybés. Aibéje €,

-~ ~ k*
I*I)|R(I*I* e rx
nl = QA )‘A( ) < |R(I"I*)] < max g Yi—1Ei
Q(I*) 1<5<k* Py

Remiantis 4.6 lema paskutinis dydis yra Op(n'/?). I§ ¢a gaunama (4.20),

kai v = 1.

33



Ivertinkime dydj

Q(j\*c]*) |R(f*cl*c)|

Apz = ~ < |R(T*1*)| <
' Q(I)
k n
< max ’Z%—m +‘ Z yi—lfk‘~
i=1 i=k* 041

Remiantis 4.6 lema deginioji nelygybés pusé yra Op(n'/?) ir i§ ¢ia gauname
(4.20), kai v = 3.

Vertindami

Q
—~
N)
*
~
*
3
-
oy
~—~
N)
*
~
*
-

isskirkime du atvejus:

I atvejis. Tarkime, kad |f *I*| < a,. Tada remiantis 4.6 lema

k
|R(I*T")| < k*<ﬁ%€>§+a Z gii—1| = Op(ay).
- "=k 41

Taigi
Ana < |R(I*I*)| = Op(ay).

Parinke tokj a,, kad a,/n — 0, gauname d; A2 = op(1).

11 atvejis. Tarkime, kad ]f*] *| > apn. Tada remiantis 4.7 lema

Be to, remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis
QI I*)|R(T*I*)| = Op(n?).

Parinkus tokj a,, kad na;2 — 0, kai n — oo, gauname d,, ' 4,2 = op(1). Taigi

parinkus a, = n*3 gauname (4.20), kai v = 2.
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Ivertinkime
Q(I*C) -
K n 2 4
_ (Zi:l + Zk*+£*+1) Yi—q MaXpx <j<kr+0* Zi:jJrl Yi-1&i

i=k*4+0*—1,+1 yz 1

Apg =

Be to, kiekvienam n > 0

Paal(1= ) Aus 2 dn/16) < P 3" uy k) +
i=k* 0% T +1

k"0
: > —
(<Z+ Z ) 1, <1;rgx+£* Z yi_1i| > edynr2/16(1 ))

i=1  k*4Lr+1 i=j+1

Taigi remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis, gauname limsup,,_,o, P2a((1 — p)Ans >
ed,/16) < cn. Kadangi n > 0 buvo pasirinktas laisvai, i$ ¢ia gaunama (4.20),
kai v = 4.

Pereikime prie dydzio A,5. Isskirkime du atvejus:

I atvejis. Tarkime, kad ]7*[*] < ap. Tada remiantis 4.6 lema R(f*) =
Op(ay). Be to, pagal 4.7 lema teigiamai konstantai ¢ > 0 Q(f*) > cn su
tikimybe artima 1. IS ¢ia A,5 = op(d,), kai a,/n — 0.

I atvejis. Tarkime, |]*I*| > a,. Tada remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis
R(T*) = Op(n), o kai n > 0 Q(I*) > na® su tikimybe artima 1. Thaigi
Ans = op(dy,), kai n/a2 — 0. I§ &ia parinkus a, = n*? gauname (4.21), kai
v = 9.

Kadangi remiantis 4.6 lema |R(1*°)| = Op(n) ir aibéje Qy, teisinga Q(1*¢) >
ke

k* 40 —1,+1 yz 1 turime
k"0
4M?n? “~
Poa(Ang > edn/4) S P( ) yiy < =)+ P(R(I)| > Mn).
=T+ "

Parinkus tokj M — oo, kad Mn~/? — 0, ir remdamiesi 4.7 lema gauname
(4.21), kai v = 6. Dydj M galime parinkti, pavyzdziui, lygy n'/3.

Tikimybés P,. vertinimas.
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Turime jvertinti sias tikimybes:
Ph, = Poc((1 — p)201(I*, I*) < edy), ir Py := Poc(—03(I*) > edy,).

Pradékime nuo P;.. Turime, kad

Tn/2 n
QU™ I™) > | Lesr, /2 Z+1k*§m/2 Z Yot
Pazymeékime
5 Tn/2
Qg;) — {‘(1 _p2)T_Zyi2_l — 1‘ < 1/2} N Qae,
"=t
2 n
2 ._ 2 2
Qs .—{‘(1—P)T—n Z yi—1_1’<1/2}m926'

1=n—"7pn/2+1

Tada aibéje Q5 arba Q) teisinga Q([*<I*¢) > 1l —=p?) i

>

. B — )\~
51(1*71*):(Q(fic]*)JrQ(j*ch*c)) 1 (Q(fic]*)+4<1mp)) .

Kadangi
1—p)? .
g 1 20-7)
ed, ETA Tn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.7 lema, kai i = 1 arba i = 2, gauname

lim sup Pa((1 — p)261(I*, I*) < edy,)

n—oo

< limsup[Poc((1 — p)261(I*, I*) < ed,,, Q) + P(Q))]

n—oo

< limsup Po(Q(I*°I*) < e72).

n—oo
Tada
k*+7n
limsup Py, < lim supP( Z yiz_l < 87’7%) < ce.
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Pereikime prie tikimybés Pj.. Aibéje Q. turime

J

Z yi—lgi‘-

i=k*4+0*+1

_ QPRI 1)

nl -

= < |R(f*]*c)| < max
o(T) k*+ <j<n

Remiantis 4.6 lema paskutinis dydis yra Op(n!/?). Taigi teisinga (4.20), kai
v=1.

Dydis

Q(I*C)

Apg =

4+ max

k)*
< Rf*c[*c <‘Z e
_’ ( )’ = . 1yl 1¢q fe bt <h<n
1=

n
E Yi—1Ek|-
i=k

Remiantis 4.6 desinioji nelygybés pusé yra Op(n!/?), taigi teisinga (4.20),
kai v = 3.
Vertindami dydj R R
o QEI)RET))
n2 -— = .
Q%)

iSnagrinékime du atvejus:

I atvejis. Tarkime, |]A*I *| < ap. Tada remiantis 4.6 lema

k*40*
[RUTT)] < b ot ‘ Z £iyi-1] = Op(an).
" i=k+1

Taigi
Ana < |R(T*I?)| = Op(an).

Parinke tokj a,, kad a,/n — 0, gauname d; ' A9 = op(1).
I atvejis. Tarkime, kad ]]A*]*| > a,. Tada remiantis 4.7 lema
kE*+0*
QU > > yli=0p(ay).

i=k*+0*—an+1

Be to, pagal 4.6 ir 4.7 lemas

QI*I")|R(I*I*)| = Op(n?).
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2

Uztikrinus, kad na,? — 0, kai n — oo, gausime d,;'A,s = op(1). Taigi

parinke a,, = n*/3, jrodome (4.20), kai v = 2.

Ivertiname
o QUEETRECT)| _ Kiky
na «-— -~ — I
Cia
k* n k kK +7n
_ 2 _ o _ 2
S 93D i PRSI D SR D e
i=1 i=k*+0*+1 i=k*+1 i=k*+41

Kiekvienam n > 0
Poo((1 — p)Apa > edy, /16) < P(K3 < 7775) + P(K1K2 > ed,nr2/16(1 — p))

Taigi remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis gauname limsup,,_,., Poc((1 — p)Ana >
ed,/16) < cn. Kadangi n > 0 pasirinktas laisvai, i$ ¢ia gaunama (4.20), kai
v =4.

Pereikime prie dydzio A,5. Isskirkime du atvejus:

I atvejis. Tarkime, kad |f*]*| < ap. Tada remiantis 4.6 lema R(f*) =
Op(y/na,). Be to, pagal 4.7 lemg teigiamai konstantai ¢ > 0 Q(f*) > cn osu
tikimybe artima 1. IS ¢ia A,5 = op(dy), kai a,/n — 0.

I atvejis. Tarkime, \f*[*] > ap. Tada remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis
R(T*) = Op(n), o kai n — 0 Q(I*) > na? su tikimybe artima 1. Thaigi
Aps = op(dy), kai n/a2 — 0. I$ &ia parinkus a, = n*/? gauname (4.21), kai
v = 0.

Kadangi remiantis 4.6 lema |R(IA*C)] = Op(n) ir aibéje Qg Q(f*c) >
ST y2 |, gauname

k*+7n 9 9

4M+*n
PZC(An(S > 5dn/4) < P( E yiz_l <
k*+1

) + P(|R(I*)| > Mn).

n

Parinke tokj M — oo, kad Mn~/2 — 0, ir remdamiesi 4.7 lema, gauname
(4.21), kai v = 6. Dydj M galime parinkti, pavyzdziui, lygy n'/3.

Tikimybés P,; vertinimas. Turime jvertinti tikimybes

Phy = Pog((1 = p)%61(I*, I*) < edyp), iv Pl := Pog(—03(I*) > edy,).
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Pradékime nuo Pj,. Ivertinkime

Tn/2 n
QUI™®) = QUI'™) > | Lposr, /o Z Flpe<r, 2 Z Y1
1=1 1=n—T7pn /241

Pazymékime

Tn/2
1 2
Qéd) = {‘(1 - PQ)EE%ZA - 1‘ < 1/2} N Qa4
-

n
2 2
Qéd) ::{‘(1_p2)a Z yl-zl—l‘ < 1/2}m92d-
i=n—7n/2+1

Tada aibéje Q;l) arba Q;? teisinga Q(I*°I*¢) > L7, (1 - p?)~ 1 ir

W (1 1 \!
51(] ’I ) N (Q(f*c[*) T Q(i*cI*c)) =

AN
(Q(iic[*)+4(1mp>) .

Kadangi
1 — 2 2
A=p)" % L 20 =P
edy, ETH ™

pakankamai dideliems n, remiantis 4.7 lema, kai i = 1 arba i = 2, gauname

lim sup Pog((1 — p)26,(I*, I*) < ed,,)

n—oo

< Tim sup[Pag((1 — p)261 (I, I*) < edp, O4)) + P(QL))]
n—oo

< limsup Pog(Q(I*°I*) < e7?).
n—oo

: , . o
Tada limsup,, ., P, nedidesnis uz

k" +1n/2 k*+0*
. 2 2
llisolépp 11%*—k:*>rn/2 E +1k*—k*§m/2 E vy Zlet, | <ce.
i=k*+1 =k 0 =7, )2

Toliau nagrinésime tikimybe Py, Aibéje Qg dydZiai A, ir Apg yra lygus
0. Dydj A3 galime jvertinti

~ k}* n
TS| R(I*¢ .
Apz = A H*C( ) < |R(I)| = ’ g yi—lgi‘ + ‘ g yi—lek"
Q(I*) i=1 i=k* 041
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[$ ¢ia remdamiesi 4.6 lema gauname (4.20), kai v = 3.

Ivertinkime dydj

- - Ny No
Apa = QUIM)|R(ITY)|/Q(I™) < ;
N3
¢ia
k* n
Ny — 2
1= + Yi—1s
i=1 =k 0 +1
k ke
No =  max g Yi—1€;| +  max E Yi—1Ei ],
k*<k<k*4£* k*<k<k*+0*
i=k*+1 1=k+1
K" +7n /2 K 0
_ R E . § 2
N3 = 1/€*—k*>7'n/2 +1k*—k*§7'n/2 Yi—1-
i=k*+1 =kt 0% — 7y, /2

Kiekvienam n > 0 turime
Pog((1 = p)Ang > ed,, /16) < P(Ng < m,%) + P (N1N2 > ednnr /16(1 = p)) .

Remdamiesi 4.6 ir 4.7 lemomis gauname, kad limsup,,_,o, Poq((1 — p)Ans >
ed,/16) < cn. Kadangi n > 0 laisvai pasirinktas i$ ¢ia gaunama (4.20), kai
v =4.

Pereikime prie dydzio A,5. Isskirkime du atvejus:

I atvejis. Tarkime, kad |f*]*| < ap. Tada remiantis 4.6 lema R(f*) =
Op(y/na,). Be to, pagal 4.7 lemg teigiamai konstantai ¢ > 0 Q(f*) > cn su
tikimybe artima 1. IS ¢ia A,5 = op(d,), kai a,/n — 0.

I atvejis. Tarkime, \f*[*] > ap. Tada remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis
R(f*) = Op(n), o kain — 0 Q(f*) > na? su tikimybe artima 1. Taigi
Aps = op(dy), kai n/a2 — 0. I8 &ia parinkus a, = n*/? gauname (4.21), kai
v = 9.

Kadangi remiantis 4.6 lema |R(f*c)| = Op(n) ir aibéje Qoy

K 4710 /2 A
Txe E g 2
Q([ ) Z 1k*7k*>7—n/2 +1k**k*§7'n/2 yi*l’
i=k*+1 1=k*4-0*—7, /2
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gauname

AM>n?

—5) 4 PR = Mn).

Pog(Ang > edy/4) = Pog(Q(I*) <

Parinkus tokj M — oo, kad Mn~'/2 = 0, jrodomas (4.21), kai v = 6. Dydj
M galime parinkti lygy n'/3.
Tikimybés P,. vertinimas.

Ivertinsime sias dvi tikimybes:
Pj. = Py ((1 — p)%61(I*, I*) < edy), it Py := Pao(—03(I*) > edy).

Pradékime nuo Pj,. Turime, kad Q(I*°I*¢) nemazesnis uz

/3 E* E*+0*471,/3
2
1];,*>7-n/3 Z +1k*_];,* _é*>7—n/3 Z +1n—]€*_£*>7'n/3 Z yl—l‘
i=1 i=k*—7, /3+1 i=k*+0*+1
Pazymékime
3 Tn/3
1) ._ 2 2
Oy = { (1—p EZ%* - 1‘ < 1/2} N Qge,
i=1
3
2
of = {la-m= 3 a-if<v2no
"=kt =1, /341
5 E* 40" 471,/3
3
" ik 041

Tada aibéje Q) arba Q) arba QFF) teisinga Q(I*1*¢) > 17,(1 — p?)~1 ir

. X ) -1 1 41 = p*)\ 7!
(51(] i ) = (Q(f*cf*) + Q(f*cf*c)) > (Q(j*c]*) + Tn ) .

Kadangi
(1-p?* 1 201—p%)
ed, ETA Tn
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pakankamai dideliems n, remiantis 4.7 lema, kai ¢ = 1 arba ¢ = 2 arba i = 3,

gauname
lim sup Poe((1 — p)201(I*, %) < ed,)
n—oo
< Timsup[Pae((1 — p)261(F*, T*) < edyy, Q) + P(Q5))]
n—oo
< limsup Poe (Q(I*I*) < e72).
n—oo
Tada
k*+1n
limsup Py, < lim supP( Z y? | < 572) < ce.

Pereikime prie tikimybés PJ,. Aibéje Q. dydziai A, ir A,e yra lygus 0.
Dydis

_ Q(I*) |R/(\f*c]*c)|
Q([*c)

k
E Yi—1&i
i=1

k*
E Yi—1E4
1=k

An3

+ max
1<k<k*

< max
1<k<k*

n
+‘ Z Yi—1Ei|-

i=k*+0*+1

Remiantis 4.6 lema deSinioji nelygybés pusé yra Op(n!/?) ir i§ ¢ia gauname,
kad teisinga (4.20), kai v = 3.

Ivertinkime

QU I*)|R(I")]
QI*)
k* n 9 k
(Zi_l + Zi_k*+£*+1) Y MaXpr < <f* 40+ Zi:k*+1 Yi—1&4
< .

- Zk*+7-n 2
i=k*+1 Yi—1

<

n4d —

Be to, kiekvienam 1 > 0

kK +7n

Pa((L= p)Aua = 24, /16) < P03 42y <ord )+
i=k*+1

E* n k
—l—P( + 2 a ’ i—1€i

=1 i=k*4+L*+1 i=k*+1

> cdyyr2 /161~ p)).
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Taigi remdamiesi 4.6 ir 4.7 lemomis gauname limsup,, ., Pe((1 — p)Aps >
ed,/16) < cn. Kadangi n > 0 pasirinktas laisvai, i$ ¢ia seka (4.20), kai v = 4.
Pereikime prie dydzio A,5. Tikimybe

4M?n
ed,

Pae(Ang > edy/4) = Pae(Q(I7) < )+ P(IR(I")| > Mv/n).
Remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis |R(f*)| = Op(y/n) ir Q(f*) = Op(n). Taigi
parinke tokj M — oo, kad Mn~'/? — 0, gauname (4.21), kai v = 5. Dydj M,
pavyzdziui, galime parinkti lygy n'/3.

Remiantis 4.6 lema |R(1*°)| = Op(n) ir aibéje Qo Q(I%) > Sop 1T y2 .
Be to,

k*+7n

P26<An6 > 5dn/4) < P( Z yf_l <
k*+1

4M2 2 .
) + P(IR(T*)| > Mn).

Taigi parinkus tokj M — oo, kad Mn~—1/2 — 0, ir remiantis 4.7 lema gauname
(4.21), kai v = 6. Dydj M, pavyzdziui, galime parinkti lygy n'/3.

Tikimybés P,y vertinimas. Turime jvertinti tikimybes
Py = Pys((1 = p)?61(I*, I*) <edy), ir Pl = Pyy(—05(I*) > edy).

Pradekime nuo Pj,. Turime, kad Q(I*¢I*¢) nemaZesnis uz

Tn/3 E*+0"+7,/3 n
2
1k*>Tn/3 Z+1]A€*,k*,g*>m/3 Z +1n,f€*,é*>7—n/3 Z Yi-1-
i=1 i=k* 40541 i=n—7n/3+1
Pazymeékime
3 Tn/3
1
ng) = { (1 —p2)T—Zy§_1 - 1‘ < 1/2} N Qyy,
" i=1
g WA
2
ng) = { (1 —p2)7_— > - 1‘ < 1/2} N Qyf,
"=k 041
3 n
3
ng) ::{ (1—p2)T— Z y?_l—l’ <1/2}ﬂng.
" =1, /3+1
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Tada aibéje Qg ) arba Q( ) arba Q( )teisinga Q(I*er) > ir,(1—p?) ' ir

o X ) 1 1 A1 =p*)\ 7!

Kadangi
(1-p? 1, 20=p"
_ + _
edy, eT? Tn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.7 lema, kai i = 1 arba i = 2 arba i = 3,

gauname
limsup Poy((1 — p)261(1*, I*) < edy,)
n—oo
< limsup[Pyy (1 — p)201 (1, 1) < edn, 245)) + P(Q))]
n—oo
< lim sup sz(Q(f*CI*) < e7?).
n—oo
Tada
k*+mn
hmsupPQf < hmsupP( Z y2 | <er ) < ce.
n—oo n—oo i— k*+1

Pereikime prie tikimybés P” Aibéje Qf dydziai Ay ir A2 yra lygus 0.

Turime, kad

Q(I")|R(I*1*)|

= < A*C *C
An3 0 < |R(I*17)|
k* 2
S‘Zly””i Y= SR D DRE L . 3 Z =
1=

1=k*4+-0*+1

Remaintis 4.6 desinioji nelygybés pusé yra Op(n!/?) ir i§ ¢ia gauname (4.20),
kai for v = 3.

[vertinkime

QIR _
QI*) N
k* n 92 k
(Zi—l + Zi_k*—kﬁ*—H) Yii 1 MAX g <k <0+ | D i poe 11 Yim1Ei
< :

) S
i=k*+1Yi-1

n4d —
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Be to, kiekvienam n > 0

k*+7n

Pos((L = p)Aua > eda/16) < PNy <)+
i=k*+1

k* n k
+P( <Z+ > )yflk%gggw > wiae zadnmg/mu_p)),

1=1 i=k*+0*+1 i=k*+1

Taigi remdamiesi 4.6 ir 4.7 lemomis, gauname limsup,, ,, Por((1 — p)Aps >
ed,/16) < cn. Kadangi n > 0 pasirinktas laisvai, i$ ¢ia gaunama (4.20), kai
v =4.

Pereikime prie dydzio A,5. Tikimybe

AM?n

—) + PURMY) = M),

Pys(Ang > edp/4) = Pyp(Q(T¥) <

Remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis ]R(f*)] = Op(y/n) ir Q(f*) = Op(n). Taigi
parinke tokj M — oo, kad Mn~'/? — 0, gauname (4.21), kai v = 5. Dydj M,
pavyzdziui, galime parinkti lygy n'/3.
Kadangi remiantis 4.6 lema \R([A*C)] = Op(n) ir aibeje Qo Q(I*) >
ZZﬂ” y? |, gauname
k47 5 9

4M=n
Pyp(Ans > edn/4) < P( Y | 41 <
k*+1

) + P(|R(I*)| > Mn).

n

Taigi parinkus tokj M — co, kad Mn~1/2 — 0, ir remiantis 4.7 lema gauname
(4.21), kai v = 6. Dydj M, pavyzdziui, galime parinkti lygy n'/3.
(ii) Is pradziy jrodysime, kad

11— p*| = Op(n™1),

¢ia p* = p(I3). Galime uzrasyti

1 — of = QUs) — ZiEIB YiYi—1
a oy
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Desiniojoje lygybés puséje esancios trupmenos skaitiklj perrasome tokiu bu-
du:
Zyiq(yiq —yi) = —R(Ig) + (1 = p)QIp).

iGIﬁ

Taigi gauname, kad

1 _ |R(Ip)]
|1—P|§W+(1—ﬂ)

QIp)

Remdamiesi jau jrodyta sios teoremos (i) dalimi tariame, kad kaip norima
mazam ¢ : 0 <e < § |k* — k*| 4 [(* — ¢*| < en. Tada IgI*¢ = () bei remiantis
4.6 ir 4.7 lemomis R(Iz) = Op(n) ir Q(I3) = Op(n?). Taigi |p—p| = Op(n™1).
Taigi |1 — p*| = Op(n~1).
Dabar jrodysime, kad

lp— p| = Op(n~1/?),

¢ia p = p(Jg). Turime, kad

pQ(Js) = D ic, ViYi-1
Q(Js)

p—p=
Desiniojoje lygybés puséje esancios trupmenos skaitiklis yra lygus

Y vi1(pyio1 —yi) = —R(Jg) = (1 = p)Q(J5I")

i€Jg
ir gauname, kad

Q(Jp!")

LAeTHA

Remdamiesi jau jrodyta sios teoremos (i) dalimi tariame, kad kaip norima
mazam e : 0 < e < f |k* —k*|+|0*—¢*| < en. Tada JgI* = () bei remiantis 4.6
ir 4.7 lemomis R(Jg) = Op(yv/n) ir Q(Jz) = Op(n). Taigi |p— p| = Op(n1/2).
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4.3 Pasikeitimas iS nestacionarios buklés j
stacionarig

Siame skyrelyje jrodoma Zemiau pateikta 4.3 teorema (4.1) modelio para-
metry k*, £*, p ir p* jvertiniams, kai autoregresinis procesas keiciasi iS ne-

stacionarios buklés j stacionaria.

4.3 teorema. Tarkime, (4.1) modelio parametrai |p| =1, |p*| < 1 ir tenki-
namos (A1)-(A3) prielaidos. Tada

(1) parametry (k*,¢*) (4.2) jvertiniams teisinga:

|k — k*| + |6 — 0] = op(n);

(17) parametry p ir p* (4.3) jvertiniams su bet kuriuo 0 < < 6y/3 teisinga:

[L=pl=0p(n™"), |p*=p*|=Op(n~"?).

4.3.1 Pagalbinés lemos

Pries pereinant prie 4.3 teoremos jrodymo, jrodykime keletg pagalbiniy lemy

dydziams R(A) ir Q(A) atsizvelgdami j skirtingas aibiy A ir I* kombinacijos.

4.8 lema. Tarkime, tenkinamos (4.3) teoremos salygos. Tegu (1) Zymi

seka, artéjancia j begalybe, kai n — oco. Tada

(1) jei m,/k* <1 kiekvienam n > 1, tada kai n — oo,

k
Zizl €iyi1‘ = OP<Tn);

k
() maxgs 7, <k<ts | D icpi1 51’%—1’ = Op(v/nTn);

(a) maxi<k<s,

(13) jei 7,/0* <1 kiekvienam n > 1, tada kai n — oo,

k
(a) man-*<k-§k-*+7—n Zi:k*+1 51’?/1’—1’ = OP(\/H)7

*

k* -l
Zi:ZH 5@'%—1‘ = Op(v/n);

(b) maXpeips—r, <<k o
(1ii) jei 1/(n — k* — ¢*) <1 kiekvienam n > 1, tada kai n — oo,
= Op(\/nTy);

k
(@) MAXE 4 pr <h<hr b try | D i o1 EiYim1

97



(b) maXy—r,<k<n Z?:k—i-l EiYi—1| = OP(\/nTn)-

Irodymas.
(i) (a) Kadangi (Zle eiyi—1,k > 1) yra martingalas, pagal Dubo nely-
gybe turime

F max

k 2 Tn 2
| Dax Z &%1‘ < 4E’ Z 5@'%’1‘

2 o .o .
£j, gauname Fy; = i. Taigi

Kadangi visiems i < k* stebéjimai y; = 2321

Tn ‘ 2 Tn 2
n

E‘ Z Eili—1
i=1

ir i$ Cia seka teiginys (a).

(b) Kadangi (Zf:k*—m—i-l iyi—1,k > k* — 7,) yra martingalas ir

E* E* k
Z €ilYi—1 = ( Z - ) €iYi—1,

i=k+1 i=k*—71p+1 i=k*—7,+1

pritaike Dubo nelygybe gauname

k* 9 k* 9
E  max g aiyi_1’ < 16E‘ E 5z'yz'—1‘
k*—7n <k<k*
i=k41 i1=k*—T,+1

Kiekvienam i < k* stebéjimai y; = 22:1 gj ir BEy? = i. Taigi

k*

k*
2 k* — 10 + k)T
E’ Z 5@'%’1‘ = Z By? | < ( n2 T < nry.
=k —Tn+1 =k —Tp+1

(ii) (a) Kadangi (Zf:k*ﬂ eiyi-1,k > k*) yra martingalas, pagal Dubo
nelygybe turime

k 9 k*+7n 9
E  max g 5@'%1‘ §4E‘ g 5iyi1‘~
k*<k<k*+1,
i=k*+1 1=k*+1

Kadangi visiems i : k* +1 < i < k* 4+ (* stebéjimai y; = p* F yp. +

> i1 P e, gauname By? = p 20D By 437 p2070) < (1-p") 1
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k* p2(=k") " Taigi

R 2 KT k* 4+ n
— 2 n
E‘ E 5@'3/@'—1‘ = E Eyia =1 2 <7 2
i=k+1 i=k*+1

ir is Cia seka teiginys (a).

(b) Kadangi (Zf:k*M*_TnH eiYi—1,k > k* +0* — 7,,) yra martingalas ir

k' 0" k*4-L* k
zy< S >y

i=k+1 i=k* 40 =741 =kl =71

pritaike Dubo nelygybe gauname

k40" 9 k™4t 2
E max E 5iyi_1‘ < 16E‘ E 51‘92‘—1}
kx40 — 1 <k <k*+0*
i=k+1 i=k*+0*—7,+1

Kadangi visiems i : k* +¢* +1 < i < k* 4+ ¢* stebéjimai y; = p % ype +
> impe 1 P e, turime By? = p DBy 43T pt ) < (1= p?) T
k* p2(=k") - Taigi

k" -+ 9 E*+¢

E* 4+ T n+T
. _ 2 n n
E‘ Z 52%—1‘ B Z Eyi*1 S 1 — p*2 S 1— p*2
=k =T+l =k —Tn+1

ir i$ ¢ia gaunamas lemos tvirtinimas.
(iii) (a) Martingalui <Z§:k*+é*+1 giYi—1, k > k* + (*) pritaike Dubo nely-
gybe gauname

k 2 k*+€*+7_n 2
E max E eiyi_l’ < 4E’ g 51%‘—1‘
k* 0 <k<k*+0 4T,
i=k* 405 +1 i=k*40*+1

Kadangi visiems i : k* + ¢* < i < n stebéjimai y; = ygp-1 o~ + Zj:k*+é*+1 gj ir

E@W?) < p?' Kk + e i — (K + ), tai

k* 0"+, 9 k*+0" 4+,
E‘ E 52‘%—1} = § Ey? | < p*mk*+
g=k*4+0*+1 i=k*+0*+1

I R

a—p2) " 2 1= p?)

+
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ir i$ Cia seka teiginys (a).

(b) Kadangi (ZZ n—r. 41 EiYi-1,k > k¥ + %) yra martingalas ir

i=k+1 i=n—Tn+1 i=n—7n+1

pritaike Dubo nelygybe gauname

EF  max

2
n—m<k<n )

n 2 n
Z 51’%’—1‘ < 16E’ Z €ili—1
i=k+1 n—7p+1

Kadangi visiems i 4 : k* 4+ ¢* < i < n teisinga E(y?) < P2k 1_1[)*2 +i—
(k* + £%), tai
n
E) Z 51’?/@'—1’ Z Ey;_ 1< e )Jr(n—f*)Tn

n—7n+1 n—rn+1

ir i$ ¢ia gaunamas lemos tvirtinimas. =

4.9 lema. Tarkime, tenkinamos (4.3) teoremos salygos. Tegu (1,) Zymi

seka, artéjancig j begalybe, kai n — oco. Tada
(i) jei m/k* <1 kiekvienam n > 1 ir \/n = o(m,), tada
(a) 1imsupn_>ooP(2:Z (YE o <er ) < cg;
(b) limsup,, P( Zf bt 1 Vi S €T, ) < ce;

(13) jei m,/0* <1 kiekvienam n > 1, tada egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0,

kad kiekvienam € > 0

—1 k*+7n 2 P .
(a) (1- Z =k +1Yi-1 _THOO’ L;
_ k*4-L* P
(b) (1 - p*2)7—n ! Zz k* 0% —1p+1 yz 1 1;

n—oo

(1ii) jei 7/(n — k* — ¢*) <1 kiekvienam n > 1 ir \/n = o(7,), tada

. k0T
(a) limsup,,_, P( ke y? | <er, ) < ceg;

(b) limsup,, P( D i 1 Vi S €T, ) < cg;

Irodymas.
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(i) Ivertinkime

Tn Tn —1
P(ny_l garg) :P( ( sj)2 garﬁ)
i=1 =1 j=1
Tn i—1 9
SP( (Zaj) §357’,%)
i=1  j=1
Tn i—1 9
= P( ( sj) < 387’5)
i=1  j=1

Pagal invariantiSkumo principa ir tolydaus atvaizdzio teorema (zr. [11] 1

isvada psl. 31), kiekvienam z > 0 turime

Tn i—1 1

limsupP(Tn_zz( 6j)2§x) SP( i W%s)dsﬁx),

n—oo

cia {W(t),t € [0,1]} yra standartinis Vynerio procesas. Pastebéje, kad eg-

zistuoja tokia konstanta ¢ > 0, kad kiekvienam ¢ > 0,

P(/1 Wz(s)ds < 5) < ce,
0

baigiame teiginio (a) jrodyma. Teiginio (b) jrodymas analogiskas.
(ii) Visiems i € A := [k* +1,...,k* + 7, stebéjimai y; = p*y;—1 + &; ir

y? = p*2y? | + 2p*yi_1g; + 2. Susumave pagal visus i € A gauname

k*4+Tn K 1y kK 1y kE*4Tn
*2 2 2 * 2
p E Yig = E yi —2p E Yi—1€i — E £;-
1=k*+1 1=k*+1 i=k*+1 1=k*+1
Taigi
k*+’7'n 1 k*+Tn k*+7n
2 2 2 * 2
E Y2 = _1——p*2{ [yk*JrTn — yk] —2p g Vi 1€ — g £; } (4.22)
i=k*+1 i=k*+1 1=k*+1
Arba

Q(A) = —ﬁ{ (Y im, — Yite] — 20"R(A) — 283}

i€A
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Kadangi y7.., = Op(1), yz. = Op(1) ir remiantis 4.6Lemos (ii) dalimi
R(A) = op(7,,), gauname
P— lim 7,'Q(A) =P — lim 7, 1252—1
n—oo n—oo
€A
pagal didziyjy skaiciy désnj. Taigi jrodéme teiginj (a). Teiginys (b) irodomas

analogiskai.

(iii) Ivertinkime

K0+, K0+, i—1 9
2 2 2
P( § Yio1 = 5Tn) = P( E <yk*+£* + g 5]’) < €Tn)
=k 041 =k 041 j=k 041
K*+0 41,

Z ( Z ) < 357’,%) + P(y,%“rg* > eTp)

i=k* 0 +1  j=k*405+1

Tn 1—1 9
:P(Z(Zsj) §357’3)+An,
=1 j=1

¢ia A, — 0, kai n — oo. Pagal invariantiskumo principa ir tolydaus atvaiz-

dzio teorema (zr. [11] 1 isvada psl. 31), kiekvienam z > 0 turime

Tn 1—1

limsupP(Tn Z ( €J> g p(/ol W2(s)ds < ZL’>,

n—>00 — =1

cia {W(t),t € [0,1]} yra standartinis Vynerio procesas. Pastebéje, kad eg-

zistuoja tokia konstanta ¢ > 0, kad kiekvienam ¢ > 0,
1
P(/ W2(s)ds < 5) < ce,
0
baigiame teiginio (a) jrodyma. Teiginio (b) jrodymas analogiskas. =

4.3.2 4.3 teoremos jrodymas

Dydj ¢ > 0 pasirinkime laisvai. Aibé

f*]* . f*]*c j*c[* . f*c]*c
= fo: EELIT T (et

- - > 2€n} C Q11 UQqo,
I | 1]
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¢ia

j*l* . j*l*c f*cl* . j*cl*c
Qu:{w:wzm}, Q12={U~11| |A| |25n}.
1] |17

Paprastumo délei pazymékime P;(A) := P(ANQy;),7 = 1,2. Kaip ir ankstes-

niame skyrelyje remdamiesi 4.1 lema, galime uzrasSyti
RSS,(I*) — RSS,(I*) = (1 — p*)26,(I*, I*) + b3(I*, I*),

cia
O3(I*, %) = 2(1 — p*)0o(I*, I*) + 63(I*, ).

Gauname

1 = P(RSS,(I*) — RSS,(I*) < 0) = P((1 — p*)26,(I*, T*) + d3(I*, I*) < 0)

) =
< (P4 Po)((1 = p*)201(I%, I*) < edyp) + (Py + Po)(=03(1%) > edy) + P(5).

Taigi turime jrodyti, kad kai d,, = (1 —p*)n egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0,
kad

lim (P 4 Po)((1— p*)26,(I*, I") < ed,) < ce (4.23)
n—oo
ir
lim (P, + Py)(—d3(1*) > ed,,) = 0. (4.24)
n—oo

Remiantis (4.23) ir (4.24) gaunamas 4.3 teoremos rezultatas. Toliau iSnag-
rinésime visas galimas pasikeitusio segmento ir jo jvertinio kombinacijas.

Yra Sesi galimi atvejai:
(a) Qq = {k* <k* <k* + 0" <k*+ 07}
(b) Q= {k* <k* <k*+ 0 <k + 0}
(¢) Q= {k* < k* < k* + 0* < k* + *};
(d) Qg = {k* <k* <k*+ 0 < k" + 0}
(€) Qo= {k* <k*+0" <k* < k*+ (7},

(f) Qp = {k* <k* + 05 <k* <k* + ).
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Pastebéje, kad Q11 NQ; =0, kai t =d,e, f, ir Q12N Qy = 0, turime

Py < Py + Py + Pre,

Py < Pig+ Piec+ Pig+ Pre + Pry,

Cia P;1(A) = Pi(A,Qy). Taigi turime jrodyti, kad

lim P,y((1— p*)?01(1%,1") < dyp) < ce (4.25)
n—oo
ir
lim Py4(—03(1*) > edy) = 0, (4.26)
n—oo

kai i=1, t = a,b,cir i=2, f = a,c,d, e, f. Pastebéje, kad

QUI)|RA*I)| | QU I*)|R(I*I*)
b ey Q)
~ Q(I*C) ~ Q(I*C)
N RQ(/{*) N RQ(/{*C)
QY Q)

—63(T") < 2(1 — p*)

=2(1—p")[An1 + An2 + Apz + Apa] + Ans + Ape,

(4.26) galime pakeisti

ed
lim Py | (1—p"Ap, > — | =0, 4.2
Jim P (1) = ) <0 20
kaiv=1,...,4ir
lim Py (A, > 20— (4.28)
oo\ = T )= '

kai v =5, 6.

Tegu 7, = en. Aibéje Qup |I*1*| > 7, ir [I*I*¢| > 7,,. Aibéje Qqp |I*°T*| >
Tn ir |11 > 7.

Tikimybés P, vertinimas.

Turime jvertinti sias tikimybes:

Pl = Pl ((1 — p")20,(I*, I*) < edy), ir P = Pl(—83(I*) > edy,).
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Pradékime nuo Pj,. Turime, kad Q(I*I*) > Zf Z:_’;l y;_,. Pazymekime
k*‘f'Tn
ﬁa:{ﬂl—ﬁﬂilE:zﬁJ—ﬂ<1ﬂ}ﬂQm

i=k*+1

Aibéje Q), QUI*I*) > +7,(1 — p*2)~! ir tada

- 1 e N S
51([’”2(Q(f*l*)+62(f*l*0)) = (5 +@(MT*C)) |

Kadangi

(1—p)? 1, 20-p")
edy, 57 ™

pakankamai dideliems n, remiantis 4.9 lema gauname

lim sup Pya((1 — p*)%6,(1*, I*) < ed,,)

n—oo

< limsup[Pia((1 — p*)261(I*, I*) < edy, Q) + P(QE)]

n—oo

< limsup Py (Q(I*1*) < e77).

n—oo

Taigi

limsup P}, < limsup Pyo(Q(I*I*¢) < e72) < limsup P Z y? | <er

n—oo n—oo n—oo

Remiantis 4.9 lema egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0, kad

limsup Pj, < ce.
n—oo

Toliau nagrinékime Py . Ivertinkime

- R * * 2 *
Q(I*I*)|R(I*I*°)| - D i1 Yio1 MAX1<j ke Zi:k*—j Yi—1€;
nl = ~ = o+ .

Q(I*) Zz k*—7+1 yz 1
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Kiekvienam n > 0

k*
Pio((1 = p)Ang > £dy /16) < P( > oy < 7773,,)+
i=k*—71,+1
k40t k*
+P( Z Y; 1 max Z Yi—1€

1<5<k*
i=k*+1 i=k*—j

> ed,n2/16(1 — p))

Taigi remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis gauname, kad limsup,,_,, Pio((1—p)An1 >

edp/16) < cn. Kadangi n > 0 buvo pasirinktas laisvai, i$ ¢ia gauname (4.27),
kai v = 1.

Aibéje Q, teisinga

N ~~ j
Ang = Q( )|A ( >| S |R(] I )’ S max Z Yi—1&4|-
Q(I*) ke <j<k*+*

i=k*+1

Pagal 4.8 lemg paskutinis dydis yra Op(n!/?).

Taigi jrodéme (4.27), kai
v =2.

Nagrinékime dydj

A QU R T)]
n3 -— =~
Q(I*)

I[sskirkime du atvejus:

I atvejis. Tarkime, kad ]f *1*°| < a,. Tada remiantis 4.8 lema

|R(I*T*)| < max
1<k<an

Z eiyi-1| = Op(y/nan).

i=k+1

k
Z 6iyi_1| + max

n—a,<k<n
=1

Taigi
Ana < |R(T*I*)| = Op(y/nian).

Parink¢ a,, tokj, kad a,/n — 0, gauname d,;' A4 = op(1).

I atvejis. Tarkime, kad |]A *[*¢| > ap. Tada remiantis 4.9 lema

L A e h

QU*)= > yii=O0p(ay).

i=k*+0*+1
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Taip pat turime, kad
Q<f*c[*)|R(/[\*c[*C)| _ OP(TL2).

Taigi parinke tokj a,, kad na,? — 0 kai n — oo, gauname, kad d 4,3 =
op(1). Taigi remdamiesi 4.8 ir 4.9 lemomis bei parinke, pavyzdziui, a, =
n?/3, gauname (4.27), kai v = 3.

Turime, kad

I*cl*c I*c]* R
An4 = Q( )J\R( )| S ‘R([*C[*” S 1’<na;X ‘ E yiflgi
* j < 0%
Q(I*) t=g<t i=k*4-0r—j

I ¢ia vel remiantis 4.8 lema gaunama (4.27), kai v = 4.

Kadangi remiantis 4.8 lema \R(f*)\ = Op(n) ir aibéje Oy,

.
TGEDIE N
k

*—Tp+1
turime

4M?n?

P1a<An5 > 5dn/4) = Pla(@(f*) < =d

)+ P(|R(I*)| > Mn)

k*
4M?n? “~
<P( Y. yiy < ——)+P(RT) = Mn).
k*—7n+1 "

I ¢ia remiantis 4.9 lema ir parinkus tokj dydj M — oo, kad Mn~—1/2

— 0,
gaunama (4.28), kai v = 5. M galime parinkti, pavyzdziui, lygy n'/3.

Beliko isnagrinéti A,s. Vel isskirkime du atvejus.

I atvejis. Tarkime, kad \IA*CI*C| < ap. Tada remiantis 4.8 lema R(f*c) =
Op(y/na,). Be to, pagal 4.9 lemg konstantai ¢ > 0 Q(f*c) > cn su tikimybe
artima 1. Taigi kai a,/n — 0, Ape = op(dy).

IT atvejis. Tarkime, kad |]A*c]*c| > a,. Tada R(f*c) = Op(n). Be to,
tikimybeé, kad 2Q(]A*C) > na?, artéja i 1, kai n artéja j 0. Taigi A, = op(dy),
kai n/a2 — 0. Pasirinke a,, = n?/3 gauname (4.28).

Tikimybeés P, vertinimas.

107



Turime jvertinti sias tikimybes:
P]y = Pyy((1 — p)?01(I*, ") < edy), ir  PJ, := Py (—03(I*) > edy).

Pradékime nuo Pj,. Turime, kad

k" 47y,
QU™I) = Z vy
i=k* 41
Pazymékime
k* 47y,
Qp = {‘(1 -t Z vig— 1‘ < 1/2} N Qqp.
i=k*+1

AlbeJe le dydlS Q(f*]*) 2 %7—”(1 _ p*2)71 ir

1 . 2(1—p*2)>_1'

5101 = (g * g >)_12<@<f*1*c) m

Panasiai kaip vertinant tikimybe P;, remdamiesi 4.9 lema gauname, kad

limsup Ppy((1 — p*)26,(I*, I*) < edy,)

n—oo

< lim sup[Pry (1 — p")261 (1%, I*) < edy, Q1p) + P(5)

n—oo

< limsup Py (Q(I*I*) < e77).

n—oo

Taigi remiantis 4.9 lema

k* 41,
lim sup P{b < lim SupP( g yiz_l < 67’3) < ce.

Nagrinékime tikimybe Pjj. Turime, kad

_ QUYIRI'T)| _ Tl
nl -— =~ > )
Q") Ty
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¢ia

f* 0
T 2
1= Yi—1,
i=k* 41
* J
T = max ‘ g Yi—1€;| + max g Yi—1E4 ],
1<j<k* | £ k*+0*<j<n
i=j =k 041
k*+7n
T, — 2
3= Yi—1-
i=k*+1

ir kiekvienam 1 > 0
Puy((1 = p)Ap > edy/16) < P(T3 < 7773) + P(T1T2 > edynr2/16(1 — p)).

Taigi remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis gauname limsup,,_,, Pip((1 — p)An1 >
ed,/16) < cn. Kadangi n > 0 buvo pasirinktas laisvai, i$ ¢ia gaunama (4.27),
kai v = 1.

Aibéje O,

J

Z Yi—1&4

i=k*+1

T*I*C [*
Apg = @ NR< ) <|R(I)|] < max
Q(I*) ke <j<k*+L*

Kadangi ¢* ~ n remiantis 4.8 lema paskutinis dydis yra Op(n!'/?). I§ dia
gauname (4.27), kai v = 1.

Aps ir Ang aibéje Qqp yra lygus nuliui, todél akivaizdu, kad teisinga
(4.27), kai v = 3, 4.

Kadangi remiantis 4.8 lema \R(f*)\ = Op(n) ir aibéje Qqp

k* k* 070 /2
Tx 2
Q") = L E : Tl jecr 2 E : Yi-15
i=k* 70 /2 i=k* 01

tai

Puy(Aps > edn/4) < P(|R(T¥)| > Mn)+

i K7 2 , A2
+ P 1k*—f€*27'n/2 : : +1k*—l;‘*<7'n/2 2 : Yio1 S ed
n
i=k*—7 /2 i=kr Lo 41
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I§ ¢ia parinkus tokj M — oo, kad Mn~1/2 — 0, ir remiantis 4.9 lema gaunama
(4.28), kai v = 5. Dydj M, pavyzdziui, galime parinkti lygy n'/3.
Belieka iSnagrinéti A,s. Kadangi remiantis 4.8 lema \R(f *] = Op(n) ir

remiantis 4.9 lema Q(7*¢) = Op(n?), turime

AM?n?
ed,

Pry(Aps > edy/4) = Py(Q(I) < )+ P(|R(T™)| > Mn).

~1/2 5 0, gauname (4.28), kai v = 6.

Taigi parinkus tokj M — oo, kad Mn
Dydj M, pavyzdziui, galime parinkti lygy n'/3.
Tikimybés P, vertinimas.

Turime jvertinti sias tikimybes:

Pl = Pio((1— p*)200(I*, I") < edy), and Pl := Pi.(—05(I*) > edy,).

Pradékime nuo P}, Turime, kad Q(1*1%) > 3%+ ¢ 41 Y-y Pazymékime

k*+0*
2, = {((1 0 S 1‘ < 1/2} N,

i=k*4+0*—7p+1

Aibéje Q). Q(I'I*) > L7, (1 — p*2)~! ir tada

Sy (I, 1) > ( 1 N 1 ))1 . (Q( 1 N 2(1—p*2))1‘

Q(f*[*) Q(f*[*c f*[*c) ™
Kadangi
1 — p* 2 1 2(1 — *2
A—p) 1 20-p7)
ed,, T2 Tn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.7 lema gauname

limsup Pro((1 — p*)*61(1*, I*) < edy,)

n—oo

< limsup[Pye((1 — p*)261(I*, I*) < edp, ) + P(QE)]

n—oo

< limsup Pi.(Q(I*I*¢) < e72).

n—oo

110



Taigi

E* 4041,
limsup P}, < limsup Py (Q(I*I*°) < er?) < lim supP( Z y? | < ET,%).

Remiantis 4.7 lema egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0, kad

limsup P|, < ce.
n—o0

Toliau nagrinekime P!. Ivertinkime
lc

~ A k* 40" 2 k
QU I*)|R(I*I*)| - D ik 1 Vi Mg k< | D gy e 11 Yie1i

T — k*4+-0* 41, )
Q(I*) =k 041 Yi1

Apy =

Kiekvienam n > 0

E* 4"+
i=k*+05+1
kE*+0* k
2
+ P( Z yiz—1kfg%>§<n Z yi—lgi‘ > edynr;, /16(1 — p)).

i=k*+1 i=k*+0*+1

Remdamiesi 4.8 ir 4.9 lemomis gauname, kad limsup,, ,, Pic((1 — p*)Ap1 >
ed,/16) < cn. Kadangi n > 0 pasirinktas laisvai, i$ ¢ia gaunama (4.27), kai
v=1.

Aibéje Q.

o~ o~ k*+£*
Apg = Q )|A ()| <|R(I"I")| < max g Yi—1Ei]-
Q1) k<jsket | 4=

Kadangi /* ~ n remiantis 4.8 lema desinioji nelygybés pusé yra Op(n'/?).
Taigi jrodéme (4.27), kai v = 2.
Nagrinédami dydj

Apz = —
3 Q([*c)

isskirkime du atvejus:
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I atvejis. Tarkime, |IA “1*¢| < ay. Tada remiantis 4.8 lema

n

> ewioa = Op(v/nan).

i=k

n—a,<k<n

k*
[R(TFI™)| <) eiyi1 +  max
=1

Taigi
Aps < |R(TT*%)| = Op(y/nian).

Parinke tokj a,,, kad a,/n — 0, gauname d,; ' A,3 = op(1).
II atvejis. Tarkime, |f*cl*c| > a,. Tada remiantis 4.9 lema Q(f*c) >
Z?Q{Q y;_1 = Op(ay,) arba Q(f*c) > Z?:n—an/%-l y? | = Op(a?). Pastebime,

kad remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis

Q(T*CI*HR(T*CI*CH _ Op(n2).

2 5 0.

IS ¢ia gauname, kad d,'A,3 = op(1), kai n tolstant | begalybe na,
Parinkus, pavyzdziui, a,, = n?/3, teisinga (4.27), kai v = 3.

Dydis

~ ~ k
]*C[*C R ]*C[* ~
Apg = A )|A Chicol < |R(IFTT)| < max ) E yi—lgk“
Q(I*¢) k*<k<k*+s |
i=k*+1

Kadangi ¢* ~ n i$ ¢ia remdamiesi 4.8 lema gauname (4.27), kai v = 4.

Remiantis 4.8 lema \R(f*) = Op(n). Be to, aibéje Q. dydis Q(f*) >
K40 41, 9

eyl Yioq- laigl
K 0"+,
" 4M?n? ~
Pre(Aps > edn /) < P( Yy < )+ P(IR(I")| > Mn)
k041 "

Parinke tokj M — oo, kad Mn~1/2 — 0, ir remdamiesi 4.9 lema, gauname
(4.28), kai v = 5. Dydj M, pavyzdziui, galime parinkti lygy n'/3.

Beliko isnagrinéti A,g. Vel isskirkime du atvejus.

I atvejis. Tarkime, kad |T*I*°| < a,,. Tada remiantis 4.8 lema R(I*¢) =
Op(y/na,). Be to, pagal 4.9 lemg konstantai ¢ > 0 Q(f*c) > cn su tikimybe
artima 1. Taigi kai a,/n — 0, Ay = op(dy,).

IT atvejis. Tarkime, kad |[I*¢[*¢| > a,. Tada R(I*) = Op(n). Be to,
tikimybe, kad Q(I*¢) > na2, artéja j 1, kai n artéja j 0. Taigi Ang = op(dy),
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kai n/a2 — 0. Pasirinke a,, = n?/3 gauname (4.28).
Tikimybés P, vertinimas.

Turime jvertinti sias tikimybes:
Ph, = Pog((1 — p*)201(I*, I*) < edy), ir Py = Py(—083(I*) > edy,).

Pradékime nuo Pj,. Turime, kad Q(I*°I*) > Zf:ZKM_Tn y? ;. Pazymékime

k*+0*
R R D D ST | RS Ve o

i=k* 0~y

Aibéje Qy, QUI*I*) > +1,(1 — p*2)~1 ir tada

oy (I*, 1) > ( 1 N 1 ))—1 . (2(1—p2) . 1 ))_1.

Q(f*c]*) Q(f*cl*c Tn Q(f*c]*c
Kadangi
1— p* 2 1 2(1 — *2
G=py 1, 20=p7)
ed, ETA Tn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.9 lema gauname

lim sup Paq((1 — p*)%61 (1%, I*) < edy,)

n—oo

< limsup[Poq((1 — p*)201(1*, I*) < edn, U,) + P(5,)]
n—oo

< limsup Pag (Q(I*¢I*¢) < e72).
n—oo

lim sup Ph, < limsup Poq(Q(I°I*¢) < e72)

n—00 n—o00
Tn/2 n
: 2 2
<limsup P 1];*2%/2 E +1n—k*—£*>rn/2 E Yi1 S €T,
e 1=1 i=n—T7,/2

Remiantis 4.9 lema egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0, kad

limsup Py, < ce.
n—oo

113



Pereikime prie Pj tikimybés. Vertindami

L QUEIR(T)
Q)

isskirkime du atvejus:

I atvejis. Tarkime, kad ]IA *I*°| < a,. Tada remiantis 4.8 lema

k*
R < max > i1l = Oplan).
e i=k+1

Taigi
An1 < |[R(I*T*%)| = Op(ay).

Parinke tokj a,,, kad a,/n — 0, gauname d,; ' A,;; = op(1).

11 atvejis. Tarkime, kad ]f*] *| > a,. Tada remiantis 4.9 lema

Be to, remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis
Q(I*I")|R(I*I*)| = Op(n?).

Parinkus tokj a,, kad na,,%2 — 0, kai n — oo, gauname d,, ' 4,1 = op(1). Taigi

parinkus a, = n*/3 gauname (4.27), kai v = 2.

Aibéje Qq
Apg = QUI)|RUTT)] <|R(I'I")| < max > i
Q(I*) kr<j<k 40+ |
i=k*+1

Kadangi ¢* ~ n remiantis 4.8 lema paskutinis dydis yra Op(n!/?). I§ ¢ia
gaunama (4.27), kai v = 2.

Ivertinkime

QU IM|R(II")| _ UiUs

Aps = — < ,
’ Q1) Us
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¢ia

k" 40"
Z 2
Ul = yi—l?
i=k*+1
J J
Uz = max ‘ g Yi-1€i| + max g yi—lgi‘a
1<j<k* | 4 k40 <j<n
i=1 i=k*+0*+1
Tn/2 K+ 47,
_ 2
Us = 1,;*2%/25 Ly, 2 E Yi-1-
i=1 i=k* 05 +1

Be to, kiekvienam n > 0
Pao((1 = p*) Apg > £d,,/16) < P(Ug < m,%) + P<U1U2 > edyyr? /16(1 — p)).

Taigi remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis, gauname limsup,,_,., Paa((1 — p*)An3z >
edy,/16) < cn. Kadangi n > 0 buvo pasirinktas laisvai, i$ ¢ia gaunama (4.27),
kai v = 3.

[vertinkime dydj

o~ o~ k*_’_e*
T*CI*| R(T*T* R
Apg = Q )’A ( ) < |R(I*I")] <  max g Yi—1€i
Q(T¥) ke <j<kr x| L=
=j

Kadangi * ~ n remiantis 4.8 lema desinioji nelygybés pusé yra Op(n!/?) ir
is ¢ia gauname (4.27), kai v = 3.

Pereikime prie dydzio A,5. Isskirkime du atvejus:

I atvejis. Tarkime, kad |f*]*c| < a,. Tada remiantis 4.8 lema R(f*) =
Op(ay). Be to, pagal 4.9 lema teigiamai konstantai ¢ > 0 Q(f*) > cn su
tikimybe artima 1. IS ¢ia A5 = op(d,), kai an/n — 0.

I atvejis. Tarkime, |f*[*c| > a,. Tada remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis
R(T*) = Op(n), o kai n = 0 Q(I*) > na? su tikimybe artima 1. Thaigi

2/3 gauname (4.28), kai

Ans = op(dy), kai n/a? — 0. I ¢ia parinkus a, = n
v =2>5.

Kadangi remiantis 4.8 lema \R(f*c)| = Op(n) ir aibéje g, teisinga

Tn/2 E* 40" 47,
Txe 2
Q(I ) > 1]}*2%/2 E +1n—k*—€*>7'n/2 § Yi—1s
i=1 i=k*4+0*+1
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turime

Tn/2 k0 1,

Poa(Ang > edn/4) SP(| Lpsy 0 Y +lypopsngz D, | 421 <
1=1 i=k*+0*+1

+ P(|R(T*)| > Mn).

Parinkus tokj M — oo, kad Mn=%2 — 0, ir remdamiesi 4.9 lema gauname
(4.28), kai v = 6. Dydj M galime parinkti, pavyzdziui, lygy n'/3.
Tikimybés P,. vertinimas.

Turime jvertinti sias tikimybes:
Ph, = Poc((1 — p*)261(I*, I") < edy), ir Py := Po(—03(I*) > edy).

Pradékime nuo Pj,. Turime, kad Q(F*<*) > S"F 1™ 42 Pazymekime

i=k*+1
E*+1n

be 1= {‘(1 —,0*2)7';1 Z yzz_l — 1‘ < 1/2} N Qo
i=k*+1

Aibéje Qb Q(I*I*) > +r,(1 — p*2)~1 ir tada

51(f*’]*)2( 1 N 1 ))12<2(1—p*2)+ 1 ))1'

Q(j*c[*) Q(f*c]*c Tn Q(j*cl*c
Kadangi
1—p)2 1 2(1—p*
U=py 1 20=p7)
ed, ETA T

pakankamai dideliems n, remiantis 4.9 lema gauname

lim sup Po((1 — p*)201(1*, I*) < edy,)

n—oo
< limsup[Pac((1 = p*)201 (1%, I*) < edn, Q) + P(5)]
n—oo
< limsup Po (Q(I*1*¢) < e72).
n—oo
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Taigi

lim sup Py, < limsup Po.(Q(I*°I*¢) < e72)

n—00 n—00
Tn/2 n

<lim SUPP(lk*zTn/Q Zy?—l + Le<r, /2 Z yig < 577%)-

— -
oo 1=1 i=n—Ty/2

Remiantis 4.9 lema egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0, kad

limsup Py, < ce.
n—o0

Pereikime prie tikimybés Pj.. Vertindami dydj

. QUEIRAT)
nl -— =< .

QI*)
iSnagrinékime du atvejus:

I atvejis. Tarkime, |IA “I*°| < ay,. Tada remiantis 4.8 lema

k
[RITT) < |, max > cwioa] = Oplan).
- U=k 41

Taigi
Aps < |[R(I*T*%)| = Op(an).

Parinke tokj a,,, kad a,/n — 0, gauname d; ' A,; = op(1).
I atvejis. Tarkime, kad ]]A *I*°| > ap,. Tada remiantis 4.9 lema
k*+0"+an
QUM > Y yiy=0p(ap)

i=k* 0741

Be to, pagal 4.8 ir 4.9 lemas
Q(I*I)|R(I*T*)| = Op(n?).

UZtikrinus, kad na;?

parinke a, = n?/3, jrodome (4.27), kai v = 1.
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Aibéje Q. turime

o~ o~ k*_’_e*
T*T*N| R(T*T*
AnQ = Q< )|/\ ( )| |R([*I*)’ max ‘ Z Yi—1&4|-
QI*) S

Kadangi ¢* ~ n remaintis 4.8 lema paskutinis dydis yra Op(n'/?). Taigi
teisinga (4.27), kai v = 2.

Ivertiname
QI R(II)| _
Q(I*) -
k40 k*
< Zz Jkr* lyz 1 (Zl Yi—1&i + maxy, _(r,—k*)<k<n Z?:k Yi—1€4

n 2
11€*>7‘n/2 ZT/ yz 1—|_]'k’*<7'n/2 Zz =n— Tn/QyZ 1

An3 -

)

Kiekvienam n > 0

P20(<1 - P)A 32> 5dn/16) <
Tn/2

P(].k;*>r /2 Zyl 1+ 1k*<7'n/2 Z yl 1 < n1), )
i=1 i=n—"7n/2
kE* 40"
+P( ;1 Yi—1 (Z Yi—1€; + Inlix<k<n Zyz 1€i ) > 5dn777—7%/16(1 —p)),
i=k* _

Taigi remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis gauname limsup,,_,., Poc((1 — p*)Aps >
ed,/16) < en. Kadangi n > 0 pasirinktas laisvai, i$ ¢ia gaunama (4.27), kai
v =3.

Dydis
oo feo k
[*CT* | R(T*CT* .
An4 = Q( ),|\ ( )| < ’R([ i )| max Z Yi—1€k |-

Q(T*) b <kskeer | L=
Remiantis 4.8 desinioji nelygybés pusé yra Op(n'/?), taigi teisinga (4.27),
kai v = 4.

Pereikime prie dydzio A,5. Isskirkime du atvejus:

I atvejis. Tarkime, kad |]A*I*c| < a,. Tada remiantis 4.8 lema R(f*) =
Op(y/na,). Be to, pagal 4.9 lemg teigiamai konstantai ¢ > 0 Q(f*) > cn su

tikimybe artima 1. IS ¢ia A,5 = op(d,), kai a,/n — 0.
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I atvejis. Tarkime, |f*[*c| > ap,. Tada remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis
R(I*) = Op(n), o kai n — 0 Q(I*) > na® su tikimybe artima 1. Taigi
Ans = op(dy), kai n/a2 — 0. I§ &ia parinkus a, = n*? gauname (4.28), kai
v = 9.

Kadangi remiantis 4.8 lema |R(f*c)| = Op(n) ir aibéje Q9.

Tn/2 n
QU™) 2 L, 2 293—1 + L cr, /2 Z Y1,
=1 1=n—"7pn/2
gauname
Tn/2 n
4M*n?
2 2
Pe(Ang = edp /4) SP(]‘k*ZTn/Q 2%1 + 1k*<7n/2 | Z B Yi-1 < ed, )

= 1=Nn—Tp

+ P(IR(I*)| > Mn).

Parinke tokj M — oo, kad Mn=%% — 0, ir remdamiesi 4.9 lema, gauname
(4.28), kai v = 6. Dydj M galime parinkti, pavyzdziui, lygy n'/3.
Tikimybés P,; vertinimas.

Turime jvertinti Sias tikimybes:
Phy = Pog((1 = p")201(I*,T%) < edy), ir Pl := Pag(—03(I*) > edy,).

Pradékime nuo P[,;. Turime, kad

k*+7,/2 A
. 2
QU™I") = L posr,y2 Z i <2 Z Yi-1-
Pazymékime
9 k* 41, /2
1
05 == {)(1 - 0*2)7— Z Yi - 1’ < 1/2} N Qaq,
"=kl
2 k*+€*
2
Qéd) = {’(1—02*)7— Z 3/1'2—1_1‘ < 1/2}ﬂ92d-
n

i=k* 0 +7, )2
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Aibése ) ir 0] dydis QUI*T) 2 k(1 = p) L ir

~ -1 %2 -1
Jxc[* Q(I*c[*c) [xc[xc Tn

Imdami i = 1, kai k* — k* > Tn/2, ir i = 2, kai k*—k* < Tn/2, bei remdamiesi
4.7 lema gauname, kad

limsup Paq((1 — p*)?61(1*, I*) < edy)

n—oo

< limsup|Pog((1 — p*)26, (1%, T*) < ed,,, QU)) + P(QY))]

n—oo
< limsup Poq(Q(I*¢) < ey).

n—oo

Taigi remiantis 4.7 lema
Tn/2 K 047, /2

lim sup P, < limsupP( 1pesr, /2 Z+1k*STn/2 Z %2—1) < ce.

e e i—1 ik 111
Toliau nagrinésime tikimybe PJ,. Aibéje Qg dydziai A,y ir Aye yra lygus
Ivertinkime dydj Aps = Q(I*¢I*)|R(I*I*)|/Q(I*¢):

*+£* 9 k*
i=k*+1Yi—1 (’ Zi:l Yi—1Ei

n/2
(]‘k*>7'n/2 ZZ—:/I +]‘k*§7'n/2 Z:’L_n—rn/2> yi2—1

n

AnS <

Kiekvienam n > 0 turime

Pag((1 = p*)Aps > ed,,/16) <

Tn/2 n
< P( Leesr, /2 Z+1k*§7n/2 Z yig < 7775)
i=1 i=n—"Ty/2

k* 0" k* n
+P ( > vt (‘ > vie +’ > i ) > ednnr2/16(1 —p)> .
i=1 i=k*+0+1

i=k*+41

Remdamiesi 4.8 ir 4.9 lemomis gauname, kad limsup,,_,o, Poq((1 — p*)Anz >
ed,/16) < cn. Kadangi n > 0 laisvai pasirinktas i$ ¢ia gaunama (4.27), kai
v =3.
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Dydj A,4 galime jvertinti

~ o~ k*_’_z*
[*C[*C R [*C[* /\* .
Q) imke 41

Kadangi ¢* ~ n i$ ¢ia remdamiesi 4.8 lema gauname (4.27), kai v = 4.
Pereikime prie dydzio A,5. Kadangi remiantis 4.6 lema |R(I*)| = Op(y/n)

ir remiantis 4.7 lema Q(IA*) = Op(n), turime

4M3?n

— )+ PURT)| = M),

PQd(AnE) > 8dn/4) = Pgd(Q(f*) <

Taigi parinkus tokj M — oo, kad Mn~—'/2 — 0, gauname (4.28), kai v = 5.
Dydj M, pavyzdziui, galime parinkti lygy n'/3.
Kadangi remiantis 4.8 lema |R(f*c)| = Op(n) ir aibéje Qqq

E* k40 +7,/2
T 2
Q([*C) Z 1k*>7—n/2 Z +1];'*§Tn/2 Z y1717
i=k*—T7n /2 i=k*+0*+1
gauname
AM?n?

Pog(Ang > edn/4) = Poy(Q(T*) < )+ P(|R(T*)| > Mn).

ed,

Parinkus tokj M — oo, kad Mn~'/2 = 0, jrodomas (4.28), kai v = 6. Dydj
M galime parinkti lygy n'/3.
Tikimybés P,. vertinimas.

Turime jvertinti sias tikimybes:
Ph, i= Poo((1 — p*)201(I*, I*) < edy), it Py := Po(—83(I*) > edy,).

Pradékime nuo Pj,. Turime, kad Q(I*I*) = Q(I*) > Zk*JrT”lyf_l. Pazymeé-

i=k*+
kime
k*+mn
O, = {‘(1 It Y v - 1‘ < 1/2} N Qae
i=k*+1
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Aibéje Q) Q(I*°I*) > L7, (1 — p*?)~! ir tada

51<f*7[*)2( L1 ))—12(2(1—p*2)+ 1 ))—1.

Q(j*c[*) Q(f*c]*c Tn Q(f*c[*c
Kadangi
1 — p* 2 1 2(1 — *2
G=py 1, 20=p7)
ed, ETA Tn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.9 lema gauname

lim sup Pae((1 — p*)261(1*, I*) < edy,)

n—oo

< limsup[Pae((1 — p*)261(1*, I*) < edp, Q) + P(5)]

n—oo

< limsup Po (Q(I*°1*¢) < e7?).

n—oo

Taigi
lim sup Py, < limsup Po(Q(1*I*¢) < e72) < limsup P(X3 < 57’3),
n—00 n—00 n—oo

cia

Tn/3 E* k*+0*+7,/3
2

X3 = Lisrys Z Tl o esr, 3 Z 1y —pe>r,/3 Z Yi-1-

1=1 i=k*—7, /341 i=k*+£*+1

Remiantis 4.9 lema egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0, kad

lim sup P, < ce.
n—oo

Pereikime prie tikimybés PJ,. Aibéje Q. dydziai A, ir A,g yra lygus 0.

[vertinkime

_ QU)RII)| _ X1 X

n3 Q(j\*c) - X3
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¢ia

k
E + max
1<k<k*

Sl 5 [Jue

X9 = max
1<k<k*
i=k*4+0*+1

Be to, kiekvienam n > 0
Poe((1 = p*) Aps > dp/16) < P(Xg < mg) n P(X1X2 > edyyr? /16(1 — p*)).

Taigi remdamiesi 4.8 ir 4.9 lemomis gauname limsup,, ,~, Poe((1 — p*)Ap3 >
ed,/16) < cn. Kadangi n > 0 pasirinktas laisvai, i$ ¢ia seka (4.27), kai v = 3.
Dydis

o~ k*_’_é*
T*r* )| R(T* .
Apy = A A)*l Chol < |R(IM)| = ) g Yi—1€i|-
Q(I c) i=k*+1

Remiantis 4.8 lema desinioji nelygybés pusé yra Op(n!/?) ir i$ ¢ia gauname,
kad teisinga (4.27), kai v = 4.
Pereikime prie dydzio A,5. Tikimybe

AM?n?
ed,

Poe(Ans > £dp/4) = Py (Q(f*) < > + P(|R(T)| > Mn).
Remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis |R(T*)| = Op(n) ir Q(I*) = Op(n?). Taigi
parinke tokj M — oo, kad Mn~'/? — 0, gauname (4.28), kai v = 5. Dydj M,
pavyzdziui, galime parinkti lygy n'/3.

Remiantis 4.8 lema |R(f*c)] = Op(n) ir aibéje Q9. teisinga Q(?*C) > X3.
Be to,

T 2,2
Pae(Aug > edn/4) < P(RT)| = Mn) + P (X3 <= ) .

edy,

—1/2 _, 0, ir remiantis 4.9 lema gauname

Taigi parinkus tokj M — oo, kad Mn
(4.28), kai v = 6. Dydj M, pavyzdziui, galime parinkti lygy n'/3.

Tikimybés P,y vertinimas.
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Turime jvertinti sias tikimybes:
PQIf = ng((l — p*)z(sl(f*, [*) < Edn), ir Q/If = sz(—(53(f*) > e’fdn)

Pradékime nuo P;,. Turime, kad Q(I*I*) = Q(I*) > Zk*w" y? . Pazymeé-

i=k*+1
kime
K 1y
/2f = {‘(1 —,0*2)7';1 Z 3/1‘2—1 — 1‘ < 1/2} NQyy
i=k*+1

Aibéje Oy Q(I*I*) > §7(1 = p*2) 7L ir tada

Su(F*, ) > (Q( 1 N 1 ))1 . (2(1—p*2) ., 1 ))1'

j*c[*) Q(f*c]*c Tn Q(j*cl*c
Kadangi
1 — p* 2 1 2(1 — *2
U=y 1, 20=p7)
ed, ETA Tn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.9 lema gauname

limsup Py ((1 — P21 (I, 1) < ed,,)

n—oo

< limsup[Pay((1 — p*)?01(1*, %) < edn, Q) + P(S257)]

n—oo

< lim sup ng(Q(f*CI*C) <er?).

n—oo

Taigi
lim sup lef < limsup PQf(Q(j*C]*C) < e72) < limsup P(G3 < e72),
n—oo n—oo n—oo

Cia

Tn/3 K*+0+7,/3 n
o A o 2

Gy = | Lg>r,/3 Z +1k*—k*—é*>rn/3 Z +1n—k*—£*>m/3 Z Yi-1-

=1 i=k*4-0*41 1=n—T7,/3+1

Remiantis 4.9 lema egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0, kad

limsup Py < ce.

n—oo

/

Pereikime prie tikimybeés P; I Aibéje Qf dydziai Ay ir A,2 yra lygus 0.
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Ivertinkime R
QUYIRTI) _ GiGs

A 3 - —~ = 9
! Q(I*) G
¢ia
k* 0
G1 = Z Yig
i=k*+1

E ‘ + max
k* 0 <k<n
i=k*++0*

kx n
Gy = ‘g ‘+ max E ‘ Yi—1E;.
k*+0*<k<n
i=1 i=k

Be to, kiekvienam n > 0
Pos((1 = ") At 2 2dn/16) < PGy < 172) + P(G1G 2 edunr216(1 = 7).
Taigi remdamiesi 4.8 ir 4.9 lemomis gauname limsup,, .o, Poy((1 — p*)An3 >

ed,/16) < cn. Kadangi n > 0 pasirinktas laisvai, i$ ¢ia seka (4.27), kai v = 3.
Dydis

~ k*+g*
I*C[*C R I*
Q(I*c> i=k*+1

Remiantis 4.8 lema desinioji nelygybés pusé yra Op(n!/?) ir i$ ¢ia gauname,
kad teisinga (4.27), kai v = 4.
Pereikime prie dydzio A,5. Tikimybe

AM?n?
edy,

Poy(Ans > edn/4) = Pop(Q(I") < )+ P(IR(I)| > Mn).
Remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis |R(IA*)| = Op(n) ir Q(f*) = Op(n?). Taigi
parinke tokj M — oo, kad Mn~'/? — 0, gauname (4.28), kai v = 5. Dydj M,
pavyzdziui, galime parinkti lygy n'/3.

Remiantis 4.8 lema |R(T*°)| = Op(n) ir aibéje Qyy dydis Q(T*¢) > G3. Be

to,

R 4M2 2
Pyp(Ang > edn/4) < P([R(T*)| > Mn) + P (G3 <=1 ) .

ed,

—1/2

Taigi parinkus tokj M — oo, kad Mn — 0, ir remiantis 4.9 lema gauname

(4.28), kai v = 6. Dydj M, pavyzdziui, galime parinkti lygy n'/3.
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(ii) Is pradziy jrodysime, kad
0" = p*| = Op(n™'7?),

Cia p* = p(I3). Galime uzrasyti

% pQIg) — Zie[ﬂ YiYi—1
S Q)

Desiniojoje lygybés puséje esancios trupmenos skaitiklj perrasome tokiu bu-
du:
Zyz‘q(f?*yiq U

i€l
Taigi gauname, kad

Q)

Sy T4

Remdamiesi jau jrodyta sios teoremos (i) dalimi tariame, kad kaip norima
mazam ¢ : 0 < & < f |k* — k*| + |* — (*| < en. Tada IzI** = § bei
remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis R(f;c) = Op(n'/?) ir Q(f;c) = Op(n). Taigi
0 — 5] = Op(n12).

Dabar jrodysime, kad

1| = Op(n™),

¢ia p = p(J). Turime, kad

Q(Jp) = e, Yivi-1
Q(Jp)

1—p=
Desiniojoje lygybés puséje esancios trupmenos skaitiklis yra lygus

Z Yi1(yi-1 —yi) = —R(Jg) + (1 — p")Q(JpI™)
ic s

ir gauname, kad

126



Remdamiesi jau jrodyta Sios teoremos (i) dalimi tariame, kad kaip norima
mazam ¢ : 0 <e < f8 |k* — k*| 4 |¢* — ¢*| < en. Tada Jgl* = () bei remiantis
4.8 ir 4.9 lemomis R(Jg) = Op(n) ir Q(Jz) = Op(n?). Taigi |p—p| = Op(n™1).
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IsSvados

Disertacijoje iSnagrinétas pirmos eilés autoregresinio modelio pasikeitusio
segmento testavimo ir vertinimo uzdavinys. Pasiulyti kriterijai pasikeitusio
segmento testavimui, kurie pagrjsti lauzciy procesy konvergavimu Hiolderio
erdvese. Istirtas statistiky ribinis elgesys. Empirinis galios tyrimas parodo,
kad pasiulyty testy galia didziausia aptinkant pasikeitimus iS stacionarios
buklés j nestacionarig. Taip pat jrodyta, kad pasikeitusio segmento pra-
dzios ir ilgio jvertiniai bei autoregresinio modelio su pasikeitusiu segmentu
parametry jvertiniai yra suderintieji ir pateiktas jy konvergavimo greitis.
Tolimesni galimi uzdaviniai - aukstesniy eiliy autoregresiniy modeliy bei
modeliy papildyty postumio ir/ar trendo komponente pasikeitusio segmento

testavimas ir vertinimas, nagrinéjant jvairesnio tipo alternatyvas.
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