
VILNIAUS UNIVERSITETAS

Irma Rastenė

AUTOREGRESINIO MODELIO PASIKEITUSIO SEGMENTO
TESTAVIMAS IR VERTINIMAS

Daktaro disertacija

Fiziniai mokslai, matematika (01 P)

Vilnius, 2011



Disertacija rengta 2005-2011 metais Vilniaus universitete

Mokslinis vadovas:
Prof. habil. dr. Alfredas Račkauskas (Vilniaus universitetas, fiziniai
mokslai, matematika – 01 P)

Disertacija ginama Vilniaus universiteto Matematikos mokslo krypties
taryboje:
Pirmininkas:
Prof. habil. dr. Vygantas Paulauskas (Vilniaus universitetas, fiziniai
mokslai, matematika – 01 P)
Nariai:
Prof. habil. dr. Algimantas Jonas Bikelis (Vytauto Didžiojo universitetas,
fiziniai mokslai, matematika – 01 P)
Prof. habil. dr. Vydas Čekanavičius (Vilniaus universitetas, fiziniai
mokslai, matematika – 01 P)
Prof. habil. dr. Raimondas Čiegis (Vilniaus Gedimino technikos
universitetas, fiziniai mokslai, matematika – 01 P)
Prof. habil. dr. Remigijus Leipus (Vilniaus universitetas, fiziniai mokslai,
matematika – 01 P)

Oponentai:
Doc. dr. Danutė Krapavickaitė (Vilniaus Gedimino technikos
universitetas, fiziniai mokslai, matematika – 01 P)
Prof. habil. dr. Jonas Kazys Sunklodas (Matematikos ir informatikos
institutas, fiziniai mokslai, matematika – 01 P)

Disertacija bus ginama viešame Matematikos mokslo krypties tarybos
posėdyje 2011 m. birželio 22 d. 16 val. 30 min., Matematikos ir
informatikos fakulteto Zigmo Žemaičio (101) auditorijoje.
Adresas: Naugarduko g. 24, LT-03225 Vilnius, Lietuva.

Disertacijos santrauka išsiuntinėta 2011m. gegužės mėn. . . . . . . d.
Su disertacija galima susipažinti Vilniaus universiteto bibliotekoje.



Turinys

Įvadas 1

1 Literatūros apžvalga 6

2 Ribinės teoremos laužčių procesams, sudarytiems AR(1)
modeliui 10
2.1 Paklaidų dalinių sumų laužčių proceso ribinis elgesys Hiolde-

rio erdvėje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.1.1 Pagalbiniai rezultatai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.1.2 2.1 teoremos įrodymas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2 Kitų laužčių procesų ribinis elgesys tolydžiųjų funkcijų ir
Hiolderio erdvėse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.2.1 Pagalbiniai rezultatai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.2.2 2.2 teoremos įrodymas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.2.3 2.3 teoremos įrodymas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.2.4 2.4 ir 2.5 teoremų įrodymas. . . . . . . . . . . . . . . . 35

3 AR(1) modelio pasikeitusio segmento testavimas 36
3.1 Kriterijus, pagrįstas modelio paklaidų įvertinių dalinių sumų

procesu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.1.1 Kriterijaus galios empirinis tyrimas . . . . . . . . . . . 39

3.2 Kriterijus, pagrįstas modelio parametro dalinių įvertinių pro-
cesu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.2.1 Kriterijaus galios empirinis tyrimas . . . . . . . . . . . 44

4 AR(1) modelio pasikeitusio segmento vertinimas 49
4.1 Pasikeitimas iš stacionarios būklės į stacionarią . . . . . . . . 51

4.1.1 Pagalbinės lemos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3



4.1.2 4.1 teoremos įrodymas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
4.2 Pasikeitimas iš stacionarios būklės į nestacionarią . . . . . . . 67

4.2.1 Pagalbinės lemos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.2.2 4.2 teoremos įrodymas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.3 Pasikeitimas iš nestacionarios būklės į stacionarią . . . . . . . 97
4.3.1 Pagalbinės lemos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
4.3.2 4.3 teoremos įrodymas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

Išvados 128

Literatūra 128



Įvadas

Tiriamoji problema. Kiekvienam natūriniam skaičiui n ∈ N nagrinėkime
pirmos eilės autoregresinį modelį su epideminiu pasikeitimu:

yi = ρyi−11I∗c(i) + ρ∗yi−11I∗(i) + εi, i = 1, . . . , n (0.1)

čia εi, i = 1, . . . , n nepriklausomos vienodai pasiskirsčiusios nulinio vidurkio
ir baigtinės dispersijos paklaidos. Stebėjimų indeksų poaibis

I∗ = I∗(n) = {k∗ + 1, . . . , k∗ + `∗}

apibrėžia epideminį pasikeitimą su nežinomais pradžia k∗ ir ilgiu `∗, epide-
minio pasikeitimo papildinys I∗c = {1, 2, . . . , n}\I∗. Disertacijoje nagrinėja-
mi galimi pasikeitimai ne tik iš stacionarios būklės į stacionarią (|ρ| < 1,
|ρ∗| < 1), bet ir iš stacionarios į nestacionarią (|ρ| < 1, |ρ∗| = 1) ir atvirkščiai
(|ρ| = 1, |ρ∗| < 1). Kaip iš turimų duomenų nuspręsti, ar yra toks segmentas,
kuriame modelio parametras įgyja kitą reikšmę, ir jei yra, kaip jį įvertinti?
Šiame darbe pateikiami atsakymai būtent į šiuos klausimus.

Siekiant rasti kriterijų pasikeitusio segmento testavimui, nagrinėjami iš
autoregresinio modelio paklaidų įvertinių ε̂k dalinių sumų ir modelio para-
metro dalinių įvertinių ρ̂k sudaryti laužčių procesai, kurių tipiškos trajekto-
rijos esant ir nesant pasikeitusiam segmentui pavaizduotos žemiau pateik-
tuose paveikslėliuose:
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0.1 pav.: Normuotas ε̂k dalinių sumų procesas (kairėje) ir ρ̂k − ρ procesas
(dešinėje).

Kaip matyti, procesų trajektorijos pasikeičia stebint pasikeitusį seg-
mentą (brėžiant aukščiau pateiktas procesų trajektorijas imta k∗/n = 0, 5,
`∗ = 0, 2, ρ = 0, 9, ρ∗ = 1). Šia procesų savybe ir remiamasi sudarant krite-
rijus pasikeitusio segmento testavimui. Pritaikius Račkausko ir Suquet [60]
Hiolderio erdvių invariantiškumo principą gaunamas minėtų laužčių proce-
sų ribinis elgesys, kai modelio parametras ρ yra pastovus, t.y. nestebimas
pasikeitęs segmentas. Parinkus tinkamus funkcionalus ir pritaikius toly-
daus atvaizdžio teoremą laužčių procesams, kurių konvergavimas žinomas,
sudaromi kriterijai pasikeitusio segmento testavimui. Prie nulinės pastovaus
parametro ρ hipotezės kriterijaus statistika konverguoja į tam tikrą ribinį
procesą, o esant teisingai pasikeitusio segmento alternatyvai, konverguoja
į begalybę. Vertinant pasikeitusį segmentą bei modelio parametrus ρ ir ρ∗

svarbu gauti suderintuosius įvertinius. Šiame darbe įrodoma, kad mažiausių
kvadratų įvertiniai yra suderintieji ir pateikiamas jų konvergavimo greitis.

Aktualumas. Įvairūs autoregresiniai procesai plačiai naudojami ekono-
metriniuose modeliuose. Kad prognozės taikant parinktą modelį būtų kaip
galima tikslesnės, vertinant modelio parametrus būtina išsiaiškinti, ar esama
struktūrinių pasikeitimų, bei mokėti juos įvertinti. Be to, svarbu atsaky-
ti į klausimą, ar autoregresinis procesas yra stacionarus, ar nestacionarus.
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Disertacija skirta vienam iš galimų struktūrinių pasikeitimų atvejų - pasi-
keitusiam segmentui - testuoti ir vertinti. Nagrinėjami pasikeitimai ir iš
stacionarios būklės į nestacionarią bei atvirkščiai.

Tikslas ir uždaviniai. Darbe siekiama ištirti pirmos eilės autoregresinį
modelį su pasikeitusiu segmentu, kurio pradžia ir ilgis nėra žinomi, atsižvel-
giant į tai, kad procesas gali būti ne tik stacionarus, bet ir nestacionarus.
Sprendžiami šie uždaviniai:

* laužčių procesų, sudarytų iš modelio paklaidų įvertinių dalinių sumų
ir parametro ρ dalinių įvertinių, konvergavimas Hiolderio erdvėse;

* pasikeitusio segmento testavimas naudojant laužčių procesus;

* pasikeitusio segmento ir modelio parametrų įvertinių suderinamumas
ir konvergavimo greitis.

Naujumas. Darbe pateikiami kriterijai autoregresinio modelio pasikeitusio
segmento testavimui. Jie paremti tam tikrų laužčių procesų konvergavimu
Hiolderio erdvėse, kuris įrodomas disertacijoje. Parodoma, kad pasikeitusio
segmento ir modelio parametrų mažiausių kvadratų įvertiniai yra suderin-
tieji bei pateikiamas jų konvergavimo greitis.

Ginamieji disertacijos teiginiai. Autoregresinio modelio paklaidų įver-
tinių dalinių sumų laužčių proceso ir modelio parametro ρ dalinių įverti-
nių laužčių proceso ribinį elgesį nusako 2.1 ir 2.3 teoremos. Šie ribiniai
rezultatai leidžia sudaryti kriterijus autoregresinio modelio pasikeitusiam
segmentui testuoti, kurių statistikos apibrėžiamos (3.2) ir (3.4) formulėmis.
3.1 ir 3.2 teiginiuose pateikiamas šių statistikų ribinis elgesys, kai teisinga
nulinė pastovaus autoregresinio modelio parametro ρ hipotezė. Esant tei-
singai pasikeitusio segmento alternatyvai vienos iš statistikų ribinis elgesys
nusakomas 3.3 teiginiu. Pasikeitusio segmento pradžios ir ilgio bei modelio
parametrų įvertinių suderinamumas ir konvergavimo greičiai pateikiami 4.1,
4.2 ir 4.3 teoremose.

Metodai. Taikomi invariantiškumo principas Hiolderio erdvėse, tolydaus
atvaizdžio teorema, mažų rutulių teorema, tikimybių teorijos ir matemati-
nės statistikos rezultatai bei metodai.
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4



Sekančiame, 3 skyriuje, pasiūlomi ir empiriškai tiriami kriterijai pasikeitu-
sio segmento testavimui. 4 skyrius skirtas pasikeitusio segmento ir modelio
parametrų vertinimui.
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1 skyrius

Literatūros apžvalga

Struktūrinio pasikeitimo problema per pastaruosius kelis dešimtmečius su-
laukia vis didesnio mokslininkų ir praktikų susidomėjimo.

Pagrindinės tiriamuosiuose darbuose sprendžiamos problemos yra šios:

* struktūrinio pasikeitimo(-ų) testavimas;

* pasikeitimo taškų skaičiaus nustatymas ir šių taškų vertinimas;

* prognozavimas, kai nagrinėjamas modelis turi struktūrinį pasikeitimą(-
us).

Nagrinėjami objektai bei modeliai skiriasi savo pobūdžiu - atsitiktinių
dydžių sekos, parametriniai/neparametriniai, tiesiniai/netiesiniai modeliai.
Tiriami modeliai su vienu ar daugeliu pasikeitimo taškų. Atskiru daugelio
pasikeitimo taškų atveju galima laikyti modelius su pasikeitusiu segmentu
(arba epideminiu pasikeitimu). Pastaruosiuose modeliuose iš pradžių stebi-
ma viena būklė, paskui pereinama į kitą būklę (epidemiją), bei vėl grįžtama
į pirmąją. Dalis autorių, tiriančių struktūrinius pasikeitimus, siekia nusta-
tyti struktūrinį pasikeitimą esamuoju laiku (on-line), kita dalis tiria fiksuotą
imtį (off-line). Struktūrinio pasikeitimo testavimui dažnai taikomi didžiau-
sio tikėtinumo, informacijos kriterijaus, Bajeso, dalinių sumų (CUSUM)
metodai. Plačiau su struktūrinio pasikeitimo problemomis bei joms spręsti
naudojamais metodais galima susipažinti Hackl ir Westlund [26], Brodsky ir
Darkhovsky [13], Csörgő ir Horváth [20], Maddala ir Kim [47], Chen ir Gup-
ta [18] knygose bei Shaban [62], Zacks [69], Pesaran ir kt.[53], Krishnaiah ir
Miao [38], Hackl ir Westlund [25], Basseville ir Nikiforov [9], Bhattacharya

6



[10], Perron [50], Stock [64], Banerjee ir Urga [8], Perron [49], Sánchez [61]
apžvalginiuose straipsniuose.

Laiko eilučių modelių stabilumas yra svarbus klausimas ekonometrijo-
je. Įvertiniai, gauti vertinant nestabilų procesą gali būti paslinkti, dėl to
prognozė praranda tikslumą. Taigi reikalingi testai, skirti struktūrinio pa-
sikeitimo testavimui. Laiko eilučių modelių stabilumą tyrė Wichern ir kt.
[67], Bagshaw ir Johnson [2], Pickard [54], Krämer ir kt. [37], Tang ir Mac-
Neil [66], Davies ir kt. [21] Kim ir kt. [36], Lee ir Park [45], Lee [44],
Gombay ir Serban [24], Gombay [23] bei daugelis kitų autorių.

Disertacijoje nagrinėjamas pirmos eilės autoregresinio modelio AR(1)

pasikeitusio segmento modelis. Tiriama fiksuota imtis (off-line). Pasikei-
tusio segmento testavimui taikomas dalinių sumų (CUSUM) metodas. Šis
metodas naudojamas vidurkio, dispersijos ir kitų regresijos tipo modelių
parametrų pasikeitimo testavimui. Paprastai iš pradžių procesui, sudary-
tam iš paklaidų dalinių sumų, įrodomos funkcinės ribinės teoremos. Ta-
da šių procesų trajektorijų funkcionalai naudojami kaip statistikos modelio
struktūriniam pasikeitimui testuoti. Regresijos modelio paklaidų dalinių
sumų proceso ribinį elgesį tyrė MacNeil ir Jandhyala [32], Tang ir MacNeil
[66]. Kulperger [39] ir Bai [3], nagrinėjo AR ir ARMA modelius atitinka-
mai. Horvath [29] ir Bai [3] pasiūlė keletą taikymų struktūrinio pasikeitimo
problemoms spręsti. Laukaitis ir Račkauskas [43] tyrė autoregresinio mo-
delio, įgyjančio reikšmes Hiolderio erdvėje, paklaidų dalinių sumų laužčių
proceso ribinį elgesį bei taikymus testuojant struktūrinius pasikeitimus. Kai
kurie autoriai nagrinėjo bendresnio pobūdžio paklaidų procesų ribinį elge-
sį. Pavyzdžiui, Jandhyala ir MacNeil [31] tyrė regresijos modelio paklaidų
kartotines dalinių sumų sekas, Yu [68] bei Kulperger ir Yu [40] nagrinėjo
aukštesnių momentų paklaidų dalinių sumų procesus ARMA ir GARCH
modeliams atitinkamai. Minėti darbai yra skirti stacionariems procesams.

Nestacionarius modelius nagrinėjo Shin [63]. Jis įrodė, kad AR(1) mo-
delio yk = ρyk−1 + ek, k = 1, 2, ..., n, su nepriklausomomis vienodai pasi-
skirsčiusiomis baigtinės dispersijos paklaidomis paklaidų dalinių sumų pro-
cesas konverguoja Skorochodo erdvėje D[0, 1]. Kai autoregresinio modelio
parametras |ρ| < 1, ribinis procesas yra standartinis Vynerio procesas, o
kai parametras |ρ| = 1, ribinis porocesas yra paslinktas standartinis Vyne-
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rio procesas. Disertacijos 2.1 skyriuje pritaikius Račkausko ir Suquet [60]
įrodytą funkcinę centrinę ribinę teoremą Hiolderio erdvėse apibendrinamas
Shin rezultatas ir įrodomas autoregresinio modelio paklaidų dalinių sumų
laužčių proceso konvergavimas Hiolderio erdvėse. Šio darbo 2.2 skyriuje
nagrinėjamas autoregresinio modelio parametro ρ dalinių įvertinių laužčių
proceso ribinis elgesys Hiolderio erdvėse. Tai leidžia pasirinkti statistiką pa-
sikeitusio segmento testavimui iš platesnės funkcionalų klasės. Disertacijos
3 skyriuje siūlomi kriterijai tinka testuoti ne tik pasikeitimus iš stacionarios
būklės į stacionarią, bet ir aptikti pasikeitusį segmentą su vienetine šaknimi.

Stacionarumo testavimo uždavinys sutinkamas ir nagrinėjant yt = µ +

βt + ut modelį su autokoreliuotomis paklaidomis ut = ρut−1 + εt. Vienas iš
nagrinėjamų ir praktikoje aktualių uždavinių yra autokoreliuotų paklaidų
pasikeitimas tam tikru momentu iš stacionarios būklės į nestacionarią ar at-
virkščiai. Šį uždavinį su žinomu pasikeitimo momentu postūmio ar trendo
komponentėje nagrinėjo Kim [35], Busetti ir Taylor [15]. Vėliau panašūs už-
daviniai su pasikeitimais iš stacionarios būklės į nestacionarią ar atvirkščiai
buvo nagrinėjami ir kitų autorių darbuose: Leybourne ir kt. [46], Busetti
ir Taylor [16], Kurozumi [41], Harvey ir kt. [28], Cavaliere ir Taylor [17],
Busetti [14]. Dalies minėtų straipsnių platesnę apžvalgą galima rasti [49].

Struktūrinio pasikeitimo vertinimui skirtos literatūros palyginti su struk-
tūrinio pasikeitimo testavimu yra kur kas mažiau. Bai [4] pasiūlė tiesinio
proceso vidurkio pasikeitimo taško mažiausių kvadratų įvertinį, kai tenki-
namos silpnos reguliarumo sąlygos. Naudojant mažiausių kvadratų metodą
(priešingai nei taikant didžiausio tikėtinumo metodą) nebūtina žinoti pa-
klaidų proceso skirstinį. Be to, šis metodas patogesnis realizuojant skaičia-
vimus. Taigi šis metodas tapo vis plačiau naudojamas. Tiesinius regresijos
modelius su daugeliu pasikeitimo taškų tyrinėjo Bai ir Perron [6], [7], Per-
ron ir Qu [52], Kejriwal ir Perron [34], Bai ir kt. [5]. Lavielle ir Moulines
[42] pasiūlė daugelio pasikeitimo taškų vertinimo procedūrą, kurią galima
taikyti priklausomiems procesams. Qu ir Perron [51] nagrinėjo bendresnį
daugelio struktūrinių pasikeitimų atvejį daugialypės regresijos modeliui.

Specialaus daugelio pasikeitimų atvejo - pasikeitusio segmento vertini-
mui skirti straipsniai dažniausiai nagrinėja nepriklausomus stebėjimus, pa-
vyzdžiui Fu ir Curnow [22], Hušková [30], Račkausko ir Suquet [56], [57])

8



darbai.
Jouini ir Boutahar [12] atkreipia dėmesį, kad esama nedaug tyrimų,

skirtų struktūriniams pasikeitimams nestacionarioms laiko eilutėms. Chong
[19] tyrė autoregresinį pirmos eilės modelį AR(1) su vienu pasikeitimo tašku.
Jis nagrinėjo ne tik pasikeitimą iš stacionarios būklės į stacionarią, bet ir
iš stacionarios į nestacionarią bei atvirkščiai. Chong darbe įrodoma, kad
mažiausių kvadratų įvertiniai yra suderinti bei pateikiamas jų konvergavimo
greitis. Disertacijos 4 skyriuje praplečiami Chong rezultatai pirmos eilės
autoregresiniam modeliui su pasikeitusiu segmentu.
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2 skyrius

Ribinės teoremos laužčių
procesams, sudarytiems

AR(1) modeliui

2.1 Paklaidų dalinių sumų laužčių proceso
ribinis elgesys Hiolderio erdvėje

Šiame skyrelyje nagrinėjamas pirmos eilės autroregresinis modelis:

yk = ρyk−1 + εk, (2.1)

čia k = 1, 2, . . . , n.
(2.1) modelis turi tenkinti šias prielaidas:

(A1) paklaidos ε1, . . . , εn yra nepriklausomi vienodai pasiskirstę atsitiktiniai
dydžiai su vidurkiu Eε1 = 0 ir baigtine dispersija σ2 = E(ε1)

2 <∞;

(A2) y0 = 0.

(2.1) modelio paklaidų įvertiniai (ε̂k, k = 1, . . . , n) apibrėžiami tokiu būdu:

ε̂k = yk − ρ̂ yk−1 = (ρ− ρ̂ ) yk−1 + εk, (2.2)

k = 1, 2, . . . , n, čia ρ̂ yra parametro ρ mažiausių kvadratų įvertinys:

ρ̂ =

∑n
k=1 ykyk−1∑n
k=1 y

2
k−1

. (2.3)
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Shin [63] įrodė, kad paklaidų įvertinių dalinių sumų procesas

Ŵn(t) =

[nt]∑
k=1

ε̂k, t ∈ [0, 1],

n = 1, 2, . . . , padaugintas iš daugiklio n−1/2σ−1 konverguoja Skorochodo erd-
vėje D[0, 1], kai n→∞. Jei |ρ| 6= 1, procesas (σ−1n−1/2Ŵn) konverguoja pa-
gal pasiskirstymą į standartinį Vynerio procesą intervale [0, 1]. Jei |ρ| = 1,
riba yra paslinktas Vynerio procesas.

Separabiliose Hiolderio erdvėse

Ho
α[0, 1] := {f ∈ C[0, 1] : lim

δ→0
ωα(f, δ) = 0}, (0 < α < 1)

su norma
‖f‖α := |f(0)|+ ωα(f, 1), (2.4)

čia
ωα(f, δ) := sup

s,t∈[0,1]
0<t−s<δ

|f(t)− f(s)|
|t− s|α

,

tirsime laužčių procesą

V̂n(t) =

[nt]∑
k=1

ε̂k + (nt− [nt])ε̂[nt]+1, t ∈ [0, 1], (2.5)

n = 1, 2, . . .

Kiekvienam 0 < α < 1 ir kiekvienam n ≥ 1 procesas V̂n priklauso erdvei
Ho
α[0, 1], tačiau ribinis procesas erdvei Ho

α[0, 1] priklauso tik tada, kai 0 <

α < 1/2 (žr. 2.1 pastabą žemiau).
Tegu W = (W (t), t ∈ [0, 1]) žymi standartinį Vynerio procesą. Šiame

skyrelyje įrodysime žemiau pateiktą ribinę teoremą.

2.1 teorema. Tarkime, 0 < α < 1/2 ir

lim
t→∞

tP (|ε1| ≥ t1/2−α) = 0. (2.6)

Tada Hiolderio erdvėje Ho
α[0, 1] teisinga:

11



(a) jei |ρ| 6= 1, tada
n−1/2σ−1V̂n

D−−−→
n→∞

W,

(b) jei ρ = 1, tada
n−1/2σ−1V̂n

D−−−→
n→∞

W − A−1BD,

(c) jei ρ = −1, tada

n−1/2σ−1V̂n
D−−−→

n→∞
W + Ã−1B̃D̃,

čia

A = 2

∫ 1

0

W 2(r)dr, B = W 2(1)− 1, D(t) =

∫ t

0

W (r)dr, t ∈ [0, 1],

ir atsitiktinis vektoriai (Ã, B̃, (D̃(t), t ∈ [0, 1])) ir (A, B, (D(t), t ∈ [0, 1])) yra
vienodai pasiskirstę bei vektorius (Ã, B̃, (D̃(t), t ∈ [0, 1])) nepriklauso nuo
W .

2.1 pastaba. Remiantis Lévy teorema 2.1 teoremoje apibrėžtas ribinis pro-
cesas priklauso Hiolderio erdvei Ho

α[0, 1], kai 0 < α < 1/2.

2.2 pastaba. Remiantis Sluckio teorema, (2.1) teoremoje dispersija σ2 gali
būti pakeista įvertiniu

σ̂ 2 =
1

n

n∑
k=1

ε̂ 2
k .

2.3 pastaba. Remiantis tolydaus atvaizdžio teorema ir 2.1 teorema gau-
name, kad kiekvienai tolydžiai funkcijai F : Ho

α[0, 1]→ R, teisinga:

F (n−1/2σ̂ −1V̂n)
D−−−→

n→∞


F (W ), jei |ρ| 6= 1,

F (W − A−1BD), jei ρ = 1,

F (W + Ã−1B̃D̃), jei ρ = −1
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2.1 išvada. Tarkime, 0 < α < 1/2 ir teisinga (2.6) sąlyga. Tada

n−1/2+ασ̂ −1 max
1≤k<j≤n

∣∣∣∑j
i=k+1 ε̂i

∣∣∣
(j − k)α

D−−−→
n→∞


||W ||α, if |ρ| 6= 1,

||W − A−1BD||α, if ρ = 1,

||W + Ã−1B̃D̃||α, if ρ = −1.

2.1.1 Pagalbiniai rezultatai

Pateikiame keletą faktų apie skirtumą ρ̂− ρ (žr. [63]):

2.1 lema. Tarkime, turime (2.1) modelį. Tada parametrui ρ ir jo 2.3
įvertiniui teisinga:

a) jei |ρ| < 1, tada n1/2(ρ̂− ρ) = OP (1);

b) jei |ρ| = 1, tada n(ρ̂− ρ) = OP (1);

c) jei |ρ| > 1, tada |ρ|n(ρ̂− ρ) = OP (1).

Apibrėžkime erdvę

Hdα = Ho
α[0, 1]× · · · ×Ho

α[0, 1]︸ ︷︷ ︸
d

, α ∈ (0, 1),

su norma
||(x1, . . . , xd)|| = ||x1||α + · · ·+ ||xd||α.

2.1 teiginys. Tarkime, α ∈ (0, 1) ir (Xn) yra atsitiktinių vektorių Xn =

(Xn1, . . . , Xnd) ∈ Hdα seka. Tegu X = (X1, . . . , Xd) - atsitiktinis vektorius
erdvėje Hdα. Tada

Xn
D−−−→

n→∞
X erdvėje Hdα (2.7)

tada ir tik tada, jei kiekvienam vektoriui (λ1, . . . , λd) :
∑d

i=1 λ
2
i = 1 teisinga

d∑
j=1

λjXnj
D−−−→

n→∞

d∑
j=1

λjXj erdvėje Ho
α[0, 1]. (2.8)

Įrodymas.
∑d

j=1 λjXnj ,
∑d

j=1 λjXj , n = 1, 2, . . . yra atsitiktiniai dydžiai
erdvėje Ho

α[0, 1]. Tarkime, kad teisinga (2.8). Tada visiems t1, . . . , tk ∈ [0, 1]
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turime

( d∑
j=1

λjXnj(ti), i = 1, . . . , k
)

D−−−→
n→∞

( d∑
j=1

λjXj(ti), i = 1, . . . , k
)

Kadangi t1, . . . , tk pasirinkti laisvai, remiantis Cramér–Wold taisykle baigti-
niamačiai Xn skirstiniai konverguoja. Siekdami įrodyti tirštumą, parinkime
λj = 1 ir λi = 0, kai j 6= i. Tada remiantis (2.8) gauname, kad Xnj

D−−−→
n→∞

Xj.
Taigi ∀ε > 0 egzistuoja toks kompaktas Kjε ⊂ Ho

α, kad

P (Xnj ∈ Kc
jε) < ε/(2d).

Nagrinėkime kompaktą Kε = K1ε × ...×Kdε ∈ Hdα. Tada

P ((Xn1, . . . , Xnd) ∈ Kc
ε) < ε.

Pakanka įsitikinkime, kad teiginys teisingas, kai d = 2 (kai d>2 įrodymas
analogiškas). Turime, kad

P ((Xn1, Xn2) ∈ Kc
ε) ≤ P (Xn1 ∈ K1ε, Xn2 ∈ Kc

2ε)

+ P (Xn1 ∈ Kc
1ε, Xn2 ∈ K2ε)

+ P (Xn1 ∈ Kc
1ε, Xn2 ∈ Kc

2ε)

≤ P (Xn2 ∈ Kc
2ε) + P (Xn1 ∈ Kc

1ε)

< ε.

Būtinumas įrodomas pritaikius tolydaus atvaizdžio teoremą tolydžiajam
funkcionalui T : Hdα → Ho

α[0, 1], apibrėžtam šia tapatybe:

T ((x1, . . . , xd)) =

d∑
j=1

λjxj .

Tegul X būna centruotas atsitiktinis dydis ir (Xk) tokia centruotų ne-
priklausomų atsitiktinių dydžių seką su dispersijomis EX2

k = σ2k, k ≥ 1, kad
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kiekvienam k ≥ 1, teisinga

P (|Xk| > t) ≤ P (|X| > t),

kai t > 0.
Kiekvienam n = 1, 2, . . . nagrinėkime laužčių procesą ζn = (ζn(t), t ∈

[0, 1]), jungiantį taškus
(
k

n
,

k∑
i=1

Xi

)
,, k = 0, 1, . . . , n :

ζn(t) =

[nt]∑
j=1

Xj + (nt− [nt])X[nt]+1, t ∈ [0, 1].

2.2 teiginys. Tarkime 0 < α < 1/2, p(α) = 1/(1/2− α). Jei

lim
t→∞

tp(α)P (|X| > t) = 0, (2.9)

tada
n−1/2ζn

D−−−→
n→∞

W erdvėje Ho
α[0, 1]. (2.10)

Įrodymas. (2.10) konvergavimas įrodomas naudojant tą pačią techniką kaip
ir [58] straipsnyje. Čia pateiksime tik įrodymo metmenis. Pastebėkime, kad
(2.9) sąlyga reiškia, jog (n−1/2Xk) yra be galo mažas dydis. ζn baigtiniama-
čių skirstinių konvergavimas gaunamas remiantis Lindebergo centrine ribine
teorema.

Remiantis Račkausko ir Suquet (žr. [58]) gautais rezultatais (ζn)n≥1

tirštumui Ho
α[0, 1] erdvėje įrodyti pakanka įsitikinti, kad kiekvienam ε > 0

teisinga
lim
J→∞

lim sup
n→∞

P (J, n, ε) = 0, (2.11)

čia
P (J, n, ε) := P

{
sup
j≥J

2αj max
r∈Dj

|ζn(r)− ζn(r−)| ≥ εn1/2
}
.

Apibrėžkime diadinių skaičių, priklausančių intervalui [0, 1], aibes Dj tokiu
būdu:

D0 = {0, 1}, Dj =
{

(2l − 1)2−j ; 1 ≤ l ≤ 2j−1
}
, j ≥ 1
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Elementams r ∈ Dj, j ≥ 0, apibrėžkime

r− := r − 2−j , r+ := r + 2−j . (2.12)

Vertinant ζn(r) − ζn(r−) nagrinėjamos trys galimos dydžių r− ir r kon-
figūracijos intervalų [(k − 1)/n, k/n] atžvilgiu: taškai r− ir r yra arba tame
pačiame intervale, arba gretimuose intervaluose, arba nesiribojančiuose in-
tervaluose. Visais trim atvejais, tardami, kad

∑
k∈∅ ≡ 0, kiekvienam r ∈ Dj

gauname:

|ζn(r)− ζn(r−)| ≤
∣∣∣ [nr]∑
k=[nr−]+2

Xk

∣∣∣+ 21−jαYn, (2.13)

čia
Yn := max

1≤k≤n
|Xk|.

Tada
P (J, n, ε) ≤ P1(J, n, ε) + P2(n, ε),

čia

P1(J, n, ε) := P

{
sup
j≥J

2αj max
r∈Dj

∣∣∣ [nr]∑
k=[nr−]+2

Xk

∣∣∣ > (ε/2)n1/2
}
, (2.14)

P2(n, ε) := P
{
|Yn| ≥ (ε/4)n1/2

}
. (2.15)

Pastebėjus, kad iš (2.9) sąlygos gaunamas Yn konvergaviumas pagal tikimy-
bę į 0, (2.11) įrodymas supaprastėja iki

lim
J→∞

lim sup
n→∞

P1(J, n, ε) = 0 (2.16)

įrodymo. Kiekvienam τ > 0 apibrėžkime

Xk,τ := Xk1{|Xk| ≤ τn1/2−α}, k = 1, . . . , n;n = 1, 2, . . .

Dideliems n teisinga:

P1(J, n, ε) ≤ P1,τ (J, n, ε) + P ( max
1≤k≤n

|Xk| ≥ τn1/2−α),
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čia

P1,τ (J, n, ε) = P

{
sup
j≥J

2αj max
r∈Dj

∣∣∣ [nr]∑
k=[nr−]+2

(Xk,τ − EXk,τ )
∣∣∣ > (ε/4)n1/2

}
.

Pritaikius Rozentalio nelygybę gaunama

lim
J→∞

lim sup
n→∞

P1(J, n, ε) ≤ cτ.

Kadangi τ > 0 buvo parinktas laisvai, gauname (2.16).

2.3 teiginys. Tarkime, 0 < α < 1/2. Procesas n−1/2Wn, n ≥ 1, apibrėž-
tas (2.18) tapatybe, konverguoja pagal pasiskirstymą į standartinį Vynerio
procesą W Hiolderio erdvėje Ho

α[0, 1] tada ir tik tada, jei

lim
t→∞

t1/(1/2−α)P (|ε1| > t) = 0.

Įrodymas. žr. [60].

2.1.2 2.1 teoremos įrodymas

Paprastumo dėlei tarkime, kad σ2 = 1. Kiekvienam n ≥ 1 ir kiekvienam
t ∈ [0, 1] turime

V̂n(t) = Wn(t)− (ρ̂− ρ)Zn(t), (2.17)

čia

Wn(t) =

[nt]∑
k=1

εk + (nt− [nt])ε[nt]+1 (2.18)

ir

Zn(t) =

[nt]∑
k=1

yk−1 + (nt− [nt])y[nt].

Jei ρ 6= 1, tada teisinga nelygybė

||Zn||α ≤ |1− ρ|−1
[
||Wn||α + 2nα max

1≤k≤n
|yk|
]
. (2.19)
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Tikrai, kiekvienam m ≥ 1 remiantis (2.1) turime:

m∑
k=1

yk = ρ

m∑
k=1

yk−1 +

m∑
k=1

εk.

Taigi kai ρ 6= 1, kiekvienam m = 1, . . . , n

m∑
k=1

yk−1 = (1− ρ)−1
( m∑
k=1

εk − ym
)
.

Iš čia visiems 0 ≤ k, j ≤ n gauname

Zn(k/n)− Zn(j/n) = (1− ρ)−1[(Wn(k/n)−Wn(j/n))− (yk − yj)]. (2.20)

Kadangi laužčių proceso Hiolderio erdvės norma visada įgyja reikšmes lauž-
čių proceso lūžio taškuose, turime

||Zn||α = max
1≤j<k≤n

|(k − j)/n|−α|Zn(k/n)− Zn(j/n)|. (2.21)

Taigi iš to, kad

max
k>j
|(k − j)/n|−α|yk − yj | ≤ 2nα max

1≤k≤n
|yk|,

ir (2.20) bei (2.21), gauname (2.19). Toliau atskirai išnagrinėsime šiuos
atvejus: |ρ| < 1, |ρ| = 1 ir |ρ| > 1.

1 atvejis. Tarkime, kad |ρ| < 1. Remiantis (2.17) skaidiniu ir (2.19)
nelygybe, gauname

||n−1/2V̂n − n−1/2Wn||α ≤ |n1/2(ρ̂− ρ)| ||n−1Zn||α

≤ |n1/2(ρ̂− ρ)||1− ρ|−1
[
||n−1Wn||α + 2n−1/2+α max

1≤k≤n
|yk|
]
. (2.22)

Kadangi kiekvienam 1 ≤ k ≤ n

yk =

k∑
i=1

ρk−iεi, (2.23)
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turime
max
1≤k≤n

|yk| ≤ max
1≤k≤n

|εk|
n∑
i=1

|ρ|i ≤ (1− |ρ|)−1 max
1≤k≤n

|εk|. (2.24)

Kadangi atsitiktiniai dydžiai εk, k = 1, 2, . . . , n yra nepriklausomi, (2.6) są-
lyga yra ekvivalenti

nα−1/2 max
1≤k≤n

|εk|
P−−−→

n→∞
0.

Taigi remiantis (2.22) ir (2.24) nelygybėmis bei 2.3 teiginiu ir 2.1 lema (žr.
2.1.1 skyrelį), gauname

||n−1/2V̂n − n−1/2Wn||α
P−−−→

n→∞
0.

Taigi jei Hiolderio erdvėjeHo
α[0, 1] egzistuoja (n−1/2V̂n, n ≥ 1) ir (n−1/2Wn, n ≥

1) sekų ribos, jos pasiskirsčiusios vienodai. Remiantis 2.3 teiginiu Hiolderio
erdvėje Ho

α[0, 1] n−1/2Wn
D−−−→

n→∞
W .

2 atvejis. Tarkime, |ρ| > 1. Remiantis (2.23) tapatybe

max
1≤k≤n

|yk| ≤ |ρ|n max
1≤k≤n

|εk|
n∑
i=1

|ρ|−i ≤ |ρ|n+1(|ρ| − 1)−1 max
1≤k≤n

|εk|. (2.25)

Taigi remiantis (2.17), (2.19) ir (2.25) gauname, kad

||n−1/2V̂n − n−1/2Wn||α ≤ |ρ̂− ρ| ||n−1/2Zn||α

≤ |ρ|n|ρ̂− ρ|
[
|ρ|−nn−1/2||Wn||α + 2|ρ|(|ρ| − 1)−1nα−1/2 max

1≤k≤n
|εk|
]
.

Vėlgi gauname, kad n−1/2V̂n ir n−1/2Wn pasiskirstę vienodai Hiolderio erd-
vėje Ho

α[0, 1]. Taigi įrodėme 2.1 teoremos (a) dalį.

3 atvejis. Tarkime, ρ = 1. Nagrinėkime funkciją F , apibrėžtą Hiolderio
erdvėje

F (x)(t) = x(t)− x2(1)− 1∫ 1

0
x2(s)ds

∫ t

0

x(s)ds, t ∈ [0, 1],

čia x ∈ Ho
α[0, 1], x 6= 0. Apibrėžkime, F (0) = 0. Jei x ∈ Ho

α[0, 1], tai ir
F (x) ∈ Ho

α[0, 1]. Turime įrodyti, kad

||n−1/2V̂n − F (n−1/2Wn)||α
P−−−→

n→∞
0. (2.26)
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Kadangi funkcija F : Ho
α[0, 1]→ Ho

α[0, 1] yra tolydi kiekviename taške x 6= 0,
funkcijos F netolydumo taškų aibės Vynerio matas yra lygus nuliui. Taigi
remiantis tolydaus atvaizdžio teorema (žr. [11] 1 išvadą psl. 31) ir 2.3
teiginiu, gauname

F (n−1/2Wn)
D−−−→

n→∞
F (W ) erdvėje Ho

α[0, 1].

Remiantis (2.26) gauname, kad Ho
α[0, 1] erdvėje n−1/2V̂n ir F (n−1/2Wn) ribos

turi tą patį skirstinį. Taigi teoremos (b) dalies įrodymas supaprastėja iki
(2.26) įrodymo.

Jei ρ = 1, tada

yk =

k∑
i=1

εi = Wn(k/n), k = 1, 2, . . . , n. (2.27)

Pastebėję, kad remiantis (2.3)ir (2.27)

(ρ̂− 1)

n∑
i=1

y2i−1 =

n∑
i=1

yi−1εi =
1

2

(
W 2
n(1)−

n∑
i=1

ε2i

)
,

galime užrašyti
V̂n = V

(1)
n + V

(2)
n ,

čia
V

(1)
n (t) = Wn(t)− W 2

n(1)− n
2
∑n

k=1 y
2
k−1

Zn(t), t ∈ [0, 1],

ir
V

(2)
n (t) =

∑n
i=1 ε

2
i − n

2
∑n

k=1 y
2
k−1

Zn(t), t ∈ [0, 1].

Įvertinkime proceso Zn normą. Remiantis (2.27), turime

n−3/2||Zn||α = n−3/2 max
0≤j<k≤n

|k/n− j/n|−α
∣∣∣ k∑
i=j+1

yi−1

∣∣∣
≤ n−3/2+α max

1≤k≤n
|yk| max

0≤j<k≤n
|k − j|1−α

≤ n−1/2 max
1≤k≤n

|yk| = n−1/2 max
t∈[0,1]

|Wn(t)|.

Taigi remiantis Donskerio-Prochorovo invariantiškumo principu gauname,

20



kad n−3/2||Zn||α = OP (1). Kadangi

n−2
n∑
k=1

y2k−1 ≤ n−1 max
1≤k≤n

y2k = n−1 max
t∈[0,1]

W 2
n(t),

gauname, kad n−2
∑n

k=1 y
2
k−1 = OP (1). Remiantis didžiųjų skaičių dėsniu

gauname

n−1
n∑
i=1

ε2i − 1
P−−−→

n→∞
0.

Taigi

||n−1/2V (2)
n ||α =

∣∣n−1∑n
k=1 ε

2
k − 1

∣∣
2n−2

∑n
k=1 y

2
k−1

||n−3/2Sn||α
P−−−→

n→∞
0.

(2.26) įrodymas supaprastėja iki

||n−1/2V (1)
n − F (n−1/2Wn)||α

P−−−→
n→∞

0 (2.28)

įrodymo. Paprastumo dėlei naudosime šiuos žymėjimus:

Sn(t) =

∫ t

0

n−1/2Wn(s)ds, t ∈ [0, 1];

τn = n−1W 2
n(1)− 1;

µn = n−1
∫ 1

0

W 2
n(t)dt;

µ̂n = n−1
∫ 1

0

y2[nt]dt.

Turime, kad

n−1/2V
(1)
n (t) = n−1/2Wn(t)− τn

2µ̂n
n−3/2Zn(t), t ∈ [0, 1].

Be to,
F (n−1/2Wn) = n−1/2Wn(t)− τn

2µn
Sn(t), t ∈ [0, 1].

Taigi

||n−1/2V (1)
n − F (n−1/2Wn)||α ≤ |τn|

∥∥∥Zn
µ̂n
− Sn
µn

∥∥∥
α

≤ |τn|
|µ̂n − µn|
µ̂nµn

||Zn||α + |τn|
1

µn
||Zn − Sn||α.
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Kadangi max0≤t≤1 |y[nt] −Wn(t)| = max1≤k≤n |εk| ir tenkinama (2.6) sąlyga,
remdamiesi Donskerio-Prochorovo invariantiškumo principu gauname

|µ̂n − µn| ≤ 2n−1/2 max
1≤k≤n

|εk| max
t∈[0,1]

|n−1/2Wn(t)| = oP (1).

Pastebėję, kad n−1Sn(t) =
∫ t
0
y[nt]dt, t ∈ [0, 1], ir tenkinama (2.6) sąlyga,

gauname

n−3/2||Sn − Zn||α ≤ n−1/2 max
0≤t≤1

|y[nt] −Wn(t)| = n−1/2 max
1≤k≤n

|εk| = oP (1).

Taigi įrodėme (2.28).

4 atvejis. Tarkime, kad ρ = −1. Tada

yk =

k∑
i=1

(−1)k−iεi, k = 1, . . . , n.

Taigi
n∑
k=1

εkyk−1 =

n∑
k=1

εk

k−1∑
i=1

(−1)k−1−iεi = −
n∑
k=1

ek

k−1∑
i=1

ei,

čia
ei = (−1)iεi, i = 1, . . . , n.

Pažymėkime

W̃n(t) =

[nt]∑
k=1

ẽk + (nt− [nt])ẽ[nt]+1, t ∈ [0, 1].

Panašiai kaip ir 3 atveju įsitikiname, kad

||n−1/2V̂n − [n−1/2Wn +G(n−1/2W̃n)]||α
P−−−→

n→∞
0, (2.29)

čia funkcija

G(y)(t) =
y2(1)− 1

2
∫ 1

0
y2(s)ds

∫ t

0

y(s)ds, t ∈ [0, 1], y ∈ Ho
α[0, 1], y 6= 0.
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Kadangi teisinga (2.29), belieka įrodyti, kad erdvėje Ho
α[0, 1]

n−1/2Wn +G(n−1/2W̃n)
D−−−→

n→∞
W + g(W̃ ), (2.30)

čia W ir W̃ yra nepriklausomi standartiniai Vynerio procesai. Įrodę, kad(
n−1/2(Wn, W̃n)

)
konverguoja poagal pasiskirstymą į (W, W̃ ) erdvėjeHo

α[0, 1]×
Ho
α[0, 1], remiantis tolydaus atvaizdžio teorema gautume (2.30). Taigi re-

miantis 2.1 teiginiu belieka įrodyti, kad visiems λ1, λ2 : λ21+λ22 = 1 teisinga

λ1n
−1/2Wn + λ2n

−1/2W̃n
D−−−→

n→∞
λ1W + λ2W̃ erdvėje Ho

α[0, 1]. (2.31)

Užrašykime λ1Wn + λ2W̃n =
∑[nt]

k=1Xi + (nt − [nt])X[nt]+1, t ∈ [0, 1], čia
Xk = (λ1 + λ2(−1)k)εk, k = 1, . . . , n ir pritaikykime 2.2 teiginį. Iš tikrų-
jų, kadangi |λ1 + (−1)kλ2| ≤ 2, gauname P (|Xk| > t) ≤ P (|2εk| > t), t ≥
0, k = 1, . . . , n. Taigi remiantis 2.2 teiginiu

(
n−1/2(Wn, W̃n)

)
konverguo-

ja pagal pasiskirstymą erdvėje Ho
α[0, 1] × Ho

α[0, 1]. Remdamiesi atitinkamų
baigtiniamačių skirstinių konvergavimu gauname, kad n−1/2(Wn, W̃n) riba
yra (W, W̃ ), čia W ir W̃ yra standartiniai Vynerio procesai. Pastebime, kad
kiekvienam t ≥ s,

EWn(t)W̃n(s) = σ2
[ns]∑
k=1

(−1)k + σ2(ns− [ns])(−1)[ns]+1.

Iš čia En−1/2W̃n(t) n−1/2Wn(s)→ 0, kai n→∞. Taigi procesai W̃ ir W yra
nepriklausomi.

2.2 Kitų laužčių procesų ribinis elgesys
tolydžiųjų funkcijų ir Hiolderio erdvėse

Šiame skyrelyje nagrinėjamas pirmos eilės autroregresinis modelis:

yk = ρyk−1 + εk, (2.32)

čia k = 1, 2, . . . , n.
(2.32) modelis turi tenkinti šias prielaidas:

(A1) paklaidos ε1, . . . , εn yra nepriklausomi vienodai pasiskirstę atsitiktiniai
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dydžiai su vidurkiu Eε1 = 0 ir baigtine dispersija σ2 = E(ε1)
2 <∞;

(A2) y0 = 0;

(A3) |ρ| < 1.

Šis modelis nuo 2.1 skyrelyje nagrinėto modelio skiriasi stacionarumo
prielaida (A3). Nagrinėsime du laužčių procesus - vieną sudarysime iš pa-
rametro ρ dalinių įvertinių, kitą iš stebėjimų ir paklaidų sandaugų (yk−1εk)

dalinių sumų. Tegu ρ̂k žymi iš pirmų k stebėjimų y1, . . . , yk sudarytą para-
metro ρ mažiausių kvadratų įvertinį:

ρ̂k =

∑k
j=1 yjyj−1∑k
j=1 y

2
j−1

, k = 2, 3, . . . , n.

Apibrėžkime parametro ρ dalinių įvertinių procesą:

rn(t) =

ρ̂k + (nt− k)(ρ̂k+1 − ρ̂k), kai k/n ≤ t < (k + 1)/n, k = 2, n− 1

0, kai 0 ≤ t < 2/n,

čia t ∈ [0, 1] ir n ≥ 1. Stebėjimų ir paklaidų sandaugų (yk−1εk) dalinių sumų
procesas apibrėžiamas taip:

ξn(t) =


∑[nt]

j=1 yj−1εj + (nt− [nt])y[nt]ε[nt]+1, jei 1/n ≤ t ≤ 1

0, jei 0 ≤ t < 1/n.

Šiame skyrelyje ištirsime procesų (ξn) ir (rn) ribinį elgesį tolydžiųjų funkci-
jų ir Hiolderio erdvėse. Toliau darbe C[a, b] žymėsime tolydžiųjų funkcijų
f : [a, b] → R Banacho erdvę su norma ||f || = supt∈[a,b] |f(t)|, f ∈ C[a, b].
Kaip ir 2.1 skyrelyje (W (t), t ∈ [a, b]) žymėsime standartinį Vynerio procesą.
Suformuluokime ribines teoremas (ζn) ir (rn) procesams:

2.2 teorema. Erdvėje C[0, 1]

n−1/2(1− ρ2)1/2σ−1ξn
D−−−→

n→∞
W. (2.33)
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Jei 0 < α < 1/2 ir

E|ε1|p(α) <∞, čia p(α) =
1

0.5− α
, (2.34)

tada (2.33) teisinga ir Ho
α[0, 1] erdvėje.

Pagal klasikinius Mann ir Wald [48] bei Anderson [1] rezultatus

√
n(1− ρ2)−1/2(ρ̂[nt] − ρ)

D−−−→
n→∞

t−1/2N (0, 1).

Taigi mažiems t ∈ (0, 1) mažiausių kvadratų ρ̂[nt] įvertinys nėra tikslus. Dėl
šios priežasties proceso rn ribinį elgesį nagrinėsime intervale [δ, 1], δ ∈ (0, 1).

2.3 teorema. Kiekvienam δ ∈ (0, 1) tolydžiųjų funkcijų C[δ, 1] erdvėje

√
n(1− ρ2)−1/2(rn − ρ)

D−−−→
n→∞

{W (t)/t, δ ≤ t ≤ 1}. (2.35)

Jei 0 < α < 1/2 ir išpildyta (2.34) sąlyga, tada (2.35) teisinga ir Ho
α[δ, 1]

erdvėje.

(2.35) konvergavimas praktiniuose taikymuose nepanaudojamas, kadan-
gi ρ yra nežinomas. Suformuluokime teoremas, kuriose pateiktus rezultatus
būtų galima taikyti praktiniuose skaičiavimuose.

2.4 teorema. Erdvėje C[0, 1]

( n∑
k=1

y2k−1

)1/2
ξn

D−−−→
n→∞

W. (2.36)

Jei 0 < α < 1/2 ir išpildyta (2.34) sąlyga, tada (2.36) teisinga ir Ho
α[0, 1]

erdvėje.

2.5 teorema. Kiekvienam δ ∈ (0, 1) tolydžiųjų funkcijų erdvėje C[δ, 1]

( n∑
k=1

y2k−1

)1/2
(rn − ρ)

D−−−→
n→∞

{
W (t)

t
, δ ≤ t ≤ 1

}
. (2.37)

Jei 0 < α < 1/2 ir išpildyta (2.34) sąlyga, tada (2.37) teisinga ir Ho
α[δ, 1]

erdvėje.
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2.2.1 Pagalbiniai rezultatai

Hiolderio erdvėje galime apibrėžti (2.4) normai ekvivalenčią normą:

||f ||seq = sup
j

2αj max
r∈Dj

|f(r+) + f(r−)− 2f(r)|, f ∈ Ho
α[0, 1], (2.38)

čia Dj diadinių skaičių aibės intervale [0, 1] ir r−, r+ apibrėžti 2.12 tapaty-
bėmis. Erdvę Ho

0 [0, 1] suprasime kaip C[0, 1] erdvę.
Bendrosios atsitiktinių dydžių sekos tirštumo sąlygos Hiolderio erdvėje

pateikiamos [65], [59] (žr. 2 teoremą ir 1 pastabą atitinkamai). Žemiau pa-
teikiame dalinių sumų procesui [33] straipsnyje suformuluotas šias sąlygas:

2.2 lema. Tarkime, α ∈ [0, 1) ir ξn(t), t ∈ [0, 1] yra iš (Xk)k≥0 atsitikti-
nių dydžių sudarytas laužčių procesas. Tada (b−1n ξn)n≥1 yra tiršta erdvėje
Ho
α[0, 1], jei:

1. kiekvienam t ∈ [0, 1], (b−1n ξn(t))n≥1 yra tiršta realiųjų skaičių tiesėje R;

2. nα

bn
max
1≤i≤n

|Xi| konverguoja pagal tikimybę į 0;

3. kiekvienam teigiamam ε,

lim
J→∞

lim sup
n→∞

P
{

max
J≤j≤logn

2αj max
r∈Dj

∣∣∣ nr+∑
k=nr+1

Xk

∣∣∣ ≥ εbn

}
= 0.

2.3 lema. Tarkime α ∈ [0, 1) ir η1, η2, . . . yra nepriklausomi vienodai pasi-
skirstę atsitiktiniai dydžiai su vidurkiu 0. Tn(t) =

∑[nt]
k=1 ηk+(nt−[nt])η[nt]+1, t ∈

[0, 1] - iš šių atsitiktinių dydžių sudarytas laužčių procesas. Jei

lim
t→∞

t1/(1−α)P (|η| > t) = 0, (2.39)

tada
n−1Tn

P−−−→
n→∞

0 erdvėje Ho
α[0, 1]. (2.40)

Įrodymas. Iš pradžių įrodykime n−1Tn tirštumą erdvėje H0
α[0, 1], α ∈ [0, 1).

Remiantis disdžiųjų skaičių dėsniu ir 2.2 lema pakanka įsitikinti, kad kiek-
vienam δ > 0

lim
J→∞

lim sup
n→∞

P (J, n, δ) = 0, (2.41)
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čia

P (J, n, δ) :=

{
sup

J≤j≤logn
2αj max

r∈Dj

∣∣∣ [nr]∑
k=[nr−]+2

ηk

∣∣∣ > δn

}
.

Kadangi Eηi = 0 galime išskaidyti ηi = η′i + η′′i , čia

η′i = ηi1{|ηi|≤δn1−α} − Eηi1{|ηi|≤δn1−α}, η′′i = ηi1{|ηi|>δn1−α} − Eηi1{|ηi|>δn1−α}.

Galime įvertinti P1(J, n, δ) ≤ P ′1(J, n, δ/2) + P ′2(J, n, δ/2), čia P ′1(J, n, δ) ir
P ′′1 (J, n, δ) apibrėžiama analogiškai kaip ir P1(J, n, δ), tik vietoje ηi imame
η′j ir η′′i atitinkamai. Įveretinkime P ′′1 (J, n, δ). Remiantis Čebyšovo nelygybe
turime

P ′′1 (J, n, δ) ≤ δ−2n−1+α
∑

1≤j≤logn

(n−12j)α
∑

1≤i<2j

E max
r∈Dj

∣∣∣ [nr]∑
k=[nr−]+2

ηk

∣∣∣
≤ cδ−2n−1

logn∑
j=1

(n−12j)α−12jE|η′′1 |.

Kadangi

E|η′′1 | ≤ 2E|η1|1{|η1|>δn1−α}

= 4

∫
δn1−α

zP (|η1| > z)dz ≤ 4

∫
n1−α

z1−1/(1−α)dz sup
t>δn1−α

t1/(1−α)P (|η1| > t)

≤ Cn−α sup
t>δn1−α

t1/(1−α)P (|η1| > t),

gauname P ′′1 (J, n, δ) ≤ cδ−1 supt>δn1−α t1/(1−α)P (|η1| > t). Taigi remiantis
(2.39) sąlyga, limn→∞ P

′′
1 (J, n, δ) = 0.

Pritaikę Dubo ir Rozentalio nelygybes, kai q > 2, gauname

P ′1(J, n, δ) ≤ δ−qn−q+qα
∑

J≤j≤logn

(n−12j)qα
∑
r∈Dj

E max
nr+<u<nr−

∣∣∣ u∑
k=nr−+1

η′k

∣∣∣q
≤ cδ−qn−q+qα

logn∑
j=1

(n−12j)qα2j
[
(n2−j)q[(E|η′j |)q + n2−jE|η′j |q]

]
≤ C(q,D)δ−qD(J),
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čia D(J) =
∑

j>J 2−(q−qα−1)j. Pasirinkę q > 1/(1− α) ir pritaikę

E|η′j |q = q

∫ n1/2−α

0

zq−1P (|Zj | > z)dz

≤ c(q)D

∫ n1/2−α

0

zq−1−p(α)dz ≤ c(q)Dn(q−p(α))(1/2−α)

įrodome tirštumą. Remiantis didžiųjų skaičių dėsniu n−1Tn baigtiniama-
čiai skirstiniai konverguoja pagal pasiskirstymą į nulį. Taigi n−1Tn D−−−→

n→∞
o

erdvėje Ho
α[0, 1]. Taigi įrodėme (2.40).

2.4 lema. (2.32) modeliui teisinga

(i) n−1/2 max1≤i≤n |yi|
P−−−→

n→∞
0;

(ii) jei limt→∞ t
p(α)P (|ε1| > t) = 0, tada n−1/2+α max1≤k≤n |yk|

P−−−→
n→∞

0.

(iii) jei išpildyta (2.34) sąlyga, tada n−1/2+α max1≤k≤n |yk−1εk|
P−−−→

n→∞
0.

Įrodymas. Kiekvienam ε > 0 turime

P ( max
1≤i≤n

|yi| > εn1/2) ≤ nP (|y1| > εn1/2) ≤ Ey211{|y1|>εn1/2}.

Iš to, kad Ey2k = (1− ρ2)−1 <∞, gauname teoremos (i) tvirtinimą.
(ii) įrodyta [33] (žr. 9 lemą).
(iii) reikia įsitikinti, kad kiekvienam δ > 0

lim
n→∞

nP (|y0ε1| ≥ δn1/2−α) = 0. (2.42)

Akivaizdu, kad E|y0|p(α) <∞. Kadangi y0 ir ε1 yra nepriklausomi, gauname
E|y0ε1|p(α) <∞ ir

nP (|y0ε1| > δn1/2−α) ≤ δ−p(α)E|y0ε1|p(α)1{|y0ε1| > δn1/2−α} → 0,

kai n→∞. Iš čia gaunamas lemos (iii) tvirtinimas.

28



2.5 lema. (2.32) modeliui teisinga

sup
t∈[0,1]

∣∣∣n−1 [nt]∑
k=1

y2k−1 −
tσ2

1− ρ2
∣∣∣ P−−−→
n→∞

0.

Įrodymas. Turime
y2i = ρ2y2i−1 + 2ρyi−1εi + ε2i .

Susumavę pagal indeksą i = 1, . . . ,m gauname

ρ2
m∑
i=1

y2i−1 =

m∑
i=1

y2i − 2ρ

m∑
i=1

yi−1εi −
m∑
i=1

ε2i .

Vadinasi,

(1− ρ2) max
0≤t≤1

∣∣∣n−1 [nt]∑
i=1

y2i−1 −
t

1− ρ2
∣∣∣ ≤

≤ 2n−1 max
1≤k≤n

y2k + 2ρn−1 max
1≤k≤n

∣∣∣ k∑
i=1

yi−1εi

∣∣∣
+ n−1 max

1≤k≤n

∣∣∣ m∑
i=1

[ε2i − 1]
∣∣∣+ n−1. (2.43)

Remiantis 2.4 lema pirmasis dėmuo dešinėje nelygybės pusėje yra oP (1).

Pastebime, kad (
∑k

i=1 yi−1εi, k ≥ 1) yra martingalas Fk = σ(εj , j = 1, . . . , k),
k ≥ 1 σ-algebros atžvilgiu. Iš tikrųjų, kadangi εk nepriklauso nuo Fk−1,
turime

E
( k∑
i=1

yi−1εi

∣∣∣Fk−1) =

k−1∑
i=1

yi−1εi + E(yk−1εk|Fk−1) =

k−1∑
i=1

yi−1εi.

Taigi
(∣∣∑k

i=1 yi−1εi
∣∣, k ≥ 1

)
yra submartingalas ir remiantis Doob’o nelygy-

be gauname

E max
1≤k≤n

( k∑
i=1

yi−1εi

)2
≤ cE

( n∑
i=1

yi−1εi

)2
= c

n∑
i=1

Ey2i−1ε
2
i = cσ2

n∑
i=1

Ey2i−1.

Kadangi Ey2i = 1/(1− ρ2), turime Emax1≤k≤n
(∑k

i=1 yi−1εi
)2 ≤ cσ4n/(1− ρ2).
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Taigi antrasis dešiniojoje (2.43) nelygybės pusėje esantis dėmuo yra oP (1).

Be to, trečiasis dėmuo yra oP (1) remiantis didžiųjų skaičių dėsniu.

2.2.2 2.2 teoremos įrodymas

Pritaikę Brauno invariantiškumo principą (yi−1εi,Fi, i ≥ 1) martingaliniams
skirtumams (Fi = σ(εj , j ≤ i), i ≥ 1 σ-algebrų atžvilgiu), gauname (2.33)
konvergavimą C[0, 1] erdvėje. Taigi turime įrodyti antrąją teoremos dalį.
(n−1/2ξn) baigtiniamačių skirstinių konvergavimas gaunamas iš (2.33) kon-
vergavimo C[0, 1] erdvėje. Vadinasi, belieka įsitikinti (n−1/2ξn) in Ho

α[0, 1]

tirštumu. Remiantis 2.2 lema turime įrodyti, kad kiekvienam ε > 0

lim
J→∞

lim sup
n→∞

P1(J, n, ε) = 0, (2.44)

ir
lim
J→∞

lim sup
n→∞

P2(n, ε) = 0, (2.45)

čia

P1(J, n, ε) := P

{
sup

J≤j≤logn
2αj max

r∈Dj

∣∣∣ [nr]∑
k=[nr−]+2

yk−1εk

∣∣∣ > (ε/2)n1/2
}
,(2.46)

P2(n, ε) := P
{

max
1≤k≤n

|yk−1εk| ≥ (ε/4)n1/2
}
. (2.47)

(2.45) teisinga remiantis 2.4 lema. Belieka patikrinti (2.44).
Tegu zi = yi−1εi, i ≥ 1. Kadangi Ezi = 0 galime užrašyti zi = z′i + z′′i , čia

z′i = zi1{|zi|≤δn1/2−α}−Ezi1{|zi|≤δn1/2−α}, z
′′
i = zi1{|zi|>δn1/2−α}−Ezi1{|zi|>δn1/2−α},

o δ > 0 bet koks teigiamas skaičius. Turime

P1(J, n, ε) ≤ P ′1(J, n, ε/2) + P ′′1 (J, n, ε/2),

čia P ′1 ir P ′′2 apibrėžiama analogiškai kaip ir P1, tik vietoje zk imame z′k ir
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z′′k atitinkamai. Taigi teigiamai konstantai c > 0 turime

P ′′1 (J, n, ε) ≤ 4

nε2

logn∑
j=J

22αj+j max
r∈Dj

E(

[nr]∑
k=[nr−]+2

z′′k)2

≤ 8n2α

ε2
Ez211{|z1| ≥ δn1/2−α}

≤ cn2α
∫ ∞
n1/2−α

xP (|y0ε1| ≥ x)dx.

Remiantis (2.34) sąlyga gauname limn→∞ P
′′
1 (J, n, ε) = 0. Vertindami pirmą-

ją tikimybę taikome Rozentalio nelygybę, kai q > 2:

P ′1(J, n, ε) ≤ cn−q/2
logn∑
j=J

2j+qαj
[
(n2−jE(z′′1 )2)q/2 + n2−jE|z′′1 |q

]

≤ cn−q/2
logn∑
j=J

2j+qαj
[
(n2−jE(z1)

2)q/2 + n2−jE|z1|q1{|z1| ≤ δn1/2−α}
]

≤ c(Ez21)q/2
logn∑
j=J

2−(q/2−qα−1)j + cδ,

čia konstanta c > 0 priklauso tik nuo q. Iš čia limJ→∞ P
′
1(J, n, ε) ≤ cδ.

Kadangi δ > 0 buvo pasirinktas laisvai, riba iš tiesų yra lygi nuliui.

2.2.3 2.3 teoremos įrodymas

Visų pirma įrodysime, kad √n(1−ρ2)−1/2(rn(t)−ρ), t ∈ [δ, 1]) proceso baigti-
niamačiai skirstiniai konverguoja į (Wt/t, t ∈ [δ, 1]) proceso baigtiniamačius
skirstinius. Nagrinėkime t1, . . . , td ∈ [δ, 1] ir pažymėkime

Zni :=

√
n√

1− ρ2
(rn(ti)− ρ), i = 1, . . . , d,

Vni(k) :=

√
1− ρ2
√
nti

k∑
j=1

yj−1εj , i = 1, . . . , d

ir

Tni(k) =

√
1− ρ2
√
n

k∑
j=1

yj−1εj

(
t−1i −

(
(1− ρ2)n−1

k∑
j=1

y2j−1

)−1)
, i = 1, . . . , d.
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Atlikę algebrinius pertvarkymus, gauname

max
1≤i≤d

|Zni − Vni([nti])| ≤2 max
1≤i≤d

|Tn([nti])|+ max
1≤i≤d

|Tni([nti] + 1)|

+

√
1− ρ2
√
n

max
1≤i≤d

|y[nti]ε[nti]+1|.

Remiantis 2.2 teorema

(Vni, i = 1, . . . , d)
D−−−→

n→∞
(Wti/ti, i = 1, . . . , d) erdvėje Rd

ir max1≤k≤d |
√

1−ρ2√
n

∑k
j=1 yj−1εj | = OP (1). Remiantis 2.5 lema gauname

max
1≤i≤d

∣∣∣t−1i − (n−1 [nti]∑
j=1

y2j−1

)−1∣∣∣ P−−−→
n→∞

0.

Taigi max1≤i≤d |Tn([nti])| = oP (1) ir max1≤i≤d |Tn([nti] + 1)| = oP (1).

Neabejotinai, max1≤i≤d |y[nti]ε[nti]+1| = oP (
√
n). Be to, max1≤i≤d |Zni −

Vni([nti])| = oP (1), kai n → ∞. Taigi įrodėme √n(1 − ρ2)−1/2(rn(t) − ρ), t ∈
[δ, 1]) baigtiniamačių skirstinių konvergavimą.

Dabar įrodykime Tn :=
√
n(rn(t)− ρ, t ∈ [δ, 1]), n ≥ 1 tirštumą. Tegu

ν0 = 0, νi =

∑i
j=1 εjyj−1∑i
j=1 y

2
j−1

, i = 1, . . . , n.

Turime, kad
rn(t)− ρ = ν[nt] + (nt− [nt])(ν[nt]+1 − ν[nt]).

Taigi rn(t)−ρ, t ∈ [δ, 1] yra laužčių procesas, sukonstruotas iš Xk = νk− νk−1
atsitiktinių dydžių. Remiantis 2.2 lema, reikia įrodyti, kad:

(a) kiekvienam t ∈ [δ, 1] seka √n(rn(t)− ρ, n ≥ 1) yra tiršta;

(b) nα+1/2 maxδn≤i≤n |νi − νi−1|
P−−−→

n→∞
0;

(c) kiekevienam ε > 0

lim
J→∞

lim sup
n→∞

P ( max
J≤j≤logn

2αj max
r∈Dj∩[δ,1]

|ν[nr+] − ν[nr]| > εn−1/2) = 0.
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Pastebime, kad (a) gaunamas iš (Tn) baigtiniamačių skirstinių konvergavi-
mo.

Pereikime prie (b). Turime, kad

nα+1/2 max
δn≤i≤n

|νi − νi−1| ≤ Un1 + Un2,

čia

Un1 := nα+0.5 max
1≤k≤n

|εkyk−1|
( δn∑
j=1

y2j−1

)−1
ir

Un2 := nα+0.5 max
1≤k≤n

y2k max
1≤k≤n

∣∣∣ k∑
j=1

yj−1εj

∣∣∣( nδ∑
j=1

y2j−1

)−2
.

Remiantis 2.2 teorema

n−1/2 max
1≤k≤n

∣∣∣ k∑
j=1

yj−1εj

∣∣∣ = OP (1).

Pagal 2.4 lemą n−1+2α max1≤k≤n y
2
k = oP (1). Pastebėję, kad remiantis 2.5

lema n−1
∑nδ

k=1 y
2
k−1 = OP (1), gauname Un2 = oP (1). Kadangi teisinga (2.34)

sąlyga, turime
nα−1/2 max

1≤k≤n
|εkyk−1|

P−−−→
n→∞

0.

Taigi ir Un1 = oP (1).

Nagrinėkime (c). Turime,

|ν[nr+] − ν[nr]| ≤ Vn1(r, j) + Vn2(r, j),

čia

Vn1(r, j) =
∣∣∣ [nr+]∑
j=[nr]+1

εjyj−1

∣∣∣( δn∑
j=1

y2j−1

)−1
,

ir

Vn2(r, j) =

[nr+]∑
j=[nr]+1

y2j−1

∣∣∣ [nr+]∑
j=1

εjyj−1

∣∣∣( δn∑
j=1

y2j−1

)−2
.
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Kadangi
∑nδ

j=1 y
2
j−1 = OP (n), (c) galima perrašyti kaip

lim
J→∞

lim sup
n→∞

P ( max
J≤j≤logn

2αj max
r∈Dj

∣∣∣ [nr+]∑
j=[nr]+1

εjyj−1

∣∣∣ > εn0.5) = 0 (2.48)

ir

lim
J→∞

lim sup
n→∞

P ( max
J≤j≤logn

2αj max
r∈Dj

[nr+]∑
j=[nr]+1

y2j−1

∣∣∣ [nr+]∑
j=1

εjyj−1

∣∣∣ > εn3/2) = 0. (2.49)

Kadangi (2.48) gavome įrodydami 2.2 teoremą, belieka įrodyti tik (2.49).
Vėl remdamiesi 2.2 teorema turime, kad max1≤k≤n

∣∣∣∑k
j=1 εjyj−1

∣∣∣ = OP (n1/2),
ir (2.49) supaprastėja iki

lim
J→∞

lim sup
n→∞

P ( max
J≤j≤logn

2αj max
r∈Dj

[nr+]∑
j=[nr]+1

y2j−1 > εn) = 0. (2.50)

Kadangi

[nr+]∑
j=[nr]+1

y2j−1 =
1

1− ρ2

[nr+]∑
j=[nr]+1

ε2j +
2ρ

1− ρ2

[nr+]∑
j=[nr]+1

εjyj−1 +
1

1− ρ2
[y2[nr+] − y

2
[nr]],

norint įrodyti (2.50), reikia įrodyti, kad

lim
J→∞

lim sup
n→∞

P ( max
J≤j≤logn

2αj max
r∈Dj

∣∣∣ [nr+]∑
j=[nr]+1

εjyj−1

∣∣∣ > εn) = 0, (2.51)

lim
J→∞

lim sup
n→∞

P ( max
J≤j≤logn

2αj max
r∈Dj

[nr+]∑
j=[nr]+1

ε2j > εn) = 0, (2.52)

lim
J→∞

lim sup
n→∞

P ( max
J≤j≤logn

2αj max
r∈Dj

[y2[nr+] − y
2
[nr]] > εn) = 0. (2.53)

Pastebėjus, kad (2.51) jau buvo įrodytas anksčiau, turime patikrinti (2.52)
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ir (2.53). Pakankamai dideliems J turime

P ( max
J≤j≤logn

2αj max
r∈Dj

[nr+]∑
j=[nr]+1

ε2j > εn) ≤

≤ P ( max
J≤j≤logn

2αj max
r∈Dj

∣∣∣ [nr+]∑
j=[nr]+1

[ε2j − 1]
∣∣∣ > εn/2).

Kadangi

max
J≤j≤logn

2αj max
r∈Dj

∣∣∣ [nr+]∑
j=[nr]+1

[ε2j − 1]
∣∣∣ ≤ ||νn||α,

čia νn(t), t ∈ [0, 1] yra laužčių procesas, sukonstruotas ε2k − 1, k = 1, . . . , n

atsitiktiniams dydžiams, (2.52) gaunamas pritaikius 2.3 lemą ηk = ε2k−1, k ≥
1 atsitiktiniams dydžiams.

Galiausiai pastebime, kad (2.53) yra 2.3 lemos išvada. Taigi įrodymas
baigtas.

2.2.4 2.4 ir 2.5 teoremų įrodymas.

Šių teoremų tvirtinimai gaunami remiantis 2.2, 2.3 ir Sluckio teoremomis,
bei 2.5 lema.
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3 skyrius

AR(1) modelio
pasikeitusio segmento

testavimas

3.1 Kriterijus, pagrįstas modelio paklaidų
įvertinių dalinių sumų procesu

Remiantis 2.3 pastaba iš 2.1 skyrelio statistika Tn = F (n−1/2σ̂−1V̂n), parin-
kus tolydžią funkciją F : Ho

α[0, 1] → R, gali būti naudojama AR(1) modelio
stabilumo testavimui. Keletą funkcijos F pavyzdžių galima rasti [27]. Re-
miantis 2.1 teorema iš 2.1 skyrelio matome, kad proceso (V̂n, n ∈ N) ribinis
skirstinys taškuose |ρ| = 1 nėra tolydus. Taigi statistika, sukonstruota nau-
dojant šį procesą, gali būti paslinkta, kai parametras |ρ| yra arti 1. Shin
(1998) (žr. [63]) pastebėjo tai empiriškai tirdamas statistikas, skirtas pa-
sikeitusio segmento testavimui. Jis nustatė, kad empirinis 5% percentilis
žymiai skiriasi nuo teorinio, kai parametras ρ yra arti 1 ir skiriasi nežymiai,
kai parametras ρ yra arti −1. Taigi statistikų galia gali būti mažesnė, kai ρ
arti 1.
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Aukščiau esančiame paveikslėlyje pateiktos dydžio n−1/2‖V̂n‖α (n = 5000)
pasiskirstymo funkcijos skirtingoms α reikšmėms. Autoregresinio modelio
paklaidos generuotos kaip standartiniai normalieji atsitiktiniai dydžiai, skai-
čiuota 4000 dydžio n−1/2‖V̂n‖α reikšmių. Taigi matome, kad Shin (1998)
aprašytoji problema tampa ne tokia stipri, kai α artėja link 1/2. Tačiau
dydžio n−1/2‖V̂n‖α skirstinys konverguoja į ribinį skirstinį tuo lėčiau, kuo
parametras α arčiau 1/2:

Nagrinėkime autoregresinį modelį su pasikeitusiu segmentu

yk = ρ∗yk−11I∗(k) + ρyk−11I∗c(k) + εk, k = 1, . . . , n, (3.1)
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čia I∗ = k∗ + 1, . . . , k∗ + `∗ ir I∗c = {1, . . . , n} \ I∗. Tegu (3.1) tenkina šias
prielaidas:

(A1) paklaidos ε1, . . . , εn yra nepriklausomi vienodai pasiskirstę atsitiktiniai
dydžiai su vidurkiu Eε1 = 0 ir baigtine dispersija σ2 = E(ε1)

2 <∞;

(A2) y0 = 0;

(A3) |ρ| < 1;

Dydis k∗n vadinamas pasikeitusio segmento pradžia, o dydis `∗ pasikeitusio
segmento ilgiu. Tariame, kad k∗ ir `∗ nėra žinomi. Norime patikrinti nulinę
pastovaus autoregresinio proceso hipotezę:

H0 : `∗ = 0.

Alternatyvioji pasikeitusio segmento hipotezė nusakoma taip:

HA : `∗ > 0.

Tegu (ε̂k, k = 1, . . . , n) žymi (3.1) modelio paklaidas, esant teisingai nulinei
hipotezei ir Ŝ0 = 0, Ŝk = ε̂1 + · · ·+ ε̂k, k = 1, . . . , n. Apibrėžkime statistiką

T (n;α) = max
1<l<n

1

lα
max

06k6n−l

∣∣∣∣Ŝ(k + l)− Ŝ(k)− l

n
Ŝ(n)

∣∣∣∣ , (3.2)

čia 0 6 α < 1/2.

3.1 teiginys. Tarkime, (3.1) modelis tenkina (A1)-(A3) sąlygas,
0 < α < 1/2, limt→∞ t

1/(0.5−α)P (|ε1| > t) = 0 ir galioja H0. Tada

n−1/2+ασ−1T (n;α)
D−−−→

n→∞
max
0<h<1

h−α max
0<t<1−h

|W (t+ h)−W (t)− hW (1)|

Įrodymas. Teiginys gaunamas iš 2.1 teoremos ir 2.3 pastabos.
Statistikos T (n;α) elgesį esant teisingai alternatyviajai hipotezei HA iš-

tirsime empiriškai.
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3.1.1 Kriterijaus galios empirinis tyrimas

Šiame skyrelyje tirsime, kokie dydžiai ir kaip įtakoja pasiūlyto kriterijaus
galią. Naudosime galios grafikus, kurių x-ašyje atidėtos p-reikšmių empiri-
nės pasiskirstymo funkcijos reikšmės, kai teisinga nulinė hipotezė, o y-ašyje
atidėtos p-reikšmių empirinės pasiskirstymo funkcijos reikšmės, kai teisinga
alternatyvioji hipotezė. Skirtingiems parametrų n, α, k∗, `∗, ρ, ρ∗ rinki-
niams suskaičiuota po 1000 statistikos reikšmių. Autoregresinio modelio
paklaidos generuotos kaip pagal standartinį normalųjį dėsnį pasiskirstę at-
sitiktiniai dydžiai. Ribinė statistika aproksimuota suskaičiavus 10.000 jos
reikšmių.

Parametro n įtaka. Kuo daugiau stebėjimų turime, tuo didesnė kriteri-
jaus galia (k∗n−1 = 0.5, `∗n−1 = 0.1, ρ = 0.5, ρ∗ = 0.8):

Pasikeitusio segmento ilgio ir pradžios įtaka. Kuo trumpesnis pasikeitęs
segmentas, tuo mažesnė kriterijaus galia. Žemiau pateikti galios grafikai,
kai pasikeitęs segmentas sudaro 2%, 5% ir 10% visų stebėjimų (n = 1000,
k∗n−1 = 0.5, ρ = 0.5, ρ∗ = 0.8):
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Kriterijaus galiai pasikeitusio segmento pradžios pozicija pastebimos įta-
kos neturi (n = 1000, `∗n−1 = 0.1, ρ = 0.5, ρ∗ = 0.8):

Parametrų ρ ir ρ∗ įtaka. Kriterijaus galia mažėja mažėjant skirtumui
ρ ∗ −ρ (n = 1000, k∗n−1 = 0.5, `∗n−1 = 0.1, ρ = 0.5):
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Iš pirmojo grafiko matome, kad kriterijaus galia yra nedidelė, kai ρ∗ −
ρ = 0.1. Toliau nubrėžkime galios grafikus, išlaikydami tą patį skirtumą
ρ∗ − ρ = 0.1, tačiau keisdami parametrų ρ ir ρ∗ reikšmes. Matome, kad
kriterijaus galia žymiai išauga, didinant šių parametrų reikšmes (n = 1000,
k∗n−1 = 0.5, `∗n−1 = 0.1):

Palyginus du paskutinius paveikslėlius matyti, kad kai autoregresinis
procesas keičiasi iš stacionarios būklės į nestacionarią, galia pastebimai iš-
auga esant nedidelėsms p-reikšmių empirinės pasiskirstymo funkcijos reikš-
mėms, kai teisinga nulinė hipotezė (x-ašis). Taigi pasiūlytas kriterijus ga-
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lingiausias aptinkant pasikeitimus iš stacionarios būklės į nestacionarią ir
pasikeitimus, kai parametro ρ reikšmės yra ganėtinai didelės.

Parametro α įtaka. Kaip matyti iš aukščiau pateiktų grafikų, didžiau-
sia kriterijaus galia gauta, kai α = 7/16, t.y. reikšmė artima 1/2. Be to,
galios atotrūkis nuo kriterijų su mažesnėmis parametro α reikšmėmis di-
dėja ilgėjant pasikeitusiam segmentui, didėjant parametro n reikšmėms bei
skirtumui tarp parametrų ρ ir ρ∗.

3.2 Kriterijus, pagrįstas modelio parametro
dalinių įvertinių procesu

Nagrinėkime autoregresinį modelį su pasikeitusiu segmentu

yk = ρ∗yk−11I∗(k) + ρyk−11I∗c(k) + εk, k = 1, . . . , n, (3.3)

čia I∗ = k∗ + 1, . . . , k∗ + `∗ ir I∗c = {1, . . . , n} \ I∗. Tegu (3.3) tenkina šias
prielaidas:

(A1) paklaidos ε1, . . . , εn yra nepriklausomi vienodai pasiskirstę atsitiktiniai
dydžiai su vidurkiu Eε1 = 0 ir baigtine dispersija σ2 = E(ε1)

2 <∞;

(A2) y0 = 0;

(A3) |ρ| < 1.

Dydis k∗n vadinamas pasikeitusio segmento pradžia, o dydis `∗ pasikeitusio
segmento ilgiu. Tariame, kad k∗n ir `∗n nėra žinomi. Norime patikrinti nulinę
pastovaus autoregresinio proceso hipotezę:

H0 : `∗ = 0.

Alternatyvioji pasikeitusio segmento hipotezė nusakoma taip:

HA : `∗ > 0.
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Nagrinėkime statistiką, apibrėžtą fiksuotam dydžiui δ ∈ (0, 1):

Tn := T
(δ)
n :=

√√√√ n∑
i=1

y2i−1 max
1≤`≤(1−δ)n

`−α max
δn≤k≤n

|ρ̂k+` − ρ̂k|. (3.4)

3.2 teiginys. Tarkime, (3.3) modelis tenkina (A1)-(A3) sąlygas,
0 < α < 1/2,

E|ε1|p(α) <∞, čia p(α) =
1

0.5− α
, (3.5)

ir galioja H0. Tada

nαT
(δ)
n

D−−−→
n→∞

max
0<h<1−δ

h−α max
δ≤t≤1

∣∣∣W (t+ h)

t+ h
− W (t)

t

∣∣∣.
Įrodymas. Teiginys gaunamas remiantis 2.3 teorema ir 2.5 lema.

3.3 teiginys. Tarkime, (3.3) modelis tenkina (A1)-(A3) sąlygas,
k∗ ≥ δn kuriam nors δ ∈ (0, 1), `∗ →∞, `∗/n → 0, kai n →∞, ir galioja HA.
Tada

nαT
(δ)
n →∞,

jei tik (
`∗

n

)1−α√
n|ρ− ρ∗| → ∞, kai n→∞.

.

Įrodymas. Turime, kad

Tn ≥

√√√√ n∑
i=1

y2i−1(`
∗)−α|ρ̂k∗+`∗ − ρ̂k∗|.

Kadangi

ρ̂k∗ = ρ+

∑k∗

j=1 yj−1εj∑k∗

j=1 y
2
j−1

ir

ρ̂k∗+`∗ =
ρ
∑k∗

j=1 y
2
j−1 + ρ∗

∑k∗+`∗

j=k∗+1 y
2
j−1 +

∑k∗+`∗

j=1 yj−1εj∑k∗+`∗

j=1 y2j−1
,
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gauname

|ρ̂k∗+`∗− ρ̂k∗| = |ρ∗−ρ|
∑k∗+`∗

j=k∗+1 y
2
j−1∑k∗+`∗

j=1 y2j−1
−
|
∑k∗+`∗

j=1 yj−1εj |∑k∗+`∗

j=1 y2j−1
−
|
∑k∗

j=1 yj−1εj |∑k∗

j=1 y
2
j−1

. (3.6)

Pastebime, kad kiekvienam l = 1, . . . , n

E
( k∑
j=1

yj−1εj

)2
≤ max{(1− ρ2)−1, (1− ρ∗2)−1}k (3.7)

Be to, ∣∣∣n−1 k∗∑
j=1

y2j−1 −
k∗

n(1− ρ2)

∣∣∣ P−−−→
n→∞

0 (3.8)

ir ∣∣∣n−1 k∗+`∗∑
j=k∗+1

y2j−1 −
`∗

n(1− ρ∗2)

∣∣∣ P−−−→
n→∞

0. (3.9)

Iš tikrųjų, (3.8) gaunamas iš 2.5 lemos. Analogiškai, kaip ir įrodant 2.5
lemą, (3.9) konvergavimui turime

∣∣∣n−1 k∗+`∗∑
j=k∗+1

y2j−1 −
`∗

n(1− ρ∗)

∣∣∣ ≤ 2ρ∗

1− ρ∗2
∣∣∣n−1 k∗+`∗∑

j=k∗+1

yj−1εj

∣∣∣
+

1

1− ρ∗2
∣∣∣n−1 k∗+`∗∑

j=k∗+1

[ε2l − 1]
∣∣∣.

Pirmasis dešiniosios nelygybės pusės dėmuo yra oP (1) remiantis (3.7), o
antrasis dėmuo yra oP (1) pagal didžiųjų skaičių dėsnį. Taigi atsižvelgę į
(3.7)–(3.9), iš (3.6) gauname teoremos tvirtinimą.

3.2.1 Kriterijaus galios empirinis tyrimas

Šiame skyrelyje tirsime, kokie dydžiai ir kaip įtakoja pasiūlyto kriterijaus
galią. Naudosime galios grafikus, kurių x-ašyje atidėtos p-reikšmių empiri-
nės pasiskirstymo funkcijos reikšmės, kai teisinga nulinė hipotezė, o y-ašyje
atidėtos p-reikšmių empirinės pasiskirstymo funkcijos reikšmės, kai teisinga
alternatyvioji hipotezė. Skirtingoms parametrų δ, n, α, k∗, `∗, ρ, ρ∗ su-
skaičiuota po 1000 statistikos reikšmių. Autoregresinio modelio paklaidos
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generuotos kaip pagal standartinį normalųjį dėsnį pasiskirstę atsitiktiniai
dydžiai. Ribinė statistika aproksimuota suskaičiavus 10.000 jos reikšmių.

Parametro δ įtaka. Natūralu, kad proceso rn(t) reikšmės svyruoja vis
mažiau, kai t didėja. Dėlto kriterijus galia didėja, kai dydis δ didėja (n =

1000, k∗n−1 = 0.5, `∗n−1 = 0.1, ρ = 0.5, ρ∗ = 0.8):

Taigi reikalingas nemažas kiekis duomenų iki autoregresinio modelio pa-
sikeitimo.

Parametro n įtaka. Kuo daugiau stebėjimų turime, tuo didesnė kriteri-
jaus galia (δ = 0.4, k∗n−1 = 0.5, `∗n−1 = 0.1, ρ = 0.5, ρ∗ = 0.8):
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Pasikeitusio segmento ilgio ir pradžios įtaka. Kuo trumpesnis pasikeitęs
segmentas, tuo mažesnė kriterijaus galia. Žemiau pateikti galiuos grafikai,
kai pasikeitęs segmentas sudaro 2%, 5% ir 10% visų stebėjimų (n = 1000,
δ = 0.4, k∗n−1 = 0.5, ρ = 0.5, ρ∗ = 0.8):

Kriterijaus galią taip pat įtakoja ir pasikeitusio segmento pradžios po-
zicija. Kuo vėliau prasideda pasikeitęs segmentas, tuo mažesnė kriterijaus
galia (n = 1000, δ = 0.4, `∗n−1 = 0.1, ρ = 0.5, ρ∗ = 0.8):

Pasiūlytas kriterijus yra pagrįstas dalinių parametro ρ įvertinių procesu
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rn(t), t ∈ [0, 1]. Skirtumas tarp šio proceso reikšmių nesant ir esant pasi-
keitusiam segmentui mažėja, kai t → 1. Taigi kriterijaus galia didesnė, kai
turima daugiau duomenų po pasikeitusio segmento.

Parametrų ρ ir ρ∗ įtaka. Kriterijaus galia mažėja mažėjant skirtumui
ρ ∗ −ρ (n = 1000, δ = 0.4, k∗n−1 = 0.5, `∗n−1 = 0.1, ρ = 0.5):

Iš pirmojo grafiko matome, kad kriterijaus galia yra ganėtinai nedidelė,
kai ρ∗ − ρ = 0.1. Toliau nubrėžkime galios grafikus, išlaikydami tą patį
skirtumą ρ∗− ρ = 0.1, tačiau keisdami parametrų ρ ir ρ∗ reikšmes. Matome,
kad kriterijaus galia žymiai išauga, didinant šių parametrų reikšmes (n =

1000, δ = 0.4, k∗n−1 = 0.5, `∗n−1 = 0.1):
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Taigi pasiūlytas kriterijus galingiausias aptinkant pasikeitimus iš stacio-
narios būklės į nestacionarią ir pasikeitimus, kai parametro ρ reikšmės yra
ganėtinai didelės.

Parametro α įtaka. Kaip matyti iš aukščiau pateiktų grafikų, didžiausia
kriterijaus galia gauta, kai α = 1/4. Kai α reikšmės artimos 1/2, galia žymiai
sumažėja, išskyrus atvejį su trumpu (2%) pasikeitusiu segmentu.

Kriterijų galios palyginimas. Palyginę 3.1.1 ir 3.2.1 skyreliuose pa-
teiktus galios grafikus matome, kad antrasis kriterijus, pagrįstas modelio
dalinių parametrų įvertinių procesu, yra galingesnis už pirmąjį kriterijų, pa-
grįstą modelio paklaidų dalinių sumų procesu. Tačiau pastarasis kriterijus
tampa galingesnis, kai pasikeitęs segmentas yra arčiau stebėjimų pradžios.
Taip yra todėl, kad (priešingai antrajam) pirmasis kriterijus nėra jautrus
pasikeitusio segmento pradžios pozicijai. Žemiau pateikti galios grafikai,
kai k∗n−1 = 0.2 (n = 1000, `∗n−1 = 0.1, ρ = 0.9, ρ∗ = 1, δ = 0.15):

3.1 pav.: Kriterijaus, pagrįsto paklaidų dalinių sumų procesu (kairėje), ir
kriterijaus, pagrįsto parametro ρ dalinių įvertinių procesu (dešinė-
je), galios grafikai, kai k∗n−1 = 0.2.
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4 skyrius

AR(1) modelio
pasikeitusio segmento

vertinimas

Šiame skyriuje kiekvienam natūriniam skaičiui n ∈ N nagrinėjamas pirmos
eilės autoregresinis modelis su epideminiu pasikeitimu:

y
(n)
i = ρny

(n)
i−11I∗c(i) + ρ∗ny

(n)
i−11I∗(i) + ε

(n)
i , (4.1)

čia i ∈ Nn := {1, 2, . . . , n}. Stebėjimų indeksų intervalinių poaibių aibė In

apibrėžiama taip:

In := {{k + 1, . . . , k + `}, ` = 1, . . . , n, k = 0, . . . , n− `} .

Šios aibės poaibis

I∗ = I∗(n) = {k∗n + 1, . . . , k∗n + `∗n} ∈ In

apibrėžia epideminį pasikeitimą su pradžia k∗n ir ilgiu `∗n, epideminio pasi-
keitimo papildinys I∗c = Nn\I∗. Šio skyriaus tikslas yra įvertinti nežinomus
epideminio pasikeitimo pradžią k∗n ir ilgį `∗n.

(4.1) modelis turi tenkinti šias prielaidas:

(A1) ∀n ∈ N paklaidos ε(n)1 , . . . , ε
(n)
n yra nepriklausomi vienodai pasiskirstę

atsitiktiniai dydžiai su vidurkiu Eε
(n)
1 = 0 ir baigtine dispersija σ2 =

E(ε
(n)
1 )2 <∞;

49



(A2) y
(n)
0 = 0;

(A3) ∃θ0, θ1 ∈ (0, 1) : `∗n ∈ [θ0n, θ1n].

Trečioji prielaida (A3) reiškia, kad epideminio pasikeitimo ilgis `∗n turi būti
proporcingas stebėjimų skaičiui n.

Siekiant supaprastinti žymėjimus, toliau indeksas n bus praleidžiamas.
Aibėms A, I ∈ In apibrėžkime

AI := A ∩ I, Q(A) :=
∑
i∈A

y2i−1, R(A) :=
∑
i∈A

yi−1εi, S(A) :=
∑
i∈A

yiyi−1.

Toliau nagrinėjamos tik tokios aibės A, kurios priklauso stebėjimų indeksų
intervalinių poaibių aibei In. Apibrėžkime

ρ̂(A) :=
S(A)

Q(A)
,

RSSn(A) :=
∑
i∈Ac

(yi − ρ̂(Ac)yi−1)
2 +
∑
i∈A

(yi − ρ̂(A)yi−1)
2,

čia A ∈ In ir Ac = Nn \ A.
(4.1) modelio parametrus ir epideminį pasikeitimą vertiname mažiausių

kvadratų metodu:

(k̂∗, k̂∗ + ˆ̀∗) = Î∗ = arg minI∈InRSSn(I). (4.2)

Dydžiui 0 ≤ β < θ0/3 apibrėžkime

Iβ = (k̂∗ + βn, k̂∗ + ˆ̀∗ − βn), Jβ = [1, k̂∗ − βn] ∪ [k̂∗ + ˆ̀∗ + βn, n].

Įrodant Î∗ įvertinių suderinamumą tinkamas β pasirinkimas užtikrina, kad
su didele tikimybe abu intervalai Iβ ir Jβ yra netušti. Nagrinėsime ρ ir ρ∗

įvertinius, apibrėžtus tokiu būdu:

ρ̂∗ = ρ̂(Iβ), ρ̂ = ρ̂(Jβ). (4.3)
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4.1 Pasikeitimas iš stacionarios būklės į
stacionarią

Šiame skyrelyje įrodoma žemiau pateikta 4.1 teorema (4.1) modelio para-
metrų k∗, `∗, ρ ir ρ∗ įvertiniams, kai autoregresinis procesas keičiasi iš sta-
cionarios būklės į stacionarią.

4.1 teorema. Tarkime, (4.1) modelio parametrai |ρ| < 1, |ρ∗| < 1 ir tenki-
namos (A1)-(A3) prielaidos. Tada

(i) parametrų (k∗, `∗) (4.2) įvertiniams teisinga:

|k̂∗ − k∗|+ | ˆ̀∗ − `∗| = OP

( √
n

|ρ− ρ∗|

)
;

(ii) parametrų ρ ir ρ∗ (4.3) įvertiniams su β = 0 teisinga:

|ρ∗ − ρ̂∗| = OP (n−1/2), |ρ− ρ̂| = OP (n−1/2).

4.1.1 Pagalbinės lemos

Prieš pereinant prie 4.1 teoremos įrodymo, įrodykime keletą pagalbinių le-
mų.

4.1 lema. Sakykime, A ∈ In. Tada (4.1) modeliui teisinga tapatybė

RSSn(A)−RSSn(I∗) = (ρ−ρ∗)2δ1(A, I∗)+2(ρ−ρ∗)δ2(A, I∗)+δ3(A, I
∗), (4.4)

čia

δ1(A, I
∗) =

Q(AI∗)Q(AI∗c)

Q(A)
+
Q(AcI∗)Q(AcI∗c)

Q(Ac)
,

δ2(A, I
∗) =

Q(AI∗)R(A)

Q(A)
+
Q(AcI∗)R(Ac)

Q(Ac)
−R(I∗),

δ3(A, I
∗) = r1(I

∗)− r1(A), r1(A) =
R2(A)

Q(A)
+
R2(Ac)

Q(Ac)
.
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Įrodymas. Kadangi 1A1Ac = 0, funkciją RSSn galima užrašyti tokiu būdu:

RSSn(A) =

n∑
i=1

[yi − ρ̂(A)yi−11A − ρ̂(Ac)yi−11Ac ]
2.

Pažymėkime

vA(i) := [(ρ̂(A)−ρ∗)1AI∗+(ρ̂(A)−ρ)1AI∗c+(ρ̂(Ac)−ρ∗)1AcI∗+(ρ̂(Ac)−ρ)1AcI∗c ](i).

Tada

RSSn(A) =

n∑
i=1

[yi − ρ∗yi−11I∗(i)− ρyi−11I∗c(i)− vA(i)yi−1]
2

=

n∑
i=1

[εi − vA(i)yi−1]
2.

Taigi

RSSn(A)−RSSn(I∗) =

n∑
i=1

[εi − vA(i)yi−1]
2 −

n∑
i=1

[εi − vI∗(i)yi−1]2

=

n∑
i=1

v2A(i)y2i−1 −
n∑
i=1

v2I∗(i)y
2
i−1

+ 2

n∑
i=1

vI∗(i)yi−1εi − 2

n∑
i=1

vA(i)yi−1εi.

Kadangi aibių AI∗, AI∗c, AcI∗ ir AcI∗c sankirtos paporiui yra tuščios aibės,

v2A = (ρ̂(A)−ρ∗)21AI∗+(ρ̂(A)−ρ)21AI∗c +(ρ̂(Ac)−ρ∗)21AcI∗+(ρ̂(Ac)−ρ)21AcI∗c

ir
v2I∗ = (ρ̂(I∗)− ρ∗)21I∗ + (ρ̂(I∗c)− ρ)21I∗c .
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Taigi

RSSn(A)−RSSn(I∗) = (ρ̂(A)− ρ∗)2Q(AI∗) + (ρ̂(A)− ρ)2Q(AI∗c)

+ (ρ̂(Ac)− ρ∗)2Q(AcI∗) + (ρ̂(Ac)− ρ)2Q(AcI∗c)

− (ρ̂(I∗)− ρ∗)2Q(I∗)− (ρ̂(I∗c)− ρ)2Q(I∗c)

− 2(ρ̂(A)− ρ∗)R(AI∗)− 2(ρ̂(A)− ρ)R(AI∗c)

− 2(ρ̂(Ac)− ρ∗)R(AcI∗)− 2(ρ̂(Ac)− ρ)R(AcI∗c)

+ 2(ρ̂(I∗)− ρ∗)R(I∗) + 2(ρ̂(I∗c)− ρ)R(I∗c).

Įvedus žymėjimus

B(A) := (ρ̂(A)− ρ∗)2Q(AI∗) + (ρ̂(A)− ρ)2Q(AI∗c)

ir
D(A) := (ρ̂(A)− ρ∗)R(AI∗) + (ρ̂(A)− ρ)R(AI∗c)

turime

RSSn(A)−RSSn(I∗) =[B(A) +B(Ac)−B(I∗)−B(I∗c)]

+ 2[D(I∗) +D(I∗c)−D(A)−D(Ac)].

Kiekvienai aibei A ∈ In

ρ̂(A)− ρ∗ =
S(AI∗) + S(AI∗c)

Q(A)
− ρ∗ =

ρ∗Q(AI∗) + ρQ(AI∗c) +R(A)

Q(A)
− ρ∗

= (ρ− ρ∗)Q(AI∗c)

Q(A)
+
R(A)

Q(A)

ir

ρ̂(A)− ρ =
S(AI∗) + S(AI∗c)

Q(A)
− ρ =

ρ∗Q(AI∗) + ρQ(AI∗c) +R(A)

Q(A)
− ρ

= (ρ∗ − ρ)
Q(AI∗)

Q(A)
+
R(A)

Q(A)
.
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Iš čia gauname, kad

B(A) = (ρ̂(A)− ρ∗)2Q(AI∗) + (ρ̂(A)− ρ)2Q(AI∗c)

=
1

Q2(A)

[
(ρ− ρ∗)2Q(AI∗)Q(AI∗c)Q(A) +R2(A)Q(A)

]
= (ρ− ρ∗)2Q(AI∗)Q(AI∗c)

Q(A)
+
R2(A)

Q(A)

ir

D(A) = (ρ̂(A)− ρ∗)R(AI∗) + (ρ̂(A)− ρ)R(AI∗c)

=
1

Q(A)
(ρ− ρ∗)[R(AI∗)Q(AI∗c)−R(AI∗c)Q(AI∗)] +

R2(A)

Q(A)

= (ρ− ρ∗)
[
R(AI∗)− R(A)Q(AI∗)

Q(A)

]
+
R2(A)

Q(A)
.

Taigi

B(A) +B(Ac) =(ρ− ρ∗)2Q(AI∗)Q(AI∗c)

Q(A)
+
R2(A)

Q(A)

+ (ρ− ρ∗)2Q(AcI∗)Q(AcI∗c)

Q(Ac)
+
R2(Ac)

Q(Ac)

=(ρ− ρ∗)2δ1(A, I∗) + r1(A).

Kadangi δ1(I∗, I∗) = 0, gauname

B(I∗) +B(I∗c) = r1(I
∗).

Taigi

B(A) +B(Ac)−B(I∗)−B(I∗c) = (ρ− ρ∗)2δ1(A, I∗) + r1(A)− r1(I∗).

Taip pat gauname, kad

D(A) +D(Ac) = (ρ− ρ∗)R(A)
(

1− Q(AI∗)

Q(A)

)
+ (ρ− ρ∗)R(Ac)

(
1− Q(AcI∗)

Q(Ac)

)
= −(ρ− ρ∗)δ2(A, I∗) + r1(A).
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Iš δ2(I∗, I∗) = 0 seka, kad D(I∗) +D(I∗c) = r1(I
∗). Taigi

D(I∗) +D(I∗c)−D(A)−D(Ac) = r1(I
∗)− r1(A) + (ρ− ρ∗)δ2(A, I∗)

ir

RSSn(A)−RSSn(I∗) =(ρ− ρ∗)2δ1(A, I∗) + r1(A)− r1(I∗)

+ 2(r1(I
∗)− r1(A)) + 2(ρ− ρ∗)δ2(A, I∗)

=(ρ− ρ∗)2δ1(A, I∗) + 2(ρ− ρ∗)δ2(A, I∗) + r1(I
∗)− r1(A).

4.1 pastaba. 4.1 lema teisinga bet kokiems (4.1) modelio parametrams ρ
ir ρ∗, t.y. ne tik esant pasikeitimui iš stacionarios būklės į stacionarią.

4.2 lema. Tarkime, tenkinamos (4.1) teoremos sąlygos. Tada

n−1/2 max
1≤i≤n

|yi|
P−−−→

n→∞
0.

Įrodymas. Pastebime, kad

yi = ρiyi−1 + εi, i = 1, . . . , n,

čia
ρi = ρ∗1I∗(i) + ρ1I∗c(i), i = 1, . . . , n.

Taigi

yi =

i∑
k=1

( i∏
j=k+1

ρj

)
εk, i = 1, . . . , n. (4.5)

Pažymėję dik =
∏i

j=k+1 ρj kiekvienam τ > 0 apibrėžiame

Pn(τ) := P (n−1/2 max
1≤i≤n

|yi| > τ) ≤
n∑
i=1

P
(∣∣∣ i∑

k=1

dikεi

∣∣∣ > τn1/2
)
.
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Kadangi pagal (A1) prielaidą Eεi = 0, (4.1) modelio paklaidas galime užra-
šyti tokiu būdu:

εi =ε′i + ε′′i ,

ε′i =εi1{|εi|≤δn1/2} − Eεi1{|εi|≤δn1/2},

ε′′i =εi1{|εi|>δn1/2} − Eεi1{|εi|>δn1/2},

kur δ > 0 bet koks teigiamas skaičius. Tada Pn(τ) ≤ P ′n(τ/2) + P ′′n (τ/2), čia

P ′n(τ/2) =

n∑
i=1

P
(∣∣∣ i∑

k=1

dikε
′
i

∣∣∣ > τ

2
n1/2

)
,

P ′′n (τ/2) =

n∑
i=1

P
(∣∣∣ i∑

k=1

dikε
′′
i

∣∣∣ > τ

2
n1/2

)
.

Pritaikę Čebyšovo nelygybę, turime:

P ′′n (τ/2) ≤ 4τ−2n−1
n∑
i=1

E
( i∑
k=1

dikε
′′
i

)2
= 4τ−2n−1

n∑
i=1

i∑
k=1

d2ikE(ε′′i )
2

≤ 4τ−2(1− ρ2max)−1E(ε′′1)2,

čia ρmax = max{ρ, ρ∗}. Remiantis tuo, kad

E(ε′′1)2 = Eε211{|ε1| > δn1/2}−(Eε1)
21{|ε1| > δn1/2} ≤ Eε211{|ε1| > δn1/2} → 0,

kai n→∞, gauname:
lim
n→∞

P ′′n (τ/2) = 0. (4.6)
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Tarkime, q > 2. Tada naudodami Čebyšovo ir Rozentalio nelygybes galime
įvertinti dydį P ′n(τ/2):

P ′n(τ) ≤ 2qτ−qn−q/2
n∑
i=1

E
( i∑
k=1

dikε
′
i

)q
≤ 2qcqτ

−qn−q/2
n∑
i=1

[( i∑
k=1

d2ikE(ε′i)
2
)q/2

+

i∑
k=1

d2ikE|ε
′
i|q
]

≤ 2qcqτ
−q(1− ρ2max)−q/2n1−q/2E|ε′1|q,

čia konstanta cq priklauso tik nuo q. Kadangi

E|ε′1|q ≤ 2qE|ε1|q1{|ε1|≤δn1/2} ≤ 2qδq−2n(q−2)/2Eε21,

gauname
P ′n(τ/2) ≤ 2qcqτ

−q(1− ρ2max)−q/2δq−2.

Kadangi δ > 0 parinktas laisvai, gauname

lim
n→∞

P ′n(τ/2) = 0. (4.7)

Remiantis (4.6) ir (4.7), gauname, kad limn→∞ Pn(τ) = 0.
Tegul |A| žymi aibės A ∈ In elementų skaičių.

4.3 lema. Tarkime, tenkinamos (4.1) teoremos sąlygos. Tada

(i) seka
{

supA∈In
|R(A)|√

n
, n ≥ 1

}
yra stochastiškai aprėžta;

(ii) supA∈In,A⊂I∗
∣∣∣Q(A)

n − |A|n
−1σ2

1−ρ∗2

∣∣∣ = oP (1), kai n→∞;

(iii) supA∈In,A⊂I∗c
∣∣∣Q(A)

n − |A|n
−1σ2

1−ρ2

∣∣∣ = oP (1), kai n→∞.

Įrodymas. (i) Kiekvienai aibei A = {k + 1, . . . , k + `} ∈ In,

|R(A)| ≤ 2 max
1≤k≤n

∣∣∣ k∑
i=1

yi−1εi

∣∣∣.
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Nesunkiai galima įsitikinti, kad
(∑k

i=1 yi−1εi, k ≥ 1
)

yra martingalas σ-
algebrų Fk = σ(εj , j = 1, . . . , k), k ≥ 1 atžvilgiu:

E(

k∑
i=1

yi−1εi
∣∣Fk−1) =

k−1∑
i=1

yi−1εi + E(yk−1εk|Fk−1) =

k−1∑
i=1

yi−1εi.

Taigi
(∣∣∣∑k

i=1 yi−1εi

∣∣∣, k ≥ 1
)

tuo pačiu yra ir submartingalas. Pritaikę Dubo
nelygybę submartingalams, turime:

E max
1≤k≤n

( k∑
i=1

yi−1εi

)2
≤ cE

( n∑
i=1

yi−1εi

)2
= c

n∑
i=1

Ey2i−1ε
2
i = cσ2

n∑
i=1

Ey2i−1.

Panaudoję (4.5) išraišką ir pažymėję ρ̃ = max{ρ∗, ρ}, gauname:

Ey2i = σ2
i∑

k=1

i∏
j=k+1

ρ2j ≤ σ2
i∑

k=1

ρ̃2(i−k) ≤ σ2

1− ρ̃2
.

Taigi Emax1≤k≤n

(∑k
i=1 yi−1εi

)2
≤ cσ4n/(1 − ρ̃2). Iš čia seka, kad seka{

supA∈In
|R(A)|√

n
, n ≥ 1

}
yra stochastiškai aprėžta.

(ii) Kiekvienam i ∈ I∗ turime

yi = ρ∗yi−1 + εi.

Tegu A = {k + 1, . . . , k + `} ⊂ I∗. Tada kiekvienam i ∈ A teisinga:

y2i = ρ∗2y2i−1 + 2ρ∗yi−1εi + ε2i .

Susumavę pagal visus i ∈ A, gauname:

ρ∗2
k+∑̀
i=k+1

y2i−1 =

k+∑̀
i=k+1

y2i − 2ρ∗
k+∑̀
i=k+1

yi−1εi −
k+∑̀
i=k+1

ε2i .

Taigi

∑
i∈A

y2i−1 = − 1

1− ρ∗2
{

[y2k+` − y
2
k]− 2ρ∗

k+∑̀
i=k+1

yi−1εi −
k+∑̀
i=k+1

ε2i

}
(4.8)
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ir

max
A⊂I∗

∣∣∣n−1Q(A)− n−1|A| σ2

1− ρ∗2
∣∣∣ ≤ max

A⊂I∗

∣∣∣ 1

n(1− ρ∗2)
∑
i∈A

[ε2i − σ2]
∣∣∣

+
2|ρ∗|

n(1− ρ∗2)
max
A⊂I∗

|R(A)|+ 2

n(1− ρ∗2)
max
1≤k≤n

y2k.

Remiantis 4.2 lema
2

n(1− ρ∗2)
max
1≤k≤n

y2k = oP (1).

Pagal didžiųjų skaičių dėsnį

max
A⊂I∗

∣∣∣ 1
n

∑
i∈A

[ε2i − σ2]
∣∣∣ ≤ 2

n
max
1≤k≤n

∣∣∣ k∑
i=1

[ε2i − σ2]
∣∣∣ = oP (1).

Remiantis šios lemos (i) atveju

max
A⊂I∗

|R(A)| = oP (1).

Taigi, teisingas lemos (ii) teiginys.
(iii) Kiekvienam i ∈ I∗c turime

yi = ρyi−1 + εi.

Tegu A = {k + 1, . . . , k + `} ⊂ I∗c. Tada kiekvienam i ∈ A teisinga:

y2i = ρ2y2i−1 + 2ρyi−1εi + ε2i .

Susumavę pagal visus i ∈ A, gauname:

ρ2
k+∑̀
i=k+1

y2i−1 =

k+∑̀
i=k+1

y2i − 2ρ

k+∑̀
i=k+1

yi−1εi −
k+∑̀
i=k+1

ε2i .

Taigi

∑
i∈A

y2i−1 = − 1

1− ρ2
{

[y2k+` − y
2
k]− 2ρ

k+∑̀
i=k+1

yi−1εi −
k+∑̀
i=k+1

ε2i

}
(4.9)
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ir

max
A⊂I∗c

∣∣∣n−1Q(A)− n−1|A| σ2

1− ρ2
∣∣∣ ≤ max

A⊂I∗c

∣∣∣ 1

n(1− ρ2)
∑
i∈A

[ε2i − σ2]
∣∣∣

+
2|ρ|

n(1− ρ2)
max
A⊂I∗c

|R(A)|+ 2

n(1− ρ2)
max
1≤k≤n

y2k.

Remiantis 4.2 lema
2

n(1− ρ2)
max
1≤k≤n

y2k = oP (1).

Pagal didžiųjų skaičių dėsnį

max
A⊂I∗c

∣∣∣ 1
n

∑
i∈A

[ε2i − σ2]
∣∣∣ ≤ 2

n
max
1≤k≤n

∣∣∣ k∑
i=1

[ε2i − σ2]
∣∣∣ = oP (1).

Remiantis šios lemos (i) atveju

max
A⊂I∗c

|R(A)| = oP (1).

Taigi teisingas lemos (ii) teiginys.
Aibėms A, I ∈ In apibrėžkime dydį ∆1(A, I):

∆1(A, I) =
|AI| · |AIc| · σ2

|AI|(1− ρ2) + |AIc|(1− ρ∗2)
+

|AcI| · |AcIc| · σ2

|AcI|(1− ρ2) + |AcIc|(1− ρ∗2)
.

(4.10)

4.4 lema. Tarkime, tenkinamos (4.1) teoremos sąlygos ir A ∈ In. Tada dy-
džiui ∆1(A, I

∗), apibrėžtam (4.10) tapatybe ir dydžiams δi(A, I∗), i = 1, 2, 3,
apibrėžtiems 4.1 lemoje, teisinga:

(i) supA∈In |δ1(A, I∗)−∆1(A, I
∗)| P−−−→

n→∞
0;

(ii) P (supA∈In |2(ρ−ρ∗)δ2(A, I∗)+δ3(A, I
∗)| > M |ρ−ρ∗|

√
n)→ 0, kai n→

∞, M →∞.

Įrodymas.
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(i) Pažymėkime S := |δ1(A, I∗)−∆1(A, I
∗)|. Pastebime, kad

S ≤
∣∣∣∣Q(AI∗)Q(AI∗c)

Q(A)
− |AI∗| · |AI∗c| · σ2

|AI∗|(1− ρ2) + |AI∗c|(1− ρ∗2)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣Q(AcI∗)Q(AcI∗c)

Q(Ac)
− |AcI∗| · |AcI∗c| · σ2

|AcI∗|(1− ρ2) + |AcI∗c|(1− ρ∗2)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
(

1

Q(AI∗)
+

1

Q(AI∗c)

)−1
−
(

(1− ρ∗2)
|AI∗|σ2

+
(1− ρ2)
|AI∗c|σ2

)−1∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
(

1

Q(AcI∗)
+

1

Q(AcI∗c)

)−1
−
(

(1− ρ∗2)
|AcI∗|σ2

+
(1− ρ2)
|AcI∗c|σ2

)−1∣∣∣∣∣ .
Remiantis 4.3 lema, kai n→∞, turime

sup
A∈In

∣∣∣∣Q(AI∗)

n
− |AI

∗|n−1σ2

1− ρ∗2

∣∣∣∣ = oP (1),

sup
A∈In

∣∣∣∣Q(AI∗c)

n
− |AI

∗c|n−1σ2

1− ρ2

∣∣∣∣ = oP (1),

sup
A∈In

∣∣∣∣Q(AcI∗)

n
− |A

cI∗|n−1σ2

1− ρ∗2

∣∣∣∣ = oP (1),

sup
A∈In

∣∣∣∣Q(AcI∗c)

n
− |A

cI∗c|n−1σ2

1− ρ2

∣∣∣∣ = oP (1).

Taigi teisingas teoremos (i) teiginys.
(ii) Dydis

δ1(A, I
∗) =

Q(AI∗)Q(AI∗c)

Q(A)
+
Q(AcI∗)Q(AcI∗c)

Q(Ac)
.

Turime, kad Q(AI∗) ≤ Q(A) ir Q(AcI∗) ≤ Q(Ac). Be to, remiantis 4.3 lema
dydžiai R(A), R(Ac), R(I∗), R(I∗c) yra OP (n1/2). Taigi gauname

|δ2(A, I∗)| ≤ |R(A)|+ |R(Ac)|+ |R(I∗)| = OP (n1/2).

Be to, remiantis 4.3 lema dydžiai Q(A), Q(Ac), Q(I∗), Q(I∗c) yra OP (n) ir

|δ3(A, I∗)| ≤
R2(I∗)

Q(I∗)
+
R2(I∗c)

Q(I∗c)
+
R2(A)

Q(A)
+
R2(Ac)

Q(Ac)
= OP (1).

Taigi teisingas teoremos (ii) tvirtinimas.
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4.5 lema. Tarkime, A = {k+1, . . . , k+ `} ∈ In ir I = {j+1, . . . , j+m} ∈ In.
Tada dydžiui ∆ := ∆1(A, I), apibrėžtam (4.10) tapatybe, teisinga nelygybė

∆ ≥ c0
(
|j−k|+ |`−m|

)
min

{(
1− |j − k|+ |`−m|

`

)
,
(

1− |j − k|+ |`−m|
n− `

)}
,

(4.11)
čia c0 = 2−1σ2 min{(1− ρ2)−1, (1− ρ∗2)−1}.

Įrodymas. Dydį ∆1(A, I) galima įvertinti iš apačios ∆1(A, I) ≥ 2c0∆
′
1(A, I),

čia
∆′1(A, I) =

|AI| · |AIc|
|A|

+
|AcI| · |AcIc|
|Ac|

.

Toliau išnagrinėkime visus galimus atvejus:
a) k < j < k + ` < j +m.

Tada

∆′1(A, I) = (j − k)
(

1− j − k
`

)
+ (j − k +m− `)

(
1− j − k +m− `

n− `

)
. (4.12)

Jei m > `, atmetame pirmąjį (4.12) dėmenį ir gauname

∆′1(A, I) > (j − k +m− `)
(

1− j − k +m− `
n− `

)
.

Iš čia gaunama (4.11) nelygybė. Jei m < `, atmetame antrąjį (4.12) dėmenį.
Pasinaudoję tuo, kad j +m > k + `, gauname j − k > `−m. Taigi 2−1((j −
k) + (`−m)) ≤ j − k ≤ (j − k) + (`−m) ir

∆′1(A, I) > 2−1((j − k) + (`−m))
(

1− (j − k) + (`−m)

`

)
.

Iš čia gaunama (4.11) nelygybė.
b) k < j < j +m < k + `.

Turime

∆′1(A, I) =
(`−m)(n− `)

n−m
= (`−m)

(
1− `−m

n−m

)
.

62



Remiantis tuo, kad k+` > j+m >, gauname `−m > j−k. Be to, n−m>n−`.
Taigi 2−1((`−m) + (j − k)) ≤ `−m ≤ (`−m) + (j − k) ir

∆′1(A, I) ≥ 2−1((`−m) + (j − k))

(
1− (`−m) + (j − k)

n− `

)
.

Iš pastarosios nelygybės gaunama (4.11).
c) j < k < j +m < k + `.

Tada

∆′1(A, I) = (k − j + `−m)
(

1− k − j + `−m
`

)
+ (k − j)

(
1− k − j

n− `

)
. (4.13)

Jei ` > m, atmetame antrąjį (4.13) dėmenį ir gauname

∆′1(A, I) > (k − j + `−m)
(

1− k − j + `−m
`

)
.

Iš čia gaunama (4.11) nelygybė. Jei m > `, atmetame pirmąjį (4.13) dėmenį.
Pasinaudoję tuo, kad j +m < k + `, gauname k − j > m− `. Taigi 2−1((k −
j) + (m− `)) ≤ k − j ≤ (k − j) + (m− `) ir

∆′1(A, I) > 2−1((k − j) + (m− `))
(

1− (k − j) + (m− `)
n− `

)
.

Iš čia gaunama (4.11) nelygybė.
d) j < k < k + ` < j +m.

Turime

∆′1(A, I) =
(m− `)(n−m)

n− `
= (m− `)

(
1− m− `

n− `

)
.

Remiantis tuo, kad j + m > k + `, gauname m − ` > k − j. Taigi 2−1((m −
`) + (k − j)) ≤ m− ` ≤ (m− `) + (k − j) ir

∆′1(A, I) ≥ 2−1((m− `) + (k − j))
(

1− (m− `) + (k − j)
n− `

)
.

Iš pastarosios nelygybės gaunama (4.11).
e) k < k + ` < j < j +m arba j < j +m < k < k + `.
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Abiem atvejais turime

∆′1(A, I) = m
(

1− m

n− l

)
.

Kadangi m < n − `, ∆′1(A, I) > 0, t.y kairioji (4.11) nelygybės pusė yra
teigiama. Pasinaudoję tuo, kad k − j > m, gauname

|j − k|+ |`−m|
`

> 1

ir dešinioji (4.11) nelygybės pusė yra neigiama. Taigi įrodėme (4.11) nely-
gybę visoms galimoms aibių A ir I kombinacijoms.

4.1.2 4.1 teoremos įrodymas

Pastebime, kad
P (RSSn(Î∗)−RSSn(I∗) ≤ 0) = 1.

Remiantis (4.1) galima užrašyti:

RSSn(Î∗)−RSSn(I∗) = (ρ− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) + δ̃3(Î∗, I
∗),

čia
δ̃3(Î∗, I

∗) = 2(ρ− ρ∗)δ2(Î∗, I∗) + δ3(Î∗, I
∗).

Taigi

1 = P (RSSn(Î∗)−RSSn(I∗) ≤ 0) = P ((ρ− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) + δ̃3(Î∗, I
∗) ≤ 0)

≤ P ((ρ− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ −δ̃3(Î∗, I∗),−δ̃3(Î∗, I∗) ≤ c) + P (−δ̃3(Î∗, I∗) > c)

≤ P ((ρ− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ c) + P (|δ̃3(Î∗, I∗)| > c).

Įvertinkime tikimybę

P1 := P ((ρ− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ c)

≤ P ((ρ− ρ∗)2(δ1(Î∗, I∗) ≤ c, (ρ− ρ∗)2(δ1(Î∗, I∗)−∆1(Î∗, I
∗) ≥ −ε)

+ P (ρ− ρ∗)2(δ1(Î∗, I∗)−∆1(Î∗, I
∗) ≤ −ε)

≤ P ((ρ− ρ∗)2∆1(Î∗, I
∗) ≤ c+ ε) + P (|(ρ− ρ∗)2(δ1(Î∗, I∗)−∆1(Î∗, I

∗)| ≥ ε).
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Taigi

P ((ρ− ρ∗)2∆1(Î∗, I
∗) ≤ c+ ε) ≥

≥ 1− P (|(ρ− ρ∗)2(δ1(Î∗, I∗)− (ρ− ρ∗)2∆1(Î∗, I
∗)| ≥ ε)− P (|δ̃3(Î∗, I∗)| > c).

Pagal 4.4 lemą
|δ1(Î∗, I∗)−∆1(Î∗, I

∗)| P−−−→
n→∞

0

ir
P (|δ̃3(Î∗, I∗)| > M |ρ− ρ∗|

√
n)→ 0, kai n→∞, M →∞.

Pasirinkę c = M |ρ− ρ∗|
√
n, gauname

P
(
(ρ− ρ∗)2∆1(Î∗, I

∗) ≤ c+ ε
)
→ 1, kai c→∞. (4.14)

Pasinaudoję (4.14) ir 4.5 lema, baigiame 4.1 teoremos (i) teiginio įrodymą.
(ii) Iš pradžių įrodysime, kad

|ρ∗ − ρ̂∗| = OP (n−1/2),

čia ρ̂∗ = ρ̂(Î∗). Turime, kad

ρ∗ − ρ̂∗ =
ρ∗
∑

i∈Î∗ y
2
i−1 −

∑
i∈Î∗ yiyi−1

Q(Î∗)
.

Remiantis tuo, kas paskutiniosios trupmenos skaitiklis

∑
i∈Î∗

yi−1(ρ
∗yi−1 − yi) = −R(Î∗) + (ρ∗ − ρ)Q(Î∗I∗c),

gauname

|ρ∗ − ρ̂∗| ≤ |R(Î∗)|
Q(Î∗)

+ |ρ− ρ∗|Q(Î∗I∗c)

Q(Î∗)
.

Remdamiesi šios teoremos (i) teiginiu tariame, kad |k̂∗ − k∗| + | ˆ̀∗ − `∗| ≤
ε
√
n|ρ− ρ∗|−1 su kaip norima mažu dydžiu ε > 0. Remdamiesi šia prielaida
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galime įvertinti

Q(Î∗) ≥
k∗+`∗−ε

√
n|ρ−ρ∗|−1∑

i=k∗+ε
√
n|ρ−ρ∗|−1

y2i−1 = OP (n)

ir

Q(Î∗I∗c) ≤
k∗∑

i=k∗−ε
√
n|ρ−ρ∗|−1

y2i−1 +

k∗+`∗+ε
√
n|ρ−ρ∗|−1∑

i=k∗+`∗

y2i−1 = OP (ε
√
n|ρ− ρ∗|−1).

Be to R(Î∗) = OP (
√
n). Iš čia gauname, kad |ρ∗ − ρ̂∗| = OP (n−1/2).

Įrodykime, kad
|ρ− ρ̂| = OP (n−1/2),

čia ρ̂ = ρ̂(Î∗c0 ). Turime

ρ− ρ̂ =
ρ
∑

i∈Î∗c y
2
i−1 −

∑
i∈Î∗c yiyi−1

Q(Î∗c)
.

Trupmenos skaitiklis

∑
i∈Î∗c

yi−1(ρyi−1 − yi) = −R(Î∗c)− (1− ρ)Q(Î∗cI∗)

ir
|ρ− ρ̂| ≤ |R(Î∗c)|

Q(Î∗c)
+ (ρ− ρ∗)Q(Î∗cI∗)

Q(Î∗c)
.

Pasinaudoję prielaida, kad |k̂∗−k∗|+ | ˆ̀∗−`∗| ≤ ε
√
n|ρ−ρ∗|−1 su kaip norima

mažu dydžiu ε > 0, gauname

Q(Î∗cI∗) ≤
k∗+ε

√
n|ρ−ρ∗|−1∑

i=k∗+1

y2i−1 +

k∗+`∗∑
i=k∗+`∗−ε

√
n|ρ−ρ∗|−1

y2i−1 = OP (ε
√
n|ρ− ρ∗|−1).

Be to R(Î∗c) = OP (
√
n) ir Q(Î∗c) = OP (n). Iš čia gauname, kad |ρ − ρ̂| =

OP (n−1/2).
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4.2 Pasikeitimas iš stacionarios būklės į
nestacionarią

Šiame skyrelyje įrodoma žemiau pateikta 4.2 teorema (4.1) modelio para-
metrų k∗, `∗, ρ ir ρ∗ įvertiniams, kai autoregresinis procesas keičiasi iš sta-
cionarios būklės į nestacionarią.

4.2 teorema. Tarkime, (4.1) modelio parametrai |ρ| < 1, |ρ∗| = 1 ir tenki-
namos (A1)-(A3) prielaidos. Tada

(i) parametrų (k∗, `∗) (4.2) įvertiniams teisinga:

|k̂∗ − k∗|+ | ˆ̀∗ − `∗| = oP (n);

(ii) parametrų ρ ir ρ∗ (4.3) įvertiniams su bet kuriuo 0 < β < θ0/3 teisinga:

|1− ρ̂∗| = OP (n−1), |ρ− ρ̂| = OP (n−1/2).

4.2.1 Pagalbinės lemos

Prieš pereinant prie 4.2 teoremos įrodymo, įrodykime keletą pagalbinių lemų
dydžiams R(A) ir Q(A) atsižvelgdami į skirtingas aibių A ir I∗ kombinacijos.

4.6 lema. Tarkime, tenkinamos (4.2) teoremos sąlygos. Tegu (τn) žymi
seką, artėjančią į begalybę, kai n→∞. Tada

(i) jei τn/k∗ ≤ 1 kiekvienam n ≥ 1, tada kai n→∞,

(a) max1≤k≤τn

∣∣∣∑k
i=1 εiyi−1

∣∣∣ = OP (
√
τn);

(b) maxk∗−τn≤k≤k∗
∣∣∣∑k∗

i=k+1 εiyi−1

∣∣∣ = OP (
√
τn);

(ii) jei τn/`∗ ≤ 1 kiekvienam n ≥ 1, tada kai n→∞,

(a) maxk∗<k≤k∗+τn

∣∣∣∑k
i=k∗+1 εiyi−1

∣∣∣ = OP (τn);

(b) maxk∗+`∗−τn<k≤k∗+`∗
∣∣∣∑k∗+`∗

i=k+1 εiyi−1

∣∣∣ = OP (
√
nτn);

(iii) jei τn/(n− k∗ − `∗) ≤ 1 kiekvienam n ≥ 1, tada kai n→∞,

(a) maxk∗+`∗<k≤k∗+`∗+τn

∣∣∣∑k
i=k∗+`∗+1 εiyi−1

∣∣∣ = OP (
√
n);
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(b) maxn−τn≤k≤n

∣∣∣∑n
i=k+1 εiyi−1

∣∣∣ = OP (
√
n).

Įrodymas.
(i) (a) Kadangi (

∑k
i=1 εiyi−1, k ≥ 1) yra martingalas, pagal Dubo nely-

gybę turime

E max
1≤k≤τn

∣∣∣ k∑
i=1

εiyi−1

∣∣∣2 ≤ 4E
∣∣∣ τn∑
i=1

εiyi−1

∣∣∣2.
Kadangi visiems i ≤ k∗ stebėjimai yi =

∑i
j=1 ρ

i−jεj, gauname Ey2i ≤ (1 −
ρ2)−1. Taigi

E
∣∣∣ τn∑
i=1

εiyi−1

∣∣∣2 =

τn∑
i=1

Ey2i−1 ≤ τn(1− ρ2)−1

ir iš čia seka teiginys (a).
(b) Kadangi (

∑k
i=k∗−τn+1 εiyi−1, k > k∗ − τn) yra martingalas ir

k∗∑
i=k+1

εiyi−1 =

(
k∗∑

i=k∗−τn+1

−
k∑

i=k∗−τn+1

)
εiyi−1,

pritaikę Dubo nelygybę gauname

E max
k∗−τn≤k≤k∗

∣∣∣ k∗∑
i=k+1

εiyi−1

∣∣∣2 ≤ 16E
∣∣∣ k∗∑
i=k∗−τn+1

εiyi−1

∣∣∣2.
Kiekvienam i ≤ k∗ stebėjimai yi =

∑i
j=1 ρ

i−jεj ir Ey2i ≤ (1− ρ2)−1. Taigi

E
∣∣∣ k∗∑
i=k∗−τn+1

εiyi−1

∣∣∣2 =

k∗∑
i=k∗−τn+1

Ey2i−1 ≤ τn(1− ρ2)−1.

(ii) (a) Kadangi (
∑k

i=k∗+1 εiyi−1, k > k∗) yra martingalas, pagal Dubo
nelygybę turime

E max
k∗<k≤k∗+τn

∣∣∣ k∑
i=k∗+1

εiyi−1

∣∣∣2 ≤ 4E
∣∣∣ k∗+τn∑
i=k∗+1

εiyi−1

∣∣∣2.
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Kadangi visiems i : k∗ + 1 ≤ i ≤ k∗ + `∗ stebėjimai yi = yk∗ +
∑i

j=k∗+1 εj,
gauname Ey2i = Ey2k∗ + i− k∗ ≤ (1− ρ2)−1 + i− k∗. Taigi

E
∣∣∣ k∗+τn∑
i=k∗+1

εiyi−1

∣∣∣2 =

k∗+τn∑
i=k∗+1

Ey2i−1 ≤
τn

1− ρ2
+

(k∗ + τn + k∗)τn
2

−k∗τn =
τn

1− ρ2
+
τ2n
2

ir iš čia seka teiginys (a).
(b) Kadangi (

∑k
i=k∗+`∗−τn+1 εiyi−1, k > k∗ + `∗ − τn) yra martingalas ir

k∗+`∗∑
i=k+1

εiyi−1 =

(
k∗+`∗∑

i=k∗+`∗−τn+1

−
k∑

i=k∗+`∗−τn+1

)
εiyi−1,

pritaikę Dubo nelygybę gauname

E max
k∗+`∗−τn<k≤k∗+`∗

∣∣∣ k∗+`∗∑
i=k+1

εiyi−1

∣∣∣2 ≤ 16E
∣∣∣ k∗+`∗∑
i=k∗+`∗−τn+1

εiyi−1

∣∣∣2.
Kadangi visiems i : k∗+ `∗+ 1 ≤ i ≤ k∗+ `∗ stebėjimai yi = yk∗ +

∑i
k=k∗+1 εk,

turime Ey2i = Ey2k∗ + i− k∗ ≤ (1− ρ2)−1 + i− k∗. Taigi

E
∣∣∣ k∗+`∗∑
i=k∗+`∗−τn+1

εiyi−1

∣∣∣2 =

k∗+`∗∑
i=k∗+`∗−τn+1

Ey2i−1

≤ an
1− ρ2

+
(k∗ + `∗ − τn + k∗ + `∗)an

2
− k∗an

=
an

1− ρ2
+ `∗τn − τ2n.

Kadangi `∗ ∼ n, iš čia gaunamas lemos tvirtinimas.
(iii) (a) Martingalui (

∑k
i=k∗+`∗+1 εiyi−1, k > k∗ + `∗) pritaikę Dubo nely-

gybę gauname

E max
k∗+`∗<k≤k∗+`∗+τn

∣∣∣ k∑
i=k∗+`∗+1

εiyi−1

∣∣∣2 ≤ 4E
∣∣∣ k∗+`∗+τn∑
i=k∗+`∗+1

εiyi−1

∣∣∣2 ≤ 4(τn + `∗)

(1− ρ2)
.

Kadangi τn ≤ n ir `∗ ∼ n iš čia seka teiginys (a).
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(b) Kadangi (
∑k

i=n−τn+1 εiyi−1, k > k∗ + `∗) yra martingalas ir

n∑
i=k+1

εiyi−1 =

(
n∑

i=n−τn+1

−
k∑

i=n−τn+1

)
εiyi−1,

pritaikę Dubo nelygybę gauname

E max
n−τn≤k≤n

∣∣∣ n∑
i=k+1

εiyi−1

∣∣∣2 ≤ 16E
∣∣∣ n∑
n−τn+1

εiyi−1

∣∣∣2.
Kadangi visiems i i : k∗ + `∗ < i ≤ n teisinga E(y2i ) ≤ ρ2(i−(k

∗+`∗))`∗ + 1
1−ρ2 ,

tai
E
∣∣∣ n∑
n−τn+1

εiyi−1

∣∣∣2 =

n∑
n−τn+1

Ey2i−1 ≤
τn + `∗

(1− ρ2)
.

Patebėjus, kad τn ≤ n ir ` ∼ n, gaunamas lemos tvirtinimas.

4.7 lema. Tarkime, tenkinamos (4.2) teoremos sąlygos. Tegu (τn) žymi
seką, artėjančią į begalybę, kai n→∞. Tada

(i) jei τn/k∗ ≤ 1 kiekvienam n ≥ 1, tada

(a) (1− ρ2)τ−1n
∑τn

i=1 y
2
i−1

P−−−→
n→∞

1;

(b) (1− ρ2)τ−1n
∑k∗

i=k∗−τn+1 y
2
i−1

P−−−→
n→∞

1;

(ii) jei τn/`∗ ≤ 1 kiekvienam n ≥ 1, tada egzistuoja tokia konstanta c > 0,
kad kiekvienam ε > 0

(a) lim supn→∞ P
(∑k∗+τn

i=k∗+1 y
2
i−1 ≤ ετ2n

)
≤ cε;

(b) lim supn→∞ P
(∑k∗+`∗

i=k∗+`∗−τn+1 y
2
i−1 ≤ ετ2n

)
≤ cε;

(iii) jei τn/(n− k∗ − `∗) ≤ 1 kiekvienam n ≥ 1 ir √n = o(τn), tada

(a) (1− ρ2)τ−1n
∑k∗+`∗+τn

i=k∗+`∗+1 y
2
i−1

P−−−→
n→∞

1;

(b) (1− ρ2)τ−1n
∑n

i=n−τn+1 y
2
i−1

P−−−→
n→∞

1.

Įrodymas.
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(i) Visiems i ∈ A := [1, . . . , τn] stebėjimai yi = ρyi−1 + εi ir y2i = ρ2y2i−1 +

2ρyi−1εi + ε2i . Susumavę pagal visus i ∈ A gauname

ρ2
τn∑
i=1

y2i−1 =

τn∑
i=1

y2i − 2ρ

τn∑
i=1

yi−1εi −
τn∑
i=1

ε2i .

Taigi

τn∑
i=1

y2i−1 = − 1

1− ρ2
{[

y2τn − y
2
0

]
− 2ρ

τn∑
i=1

yi−1εi −
τn∑
i=1

ε2i

}
. (4.15)

Arba
Q(A) = − 1

1− ρ2
{
y2τn − 2ρR(A)−

∑
i∈A

ε2i

}
.

Kadangi y2τn = OP (1) ir remiantis 4.6Lemos (i) dalimi R(A) = oP (τn), gau-
name

P − lim
n→∞

τ−1n Q(A) = P − lim
n→∞

τ−1n
∑
i∈A

ε2i = 1

pagal didžiųjų skaičių dėsnį. Taigi įrodėme teiginį (a). Teiginys (b) įrodomas
analogiškai.

(ii) Įvertinkime

P
( k∗+τn∑
i=k∗+1

y2i−1 ≤ ετ2n

)
= P

( k∗+τn∑
i=k∗+1

(
yk∗ +

i−1∑
j=k∗+1

εj

)2
≤ ετ2n

)

≤ P
( k∗+τn∑
i=k∗+1

( i−1∑
j=k∗+1

εj

)2
≤ 3ετ2n

)
+ P (y2k∗ ≥ ετn)

= P
( τn∑
i=1

( i−1∑
j=1

εj

)2
≤ 3ετ2n

)
+ An,

čia An → 0, kai n→∞. Pagal invariantiškumo principą ir tolydaus atvaiz-
džio teoremą (žr. [11] 1 išvadą psl. 31), kiekvienam x > 0 turime

lim sup
n→∞

P
(
τ−2n

τn∑
i=1

( i−1∑
j=1

εj

)2
≤ x
)
≤ P

(∫ 1

0

W 2(s)ds ≤ x
)
,
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čia {W (t), t ∈ [0, 1]} yra standartinis Vynerio procesas. Pastebėję, kad eg-
zistuoja tokia konstanta c > 0, kad kiekvienam ε > 0,

P
(∫ 1

0

W 2(s)ds ≤ ε
)
≤ cε,

baigiame teiginio (a) įrodymą. Teiginio (b) įrodymas analogiškas.
(iii) Įrodymas analogiškas (i) atvejui, tik aibė A := (k∗+`∗, . . . , k∗+`∗+τn]

arba A := (n− τn, . . . , n] ir R(A) = OP (
√
n) pagal 4.6 lemos (iii) dalį.

4.2.2 4.2 teoremos įrodymas

Dydį ε > 0 pasirinkime laisvai. Aibė

Ω1 =
{
ω :
|Î∗I∗| · |Î∗I∗c|

|Î∗|
+
|Î∗cI∗| · |Î∗cI∗c|

|Î∗c|
≥ 2εn

}
⊂ Ω11 ∪ Ω12,

čia

Ω11 =
{
ω :
|Î∗I∗| · |Î∗I∗c|

|Î∗|
≥ εn

}
, Ω12 =

{
ω :
|Î∗cI∗| · |Î∗cI∗c|

|Î∗c|
≥ εn

}
.

Paprastumo dėlei pažymėkime Pi(A) := P (A∩Ω1i), i = 1, 2. Kaip ir ankstes-
niame skyrelyje remdamiesi 4.1 lema, galime užrašyti

RSSn(Î∗)−RSSn(I∗) = (1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) + δ̃3(Î∗, I

∗),

čia
δ̃3(Î∗, I

∗) = −2(1− ρ)δ2(Î∗, I
∗) + δ3(Î∗, I

∗).

Gauname

1 = P (RSSn(Î∗)−RSSn(I∗) ≤ 0) = P ((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) + δ̃3(Î∗, I

∗) ≤ 0)

≤ (P1 + P2)((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn) + (P1 + P2)(−δ̃3(Î∗) ≥ εdn) + P (Ωc

1).

Taigi turime įrodyti, kad kai dn = (1− ρ)n egzistuoja tokia konstanta c > 0,
kad

lim
n→∞

(P1 + P2)((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn) ≤ cε (4.16)
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ir
lim
n→∞

(P1 + P2)(−δ̃3(Î∗) ≥ εdn) = 0. (4.17)

Remiantis (4.16) ir (4.17) gaunamas 4.2 teoremos rezultatas. Toliau išnag-
rinėsime visas galimas pasikeitusio segmento ir jo įvertinio kombinacijas.
Yra šeši galimi atvejai:

(a) Ωa := {k̂∗ < k∗ < k̂∗ + ˆ̀∗ < k∗ + `∗};

(b) Ωb := {k̂∗ < k∗ < k∗ + `∗ < k̂∗ + ˆ̀∗};

(c) Ωc := {k∗ < k̂∗ < k∗ + `∗ < k̂∗ + ˆ̀∗};

(d) Ωd := {k∗ < k̂∗ < k̂∗ + ˆ̀∗ < k∗ + `∗};

(e) Ωe := {k̂∗ < k̂∗ + ˆ̀∗ < k∗ < k∗ + `∗};

(f) Ωf := {k∗ < k∗ + `∗ < k̂∗ < k̂∗ + ˆ̀∗}.

Pastebėję, kad Ω11 ∩ Ω† = ∅, kai † = d, e, f , ir Ω12 ∩ Ωb = ∅, turime

P1 ≤ P1a + P1b + P1c,

P2 ≤ P1a + P1c + P1d + P1e + P1f ,

čia Pi ‡(A) = Pi(A,Ω ‡). Taigi turime įrodyti, kad

lim
n→∞

Pi ‡((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ dn) ≤ cε (4.18)

ir
lim
n→∞

Pi ‡(−δ̃3(Î∗) ≥ εdn) = 0, (4.19)

kai i=1, ‡ = a, b, c ir i=2, ‡ = a, c, d, e, f . Pastebėję, kad

−δ̃3(Î∗) ≤ 2(1− ρ)
[
Q(Î∗I∗)|R(Î∗I∗c)|

Q(Î∗)
+
Q(Î∗I∗c)|R(Î∗I∗)|

Q(Î∗)

+
Q(Î∗cI∗)|R(Î∗cI∗c)|

Q(Î∗c)
+
Q(Î∗cI∗c)|R(Î∗cI∗)|

Q(Î∗c)

]
+
R2(Î∗)

Q(Î∗)
+
R2(Î∗c)

Q(Î∗c)
:= 2(1− ρ)[An1 + An2 + An3 + An4] + An5 + An6,
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(4.19) galime pakeisti

lim
n→∞

Pi‡

(
(1− ρ)Anv ≥

εdn
16

)
= 0, (4.20)

kai v = 1, . . . , 4 ir
lim
n→∞

Pi‡

(
Anv ≥

εdn
4

)
= 0, (4.21)

kai v = 5, 6.
Tegu τn = εn. Aibėje Ω11 |Î∗I∗| ≥ τn ir |Î∗I∗c| ≥ τn. Aibėje Ω12 |Î∗cI∗| ≥

τn ir |Î∗cI∗c| ≥ τn.
Tikimybės P1a vertinimas.
Turime įvertinti šias tikimybes:

P ′1a := P1a((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn), ir P ′′1a := P1a(−δ3(Î∗) ≥ εdn).

Pradėkime nuo P ′1a. Turime, kad Q(Î∗I∗c) ≥
∑k∗

i=k∗−τn+1 y
2
i−1. Pažymėkime

Ω′1a :=
{∣∣∣(1− ρ2)τ−1n k∗∑

i=k∗−τn+1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω1a

Aibėje Ω′1a Q(Î∗I∗c) ≥ 1
2τn(1− ρ2)−1 ir tada

δ1(Î∗, I
∗) ≥

(
1

Q(Î∗I∗)
+

1

Q(Î∗I∗c)

)−1
≥
(

1

Q(Î∗I∗)
+

2(1− ρ2)
τn

)−1
.

Kadangi
(1− ρ)2

εdn
>

1

ετ2n
+

2(1− ρ2)
τn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.7 lema gauname

lim sup
n→∞

P1a((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn)

≤ lim sup
n→∞

[P1a((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn,Ω

′
1a) + P (Ω′c1a)]

≤ lim sup
n→∞

P1a(Q(Î∗I∗) ≤ ετ2n).
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Taigi

lim sup
n→∞

P ′1a ≤ lim sup
n→∞

P1a(Q(Î∗I∗) ≤ ετ2n) ≤ lim sup
n→∞

P
( k∗+τn∑
i=k∗+1

y2i−1 ≤ ετ2n

)
.

Remiantis 4.7 lema egzistuoja tokia konstanta c > 0, kad

lim sup
n→∞

P ′1a ≤ cε.

Toliau nagrinėkime P ′′1a. Aibėje Ωa teisinga

An1 :=
Q(Î∗I∗)|R(Î∗I∗c)|

Q(Î∗)
≤ |R(Î∗I∗c)| ≤ max

1≤j≤k∗

∣∣∣ k∗∑
i=j

yi−1εi

∣∣∣.
Pagal 4.6 lemą paskutinis dydis yra OP (n1/2). Taigi įrodėme (4.20),
kai v = 1.

Turime, kad

An3 :=
Q(Î∗cI∗)|R(Î∗cI∗c)|

Q(Î∗c)
≤ |R(Î∗cI∗c)|

≤ max
1≤j≤k∗

∣∣∣ j∑
i=1

yi−1εi

∣∣∣+
∣∣∣ n∑
i=k∗+`∗+1

yi−1εk

∣∣∣.
Iš čia vėl remiantis 4.6 lema gaunama (4.20), kai v = 3.

Įvertinkime

An2 :=
Q(Î∗I∗c)|R(Î∗I∗)|

Q(Î∗)
≤

∑k∗

i=1 y
2
i−1 maxk∗<j≤k∗+`∗

∣∣∣∑j
i=k∗+1 yi−1εi

∣∣∣∑k∗+τn
i=k∗+1 y

2
i−1

.

Kiekvienam η > 0

P1a((1− ρ)An2 ≥ εdn/16) ≤ P
( k∗+τn∑
i=k∗+1

y2i−1 ≤ ητ2n

)
+

+ P
( k∗∑
i=1

y2i−1 max
k∗<j≤k∗+`∗

∣∣∣ j∑
i=k∗+1

yi−1εi

∣∣∣ ≥ εdnητ
2
n/16(1− ρ)

)
.

75



Taigi remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis gauname, kad lim supn→∞ P1a((1−ρ)An2 ≥
εdn/16) ≤ cη. Kadangi η > 0 buvo pasirinktas laisvai, iš čia gauname (4.20),
kai v = 2.

Nagrinėkime dydį

An4 :=
Q(Î∗cI∗c)|R(Î∗cI∗)|

Q(Î∗c)
.

Išskirkime du atvejus:
I atvejis. Tarkime, kad |Î∗cI∗| ≤ an. Tada remiantis 4.6 lema

|R(Î∗cI∗)| ≤ max
k∗+`∗−an<k≤k∗+`∗

∣∣∣ k∗+`∗∑
i=k+1

εiyi−1| = OP (
√
nan).

Taigi
An4 ≤ |R(Î∗cI∗)| = OP (

√
nan).

Parinkę an tokį, kad an/n→ 0, gauname d−1n An4 = oP (1).

II atvejis. Tarkime, kad |Î∗cI∗| ≥ an. Tada remiantis 4.7 lema

Q(Î∗c) ≥
k∗+`∗∑

i=k∗+`∗−an

y2i−1 = OP (a2n).

Taip pat turime, kad

Q(Î∗cI∗c)|R(Î∗cI∗)| = OP (n2).

Taigi parinkę tokį an, kad na−2n → 0 kai n → ∞, gauname, kad d−1n An4 =

oP (1). Taigi remdamiesi 4.6 ir 4.7 lemomis bei parinkę, pavyzdžiui, an =

n2/3, gauname (4.20), kai v = 4.
Kadangi remiantis 4.6 lema |R(Î∗)| = OP (n) ir aibėje Ω1a

Q(Î∗) ≥
k∗+τn∑
k∗+1

y2i−1,
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turime

P1a(An5 ≥ εdn/4) = P1a(Q(Î∗) ≤ 4M2n2

εdn
) + P (|R(Î∗)| ≥Mn)

≤ P (

k∗+τn∑
k∗+1

y2i−1 ≤
4M2n2

εdn
) + P (|R(Î∗)| ≥Mn).

Iš čia remiantis 4.7 lema ir parinkus tokį dydį M → ∞, kad Mn−1/2 → 0,
gaunama (4.21), kai v = 5. M galime parinkti, pavyzdžiui, lygų n1/3.

Beliko išnagrinėti An6. Vėl išskirkime du atvejus.
I atvejis. Tarkime, kad |Î∗cI∗| ≤ an. Tada remiantis 4.6 lema R(Î∗c) =

OP (
√
nan). Be to, pagal 4.7 lemą konstantai c > 0 Q(Î∗c) ≥ cn su tikimybe

artima 1. Taigi kai an/n→ 0, An6 = oP (dn).
II atvejis. Tarkime, kad |Î∗cI∗| ≥ an. Tada R(Î∗c) = OP (n). Be to,

tikimybė, kad Q(Î∗c) ≥ ηa2n, artėja į 1, kai η artėja į 0. Taigi An6 = oP (dn),
kai n/a2n → 0. Pasirinkę an = n2/3 gauname (4.21).

Tikimybės P1b vertinimas.
Turime įvertinti šias tikimybes:

P ′1b := P1b((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn), ir P ′′1b := P1b(−δ3(Î∗) ≥ εdn).

Pradėkime nuo P ′1b. Turime, kad

Q(Î∗I∗c) ≥

1k∗−k̂∗>τn/2

k∗∑
i=k∗−τn/2+1

+1k∗−k̂∗≤τn/2

k∗+`∗+τn/2∑
i=k∗+`∗+1

 y2i−1.

Pažymėkime

Ω
(1)
1b :=

{∣∣∣(1− ρ2) 2

τn

k∗∑
i=k∗−τn/2+1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω1b,

Ω
(2)
1b :=

{∣∣∣(1− ρ2) 2

τn

k∗+`∗+τn/2∑
i=k∗+`∗+1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω1b.
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Aibėse Ω
(1)
1b ir Ω

(2)
1b dydis Q(Î∗I∗c) ≥ 1

4τn(1− ρ2)−1 ir

δ1(Î∗, I
∗) =

(
1

Q(I∗)
+

1

Q(Î∗I∗c)

)−1
≥
(

1

Q(I∗)
+

4(1− ρ2)
τn

)−1
.

Kadangi
(1− ρ)2

εdn
>

1

ετ2n
+

2(1− ρ2)
τn

pakankamai dideliems n, gauname

lim sup
n→∞

P1b((1− ρ)2δ1(Î
∗, I∗) ≤ εdn)

≤ lim sup
n→∞

[P1b((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn,Ω

(i)
1b ) + P (Ω

(i)c
1b )]

≤ lim sup
n→∞

P1b(Q(I∗) ≤ ετ2n).

Taigi remiantis 4.7 lema lim supn→∞ P
′
1b nedidesnis už

lim sup
n→∞

P
(1k∗−k̂∗>τn/2

k∗∑
i=k∗−τn/2+1

+1k∗−k̂∗≤τn/2

k∗+`∗+τn/2∑
i=k∗+`∗+1

 y2i−1

)
≤ cε.

Nagrinėkime tikimybę P ′′1b. Aibėje Ωb

An1 :=
Q(I∗)|R(Î∗I∗c)|

Q(Î∗)
≤ |R(Î∗I∗c)|

≤ max
1≤j≤k∗

∣∣∣ k∗∑
i=j

yi−1εi

∣∣∣+ max
k∗+`∗<j≤n

∣∣∣ j∑
i=k∗+`∗+1

yi−1εi

∣∣∣.
Remiantis 4.6 lema abu dėmenys yra OP (n1/2). Iš čia gauname (4.20), kai
v = 1.

Turime, kad

An2 :=
Q(Î∗I∗c)|R(I∗)|

Q(Î∗)
≤

≤

(∑k∗

i=1 +
∑n

k∗+`∗+1

)
y2i−1 maxk∗<j≤k∗+`∗

∣∣∣∑j
i=k∗+1 yi−1εi

∣∣∣∑k∗+τn
i=k∗+1 y

2
i−1
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ir kiekvienam η > 0

P1b((1− ρ)An2 ≥ εdn/16) ≤ P
( k∗+τn∑
i=k∗+1

y2i−1 ≤ ητ2n

)
+ P

(( k∗∑
i=1

+

n∑
k∗+`∗+1

)
y2i−1 max

k∗<j≤k∗+`∗

∣∣∣ j∑
i=k∗+1

yi−1εi

∣∣∣ ≥ εdnητ
2
n/16(1− ρ)

)
.

Taigi remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis gauname lim supn→∞ P1b((1 − ρ)An2 ≥
εdn/16) ≤ cη. Kadangi η > 0 buvo pasirinktas laisvai, iš čia gaunamas
(4.20), kai v = 2.

An3 ir An4 aibėje Ω1b yra lygūs nuliui, todėl akivaizdu, kad teisinga
(4.20), kai v = 3, 4.

Kadangi remiantis 4.6 lema |R(Î∗)| = OP (n) ir aibėje Ω1b

Q(Î∗) ≥
k∗+τn∑
k∗+1

y2i−1,

tai

P1b(An5 ≥ εdn/4) ≤ P (

k∗+τn∑
k∗+1

y2i−1 ≤
4M2n2

εdn
) + P (|R(Î∗)| ≥Mn).

Iš čia parinkus tokįM →∞, kadMn−1/2 → 0, ir remiantis 4.7 lema gaunama
(4.21), kai v = 5. Dydį M , pavyzdžiui, galime parinkti lygų n1/3.

Belieka išnagrinėti An6. Kadangi remiantis 4.6 lema |R(Î∗c)| = OP (
√
n)

ir remiantis 4.7 lema Q(Î∗c) = OP (n), turime

P1b(An6 ≥ εdn/4) = P1b(Q(Î∗c) ≤ 4M2n

εdn
) + P (|R(Î∗c)| ≥M

√
n).

Taigi parinkus tokį M → ∞, kad Mn−1/2 → 0, gauname (4.21), kai v = 6.
Dydį M , pavyzdžiui, galime parinkti lygų n1/3.

Tikimybės P1c vertinimas.
Turime įvertinti šias tikimybes:

P ′1c := P1c((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn), and P ′′1c := P1c(−δ3(Î∗) ≥ εdn).
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Pradėkime nuo P ′1c. Turime, kad Q(Î∗I∗c) ≥
∑k∗+`∗+τn

i=k∗+`∗+1 y
2
i−1. Pažymėkime

Ω′1c :=
{∣∣∣(1− ρ2)τ−1n k∗+`∗+τn∑

i=k∗+`∗+1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω1c.

Aibėje Ω′1c Q(Î∗I∗c) ≥ 1
2τn(1− ρ2)−1 ir tada

δ1(Î∗, I
∗) ≥

(
1

Q(Î∗I∗)
+

1

Q(Î∗I∗c)

)−1
≥
(

1

Q(Î∗I∗)
+

2(1− ρ2)
τn

)−1
.

Kadangi
(1− ρ)2

εdn
>

1

ετ2n
+

2(1− ρ2)
τn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.7 lema gauname

lim sup
n→∞

P1c((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn)

≤ lim sup
n→∞

[Pc((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn,Ω

′
1c) + P (Ω′c1c)]

≤ lim sup
n→∞

P1c(Q(Î∗I∗) ≤ ετ2n).

Taigi

lim sup
n→∞

P ′1c ≤ lim sup
n→∞

P1c(Q(Î∗I∗) ≤ ετ2n) ≤ lim sup
n→∞

P
( k∗+`∗∑
i=k∗+`∗−τn+1

y2i−1 ≤ ετ2n

)
.

Remiantis 4.7 lema egzistuoja tokia konstanta c > 0, kad

lim sup
n→∞

P ′1c ≤ cε.

Toliau nagrinėkime P ′′1c. Tada aibėje Ωa

An1 :=
Q(Î∗I∗)|R(Î∗I∗c)|

Q(Î∗)
≤ |R(Î∗I∗c)| ≤ max

k∗+`∗<j≤n

∣∣∣ j∑
i=k∗+`∗+1

yi−1εi

∣∣∣.
Remiantis 4.6 lema dešinioji nelygybės pusė yra OP (n1/2). Taigi įrodėme
(4.20), kai v = 1.
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Dydis

An3 :=
Q(Î∗cI∗)|R(Î∗cI∗c)|

Q(Î∗c)
≤ |R(Î∗cI∗c)| ≤

∣∣∣ k∗∑
i=1

yi−1εi

∣∣∣+ max
k∗+`∗<k≤n

∣∣∣ n∑
i=k

yi−1εk

∣∣∣.
Iš čia remdamiesi 4.6 lema gauname (4.20), kai v = 3.

Įvertinkime

An2 :=
Q(Î∗I∗c)|R(Î∗I∗)|

Q(Î∗)
≤

∑n
i=k∗+`∗+1 y

2
i−1 maxk∗≤k≤k∗+`∗

∣∣∣∑k∗+`∗

i=k+1 yi−1εi

∣∣∣∑k∗+`∗

i=k∗+`∗−τn y
2
i−1

.

Kiekvienam η > 0

P1c((1− ρ)An2 ≥ εdn/16) ≤ P
( k∗+`∗∑
i=k∗+`∗−τn

y2i−1 ≤ ητ2n

)
+

+ P
( n∑
i=k∗+`∗+1

y2i−1 max
k∗≤k≤k∗+`∗

∣∣∣ k∗+`∗∑
i=k+1

yi−1εi

∣∣∣ ≥ εdnητ
2
n/16(1− ρ)

)
.

Remdamiesi 4.6 ir 4.7 lemomis gauname, kad lim supn→∞ P1c((1 − ρ)An2 ≥
εdn/16) ≤ cη. Kadangi η > 0 pasirinktas laisvai, iš čia gaunama(4.20), kai
v = 2.

Nagrinėdami dydį

An4 :=
Q(Î∗cI∗c)|R(Î∗cI∗)|

Q(Î∗c)

išskirkime du atvejus:
I atvejis. Tarkime, |Î∗cI∗| ≤ an. Tada remiantis 4.6 lema

|R(Î∗cI∗)| ≤ max
k∗<k≤k∗+an

∣∣∣ k∑
i=k∗+1

εiyi−1| = OP (
√
nan).

Taigi
An4 ≤ |R(Î∗cI∗)| = OP (

√
nan).

Parinkę tokį an, kad an/n→ 0, gauname d−1n An4 = oP (1).
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II atvejis. Tarkime, |Î∗cI∗| ≥ an. Tada remiantis 4.7 lema

Q(Î∗c) ≥
k∗+an∑
i=k∗+1

y2i−1 = OP (a2n).

Pastebime, kad remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis

Q(Î∗cI∗c)|R(Î∗cI∗)| = OP (n2).

Iš čia gauname, kad d−1n An4 = oP (1), kai n tolstant į begalybę na−2n → 0.
Parinkus, pavyzdžiui, an = n2/3, teisinga (4.20), kai v = 4.

Remiantis 4.6 lema |R(Î∗)| = OP (n). Be to, aibėje Ω1c dydis Q(Î∗) ≥∑k∗+`∗

k∗+`∗−τn y
2
i−1. Taigi

P1c(An5 ≥ εdn/4) ≤ P (

k∗+`∗∑
k∗+`∗−τn

y2i−1 ≤
4M2n2

εdn
) + P (|R(Î∗)| ≥Mn)

Parinkę tokį M → ∞, kad Mn−1/2 → 0, ir remdamiesi 4.7 lema, gauname
(4.21), kai v = 5. Dydį M, pavyzdžiui, galime parinkti lygų n1/3.

Beliko išnagrinėti An6. Vėl išskirkime du atvejus.
I atvejis. Tarkime, kad |Î∗cI∗| ≤ an. Tada remiantis 4.6 lema R(Î∗c) =

OP (an). Be to, pagal 4.7 lemą konstantai c > 0 Q(Î∗c) ≥ cn su tikimybe
artima 1. Taigi kai an/n→ 0, An6 = oP (dn).

II atvejis. Tarkime, kad |Î∗cI∗| ≥ an. Tada R(Î∗c) = OP (n). Be to,
tikimybė, kad Q(Î∗c) ≥ ηa2n, artėja į 1, kai η artėja į 0. Taigi An6 = oP (dn),
kai n/a2n → 0. Pasirinkę an = n2/3 gauname (4.21).

Tikimybės P2a vertinimas.
Turime įvertinti šias tikimybes

P ′2a := P2a((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn), ir P ′′2a := P2a(−δ3(Î∗) ≥ εdn).

Pradėkime nuo P ′2a. Turime, kad

Q(Î∗cI∗c) ≥

1k̂∗>τn/2

τn/2∑
i=1

+1k̂∗≤τn/2

k∗+`∗+τn/2∑
i=k∗+`∗+1

 y2i−1.
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Pažymėkime

Ω
(1)
2a :=

{∣∣∣(1− ρ2) 2

τn

τn/2∑
i=1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω2a,

Ω
(2)
2a :=

{∣∣∣(1− ρ2) 2

τn

k∗+`∗+τn/2∑
i=k∗+`∗+1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω2a.

Tada aibėje Ω
(1)
2a arba Ω

(2)
2a teisinga Q(Î∗cI∗c) ≥ 1

4τn(1− ρ2)−1 ir

δ1(Î∗, I
∗) =

(
1

Q(Î∗cI∗)
+

1

Q(Î∗cI∗c)

)−1
≥
(

1

Q(Î∗cI∗)
+

4(1− ρ2)
τn

)−1
.

Kadangi
(1− ρ)2

εdn
>

1

ετ2n
+

2(1− ρ2)
τn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.7 lema, kai i = 1 arba i = 2, gauname

lim sup
n→∞

P2a((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn)

≤ lim sup
n→∞

[P2a((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn,Ω

(i)
2a) + P (Ω

(i)c
2a )]

≤ lim sup
n→∞

P2a(Q(Î∗cI∗) ≤ ετ2n).

Tada

lim sup
n→∞

P ′2a ≤ lim sup
n→∞

P
( k∗+`∗∑
i=k∗+`∗−τn+1

y2i−1 ≤ ετ2n

)
≤ cε.

Pereikime prie P ′′2a tikimybės. Aibėje Ωa

An1 :=
Q(Î∗I∗)|R(Î∗I∗c)|

Q(Î∗)
≤ |R(Î∗I∗c)| ≤ max

1≤j≤k∗

∣∣∣ k∗∑
i=j

yi−1εi

∣∣∣.
Remiantis 4.6 lema paskutinis dydis yra OP (n1/2). Iš čia gaunama (4.20),
kai v = 1.
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Įvertinkime dydį

An3 :=
Q(Î∗cI∗)|R(Î∗cI∗c)|

Q(Î∗c)
≤ |R(Î∗cI∗c)| ≤

≤ max
1≤k≤k∗

∣∣∣ k∑
i=1

yi−1εi

∣∣∣+
∣∣∣ n∑
i=k∗+`∗+1

yi−1εk

∣∣∣.
Remiantis 4.6 lema dešinioji nelygybės pusė yra OP (n1/2) ir iš čia gauname
(4.20), kai v = 3.

Vertindami
An2 :=

Q(Î∗I∗c)|R(Î∗I∗)|
Q(Î∗)

.

išskirkime du atvejus:
I atvejis. Tarkime, kad |Î∗I∗| ≤ an. Tada remiantis 4.6 lema

|R(Î∗I∗)| ≤ max
k∗<k≤k∗+an

∣∣∣ k∑
i=k∗+1

εiyi−1| = OP (an).

Taigi
An2 ≤ |R(Î∗I∗)| = OP (an).

Parinkę tokį an, kad an/n→ 0, gauname d−1n An2 = oP (1).

II atvejis. Tarkime, kad |Î∗I∗| ≥ an. Tada remiantis 4.7 lema

Q(Î∗) ≥
k∗+an∑
i=k∗+1

y2i−1 = OP (a2n).

Be to, remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis

Q(Î∗I∗c)|R(Î∗I∗)| = OP (n2).

Parinkus tokį an, kad na−2n → 0, kai n→∞, gauname d−1n An2 = oP (1). Taigi
parinkus an = n2/3 gauname (4.20), kai v = 2.
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Įvertinkime

An4 :=
Q(Î∗cI∗c)|R(Î∗cI∗)|

Q(Î∗c)
≤

≤

(∑k∗

i=1 +
∑n

k∗+`∗+1

)
y2i−1 maxk∗≤j<k∗+`∗

∣∣∣∑k∗+`∗

i=j+1 yi−1εi

∣∣∣∑k∗+`∗

i=k∗+`∗−τn+1 y
2
i−1

.

Be to, kiekvienam η > 0

P2a((1− ρ)An4 ≥ εdn/16) ≤ P
( k∗+`∗∑
i=k∗+`∗−τn+1

y2i−1 ≤ ητ2n

)
+

+ P
(( k∗∑

i=1

+

n∑
k∗+`∗+1

)
y2i−1 max

k∗≤j<k∗+`∗

∣∣∣ k∗+`∗∑
i=j+1

yi−1εi

∣∣∣ ≥ εdnητ
2
n/16(1− ρ)

)
.

Taigi remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis, gauname lim supn→∞ P2a((1 − ρ)An4 ≥
εdn/16) ≤ cη. Kadangi η > 0 buvo pasirinktas laisvai, iš čia gaunama (4.20),
kai v = 4.

Pereikime prie dydžio An5. Išskirkime du atvejus:
I atvejis. Tarkime, kad |Î∗I∗| ≤ an. Tada remiantis 4.6 lema R(Î∗) =

OP (an). Be to, pagal 4.7 lemą teigiamai konstantai c > 0 Q(Î∗) ≥ cn su
tikimybe artima 1. Iš čia An5 = oP (dn), kai an/n→ 0.

I atvejis. Tarkime, |Î∗I∗| ≥ an. Tada remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis
R(Î∗) = OP (n), o kai η → 0 Q(Î∗) ≥ ηa2n su tikimybe artima 1. Taigi
An5 = oP (dn), kai n/a2n → 0. Iš čia parinkus an = n2/3 gauname (4.21), kai
v = 5.

Kadangi remiantis 4.6 lema |R(Î∗c)| = OP (n) ir aibėje Ω2a teisinga Q(Î∗c) ≥∑k∗+`∗

k∗+`∗−τn+1 y
2
i−1, turime

P2a(An6 ≥ εdn/4) ≤ P (

k∗+`∗∑
k∗+`∗−τn+1

y2i−1 ≤
4M2n2

εdn
) + P (|R(Î∗c)| ≥Mn).

Parinkus tokį M → ∞, kad Mn−1/2 → 0, ir remdamiesi 4.7 lema gauname
(4.21), kai v = 6. Dydį M galime parinkti, pavyzdžiui, lygų n1/3.

Tikimybės P2c vertinimas.
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Turime įvertinti šias tikimybes:

P ′2c := P2c((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn), ir P ′′2c := P2c(−δ3(Î∗) ≥ εdn).

Pradėkime nuo P ′2c. Turime, kad

Q(Î∗cI∗c) ≥

1k∗>τn/2

τn/2∑
i=1

+1k∗≤τn/2

n∑
i=n−τn/2+1

 y2i−1.

Pažymėkime

Ω
(1)
2c :=

{∣∣∣(1− ρ2) 2

τn

τn/2∑
i=1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω2c,

Ω
(2)
2c :=

{∣∣∣(1− ρ2) 2

τn

n∑
i=n−τn/2+1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω2c.

Tada aibėje Ω
(1)
2c arba Ω

(2)
2c teisinga Q(Î∗cI∗c) ≥ 1

4τn(1− ρ2)−1 ir

δ1(Î∗, I
∗) =

(
1

Q(Î∗cI∗)
+

1

Q(Î∗cI∗c)

)−1
≥
(

1

Q(Î∗cI∗)
+

4(1− ρ2)
τn

)−1
.

Kadangi
(1− ρ)2

εdn
>

1

ετ2n
+

2(1− ρ2)
τn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.7 lema, kai i = 1 arba i = 2, gauname

lim sup
n→∞

P2c((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn)

≤ lim sup
n→∞

[P2c((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn,Ω

(i)
2c ) + P (Ω

(i)c
2c )]

≤ lim sup
n→∞

P2c(Q(Î∗cI∗) ≤ ετ2n).

Tada

lim sup
n→∞

P ′2c ≤ lim sup
n→∞

P
( k∗+τn∑
i=k∗+1

y2i−1 ≤ ετ2n

)
≤ cε.
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Pereikime prie tikimybės P ′′2c. Aibėje Ωc turime

An1 :=
Q(Î∗I∗)|R(Î∗I∗c)|

Q(Î∗)
≤ |R(Î∗I∗c)| ≤ max

k∗+`∗<j≤n

∣∣∣ j∑
i=k∗+`∗+1

yi−1εi

∣∣∣.
Remiantis 4.6 lema paskutinis dydis yra OP (n1/2). Taigi teisinga (4.20), kai
v = 1.

Dydis

An3 :=
Q(Î∗cI∗)|R(Î∗cI∗c)|

Q(Î∗c)
≤ |R(Î∗cI∗c)| ≤

∣∣∣ k∗∑
i=1

yi−1εi

∣∣∣+ max
k∗+`∗<k≤n

∣∣∣ n∑
i=k

yi−1εk

∣∣∣.
Remiantis 4.6 dešinioji nelygybės pusė yra OP (n1/2), taigi teisinga (4.20),
kai v = 3.

Vertindami dydį

An2 :=
Q(Î∗I∗c)|R(Î∗I∗)|

Q(Î∗)
.

išnagrinėkime du atvejus:
I atvejis. Tarkime, |Î∗I∗| ≤ an. Tada remiantis 4.6 lema

|R(Î∗cI∗)| ≤ max
k∗+`∗−an≤k<k∗+`∗

∣∣∣ k∗+`∗∑
i=k+1

εiyi−1| = OP (an).

Taigi
An2 ≤ |R(Î∗I∗)| = OP (an).

Parinkę tokį an, kad an/n→ 0, gauname d−1n An2 = oP (1).

II atvejis. Tarkime, kad |Î∗I∗| ≥ an. Tada remiantis 4.7 lema

Q(Î∗) ≥
k∗+`∗∑

i=k∗+`∗−an+1

y2i−1 = OP (a2n).

Be to, pagal 4.6 ir 4.7 lemas

Q(Î∗I∗c)|R(Î∗I∗)| = OP (n2).
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Užtikrinus, kad na−2n → 0, kai n → ∞, gausime d−1n An2 = oP (1). Taigi
parinkę an = n2/3, įrodome (4.20), kai v = 2.

Įvertiname

An4 :=
Q(Î∗cI∗c)|R(Î∗cI∗)|

Q(Î∗c)
≤ K1K2

K3
,

čia

K1 =

(
k∗∑
i=1

+

n∑
i=k∗+`∗+1

)
y2i−1, K2 = max

k∗<k≤k∗+`∗

∣∣∣ k∑
i=k∗+1

yi−1εi

∣∣∣, K3 =

k∗+τn∑
i=k∗+1

y2i−1.

Kiekvienam η > 0

P2c((1− ρ)An4 ≥ εdn/16) ≤ P
(
K3 ≤ ητ2n

)
+ P

(
K1K2 ≥ εdnητ

2
n/16(1− ρ)

)
.

Taigi remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis gauname lim supn→∞ P2c((1 − ρ)An4 ≥
εdn/16) ≤ cη. Kadangi η > 0 pasirinktas laisvai, iš čia gaunama (4.20), kai
v = 4.

Pereikime prie dydžio An5. Išskirkime du atvejus:
I atvejis. Tarkime, kad |Î∗I∗| ≤ an. Tada remiantis 4.6 lema R(Î∗) =

OP (
√
nan). Be to, pagal 4.7 lemą teigiamai konstantai c > 0 Q(Î∗) ≥ cn su

tikimybe artima 1. Iš čia An5 = oP (dn), kai an/n→ 0.
I atvejis. Tarkime, |Î∗I∗| ≥ an. Tada remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis

R(Î∗) = OP (n), o kai η → 0 Q(Î∗) ≥ ηa2n su tikimybe artima 1. Taigi
An5 = oP (dn), kai n/a2n → 0. Iš čia parinkus an = n2/3 gauname (4.21), kai
v = 5.

Kadangi remiantis 4.6 lema |R(Î∗c)| = OP (n) ir aibėje Ω2c Q(Î∗c) ≥∑k∗+τn
k∗+1 y2i−1, gauname

P2c(An6 ≥ εdn/4) ≤ P (

k∗+τn∑
k∗+1

y2i−1 ≤
4M2n2

εdn
) + P (|R(Î∗c)| ≥Mn).

Parinkę tokį M → ∞, kad Mn−1/2 → 0, ir remdamiesi 4.7 lema, gauname
(4.21), kai v = 6. Dydį M galime parinkti, pavyzdžiui, lygų n1/3.

Tikimybės P2d vertinimas. Turime įvertinti tikimybes

P ′2d := P2d((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn), ir P ′′2d := P2d(−δ3(Î∗) ≥ εdn).
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Pradėkime nuo P ′2d. Įvertinkime

Q(Î∗cI∗c) = Q(I∗c) ≥

1k∗>τn/2

τn/2∑
i=1

+1k∗≤τn/2

n∑
i=n−τn/2+1

 y2i−1.

Pažymėkime

Ω
(1)
2d :=

{∣∣∣(1− ρ2) 2

τn

τn/2∑
i=1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω2d,

Ω
(2)
2d :=

{∣∣∣(1− ρ2) 2

τn

n∑
i=n−τn/2+1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω2d.

Tada aibėje Ω
(1)
2d arba Ω

(2)
2d teisinga Q(Î∗cI∗c) ≥ 1

4τn(1− ρ2)−1 ir

δ1(Î∗, I
∗) =

(
1

Q(Î∗cI∗)
+

1

Q(Î∗cI∗c)

)−1
≥
(

1

Q(Î∗cI∗)
+

4(1− ρ2)
τn

)−1
.

Kadangi
(1− ρ)2

εdn
>

1

ετ2n
+

2(1− ρ2)
τn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.7 lema, kai i = 1 arba i = 2, gauname

lim sup
n→∞

P2d((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn)

≤ lim sup
n→∞

[P2d((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn,Ω

(i)
2d ) + P (Ω

(i)c
2d )]

≤ lim sup
n→∞

P2d(Q(Î∗cI∗) ≤ ετ2n).

Tada lim supn→∞ P
′
2d nedidesnis už

lim sup
n→∞

P

1k̂∗−k∗>τn/2

k∗+τn/2∑
i=k∗+1

+1k̂∗−k∗≤τn/2

k∗+`∗∑
i=k∗+`∗−τn/2

 y2i−1 ≤ ετ2n

 ≤ cε.

Toliau nagrinėsime tikimybę P ′′2d. Aibėje Ωd dydžiai An1 ir An2 yra lygūs
0. Dydį An3 galime įvertinti

An3 =
Q(Î∗cI∗)|R(I∗c)|

Q(Î∗c)
≤ |R(I∗c)| =

∣∣∣ k∗∑
i=1

yi−1εi

∣∣∣+
∣∣∣ n∑
i=k∗+`∗+1

yi−1εk

∣∣∣.
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Iš čia remdamiesi 4.6 lema gauname (4.20), kai v = 3.
Įvertinkime dydį

An4 = Q(I∗c)|R(Î∗cI∗)|/Q(Î∗c) ≤ N1N2

N3
,

čia

N1 =

(
k∗∑
i=1

+

n∑
i=k∗+`∗+1

)
y2i−1,

N2 = max
k∗<k≤k∗+`∗

∣∣∣ k∑
i=k∗+1

yi−1εi

∣∣∣+ max
k∗≤k<k∗+`∗

∣∣∣ k∗+`∗∑
i=k+1

yi−1εi

∣∣∣,
N3 =

1k̂∗−k∗>τn/2

k∗+τn/2∑
i=k∗+1

+1k̂∗−k∗≤τn/2

k∗+`∗∑
i=k∗+`∗−τn/2

 y2i−1.

Kiekvienam η > 0 turime

P2d((1− ρ)An4 ≥ εdn/16) ≤ P
(
N3 ≤ ητ2n

)
+ P

(
N1N2 ≥ εdnητ

2
n/16(1− ρ)

)
.

Remdamiesi 4.6 ir 4.7 lemomis gauname, kad lim supn→∞ P2d((1 − ρ)An4 ≥
εdn/16) ≤ cη. Kadangi η > 0 laisvai pasirinktas iš čia gaunama (4.20), kai
v = 4.

Pereikime prie dydžio An5. Išskirkime du atvejus:
I atvejis. Tarkime, kad |Î∗I∗| ≤ an. Tada remiantis 4.6 lema R(Î∗) =

OP (
√
nan). Be to, pagal 4.7 lemą teigiamai konstantai c > 0 Q(Î∗) ≥ cn su

tikimybe artima 1. Iš čia An5 = oP (dn), kai an/n→ 0.
I atvejis. Tarkime, |Î∗I∗| ≥ an. Tada remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis

R(Î∗) = OP (n), o kai η → 0 Q(Î∗) ≥ ηa2n su tikimybe artima 1. Taigi
An5 = oP (dn), kai n/a2n → 0. Iš čia parinkus an = n2/3 gauname (4.21), kai
v = 5.

Kadangi remiantis 4.6 lema |R(Î∗c)| = OP (n) ir aibėje Ω2d

Q(Î∗c) ≥

1k̂∗−k∗>τn/2

k∗+τn/2∑
i=k∗+1

+1k̂∗−k∗≤τn/2

k∗+`∗∑
i=k∗+`∗−τn/2

 y2i−1,
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gauname

P2d(An6 ≥ εdn/4) = P2d(Q(Î∗c) ≤ 4M2n2

εdn
) + P (|R(Î∗c)| ≥Mn).

Parinkus tokį M → ∞, kad Mn−1/2 → 0, įrodomas (4.21), kai v = 6. Dydį
M galime parinkti lygų n1/3.

Tikimybės P2e vertinimas.
Įvertinsime šias dvi tikimybes:

P ′2e := P2e((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn), ir P ′′2e := P2e(−δ3(Î∗) ≥ εdn).

Pradėkime nuo P ′2e. Turime, kad Q(Î∗cI∗c) nemažesnis už1k̂∗>τn/3

τn/3∑
i=1

+1k∗−k̂∗−ˆ̀∗>τn/3

k∗∑
i=k∗−τn/3+1

+1n−k∗−`∗>τn/3

k∗+`∗+τn/3∑
i=k∗+`∗+1

 y2i−1.

Pažymėkime

Ω
(1)
2e :=

{∣∣∣(1− ρ2) 3

τn

τn/3∑
i=1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω2e,

Ω
(2)
2e :=

{∣∣∣(1− ρ2) 3

τn

k∗∑
i=k∗−τn/3+1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω2e,

Ω
(3)
2e :=

{∣∣∣(1− ρ2) 3

τn

k∗+`∗+τn/3∑
i=k∗+`∗+1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω2e.

Tada aibėje Ω
(1)
2e arba Ω

(2)
2e arba Ω

(3)
2e teisinga Q(Î∗cI∗c) ≥ 1

4τn(1− ρ2)−1 ir

δ1(Î∗, I
∗) =

(
1

Q(Î∗cI∗)
+

1

Q(Î∗cI∗c)

)−1
≥
(

1

Q(Î∗cI∗)
+

4(1− ρ2)
τn

)−1
.

Kadangi
(1− ρ)2

εdn
>

1

ετ2n
+

2(1− ρ2)
τn
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pakankamai dideliems n, remiantis 4.7 lema, kai i = 1 arba i = 2 arba i = 3,
gauname

lim sup
n→∞

P2e((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn)

≤ lim sup
n→∞

[P2e((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn,Ω

(i)
2e ) + P (Ω

(i)c
2e )]

≤ lim sup
n→∞

P2e(Q(Î∗cI∗) ≤ ετ2n).

Tada

lim sup
n→∞

P ′2e ≤ lim sup
n→∞

P
( k∗+τn∑
i=k∗+1

y2i−1 ≤ ετ2n

)
≤ cε.

Pereikime prie tikimybės P ′′2e. Aibėje Ωe dydžiai An1 ir An2 yra lygūs 0.
Dydis

An3 =
Q(I∗)|R(Î∗cI∗c)|

Q(Î∗c)
≤ |R(Î∗cI∗c)|

≤ max
1≤k≤k∗

∣∣∣ k∑
i=1

yi−1εi

∣∣∣+ max
1≤k≤k∗

∣∣∣ k∗∑
i=k

yi−1εi

∣∣∣+
∣∣∣ n∑
i=k∗+`∗+1

yi−1εi

∣∣∣.
Remiantis 4.6 lema dešinioji nelygybės pusė yra OP (n1/2) ir iš čia gauname,
kad teisinga (4.20), kai v = 3.

Įvertinkime

An4 =
Q(Î∗cI∗c)|R(I∗)|

Q(Î∗c)
≤

≤

(∑k∗

i=1 +
∑n

i=k∗+`∗+1

)
y2i−1 maxk∗<k≤k∗+`∗

∣∣∣∑k
i=k∗+1 yi−1εi

∣∣∣∑k∗+τn
i=k∗+1 y

2
i−1

.

Be to, kiekvienam η > 0

P2e((1− ρ)An4 ≥ εdn/16) ≤ P
( k∗+τn∑
i=k∗+1

y2i−1 ≤ ητ2n

)
+

+ P
(( k∗∑

i=1

+

n∑
i=k∗+`∗+1

)
y2i−1 max

k∗<k≤k∗+`∗

∣∣∣ k∑
i=k∗+1

yi−1εi

∣∣∣ ≥ εdnητ
2
n/16(1− ρ)

)
.
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Taigi remdamiesi 4.6 ir 4.7 lemomis gauname lim supn→∞ P2e((1 − ρ)An4 ≥
εdn/16) ≤ cη. Kadangi η > 0 pasirinktas laisvai, iš čia seka (4.20), kai v = 4.

Pereikime prie dydžio An5. Tikimybė

P2e(An6 ≥ εdn/4) = P2e(Q(Î∗) ≤ 4M2n

εdn
) + P (|R(Î∗)| ≥M

√
n).

Remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis |R(Î∗)| = OP (
√
n) ir Q(Î∗) = OP (n). Taigi

parinkę tokį M →∞, kad Mn−1/2 → 0, gauname (4.21), kai v = 5. Dydį M ,
pavyzdžiui, galime parinkti lygų n1/3.

Remiantis 4.6 lema |R(Î∗c)| = OP (n) ir aibėje Ω2e Q(Î∗c) ≥
∑k∗+τn

k∗+1 y2i−1.
Be to,

P2e(An6 ≥ εdn/4) ≤ P (

k∗+τn∑
k∗+1

y2i−1 ≤
4M2n2

εdn
) + P (|R(Î∗c)| ≥Mn).

Taigi parinkus tokįM →∞, kadMn−1/2 → 0, ir remiantis 4.7 lema gauname
(4.21), kai v = 6. Dydį M , pavyzdžiui, galime parinkti lygų n1/3.

Tikimybės P2f vertinimas. Turime įvertinti tikimybes

P ′2f := P2f ((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn), ir P ′′2f := P2f (−δ3(Î∗) ≥ εdn).

Pradėkime nuo P ′2f . Turime, kad Q(Î∗cI∗c) nemažesnis už1k∗>τn/3

τn/3∑
i=1

+1k̂∗−k∗−`∗>τn/3

k∗+`∗+τn/3∑
i=k∗+`∗+1

+1n−k̂∗−ˆ̀∗>τn/3

n∑
i=n−τn/3+1

 y2i−1.

Pažymėkime

Ω
(1)
2f :=

{∣∣∣(1− ρ2) 3

τn

τn/3∑
i=1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω2f ,

Ω
(2)
2f :=

{∣∣∣(1− ρ2) 3

τn

k∗+`∗+τn/3∑
i=k∗+`∗+1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω2f ,

Ω
(3)
2f :=

{∣∣∣(1− ρ2) 3

τn

n∑
i=n−τn/3+1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω2f .
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Tada aibėje Ω
(1)
2f arba Ω

(2)
2f arba Ω

(3)
2f teisinga Q(Î∗cI∗c) ≥ 1

4τn(1− ρ2)−1 ir

δ1(Î∗, I
∗) =

(
1

Q(Î∗cI∗)
+

1

Q(Î∗cI∗c)

)−1
≥
(

1

Q(Î∗cI∗)
+

4(1− ρ2)
τn

)−1
.

Kadangi
(1− ρ)2

εdn
>

1

ετ2n
+

2(1− ρ2)
τn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.7 lema, kai i = 1 arba i = 2 arba i = 3,
gauname

lim sup
n→∞

P2f ((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn)

≤ lim sup
n→∞

[P2f ((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn,Ω

(i)
2f ) + P (Ω

(i)c
2f )]

≤ lim sup
n→∞

P2f (Q(Î∗cI∗) ≤ ετ2n).

Tada

lim sup
n→∞

P ′2f ≤ lim sup
n→∞

P
( k∗+τn∑
i=k∗+1

y2i−1 ≤ ετ2n

)
≤ cε.

Pereikime prie tikimybės P ′′2f . Aibėje Ωf dydžiai An1 ir An2 yra lygūs 0.
Turime, kad

An3 =
Q(I∗)|R(Î∗cI∗c)|

Q(Î∗c)
≤ |R(Î∗cI∗c)|

≤
∣∣∣ k∗∑
i=1

yi−1εi

∣∣∣+ max
k∗+`∗<k≤n

∣∣∣ k∑
i=k∗+`∗+1

yi−1εi

∣∣∣+ max
k∗+`∗≤k<n

∣∣∣ n∑
i=k+1

yi−1εi

∣∣∣.
Remaintis 4.6 dešinioji nelygybės pusė yra OP (n1/2) ir iš čia gauname (4.20),
kai for v = 3.

Įvertinkime

An4 =
Q(Î∗cI∗c)|R(I∗)|

Q(Î∗c)
≤

≤

(∑k∗

i=1 +
∑n

i=k∗+`∗+1

)
y2i−1 maxk∗<k≤k∗+`∗

∣∣∣∑k
i=k∗+1 yi−1εi

∣∣∣∑k∗+τn
i=k∗+1 y

2
i−1

.
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Be to, kiekvienam η > 0

P2f ((1− ρ)An4 ≥ εdn/16) ≤ P
( k∗+τn∑
i=k∗+1

y2i−1 ≤ ητ2n

)
+

+ P
(( k∗∑

i=1

+

n∑
i=k∗+`∗+1

)
y2i−1 max

k∗<k≤k∗+`∗

∣∣∣ k∑
i=k∗+1

yi−1εi

∣∣∣ ≥ εdnητ
2
n/16(1− ρ)

)
.

Taigi remdamiesi 4.6 ir 4.7 lemomis, gauname lim supn→∞ P2f ((1− ρ)An4 ≥
εdn/16) ≤ cη. Kadangi η > 0 pasirinktas laisvai, iš čia gaunama (4.20), kai
v = 4.

Pereikime prie dydžio An5. Tikimybė

P2f (An6 ≥ εdn/4) = P2f (Q(Î∗) ≤ 4M2n

εdn
) + P (|R(Î∗)| ≥M

√
n).

Remiantis 4.6 ir 4.7 lemomis |R(Î∗)| = OP (
√
n) ir Q(Î∗) = OP (n). Taigi

parinkę tokį M →∞, kad Mn−1/2 → 0, gauname (4.21), kai v = 5. Dydį M ,
pavyzdžiui, galime parinkti lygų n1/3.

Kadangi remiantis 4.6 lema |R(Î∗c)| = OP (n) ir aibėje Ω2f Q(Î∗c) ≥∑k∗+τn
k∗+1 y2i−1, gauname

P2f (An6 ≥ εdn/4) ≤ P (

k∗+τn∑
k∗+1

y2i−1 ≤
4M2n2

εdn
) + P (|R(Î∗c)| ≥Mn).

Taigi parinkus tokįM →∞, kadMn−1/2 → 0, ir remiantis 4.7 lema gauname
(4.21), kai v = 6. Dydį M , pavyzdžiui, galime parinkti lygų n1/3.

(ii) Iš pradžių įrodysime, kad

|1− ρ̂∗| = OP (n−1),

čia ρ̂∗ = ρ̂(Iβ). Galime užrašyti

1− ρ̂∗ =
Q(Iβ)−

∑
i∈Iβ yiyi−1

Q(Iβ)
.
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Dešiniojoje lygybės pusėje esančios trupmenos skaitiklį perrašome tokiu bū-
du: ∑

i∈Iβ

yi−1(yi−1 − yi) = −R(Iβ) + (1− ρ)Q(Iβ).

Taigi gauname, kad

|1− ρ̂∗| ≤
|R(Iβ)|
Q(Iβ)

+ (1− ρ)
Q(IβI

∗c)

Q(Iβ)
.

Remdamiesi jau įrodyta šios teoremos (i) dalimi tariame, kad kaip norima
mažam ε : 0 < ε < β |k̂∗ − k∗|+ | ˆ̀∗ − `∗| ≤ εn. Tada IβI

∗c = ∅ bei remiantis
4.6 ir 4.7 lemomis R(Iβ) = OP (n) ir Q(Iβ) = OP (n2). Taigi |ρ− ρ̂| = OP (n−1).

Taigi |1− ρ̂∗| = OP (n−1).
Dabar įrodysime, kad

|ρ− ρ̂| = OP (n−1/2),

čia ρ̂ = ρ̂(Jβ). Turime, kad

ρ− ρ̂ =
ρQ(Jβ)−

∑
i∈Jβ yiyi−1

Q(Jβ)
.

Dešiniojoje lygybės pusėje esančios trupmenos skaitiklis yra lygus

∑
i∈Jβ

yi−1(ρyi−1 − yi) = −R(Jβ)− (1− ρ)Q(JβI
∗)

ir gauname, kad

|ρ− ρ̂| ≤
|R(Jβ)|
Q(Jβ)

+ (1− ρ)
Q(JβI

∗)

Q(Jβ)
.

Remdamiesi jau įrodyta šios teoremos (i) dalimi tariame, kad kaip norima
mažam ε : 0 < ε < β |k̂∗−k∗|+ | ˆ̀∗−`∗| ≤ εn. Tada JβI∗ = ∅ bei remiantis 4.6
ir 4.7 lemomis R(Jβ) = OP (

√
n) ir Q(Jβ) = OP (n). Taigi |ρ− ρ̂| = OP (n−1/2).
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4.3 Pasikeitimas iš nestacionarios būklės į
stacionarią

Šiame skyrelyje įrodoma žemiau pateikta 4.3 teorema (4.1) modelio para-
metrų k∗, `∗, ρ ir ρ∗ įvertiniams, kai autoregresinis procesas keičiasi iš ne-
stacionarios būklės į stacionarią.

4.3 teorema. Tarkime, (4.1) modelio parametrai |ρ| = 1, |ρ∗| < 1 ir tenki-
namos (A1)-(A3) prielaidos. Tada

(i) parametrų (k∗, `∗) (4.2) įvertiniams teisinga:

|k̂∗ − k∗|+ | ˆ̀∗ − `∗| = oP (n);

(ii) parametrų ρ ir ρ∗ (4.3) įvertiniams su bet kuriuo 0 < β < θ0/3 teisinga:

|1− ρ̂| = OP (n−1), |ρ∗ − ρ̂∗| = OP (n−1/2).

4.3.1 Pagalbinės lemos

Prieš pereinant prie 4.3 teoremos įrodymo, įrodykime keletą pagalbinių lemų
dydžiams R(A) ir Q(A) atsižvelgdami į skirtingas aibių A ir I∗ kombinacijos.

4.8 lema. Tarkime, tenkinamos (4.3) teoremos sąlygos. Tegu (τn) žymi
seką, artėjančią į begalybę, kai n→∞. Tada

(i) jei τn/k∗ ≤ 1 kiekvienam n ≥ 1, tada kai n→∞,

(a) max1≤k≤τn

∣∣∣∑k
i=1 εiyi−1

∣∣∣ = OP (τn);

(b) maxk∗−τn≤k≤k∗
∣∣∣∑k∗

i=k+1 εiyi−1

∣∣∣ = OP (
√
nτn);

(ii) jei τn/`∗ ≤ 1 kiekvienam n ≥ 1, tada kai n→∞,

(a) maxk∗<k≤k∗+τn

∣∣∣∑k
i=k∗+1 εiyi−1

∣∣∣ = OP (
√
n);

(b) maxk∗+`∗−τn<k≤k∗+`∗
∣∣∣∑k∗+`∗

i=k+1 εiyi−1

∣∣∣ = OP (
√
n);

(iii) jei τn/(n− k∗ − `∗) ≤ 1 kiekvienam n ≥ 1, tada kai n→∞,

(a) maxk∗+`∗<k≤k∗+`∗+τn

∣∣∣∑k
i=k∗+`∗+1 εiyi−1

∣∣∣ = OP (
√
nτn);
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(b) maxn−τn≤k≤n

∣∣∣∑n
i=k+1 εiyi−1

∣∣∣ = OP (
√
nτn).

Įrodymas.
(i) (a) Kadangi (

∑k
i=1 εiyi−1, k ≥ 1) yra martingalas, pagal Dubo nely-

gybę turime

E max
1≤k≤τn

∣∣∣ k∑
i=1

εiyi−1

∣∣∣2 ≤ 4E
∣∣∣ τn∑
i=1

εiyi−1

∣∣∣2.
Kadangi visiems i ≤ k∗ stebėjimai yi =

∑i
j=1 εj, gauname Ey2i = i. Taigi

E
∣∣∣ τn∑
i=1

εiyi−1

∣∣∣2 =

τn∑
i=1

Ey2i−1 ≤
τ2n
2

ir iš čia seka teiginys (a).
(b) Kadangi (

∑k
i=k∗−τn+1 εiyi−1, k > k∗ − τn) yra martingalas ir

k∗∑
i=k+1

εiyi−1 =

(
k∗∑

i=k∗−τn+1

−
k∑

i=k∗−τn+1

)
εiyi−1,

pritaikę Dubo nelygybę gauname

E max
k∗−τn≤k≤k∗

∣∣∣ k∗∑
i=k+1

εiyi−1

∣∣∣2 ≤ 16E
∣∣∣ k∗∑
i=k∗−τn+1

εiyi−1

∣∣∣2.
Kiekvienam i ≤ k∗ stebėjimai yi =

∑i
j=1 εj ir Ey2i = i. Taigi

E
∣∣∣ k∗∑
i=k∗−τn+1

εiyi−1

∣∣∣2 =

k∗∑
i=k∗−τn+1

Ey2i−1 ≤
(k∗ − τn + k∗)τn

2
≤ nτn.

(ii) (a) Kadangi (
∑k

i=k∗+1 εiyi−1, k > k∗) yra martingalas, pagal Dubo
nelygybę turime

E max
k∗<k≤k∗+τn

∣∣∣ k∑
i=k∗+1

εiyi−1

∣∣∣2 ≤ 4E
∣∣∣ k∗+τn∑
i=k∗+1

εiyi−1

∣∣∣2.
Kadangi visiems i : k∗ + 1 ≤ i ≤ k∗ + `∗ stebėjimai yi = ρ∗i−k

∗
yk∗ +∑i

j=k∗+1 ρ
∗i−jεj, gauname Ey2i = ρ∗2(i−j)Ey2k∗+

∑i
j=k∗+1 ρ

∗2(i−j) ≤ (1−ρ∗2)−1+
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k∗ρ∗2(i−k
∗). Taigi

E
∣∣∣ k∗+τn∑
i=k∗+1

εiyi−1

∣∣∣2 =

k∗+τn∑
i=k∗+1

Ey2i−1 ≤
k∗ + τn
1− ρ∗2

≤ n

1− ρ∗2

ir iš čia seka teiginys (a).
(b) Kadangi (

∑k
i=k∗+`∗−τn+1 εiyi−1, k > k∗ + `∗ − τn) yra martingalas ir

k∗+`∗∑
i=k+1

εiyi−1 =

(
k∗+`∗∑

i=k∗+`∗−τn+1

−
k∑

i=k∗+`∗−τn+1

)
εiyi−1,

pritaikę Dubo nelygybę gauname

E max
k∗+`∗−τn<k≤k∗+`∗

∣∣∣ k∗+`∗∑
i=k+1

εiyi−1

∣∣∣2 ≤ 16E
∣∣∣ k∗+`∗∑
i=k∗+`∗−τn+1

εiyi−1

∣∣∣2.
Kadangi visiems i : k∗ + `∗ + 1 ≤ i ≤ k∗ + `∗ stebėjimai yi = ρ∗i−k

∗
yk∗ +∑i

j=k∗+1 ρ
∗i−jεj, turime Ey2i = ρ∗2(i−j)Ey2k∗ +

∑i
j=k∗+1 ρ

∗2(i−j) ≤ (1− ρ∗2)−1 +

k∗ρ∗2(i−k
∗). Taigi

E
∣∣∣ k∗+`∗∑
i=k∗+`∗−τn+1

εiyi−1

∣∣∣2 =

k∗+`∗∑
i=k∗+`∗−τn+1

Ey2i−1 ≤
k∗ + τn
1− ρ∗2

≤ n+ τn
1− ρ∗2

ir iš čia gaunamas lemos tvirtinimas.
(iii) (a) Martingalui (

∑k
i=k∗+`∗+1 εiyi−1, k > k∗ + `∗) pritaikę Dubo nely-

gybę gauname

E max
k∗+`∗<k≤k∗+`∗+τn

∣∣∣ k∑
i=k∗+`∗+1

εiyi−1

∣∣∣2 ≤ 4E
∣∣∣ k∗+`∗+τn∑
i=k∗+`∗+1

εiyi−1

∣∣∣2.
Kadangi visiems i : k∗ + `∗ < i ≤ n stebėjimai yi = yk∗+`∗ +

∑i
j=k∗+`∗+1 εj ir

E(y2i ) ≤ ρ∗2`
∗
k∗ + 1

1−ρ∗2 + i− (k∗ + `∗), tai

E
∣∣∣ k∗+`∗+τn∑
i=k∗+`∗+1

εiyi−1

∣∣∣2 =

k∗+`∗+τn∑
i=k∗+`∗+1

Ey2i−1 ≤ ρ∗2`
∗
τnk
∗+

+
τn

(1− ρ∗2)
+

(2(k∗ + `∗) + τn)τn
2

≤ 2nτn +
τn

(1− ρ∗2)
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ir iš čia seka teiginys (a).
(b) Kadangi (

∑k
i=n−τn+1 εiyi−1, k > k∗ + `∗) yra martingalas ir

n∑
i=k+1

εiyi−1 =

(
n∑

i=n−τn+1

−
k∑

i=n−τn+1

)
εiyi−1,

pritaikę Dubo nelygybę gauname

E max
n−τn≤k≤n

∣∣∣ n∑
i=k+1

εiyi−1

∣∣∣2 ≤ 16E
∣∣∣ n∑
n−τn+1

εiyi−1

∣∣∣2.
Kadangi visiems i i : k∗ + `∗ < i ≤ n teisinga E(y2i ) ≤ ρ∗2`

∗
k∗ + 1

1−ρ∗2 + i −
(k∗ + `∗), tai

E
∣∣∣ n∑
n−τn+1

εiyi−1

∣∣∣2 =

n∑
n−τn+1

Ey2i−1 ≤
τn

(1− ρ∗2)
+ (n− `∗)τn

ir iš čia gaunamas lemos tvirtinimas.

4.9 lema. Tarkime, tenkinamos (4.3) teoremos sąlygos. Tegu (τn) žymi
seką, artėjančią į begalybę, kai n→∞. Tada

(i) jei τn/k∗ ≤ 1 kiekvienam n ≥ 1 ir √n = o(τn), tada

(a) lim supn→∞ P
(∑τn

i=1 y
2
i−1 ≤ ετ2n

)
≤ cε;

(b) lim supn→∞ P
(∑k∗

i=k∗−τn+1 y
2
i−1 ≤ ετ2n

)
≤ cε;

(ii) jei τn/`∗ ≤ 1 kiekvienam n ≥ 1, tada egzistuoja tokia konstanta c > 0,
kad kiekvienam ε > 0

(a) (1− ρ∗2)τ−1n
∑k∗+τn

i=k∗+1 y
2
i−1

P−−−→
n→∞

1;

(b) (1− ρ∗2)τ−1n
∑k∗+`∗

i=k∗+`∗−τn+1 y
2
i−1

P−−−→
n→∞

1;

(iii) jei τn/(n− k∗ − `∗) ≤ 1 kiekvienam n ≥ 1 ir √n = o(τn), tada

(a) lim supn→∞ P
(∑k∗+`∗+τn

i=k∗+`∗+1 y
2
i−1 ≤ ετ2n

)
≤ cε;

(b) lim supn→∞ P
(∑n

i=n−τn+1 y
2
i−1 ≤ ετ2n

)
≤ cε;

Įrodymas.
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(i) Įvertinkime

P
( τn∑
i=1

y2i−1 ≤ ετ2n

)
= P

( τn∑
i=1

( i−1∑
j=1

εj

)2
≤ ετ2n

)
≤ P

( τn∑
i=1

( i−1∑
j=1

εj

)2
≤ 3ετ2n

)
= P

( τn∑
i=1

( i−1∑
j=1

εj

)2
≤ 3ετ2n

)
.

Pagal invariantiškumo principą ir tolydaus atvaizdžio teoremą (žr. [11] 1
išvadą psl. 31), kiekvienam x > 0 turime

lim sup
n→∞

P
(
τ−2n

τn∑
i=1

( i−1∑
j=1

εj

)2
≤ x
)
≤ P

(∫ 1

0

W 2(s)ds ≤ x
)
,

čia {W (t), t ∈ [0, 1]} yra standartinis Vynerio procesas. Pastebėję, kad eg-
zistuoja tokia konstanta c > 0, kad kiekvienam ε > 0,

P
(∫ 1

0

W 2(s)ds ≤ ε
)
≤ cε,

baigiame teiginio (a) įrodymą. Teiginio (b) įrodymas analogiškas.
(ii) Visiems i ∈ A := [k∗ + 1, . . . , k∗ + τn] stebėjimai yi = ρ∗yi−1 + εi ir

y2i = ρ∗2y2i−1 + 2ρ∗yi−1εi + ε2i . Susumavę pagal visus i ∈ A gauname

ρ∗2
k∗+τn∑
i=k∗+1

y2i−1 =

k∗+τn∑
i=k∗+1

y2i − 2ρ∗
k∗+τn∑
i=k∗+1

yi−1εi −
k∗+τn∑
i=k∗+1

ε2i .

Taigi

k∗+τn∑
i=k∗+1

y2i−1 = − 1

1− ρ∗2
{[

y2k∗+τn − y
2
k∗
]
− 2ρ∗

k∗+τn∑
i=k∗+1

yi−1εi −
k∗+τn∑
i=k∗+1

ε2i

}
. (4.22)

Arba
Q(A) = − 1

1− ρ∗2
{[

y2k∗+τn − y
2
k∗
]
− 2ρ∗R(A)−

∑
i∈A

ε2i

}
.
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Kadangi y2k∗+τn = OP (1), y2k∗ = OP (1) ir remiantis 4.6Lemos (ii) dalimi
R(A) = oP (τn), gauname

P − lim
n→∞

τ−1n Q(A) = P − lim
n→∞

τ−1n
∑
i∈A

ε2i = 1

pagal didžiųjų skaičių dėsnį. Taigi įrodėme teiginį (a). Teiginys (b) įrodomas
analogiškai.

(iii) Įvertinkime

P
( k∗+`∗+τn∑
i=k∗+`∗+1

y2i−1 ≤ ετ2n

)
= P

( k∗+`∗+τn∑
i=k∗+`∗+1

(
yk∗+`∗ +

i−1∑
j=k∗+`∗+1

εj

)2
≤ ετ2n

)

≤ P
( k∗+`∗+τn∑
i=k∗+`∗+1

( i−1∑
j=k∗+`∗+1

εj

)2
≤ 3ετ2n

)
+ P (y2k∗+`∗ ≥ ετn)

= P
( τn∑
i=1

( i−1∑
j=1

εj

)2
≤ 3ετ2n

)
+ An,

čia An → 0, kai n→∞. Pagal invariantiškumo principą ir tolydaus atvaiz-
džio teoremą (žr. [11] 1 išvadą psl. 31), kiekvienam x > 0 turime

lim sup
n→∞

P
(
τ−2n

τn∑
i=1

( i−1∑
j=1

εj

)2
≤ x
)
≤ P

(∫ 1

0

W 2(s)ds ≤ x
)
,

čia {W (t), t ∈ [0, 1]} yra standartinis Vynerio procesas. Pastebėję, kad eg-
zistuoja tokia konstanta c > 0, kad kiekvienam ε > 0,

P
(∫ 1

0

W 2(s)ds ≤ ε
)
≤ cε,

baigiame teiginio (a) įrodymą. Teiginio (b) įrodymas analogiškas.

4.3.2 4.3 teoremos įrodymas

Dydį ε > 0 pasirinkime laisvai. Aibė

Ω1 =
{
ω :
|Î∗I∗| · |Î∗I∗c|

|Î∗|
+
|Î∗cI∗| · |Î∗cI∗c|

|Î∗c|
≥ 2εn

}
⊂ Ω11 ∪ Ω12,
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čia

Ω11 =
{
ω :
|Î∗I∗| · |Î∗I∗c|

|Î∗|
≥ εn

}
, Ω12 =

{
ω :
|Î∗cI∗| · |Î∗cI∗c|

|Î∗c|
≥ εn

}
.

Paprastumo dėlei pažymėkime Pi(A) := P (A∩Ω1i), i = 1, 2. Kaip ir ankstes-
niame skyrelyje remdamiesi 4.1 lema, galime užrašyti

RSSn(Î∗)−RSSn(I∗) = (1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) + δ̃3(Î∗, I
∗),

čia
δ̃3(Î∗, I

∗) = 2(1− ρ∗)δ2(Î∗, I∗) + δ3(Î∗, I
∗).

Gauname

1 = P (RSSn(Î∗)−RSSn(I∗) ≤ 0) = P ((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) + δ̃3(Î∗, I
∗) ≤ 0)

≤ (P1 + P2)((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn) + (P1 + P2)(−δ̃3(Î∗) ≥ εdn) + P (Ωc
1).

Taigi turime įrodyti, kad kai dn = (1−ρ∗)n egzistuoja tokia konstanta c > 0,
kad

lim
n→∞

(P1 + P2)((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn) ≤ cε (4.23)

ir
lim
n→∞

(P1 + P2)(−δ̃3(Î∗) ≥ εdn) = 0. (4.24)

Remiantis (4.23) ir (4.24) gaunamas 4.3 teoremos rezultatas. Toliau išnag-
rinėsime visas galimas pasikeitusio segmento ir jo įvertinio kombinacijas.
Yra šeši galimi atvejai:

(a) Ωa := {k̂∗ < k∗ < k̂∗ + ˆ̀∗ < k∗ + `∗};

(b) Ωb := {k̂∗ < k∗ < k∗ + `∗ < k̂∗ + ˆ̀∗};

(c) Ωc := {k∗ < k̂∗ < k∗ + `∗ < k̂∗ + ˆ̀∗};

(d) Ωd := {k∗ < k̂∗ < k̂∗ + ˆ̀∗ < k∗ + `∗};

(e) Ωe := {k̂∗ < k̂∗ + ˆ̀∗ < k∗ < k∗ + `∗};

(f) Ωf := {k∗ < k∗ + `∗ < k̂∗ < k̂∗ + ˆ̀∗}.
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Pastebėję, kad Ω11 ∩ Ω† = ∅, kai † = d, e, f , ir Ω12 ∩ Ωb = ∅, turime

P1 ≤ P1a + P1b + P1c,

P2 ≤ P1a + P1c + P1d + P1e + P1f ,

čia Pi ‡(A) = Pi(A,Ω ‡). Taigi turime įrodyti, kad

lim
n→∞

Pi ‡((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ dn) ≤ cε (4.25)

ir
lim
n→∞

Pi ‡(−δ̃3(Î∗) ≥ εdn) = 0, (4.26)

kai i=1, ‡ = a, b, c ir i=2, ‡ = a, c, d, e, f . Pastebėję, kad

−δ̃3(Î∗) ≤ 2(1− ρ∗)
[
Q(Î∗I∗)|R(Î∗I∗c)|

Q(Î∗)
+
Q(Î∗I∗c)|R(Î∗I∗)|

Q(Î∗)

+
Q(Î∗cI∗)|R(Î∗cI∗c)|

Q(Î∗c)
+
Q(Î∗cI∗c)|R(Î∗cI∗)|

Q(Î∗c)

]
+
R2(Î∗)

Q(Î∗)
+
R2(Î∗c)

Q(Î∗c)
:= 2(1− ρ∗)[An1 + An2 + An3 + An4] + An5 + An6,

(4.26) galime pakeisti

lim
n→∞

Pi‡

(
(1− ρ∗)Anv ≥

εdn
16

)
= 0, (4.27)

kai v = 1, . . . , 4 ir
lim
n→∞

Pi‡

(
Anv ≥

εdn
4

)
= 0, (4.28)

kai v = 5, 6.
Tegu τn = εn. Aibėje Ω11 |Î∗I∗| ≥ τn ir |Î∗I∗c| ≥ τn. Aibėje Ω12 |Î∗cI∗| ≥

τn ir |Î∗cI∗c| ≥ τn.
Tikimybės P1a vertinimas.
Turime įvertinti šias tikimybes:

P ′1a := P1a((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn), ir P ′′1a := P1a(−δ3(Î∗) ≥ εdn).
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Pradėkime nuo P ′1a. Turime, kad Q(Î∗I∗) ≥
∑k∗+τn

i=k∗+1 y
2
i−1. Pažymėkime

Ω′1a :=
{∣∣∣(1− ρ∗2)τ−1n k∗+τn∑

i=k∗+1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω1a

Aibėje Ω′1a Q(Î∗I∗) ≥ 1
2τn(1− ρ∗2)−1 ir tada

δ1(Î∗, I
∗) ≥

(
1

Q(Î∗I∗)
+

1

Q(Î∗I∗c)

)−1
≥
(

2(1− ρ2)
τn

+
1

Q(Î∗I∗c)

)−1
.

Kadangi
(1− ρ∗)2

εdn
>

1

ετ2n
+

2(1− ρ∗2)
τn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.9 lema gauname

lim sup
n→∞

P1a((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn)

≤ lim sup
n→∞

[P1a((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn,Ω
′
1a) + P (Ω′c1a)]

≤ lim sup
n→∞

P1a(Q(Î∗I∗c) ≤ ετ2n).

Taigi

lim sup
n→∞

P ′1a ≤ lim sup
n→∞

P1a(Q(Î∗I∗c) ≤ ετ2n) ≤ lim sup
n→∞

P
( k∗∑
i=k∗−τn+1

y2i−1 ≤ ετ2n

)
.

Remiantis 4.9 lema egzistuoja tokia konstanta c > 0, kad

lim sup
n→∞

P ′1a ≤ cε.

Toliau nagrinėkime P ′′1a. Įvertinkime

An1 :=
Q(Î∗I∗)|R(Î∗I∗c)|

Q(Î∗)
≤

∑k∗+`∗

i=k∗+1 y
2
i−1 max1≤j<k∗

∣∣∣∑k∗

i=k∗−j yi−1εi

∣∣∣∑k∗

i=k∗−τn+1 y
2
i−1

.

105



Kiekvienam η > 0

P1a((1− ρ)An2 ≥ εdn/16) ≤ P
( k∗∑
i=k∗−τn+1

y2i−1 ≤ ητ2n

)
+

+ P
( k∗+`∗∑
i=k∗+1

y2i−1 max
1≤j<k∗

∣∣∣ k∗∑
i=k∗−j

yi−1εi

∣∣∣ ≥ εdnητ
2
n/16(1− ρ)

)
.

Taigi remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis gauname, kad lim supn→∞ P1a((1−ρ)An1 ≥
εdn/16) ≤ cη. Kadangi η > 0 buvo pasirinktas laisvai, iš čia gauname (4.27),
kai v = 1.

Aibėje Ωa teisinga

An2 :=
Q(Î∗I∗c)|R(Î∗I∗)|

Q(Î∗)
≤ |R(Î∗I∗)| ≤ max

k∗≤j≤k∗+`∗

∣∣∣ j∑
i=k∗+1

yi−1εi

∣∣∣.
Pagal 4.8 lemą paskutinis dydis yra OP (n1/2). Taigi įrodėme (4.27), kai
v = 2.

Nagrinėkime dydį

An3 :=
Q(Î∗cI∗)|R(Î∗cI∗c)|

Q(Î∗c)
.

Išskirkime du atvejus:
I atvejis. Tarkime, kad |Î∗cI∗c| ≤ an. Tada remiantis 4.8 lema

|R(Î∗cI∗c)| ≤ max
1<k≤an

∣∣∣ k∑
i=1

εiyi−1|+ max
n−an<k≤n

∣∣∣ n∑
i=k+1

εiyi−1| = OP (
√
nan).

Taigi
An4 ≤ |R(Î∗cI∗c)| = OP (

√
nan).

Parinkę an tokį, kad an/n→ 0, gauname d−1n An4 = oP (1).

II atvejis. Tarkime, kad |Î∗cI∗c| ≥ an. Tada remiantis 4.9 lema

Q(Î∗c) ≥
k∗+`∗+an

2∑
i=k∗+`∗+1

y2i−1 = OP (a2n).
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Taip pat turime, kad

Q(Î∗cI∗)|R(Î∗cI∗c)| = OP (n2).

Taigi parinkę tokį an, kad na−2n → 0 kai n → ∞, gauname, kad d−1n An3 =

oP (1). Taigi remdamiesi 4.8 ir 4.9 lemomis bei parinkę, pavyzdžiui, an =

n2/3, gauname (4.27), kai v = 3.
Turime, kad

An4 :=
Q(Î∗cI∗c)|R(Î∗cI∗)|

Q(Î∗c)
≤ |R(Î∗cI∗)| ≤ max

1≤j<`∗

∣∣∣ k∗+`∗∑
i=k∗+`∗−j

yi−1εi

∣∣∣
Iš čia vėl remiantis 4.8 lema gaunama (4.27), kai v = 4.

Kadangi remiantis 4.8 lema |R(Î∗)| = OP (n) ir aibėje Ω1a

Q(Î∗) ≥
k∗∑

k∗−τn+1

y2i−1,

turime

P1a(An5 ≥ εdn/4) = P1a(Q(Î∗) ≤ 4M2n2

εdn
) + P (|R(Î∗)| ≥Mn)

≤ P (

k∗∑
k∗−τn+1

y2i−1 ≤
4M2n2

εdn
) + P (|R(Î∗)| ≥Mn).

Iš čia remiantis 4.9 lema ir parinkus tokį dydį M → ∞, kad Mn−1/2 → 0,
gaunama (4.28), kai v = 5. M galime parinkti, pavyzdžiui, lygų n1/3.

Beliko išnagrinėti An6. Vėl išskirkime du atvejus.
I atvejis. Tarkime, kad |Î∗cI∗c| ≤ an. Tada remiantis 4.8 lema R(Î∗c) =

OP (
√
nan). Be to, pagal 4.9 lemą konstantai c > 0 Q(Î∗c) ≥ cn su tikimybe

artima 1. Taigi kai an/n→ 0, An6 = oP (dn).
II atvejis. Tarkime, kad |Î∗cI∗c| ≥ an. Tada R(Î∗c) = OP (n). Be to,

tikimybė, kad 2Q(Î∗c) ≥ ηa2n, artėja į 1, kai η artėja į 0. Taigi An6 = oP (dn),
kai n/a2n → 0. Pasirinkę an = n2/3 gauname (4.28).

Tikimybės P1b vertinimas.
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Turime įvertinti šias tikimybes:

P ′1b := P1b((1− ρ)2δ1(Î∗, I
∗) ≤ εdn), ir P ′′1b := P1b(−δ3(Î∗) ≥ εdn).

Pradėkime nuo P ′1b. Turime, kad

Q(Î∗I∗) ≥
k∗+τn∑
i=k∗+1

y2i−1.

Pažymėkime

Ω1b :=
{∣∣∣(1− ρ∗2)τ−1n k∗+τn∑

i=k∗+1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω1b.

Aibėje Ω1b dydis Q(Î∗I∗) ≥ 1
2τn(1− ρ∗2)−1 ir

δ1(Î∗, I
∗) =

(
1

Q(I∗)
+

1

Q(Î∗I∗c)

)−1
≥
(

1

Q(Î∗I∗c)
+

2(1− ρ∗2)
τn

)−1
.

Panašiai kaip vertinant tikimybę P1a remdamiesi 4.9 lema gauname, kad

lim sup
n→∞

P1b((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn)

≤ lim sup
n→∞

[P1b((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn,Ω1b) + P (Ωc
1b)]

≤ lim sup
n→∞

P1b(Q(Î∗I∗c) ≤ ετ2n).

Taigi remiantis 4.9 lema

lim sup
n→∞

P ′1b ≤ lim sup
n→∞

P
( k∗+τn∑
i=k∗+1

y2i−1 ≤ ετ2n

)
≤ cε.

Nagrinėkime tikimybę P ′′1b. Turime, kad

An1 :=
Q(I∗)|R(Î∗I∗c)|

Q(Î∗)
≤ T1T2

T3
,
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čia

T1 =

k∗+`∗∑
i=k∗+1

y2i−1,

T2 = max
1<j≤k∗

∣∣∣ k∗∑
i=j

yi−1εi

∣∣∣+ max
k∗+`∗<j≤n

∣∣∣ j∑
i=k∗+`∗+1

yi−1εi

∣∣∣,
T3 =

k∗+τn∑
i=k∗+1

y2i−1.

ir kiekvienam η > 0

P1b((1− ρ)An1 ≥ εdn/16) ≤ P
(
T3 ≤ ητ2n

)
+ P

(
T1T2 ≥ εdnητ

2
n/16(1− ρ)

)
.

Taigi remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis gauname lim supn→∞ P1b((1 − ρ)An1 ≥
εdn/16) ≤ cη. Kadangi η > 0 buvo pasirinktas laisvai, iš čia gaunama (4.27),
kai v = 1.

Aibėje Ωb

An2 :=
Q(Î∗I∗c)|R(I∗)|

Q(Î∗)
≤ |R(I∗)| ≤ max

k∗≤j≤k∗+`∗

∣∣∣ j∑
i=k∗+1

yi−1εi

∣∣∣.
Kadangi `∗ ∼ n remiantis 4.8 lema paskutinis dydis yra OP (n1/2). Iš čia
gauname (4.27), kai v = 1.

An3 ir An4 aibėje Ω1b yra lygūs nuliui, todėl akivaizdu, kad teisinga
(4.27), kai v = 3, 4.

Kadangi remiantis 4.8 lema |R(Î∗)| = OP (n) ir aibėje Ω1b

Q(Î∗) ≥

1k∗−k̂∗≥τn/2

k∗∑
i=k∗−τn/2

+1k∗−k̂∗<τn/2

k∗+`∗+τn/2∑
i=k∗+`∗+1

 y2i−1,

tai

P1b(An5 ≥ εdn/4) ≤ P (|R(Î∗)| ≥Mn)+

+ P

1k∗−k̂∗≥τn/2

k∗∑
i=k∗−τn/2

+1k∗−k̂∗<τn/2

k∗+`∗+τn/2∑
i=k∗+`∗+1

 y2i−1 ≤
4M2n2

εdn

 .
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Iš čia parinkus tokįM →∞, kadMn−1/2 → 0, ir remiantis 4.9 lema gaunama
(4.28), kai v = 5. Dydį M , pavyzdžiui, galime parinkti lygų n1/3.

Belieka išnagrinėti An6. Kadangi remiantis 4.8 lema |R(Î∗c)| = OP (n) ir
remiantis 4.9 lema Q(Î∗c) = OP (n2), turime

P1b(An6 ≥ εdn/4) = P1b(Q(Î∗c) ≤ 4M2n2

εdn
) + P (|R(Î∗c)| ≥Mn).

Taigi parinkus tokį M → ∞, kad Mn−1/2 → 0, gauname (4.28), kai v = 6.
Dydį M , pavyzdžiui, galime parinkti lygų n1/3.

Tikimybės P1c vertinimas.
Turime įvertinti šias tikimybes:

P ′1c := P1c((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn), and P ′′1c := P1c(−δ3(Î∗) ≥ εdn).

Pradėkime nuo P ′1c. Turime, kad Q(Î∗I∗) ≥
∑k∗+`∗

i=k∗+`∗−τn+1 y
2
i−1. Pažymėkime

Ω′1c :=
{∣∣∣(1− ρ2)τ−1n k∗+`∗∑

i=k∗+`∗−τn+1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω1c.

Aibėje Ω′1c Q(Î∗I∗) ≥ 1
2τn(1− ρ∗2)−1 ir tada

δ1(Î∗, I
∗) ≥

(
1

Q(Î∗I∗)
+

1

Q(Î∗I∗c)

)−1
≥
(

1

Q(Î∗I∗c)
+

2(1− ρ∗2)
τn

)−1
.

Kadangi
(1− ρ∗)2

εdn
>

1

ετ2n
+

2(1− ρ∗2)
τn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.7 lema gauname

lim sup
n→∞

P1c((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn)

≤ lim sup
n→∞

[P1c((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn,Ω
′
1c) + P (Ω′c1c)]

≤ lim sup
n→∞

P1c(Q(Î∗I∗c) ≤ ετ2n).
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Taigi

lim sup
n→∞

P ′1c ≤ lim sup
n→∞

P1c(Q(Î∗I∗c) ≤ ετ2n) ≤ lim sup
n→∞

P
( k∗+`∗+τn∑
i=k∗+`∗+1

y2i−1 ≤ ετ2n

)
.

Remiantis 4.7 lema egzistuoja tokia konstanta c > 0, kad

lim sup
n→∞

P ′1c ≤ cε.

Toliau nagrinėkime P ′′1c. Įvertinkime

An1 :=
Q(Î∗I∗)|R(Î∗I∗c)|

Q(Î∗)
≤

∑k∗+`∗

i=k∗+1 y
2
i−1 maxk∗<k≤n

∣∣∣∑k
i=k∗+`∗+1 yi−1εi

∣∣∣∑k∗+`∗+τn
i=k∗+`∗+1 y

2
i−1

.

Kiekvienam η > 0

P1c((1− ρ∗)An1 ≥ εdn/16) ≤ P
( k∗+`∗+τn∑
i=k∗+`∗+1

y2i−1 ≤ ητ2n

)
+ P

( k∗+`∗∑
i=k∗+1

y2i−1 max
k∗<k≤n

∣∣∣ k∑
i=k∗+`∗+1

yi−1εi

∣∣∣ ≥ εdnητ
2
n/16(1− ρ)

)
.

Remdamiesi 4.8 ir 4.9 lemomis gauname, kad lim supn→∞ P1c((1− ρ∗)An1 ≥
εdn/16) ≤ cη. Kadangi η > 0 pasirinktas laisvai, iš čia gaunama (4.27), kai
v = 1.

Aibėje Ωc

An2 :=
Q(Î∗I∗c)|R(Î∗I∗)|

Q(Î∗)
≤ |R(Î∗I∗)| ≤ max

k∗<j≤k∗+`∗

∣∣∣ k∗+`∗∑
i=j

yi−1εi

∣∣∣.
Kadangi `∗ ∼ n remiantis 4.8 lema dešinioji nelygybės pusė yra OP (n1/2).
Taigi įrodėme (4.27), kai v = 2.

Nagrinėdami dydį

An3 :=
Q(Î∗cI∗)|R(Î∗cI∗c)|

Q(Î∗c)

išskirkime du atvejus:
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I atvejis. Tarkime, |Î∗cI∗c| ≤ an. Tada remiantis 4.8 lema

|R(Î∗cI∗c)| ≤
k∗∑
i=1

εiyi−1 + max
n−an<k≤n

∣∣∣ n∑
i=k

εiyi−1| = OP (
√
nan).

Taigi
An3 ≤ |R(Î∗cI∗c)| = OP (

√
nan).

Parinkę tokį an, kad an/n→ 0, gauname d−1n An3 = oP (1).

II atvejis. Tarkime, |Î∗cI∗c| ≥ an. Tada remiantis 4.9 lema Q(Î∗c) ≥∑an/2
i=1 y2i−1 = OP (a2n) arba Q(Î∗c) ≥

∑n
i=n−an/2+1 y

2
i−1 = OP (a2n). Pastebime,

kad remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis

Q(Î∗cI∗)|R(Î∗cI∗c)| = OP (n2).

Iš čia gauname, kad d−1n An3 = oP (1), kai n tolstant į begalybę na−2n → 0.
Parinkus, pavyzdžiui, an = n2/3, teisinga (4.27), kai v = 3.

Dydis

An4 :=
Q(Î∗cI∗c)|R(Î∗cI∗)|

Q(Î∗c)
≤ |R(Î∗cI∗)| ≤ max

k∗<k≤k∗+`∗

∣∣∣ k∑
i=k∗+1

yi−1εk

∣∣∣.
Kadangi `∗ ∼ n iš čia remdamiesi 4.8 lema gauname (4.27), kai v = 4.

Remiantis 4.8 lema |R(Î∗)| = OP (n). Be to, aibėje Ω1c dydis Q(Î∗) ≥∑k∗+`∗+τn
k∗+`∗+1 y2i−1. Taigi

P1c(An5 ≥ εdn/4) ≤ P (

k∗+`∗+τn∑
k∗+`∗+1

y2i−1 ≤
4M2n2

εdn
) + P (|R(Î∗)| ≥Mn)

Parinkę tokį M → ∞, kad Mn−1/2 → 0, ir remdamiesi 4.9 lema, gauname
(4.28), kai v = 5. Dydį M, pavyzdžiui, galime parinkti lygų n1/3.

Beliko išnagrinėti An6. Vėl išskirkime du atvejus.
I atvejis. Tarkime, kad |Î∗cI∗c| ≤ an. Tada remiantis 4.8 lema R(Î∗c) =

OP (
√
nan). Be to, pagal 4.9 lemą konstantai c > 0 Q(Î∗c) ≥ cn su tikimybe

artima 1. Taigi kai an/n→ 0, An6 = oP (dn).
II atvejis. Tarkime, kad |Î∗cI∗c| ≥ an. Tada R(Î∗c) = OP (n). Be to,

tikimybė, kad Q(Î∗c) ≥ ηa2n, artėja į 1, kai η artėja į 0. Taigi An6 = oP (dn),
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kai n/a2n → 0. Pasirinkę an = n2/3 gauname (4.28).
Tikimybės P2a vertinimas.
Turime įvertinti šias tikimybes:

P ′2a := P2a((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn), ir P ′′2a := P2a(−δ3(Î∗) ≥ εdn).

Pradėkime nuo P ′2a. Turime, kad Q(Î∗cI∗) ≥
∑k∗+`∗

i=k∗+`∗−τn y
2
i−1. Pažymėkime

Ω′2a :=
{∣∣∣(1− ρ∗2)τ−1n k∗+`∗∑

i=k∗+`∗−τn

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω2a

Aibėje Ω′2a Q(Î∗I∗) ≥ 1
2τn(1− ρ∗2)−1 ir tada

δ1(Î∗, I
∗) ≥

(
1

Q(Î∗cI∗)
+

1

Q(Î∗cI∗c)

)−1
≥
(

2(1− ρ2)
τn

+
1

Q(Î∗cI∗c)

)−1
.

Kadangi
(1− ρ∗)2

εdn
>

1

ετ2n
+

2(1− ρ∗2)
τn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.9 lema gauname

lim sup
n→∞

P2a((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn)

≤ lim sup
n→∞

[P2a((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn,Ω
′
2a) + P (Ω′c2a)]

≤ lim sup
n→∞

P2a(Q(Î∗cI∗c) ≤ ετ2n).

lim sup
n→∞

P ′2a ≤ lim sup
n→∞

P2a(Q(Î∗cI∗c) ≤ ετ2n)

≤ lim sup
n→∞

P

1k̂∗≥τn/2

τn/2∑
i=1

+1n−k∗−`∗>τn/2

n∑
i=n−τn/2

 y2i−1 ≤ ετ2n

 .

Remiantis 4.9 lema egzistuoja tokia konstanta c > 0, kad

lim sup
n→∞

P ′2a ≤ cε.
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Pereikime prie P ′′2a tikimybės. Vertindami

An1 :=
Q(Î∗I∗)|R(Î∗I∗c)|

Q(Î∗)
.

išskirkime du atvejus:
I atvejis. Tarkime, kad |Î∗I∗c| ≤ an. Tada remiantis 4.8 lema

|R(Î∗I∗c)| ≤ max
k∗−an≤k≤k∗

∣∣∣ k∗∑
i=k+1

εiyi−1| = OP (an).

Taigi
An1 ≤ |R(Î∗I∗c)| = OP (an).

Parinkę tokį an, kad an/n→ 0, gauname d−1n An1 = oP (1).

II atvejis. Tarkime, kad |Î∗I∗c| ≥ an. Tada remiantis 4.9 lema

Q(Î∗) ≥
k∗∑

i=k∗−an

y2i−1 = OP (a2n).

Be to, remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis

Q(Î∗I∗)|R(Î∗I∗c)| = OP (n2).

Parinkus tokį an, kad na−2n → 0, kai n→∞, gauname d−1n An1 = oP (1). Taigi
parinkus an = n2/3 gauname (4.27), kai v = 2.

Aibėje Ωa

An2 :=
Q(Î∗I∗c)|R(Î∗I∗)|

Q(Î∗)
≤ |R(Î∗I∗)| ≤ max

k∗<j≤k∗+`∗

∣∣∣ j∑
i=k∗+1

yi−1εi

∣∣∣.
Kadangi `∗ ∼ n remiantis 4.8 lema paskutinis dydis yra OP (n1/2). Iš čia
gaunama (4.27), kai v = 2.

Įvertinkime

An3 :=
Q(Î∗I∗)|R(Î∗cI∗c)|

Q(Î∗c)
≤ U1U2

U3
,
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čia

U1 =

k∗+`∗∑
i=k∗+1

y2i−1,

U2 = max
1≤j<k∗

∣∣∣ j∑
i=1

yi−1εi

∣∣∣+ max
k∗+`∗<j≤n

∣∣∣ j∑
i=k∗+`∗+1

yi−1εi

∣∣∣,
U3 =

1k̂∗≥τn/2

τn/2∑
i=1

+1n−k∗−`∗>τn/2

k∗+`∗+τn∑
i=k∗+`∗+1

 y2i−1.

Be to, kiekvienam η > 0

P2a((1− ρ∗)An3 ≥ εdn/16) ≤ P
(
U3 ≤ ητ2n

)
+ P

(
U1U2 ≥ εdnητ

2
n/16(1− ρ)

)
.

Taigi remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis, gauname lim supn→∞ P2a((1 − ρ∗)An3 ≥
εdn/16) ≤ cη. Kadangi η > 0 buvo pasirinktas laisvai, iš čia gaunama (4.27),
kai v = 3.

Įvertinkime dydį

An4 :=
Q(Î∗cI∗c)|R(Î∗cI∗)|

Q(Î∗c)
≤ |R(Î∗cI∗)| ≤ max

k∗<j≤k∗+`∗

∣∣∣ k∗+`∗∑
i=j

yi−1εi

∣∣∣
Kadangi `∗ ∼ n remiantis 4.8 lema dešinioji nelygybės pusė yra OP (n1/2) ir
iš čia gauname (4.27), kai v = 3.

Pereikime prie dydžio An5. Išskirkime du atvejus:
I atvejis. Tarkime, kad |Î∗I∗c| ≤ an. Tada remiantis 4.8 lema R(Î∗) =

OP (an). Be to, pagal 4.9 lemą teigiamai konstantai c > 0 Q(Î∗) ≥ cn su
tikimybe artima 1. Iš čia An5 = oP (dn), kai an/n→ 0.

I atvejis. Tarkime, |Î∗I∗c| ≥ an. Tada remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis
R(Î∗) = OP (n), o kai η → 0 Q(Î∗) ≥ ηa2n su tikimybe artima 1. Taigi
An5 = oP (dn), kai n/a2n → 0. Iš čia parinkus an = n2/3 gauname (4.28), kai
v = 5.

Kadangi remiantis 4.8 lema |R(Î∗c)| = OP (n) ir aibėje Ω2a teisinga

Q(Î∗c) ≥

1k̂∗≥τn/2

τn/2∑
i=1

+1n−k∗−`∗>τn/2

k∗+`∗+τn∑
i=k∗+`∗+1

 y2i−1,
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turime

P2a(An6 ≥ εdn/4) ≤P (

1k̂∗≥τn/2

τn/2∑
i=1

+1n−k∗−`∗>τn/2

k∗+`∗+τn∑
i=k∗+`∗+1

 y2i−1 ≤
4M2n2

εdn
)

+ P (|R(Î∗c)| ≥Mn).

Parinkus tokį M → ∞, kad Mn−1/2 → 0, ir remdamiesi 4.9 lema gauname
(4.28), kai v = 6. Dydį M galime parinkti, pavyzdžiui, lygų n1/3.

Tikimybės P2c vertinimas.
Turime įvertinti šias tikimybes:

P ′2c := P2c((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn), ir P ′′2c := P2c(−δ3(Î∗) ≥ εdn).

Pradėkime nuo P ′2c. Turime, kad Q(Î∗cI∗) ≥
∑k∗+τn

i=k∗+1 y
2
i−1. Pažymėkime

Ω′2c :=
{∣∣∣(1− ρ∗2)τ−1n k∗+τn∑

i=k∗+1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω2c

Aibėje Ω′2c Q(Î∗cI∗) ≥ 1
2τn(1− ρ∗2)−1 ir tada

δ1(Î∗, I
∗) ≥

(
1

Q(Î∗cI∗)
+

1

Q(Î∗cI∗c)

)−1
≥
(

2(1− ρ∗2)
τn

+
1

Q(Î∗cI∗c)

)−1
.

Kadangi
(1− ρ∗)2

εdn
>

1

ετ2n
+

2(1− ρ∗2)
τn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.9 lema gauname

lim sup
n→∞

P2c((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn)

≤ lim sup
n→∞

[P2c((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn,Ω
′
2c) + P (Ω′c2c)]

≤ lim sup
n→∞

P2c(Q(Î∗cI∗c) ≤ ετ2n).
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Taigi

lim sup
n→∞

P ′2c ≤ lim sup
n→∞

P2c(Q(Î∗cI∗c) ≤ ετ2n)

≤ lim sup
n→∞

P
(
1k∗≥τn/2

τn/2∑
i=1

y2i−1 + 1k∗<τn/2

n∑
i=n−τn/2

y2i−1 ≤ ετ2n

)
.

Remiantis 4.9 lema egzistuoja tokia konstanta c > 0, kad

lim sup
n→∞

P ′2c ≤ cε.

Pereikime prie tikimybės P ′′2c. Vertindami dydį

An1 :=
Q(Î∗I∗)|R(Î∗I∗c)|

Q(Î∗)
.

išnagrinėkime du atvejus:
I atvejis. Tarkime, |Î∗I∗c| ≤ an. Tada remiantis 4.8 lema

|R(Î∗I∗c)| ≤ max
k∗+`∗≤k<k∗+`∗+an

∣∣∣ k∑
i=k∗+`∗+1

εiyi−1| = OP (an).

Taigi
An2 ≤ |R(Î∗I∗c)| = OP (an).

Parinkę tokį an, kad an/n→ 0, gauname d−1n An1 = oP (1).

II atvejis. Tarkime, kad |Î∗I∗c| ≥ an. Tada remiantis 4.9 lema

Q(Î∗) ≥
k∗+`∗+an∑
i=k∗+`∗+1

y2i−1 = OP (a2n).

Be to, pagal 4.8 ir 4.9 lemas

Q(Î∗I∗)|R(Î∗I∗c)| = OP (n2).

Užtikrinus, kad na−2n → 0, kai n → ∞, gausime d−1n An1 = oP (1). Taigi
parinkę an = n2/3, įrodome (4.27), kai v = 1.
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Aibėje Ωc turime

An2 :=
Q(Î∗I∗c)|R(Î∗I∗)|

Q(Î∗)
≤ |R(Î∗I∗)| ≤ max

k∗<j≤k∗+`∗

∣∣∣ k∗+`∗∑
i=j

yi−1εi

∣∣∣.
Kadangi `∗ ∼ n remaintis 4.8 lema paskutinis dydis yra OP (n1/2). Taigi
teisinga (4.27), kai v = 2.

Įvertiname

An3 :=
Q(Î∗cI∗)|R(Î∗cI∗c)|

Q(Î∗c)
≤

≤

∑k∗+`∗

i=k∗+1 y
2
i−1

(∑k∗

i=1 yi−1εi + maxn−(τn−k∗)<k≤n

∣∣∣∑n
i=k yi−1εi

∣∣∣)
1k∗≥τn/2

∑τn/2
i=1 y

2
i−1 + 1k∗<τn/2

∑n
i=n−τn/2 y

2
i−1

Kiekvienam η > 0

P2c((1− ρ)An3 ≥ εdn/16) ≤

P
(
1k∗≥τn/2

τn/2∑
i=1

y2i−1 + 1k∗<τn/2

n∑
i=n−τn/2

y2i−1 ≤ ητ2n

)

+ P
( k∗+`∗∑
i=k∗+1

y2i−1

(
k∗∑
i=1

yi−1εi + max
n−(τn−k∗)<k≤n

∣∣∣ n∑
i=k

yi−1εi

∣∣∣) ≥ εdnητ
2
n/16(1− ρ)

)
.

Taigi remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis gauname lim supn→∞ P2c((1 − ρ∗)An3 ≥
εdn/16) ≤ cη. Kadangi η > 0 pasirinktas laisvai, iš čia gaunama (4.27), kai
v = 3.

Dydis

An4 :=
Q(Î∗cI∗c)|R(Î∗cI∗)|

Q(Î∗c)
≤ |R(Î∗cI∗)| ≤ max

k∗<k≤k∗+`∗

∣∣∣ k∑
i=k∗+1

yi−1εk

∣∣∣.
Remiantis 4.8 dešinioji nelygybės pusė yra OP (n1/2), taigi teisinga (4.27),
kai v = 4.

Pereikime prie dydžio An5. Išskirkime du atvejus:
I atvejis. Tarkime, kad |Î∗I∗c| ≤ an. Tada remiantis 4.8 lema R(Î∗) =

OP (
√
nan). Be to, pagal 4.9 lemą teigiamai konstantai c > 0 Q(Î∗) ≥ cn su

tikimybe artima 1. Iš čia An5 = oP (dn), kai an/n→ 0.
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I atvejis. Tarkime, |Î∗I∗c| ≥ an. Tada remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis
R(Î∗) = OP (n), o kai η → 0 Q(Î∗) ≥ ηa2n su tikimybe artima 1. Taigi
An5 = oP (dn), kai n/a2n → 0. Iš čia parinkus an = n2/3 gauname (4.28), kai
v = 5.

Kadangi remiantis 4.8 lema |R(Î∗c)| = OP (n) ir aibėje Ω2c

Q(Î∗c) ≥ 1k∗≥τn/2

τn/2∑
i=1

y2i−1 + 1k∗<τn/2

n∑
i=n−τn/2

y2i−1,

gauname

P2c(An6 ≥ εdn/4) ≤P (1k∗≥τn/2

τn/2∑
i=1

y2i−1 + 1k∗<τn/2

n∑
i=n−τn/2

y2i−1 ≤
4M2n2

εdn
)

+ P (|R(Î∗c)| ≥Mn).

Parinkę tokį M → ∞, kad Mn−1/2 → 0, ir remdamiesi 4.9 lema, gauname
(4.28), kai v = 6. Dydį M galime parinkti, pavyzdžiui, lygų n1/3.

Tikimybės P2d vertinimas.
Turime įvertinti šias tikimybes:

P ′2d := P2d((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn), ir P ′′2d := P2d(−δ3(Î∗) ≥ εdn).

Pradėkime nuo P ′1d. Turime, kad

Q(Î∗cI∗) ≥

1k̂∗−k∗>τn/2

k∗+τn/2∑
i=k∗+1

+1k̂∗−k∗≤τn/2

k∗+`∗∑
i=k∗+`∗−τn

 y2i−1.

Pažymėkime

Ω
(1)
2d :=

{∣∣∣(1− ρ∗2) 2

τn

k∗+τn/2∑
i=k∗+1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω2d,

Ω
(2)
2d :=

{∣∣∣(1− ρ2∗) 2

τn

k∗+`∗∑
i=k∗+`∗+τn/2

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω2d.
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Aibėse Ω
(1)
2d ir Ω

(2)
2d dydis Q(Î∗cI∗) ≥ 1

4τn(1− ρ∗2)−1 ir

δ1(Î∗, I
∗) =

(
1

Î∗cI∗
+

1

Q(Î∗cI∗c)

)−1
≥
(

1

Î∗cI∗c
+

4(1− ρ∗2)
τn

)−1
.

Imdami i = 1, kai k̂∗− k∗ > τn/2, ir i = 2, kai k̂∗− k∗ ≤ τn/2, bei remdamiesi
4.7 lema gauname, kad

lim sup
n→∞

P2d((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn)

≤ lim sup
n→∞

[P2d((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn,Ω
(i)
2d ) + P (Ω

(i)c
2d )]

≤ lim sup
n→∞

P2d(Q(I∗c) ≤ ετ2n).

Taigi remiantis 4.7 lema

lim sup
n→∞

P ′2d ≤ lim sup
n→∞

P
(1k∗>τn/2

τn/2∑
i=1

+1k∗≤τn/2

k∗+`∗+τn/2∑
i=k∗+`∗+1

 y2i−1

)
≤ cε.

Toliau nagrinėsime tikimybę P ′′2d. Aibėje Ωd dydžiai An1 ir An2 yra lygūs
0.

Įvertinkime dydį An3 = Q(Î∗cI∗)|R(Î∗cI∗c)|/Q(Î∗c):

An3 ≤

∑k∗+`∗

i=k∗+1 y
2
i−1

(∣∣∣∑k∗

i=1 yi−1εi

∣∣∣+
∣∣∣∑n

i=k∗+`∗+1 yi−1εi

∣∣∣)(
1k∗>τn/2

∑τn/2
i=1 +1k∗≤τn/2

∑n
i=n−τn/2

)
y2i−1

.

Kiekvienam η > 0 turime

P2d((1− ρ∗)An3 ≥ εdn/16) ≤

≤ P
(1k∗>τn/2

τn/2∑
i=1

+1k∗≤τn/2

n∑
i=n−τn/2

 y2i−1 ≤ ητ2n

)

+ P

(
k∗+`∗∑
i=k∗+1

y2i−1

(∣∣∣ k∗∑
i=1

yi−1εi

∣∣∣+
∣∣∣ n∑
i=k∗+`∗+1

yi−1εi

∣∣∣) ≥ εdnητ
2
n/16(1− ρ)

)
.

Remdamiesi 4.8 ir 4.9 lemomis gauname, kad lim supn→∞ P2d((1− ρ∗)An3 ≥
εdn/16) ≤ cη. Kadangi η > 0 laisvai pasirinktas iš čia gaunama (4.27), kai
v = 3.
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Dydį An4 galime įvertinti

An4 =
Q(Î∗cI∗c)|R(Î∗cI∗)|

Q(Î∗c)
≤ |R(Î∗cI∗)| =

∣∣∣ k∗+`∗∑
i=k∗+1

yi−1εi

∣∣∣.
Kadangi `∗ ∼ n iš čia remdamiesi 4.8 lema gauname (4.27), kai v = 4.

Pereikime prie dydžio An5. Kadangi remiantis 4.6 lema |R(Î∗)| = OP (
√
n)

ir remiantis 4.7 lema Q(Î∗) = OP (n), turime

P2d(An5 ≥ εdn/4) = P2d(Q(Î∗) ≤ 4M2n

εdn
) + P (|R(Î∗)| ≥M

√
n).

Taigi parinkus tokį M → ∞, kad Mn−1/2 → 0, gauname (4.28), kai v = 5.
Dydį M , pavyzdžiui, galime parinkti lygų n1/3.

Kadangi remiantis 4.8 lema |R(Î∗c)| = OP (n) ir aibėje Ω2d

Q(Î∗c) ≥

1k∗>τn/2

k∗∑
i=k∗−τn/2

+1k̂∗≤τn/2

k∗+`∗+τn/2∑
i=k∗+`∗+1

 y2i−1,

gauname

P2d(An6 ≥ εdn/4) = P2d(Q(Î∗c) ≤ 4M2n2

εdn
) + P (|R(Î∗c)| ≥Mn).

Parinkus tokį M → ∞, kad Mn−1/2 → 0, įrodomas (4.28), kai v = 6. Dydį
M galime parinkti lygų n1/3.

Tikimybės P2e vertinimas.
Turime įvertinti šias tikimybes:

P ′2e := P2e((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn), ir P ′′2e := P2e(−δ3(Î∗) ≥ εdn).

Pradėkime nuo P ′2e. Turime, kad Q(Î∗cI∗) = Q(I∗) ≥
∑k∗+τn

i=k∗+1 y
2
i−1. Pažymė-

kime

Ω′2e :=
{∣∣∣(1− ρ∗2)τ−1n k∗+τn∑

i=k∗+1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω2e
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Aibėje Ω′2e Q(Î∗cI∗) ≥ 1
2τn(1− ρ∗2)−1 ir tada

δ1(Î∗, I
∗) ≥

(
1

Q(Î∗cI∗)
+

1

Q(Î∗cI∗c)

)−1
≥
(

2(1− ρ∗2)
τn

+
1

Q(Î∗cI∗c)

)−1
.

Kadangi
(1− ρ∗)2

εdn
>

1

ετ2n
+

2(1− ρ∗2)
τn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.9 lema gauname

lim sup
n→∞

P2e((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn)

≤ lim sup
n→∞

[P2e((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn,Ω
′
2e) + P (Ω′c2e)]

≤ lim sup
n→∞

P2e(Q(Î∗cI∗c) ≤ ετ2n).

Taigi

lim sup
n→∞

P ′2e ≤ lim sup
n→∞

P2e(Q(Î∗cI∗c) ≤ ετ2n) ≤ lim sup
n→∞

P
(
X3 ≤ ετ2n

)
,

čia

X3 =

1k̂∗>τn/3

τn/3∑
i=1

+1k∗−k̂∗−ˆ̀∗>τn/3

k∗∑
i=k∗−τn/3+1

+1n−k∗−`∗>τn/3

k∗+`∗+τn/3∑
i=k∗+`∗+1

 y2i−1.

Remiantis 4.9 lema egzistuoja tokia konstanta c > 0, kad

lim sup
n→∞

P ′2e ≤ cε.

Pereikime prie tikimybės P ′′2e. Aibėje Ωe dydžiai An1 ir An2 yra lygūs 0.
Įvertinkime

An3 =
Q(I∗)|R(Î∗cI∗c)|

Q(Î∗c)
≤ X1X2

X3
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čia

X1 =

k∗+`∗∑
i=k∗+1

y2i−1,

X2 =

(
max

1<k≤k∗

∣∣∣ k∑
i=1

∣∣∣+ max
1<k≤k∗

∣∣∣ k∗∑
i=k+1

∣∣∣+
∣∣∣ n∑
i=k∗+`∗+1

∣∣∣) yi−1εi.

Be to, kiekvienam η > 0

P2e((1− ρ∗)An4 ≥ εdn/16) ≤ P
(
X3 ≤ ητ2n

)
+ P

(
X1X2 ≥ εdnητ

2
n/16(1− ρ∗)

)
.

Taigi remdamiesi 4.8 ir 4.9 lemomis gauname lim supn→∞ P2e((1− ρ∗)An3 ≥
εdn/16) ≤ cη. Kadangi η > 0 pasirinktas laisvai, iš čia seka (4.27), kai v = 3.

Dydis

An4 =
Q(Î∗cI∗c)|R(I∗)|

Q(Î∗c)
≤ |R(I∗)| =

∣∣∣ k∗+`∗∑
i=k∗+1

yi−1εi

∣∣∣.
Remiantis 4.8 lema dešinioji nelygybės pusė yra OP (n1/2) ir iš čia gauname,
kad teisinga (4.27), kai v = 4.

Pereikime prie dydžio An5. Tikimybė

P2e(An5 ≥ εdn/4) = P2e

(
Q(Î∗) ≤ 4M2n2

εdn

)
+ P (|R(Î∗)| ≥Mn).

Remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis |R(Î∗)| = OP (n) ir Q(Î∗) = OP (n2). Taigi
parinkę tokį M →∞, kad Mn−1/2 → 0, gauname (4.28), kai v = 5. Dydį M ,
pavyzdžiui, galime parinkti lygų n1/3.

Remiantis 4.8 lema |R(Î∗c)| = OP (n) ir aibėje Ω2e teisinga Q(Î∗c) ≥ X3.

Be to,

P2e(An6 ≥ εdn/4) ≤ P (|R(Î∗c)| ≥Mn) + P

(
X3 ≤

4M2n2

εdn

)
.

Taigi parinkus tokįM →∞, kadMn−1/2 → 0, ir remiantis 4.9 lema gauname
(4.28), kai v = 6. Dydį M , pavyzdžiui, galime parinkti lygų n1/3.

Tikimybės P2f vertinimas.

123



Turime įvertinti šias tikimybes:

P ′2f := P2f ((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn), ir P ′′2f := P2f (−δ3(Î∗) ≥ εdn).

Pradėkime nuo P ′2f . Turime, kad Q(Î∗cI∗) = Q(I∗) ≥
∑k∗+τn

i=k∗+1 y
2
i−1. Pažymė-

kime

Ω′2f :=
{∣∣∣(1− ρ∗2)τ−1n k∗+τn∑

i=k∗+1

y2i−1 − 1
∣∣∣ < 1/2

}
∩ Ω2f

Aibėje Ω′2f Q(Î∗cI∗) ≥ 1
2τn(1− ρ∗2)−1 ir tada

δ1(Î∗, I
∗) ≥

(
1

Q(Î∗cI∗)
+

1

Q(Î∗cI∗c)

)−1
≥
(

2(1− ρ∗2)
τn

+
1

Q(Î∗cI∗c)

)−1
.

Kadangi
(1− ρ∗)2

εdn
>

1

ετ2n
+

2(1− ρ∗2)
τn

pakankamai dideliems n, remiantis 4.9 lema gauname

lim sup
n→∞

P2f ((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn)

≤ lim sup
n→∞

[P2f ((1− ρ∗)2δ1(Î∗, I∗) ≤ εdn,Ω
′
2f ) + P (Ω′c2f )]

≤ lim sup
n→∞

P2f (Q(Î∗cI∗c) ≤ ετ2n).

Taigi

lim sup
n→∞

P ′2f ≤ lim sup
n→∞

P2f (Q(Î∗cI∗c) ≤ ετ2n) ≤ lim sup
n→∞

P (G3 ≤ ετ2n),

čia

G3 =

1k∗>τn/3

τn/3∑
i=1

+1k̂∗−k∗−`∗>τn/3

k∗+`∗+τn/3∑
i=k∗+`∗+1

+1n−k̂∗−ˆ̀∗>τn/3

n∑
i=n−τn/3+1

 y2i−1.

Remiantis 4.9 lema egzistuoja tokia konstanta c > 0, kad

lim sup
n→∞

P ′2f ≤ cε.

Pereikime prie tikimybės P ′′2f . Aibėje Ωf dydžiai An1 ir An2 yra lygūs 0.
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Įvertinkime

An3 =
Q(I∗)|R(Î∗cI∗c)|

Q(Î∗c)
≤ G1G2

G3
,

čia

G1 =

k∗+`∗∑
i=k∗+1

y2i−1

G2 =

(∣∣∣ k∗∑
i=1

∣∣∣+ max
k∗+`∗<k≤n

∣∣∣ k∑
i=k∗+`∗

∣∣∣+ max
k∗+`∗<k≤n

∣∣∣ n∑
i=k

∣∣∣) yi−1εi.

Be to, kiekvienam η > 0

P2f ((1− ρ∗)An4 ≥ εdn/16) ≤ P
(
G3 ≤ ητ2n

)
+ P

(
G1G2 ≥ εdnητ

2
n/16(1− ρ∗)

)
.

Taigi remdamiesi 4.8 ir 4.9 lemomis gauname lim supn→∞ P2f ((1− ρ∗)An3 ≥
εdn/16) ≤ cη. Kadangi η > 0 pasirinktas laisvai, iš čia seka (4.27), kai v = 3.

Dydis

An4 =
Q(Î∗cI∗c)|R(I∗)|

Q(Î∗c)
≤ |R(I∗)| =

∣∣∣ k∗+`∗∑
i=k∗+1

yi−1εi

∣∣∣.
Remiantis 4.8 lema dešinioji nelygybės pusė yra OP (n1/2) ir iš čia gauname,
kad teisinga (4.27), kai v = 4.

Pereikime prie dydžio An5. Tikimybė

P2f (An5 ≥ εdn/4) = P2f (Q(Î∗) ≤ 4M2n2

εdn
) + P (|R(Î∗)| ≥Mn).

Remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis |R(Î∗)| = OP (n) ir Q(Î∗) = OP (n2). Taigi
parinkę tokį M →∞, kad Mn−1/2 → 0, gauname (4.28), kai v = 5. Dydį M ,
pavyzdžiui, galime parinkti lygų n1/3.

Remiantis 4.8 lema |R(Î∗c)| = OP (n) ir aibėje Ω2f dydis Q(Î∗c) ≥ G3. Be
to,

P2f (An6 ≥ εdn/4) ≤ P (|R(Î∗c)| ≥Mn) + P

(
G3 ≤

4M2n2

εdn

)
.

Taigi parinkus tokįM →∞, kadMn−1/2 → 0, ir remiantis 4.9 lema gauname
(4.28), kai v = 6. Dydį M , pavyzdžiui, galime parinkti lygų n1/3.
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(ii) Iš pradžių įrodysime, kad

|ρ∗ − ρ̂∗| = OP (n−1/2),

čia ρ̂∗ = ρ̂(Iβ). Galime užrašyti

ρ∗ − ρ̂∗ =
ρ∗Q(Iβ)−

∑
i∈Iβ yiyi−1

Q(Iβ)
.

Dešiniojoje lygybės pusėje esančios trupmenos skaitiklį perrašome tokiu bū-
du: ∑

i∈Iβ

yi−1(ρ
∗yi−1 − yi) = −R(Iβ) + (ρ∗ − 1)Q(IβI

∗c).

Taigi gauname, kad

|ρ∗ − ρ̂∗| ≤
|R(Iβ)|
Q(Iβ)

+ (1− ρ∗)
Q(IβI

∗c)

Q(Iβ)
.

Remdamiesi jau įrodyta šios teoremos (i) dalimi tariame, kad kaip norima
mažam ε : 0 < ε < β |k̂∗ − k∗| + | ˆ̀∗ − `∗| ≤ εn. Tada IβI

∗c = ∅ bei
remiantis 4.8 ir 4.9 lemomis R(Î∗cβ ) = OP (n1/2) ir Q(Î∗cβ ) = OP (n). Taigi
|ρ∗ − ρ̂∗| = OP (n−1/2).

Dabar įrodysime, kad

|1− ρ̂| = OP (n−1),

čia ρ̂ = ρ̂(Jβ). Turime, kad

1− ρ̂ =
Q(Jβ)−

∑
i∈Jβ yiyi−1

Q(Jβ)
.

Dešiniojoje lygybės pusėje esančios trupmenos skaitiklis yra lygus

∑
i∈Jβ

yi−1(yi−1 − yi) = −R(Jβ) + (1− ρ∗)Q(JβI
∗)

ir gauname, kad

|ρ− ρ̂| ≤
|R(Jβ)|
Q(Jβ)

+ (1− ρ∗)
Q(JβI

∗)

Q(Jβ)
.
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Remdamiesi jau įrodyta šios teoremos (i) dalimi tariame, kad kaip norima
mažam ε : 0 < ε < β |k̂∗ − k∗| + | ˆ̀∗ − `∗| ≤ εn. Tada JβI

∗ = ∅ bei remiantis
4.8 ir 4.9 lemomis R(Jβ) = OP (n) ir Q(Jβ) = OP (n2). Taigi |ρ− ρ̂| = OP (n−1).
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Išvados

Disertacijoje išnagrinėtas pirmos eilės autoregresinio modelio pasikeitusio
segmento testavimo ir vertinimo uždavinys. Pasiūlyti kriterijai pasikeitusio
segmento testavimui, kurie pagrįsti laužčių procesų konvergavimu Hiolderio
erdvėse. Ištirtas statistikų ribinis elgesys. Empirinis galios tyrimas parodo,
kad pasiūlytų testų galia didžiausia aptinkant pasikeitimus iš stacionarios
būklės į nestacionarią. Taip pat įrodyta, kad pasikeitusio segmento pra-
džios ir ilgio įvertiniai bei autoregresinio modelio su pasikeitusiu segmentu
parametrų įvertiniai yra suderintieji ir pateiktas jų konvergavimo greitis.

Tolimesni galimi uždaviniai - aukštesnių eilių autoregresinių modelių bei
modelių papildytų postūmio ir/ar trendo komponente pasikeitusio segmento
testavimas ir vertinimas, nagrinėjant įvairesnio tipo alternatyvas.
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