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Santrumpy sarasas

C — kompleksiniy skaiciy aibé;

R — realiyjy skaiciy aibé;

K — skaliary kunas;

a € A — elementas a priklauso aibei A;

ACB — aibé A yraaibés B poaibis;

f:A— B — funkcija f aibe A atvaizduoja aibéje B;

D(f),E(f) — funkcijos f apibréZimo ir reik§miy sritys;

f(A) — aibés A vaizdas funkcijos f atzvilgiu;

f~YA) — aibés A pirmavaizdis funkcijos f atZzvilgiu;

f7':B— A — atvirkstiné funkcija f~! aibe B atvaizduoja aibéje A;
d(a,b) — metrinés erdvés metrika;

p(a,b) — atstumas tarp elementy a ir b metrinéje erdvéje;

|a| — skaiCiaus ¢ modulis (absoliutusis didumas);

||-[la4 — erdvés A norma;

(a,b) — vektoriy a ir b skaliariné sandauga;

vV — bendrumo kvantorius: “kiekvienas”, "bet kuris”, “visi”;

d — egzistavimo kvantorius: “egzistuoja bent vienas”, ’galima rasti”;
—> — implikacija: p = ¢; “jei p, tai q, ’i$ ¢ iSplaukia q”;

<= — Ttadair tik tada”, "butina ir pakankama”;

infA — aibés A tikslusis apatinis rézis;



sup A — aibés A tikslusis virSutinis rézis;

n
> xp — elementy xy, 2y, ..., T, suma;
k=1
{z,} — Kosi seka sun - tuoju nariu z,,;
(r,) — sekasun - tuoju nariu z,;
lim z, — sekos (z,) riba;
n—r00
lim f(x) — funkcijos f riba taske a.

r—a



Santrauka

Siame darbe nagrinéjami pagrindiniai tiesiniy tolydZiyjy operatoriy ir izomorfizmy apibréZimai
bei savybés metrinése ir normuotose erdvése. Taip pat pateikiami pavyzdZiai bei taikymo metodi-
kos funkcinéje analizéje.

Tiesiniai tolydus operatoriai yra pagrindiniai jrankiai, skirti nagrinéti rysj tarp skirtingy metriniy
erdviy bei skirtingy normuoty erdviy. Operatoriai yra tiesiniai atvaizdziai, kurie iSlaiko vektoriniy
erdviy algebrine struktiira. Siame darbe nagrinéjami tiesiniy tolydZiyjy operatoriy apibréZimai ir
savybés, pabréziant jy vaidmenj iSlaikyti atstumus ir geometrines savybes tarp normuoty erdviy.

Kita vertus, izomorfizmai nusako bijekcija tarp elementy skirtingose normuotose erdvése, kai
yra i§laikoma jy algebriné struktiira. Siame darbe nagrinéjamos izomorfizmy savybés ir jy taikymas
funkcinéje analizéje, ypatingai, nustatant ekvivalentiSkumg tarp metriniy ir normuoty erdviy.

Pateikiant iSsamius pavyzdZius ir literatiros analize¢, Siame darbe iliuvostruojama, kaip tiesinius
tolydZius operatorius ir izomorfizmus galima naudoti kaip puikius jrankius analizuojant metriniy
ir normuoty erdviy savybes funkcinéje analizéje. Siy funkcinés analizés jrankiy taikymas gali-
mas jvairiuose matematiniuose kontekstuose, pradedant topologija ir geometrija, baigiant metody

optimizavimu jvairiose matematikos mokslui giminingose srityse.

Raktiniai Zodziai: tiesiniai tolydus operatoriai, operatorius, atvaizdis, izomorfizmas, homeo-

morfizmas, metriné erdvé, normuota erdve.



Summary
Bounded Linear Operators. Isomorphisms

In this thesis we delve into the fundamental concepts of bounded linear operators and isomorp-
hisms in the context of metric and normed spaces, providing insights into their properties, applica-
tions, and significance in functional analysis.

Bounded linear operators serve as essential tools for studying the relationship between different
metric and normed spaces. These operators are linear mappings that preserve the algebraic structure
of vector spaces. This thesis explores the definition and properties of bounded linear operators,
emphasizing their role in preserving idstances and geometric properties between normed spaces.

Isomorphisms, on the other hand, establish a one-to-one correspondence between elements of
different normed spaces while preserving their algebraic structure. This thesis investigates the pro-
perties of isomorphisms and their significance in functional analysis, particularly in establishing
equivalence between metric and normed spaces.

Through detailed examples and theoretical discussions, we illustrate how bounded linear opera-
tors and isomorphisms contribute to the development of functional analysis and provide powerful
tools for studying the properties of metric and normed spaces. It explores applications of these
concepts in various mathematical contexts, ranging from topology and geometry to optimization

and mathematical physics.

Keywords: bounded linear operators, operator, image, isomorphism, homeomorphism, met-

ric space, normed space.



Ivadas

Analizuojant tiesiniy operatoriy teorija su begalinémis erdvémis, susiduriama su keliomis prob-
lemomis. Pagrindiné problema kyla i§ tolydumo sgvokos: tiesiniai operatoriai baigtinése normuo-
tose vektorinése erdvése visada bus tolydus. Taciau, kai erdvé yra begalinés dimensijos - bendru
atveju, tolydumo sgvoka gali ir negalioti. Siame darbe nagrinésime tiesinius operatorius, kurie bus
tolydus ir kuriy apiibréZimo sritys ir reikSmiy sritys bus Banacho erdvése.

Taip pat bus nagrinéjamos tiesiniy tolydZiyjy operatoriy ir izomorfizmy savokos, aptariamos
metriniy ir normuoty erdviy savybés. Pagrindinis Sio darbo tikslas yra susipaZzinti su Siomis sa-
vokomis bei pateikti pavyzdZius, taip pat jsigilinti i homeomorfizmo ir izomorfizmo sgvokas ir
skirtumus metrinése ir normuotose erdvese.

Pirmame skyriuje susipaZinsime su pagrindinémis savokomis ir apibréZimais, antrame skyriuje
aptarsime tolydZiyjy funkcijy savybes metrinése erdvése bei tolydZiyjy operatoriy savybes nor-
muotose erdvése, taip pat akcentuosime skirtumus tarp homeomorfizmy ir izomorfizmy. Tre¢iame

skyriuje pritaikysime jgytas Zinias konkreciuose uzdaviniuose.



1. Bendrinés savokos ir apibrézimai

Apibrézimas 1.1. Elementas y = f(z) yra vadinamas funkcijos f reik§me taske z, aibé X -
funkcijos f apibréZimo sritimi (Zymima D(f)), aibé Y - funkcijos f kitimo sritimi.

Aibé R(f) yra funkcijos f reikSmy sritis.

R(f) = {f(@) €Y 2 € X}
Aibé G(f) yra funkcijos f grafikas.

G(f) = {(z, f(x)) e X xYV 12 € X}

Jei A C X, B CY,taiaibé f(A) yra vadinama aibés A vaizdu, veikiant atvaizdZiui f.

F(A) = {fz) €Y :x e A}
Aibé f~1(B) - aibés B pirmavaizdis.

f7H(B):={z € X: f(z) € B}

[1;2; 3]

Apibrézimas 1.2. Sakykime, kad X ir Y yra dvi bet kokios aibés. Vienareik§mé funkcija f,
apibréZta aibéje X su reikSmiy sritimi aibéje Y, kiekvienam aibés elementui € X priskiria po
vieng aibés Y elementa y, f(z) =y € Y,z € X.

f: X—=Y

VienareikSmés funkcijos sinonimai yra terminai atvaizdis, atitiktis, transformacija ir operatorius.
[1;2;3]

Apibrézimas 1.3. Atvaizdis f : X — Y vadinamas:

* siurjekcija arba aibés X atvaizdZiu j aibe Y, jei atvaizdZio vaizdas f(X) yra visa aibé Y
fX)=Y;

* injekcija aibéje Y, kai skirtingi aibés X elementai turi skirtingus vaizdus: f(z;) # f(z2),

kai 1 # w9;
* bijekcija arba abipus vienareik§miu atvaizdZiu, jei f yra ir injekcija, ir siurjekcija. Zymima

f:Xa2Y.

Jei f : X — Y yra bijekcija, tai su kiekvienu y € Y egzistuoja tik vienas toks elementas x € X,
kad y = f(z). Siuo atveju sakoma, kad egzistuoja funkcijos f atvirkstiné funkcija, kuri Zymima

f~1ir kuri aibe Y atvaizduoja j aibe X pagal Sig taisykle:



[ y) =z, jei f(z)=vy.

[2; 4]

Apibrézimas 1.4. Sakykime, X ir Y yra tiesinés erdvés. Atvaizdis A : X — Y tenkina sglygas:
1. Az + 22) = A(z1) + A(x9),
2. Alaxy) = a@A(z1), ae€C, x,20 € X.

Tada atvaizdis A yra vadinamas fiesiniu atvaizdZiu. Jeigu Y = C, tai atvaizdis A vadinamas

tiesiniu funkcionalu.

[1]

Apibrézimas 1.5. Aibé E vadinama tiesine arba vektorine erdve vir§ skaliary kiino K, jei bet
kuriems dviems elementams z,y € E taip apibréZta jy suma z + y € E ir bet kuriems z € E ir

o € K taip apibréZzta sandauga o - € E, kad teisingos Sios aksiomos:

(1) Sumos komutatyvumo:

r4+y=y+x, suvisais z,y € E;

(2) Sumos asociatyvumo:

r+(y+z)=(x+y)+z suvisais z,y,z € E;

(3) egzistuoja nulinis elementas, t.y. toks elementas 0 € E, kad

z+ 0 =ux, sukiekvienu x € E

(4) kiekvieng x € E atitinka prieSingasis elementas, t.y. toks elementas —z € K, kad
x+ (—z) =05

B) (a+p) z=a-x+ -z, suvisais z€E, a,f €K;
6) alz+y)=a-x+a-y, suvisais x,y €E, ack;

(7) Sandaugos asociatyvumo:
a(f-x)=(af)- -z, suvisais =z €E, a,p €K,

8) 1-z ==z, sukiekvienu z € E (Cial yrakino K vienetas).

[2]



2. Pagrindinés teoremos ir teiginiai

Erdve jprasta vadinti aib¢, kurios elementams aksiomomis apraSyti kokie nors sarySiai.

[5]

2.1. Metrinés erdvés

Siame poskyryje nagrinéjamos metrinés erdvés yra tokios aibés, tarp kuriy elementy nustatyti

atstumai.

[5]

2.1.1. Metrinés erdvés apibrézimas ir savybés
Atstumas tarp aibés elementy apibréZiamas naudojantis aksiomomis.

Apibrézimas 2.1. Tarkime, X — netuscia aibé. Funkcija d : X x X — R vadinama aibés X

metrika (atstumo funkcija), jei su visais x, y, z € X teisingos §ios aksiomos:
(A1) d(z,y) > 0;

(A2) Vienaties
d(z,y) = 0 tada ir tik tada, kai x = v;

(A3) SimetriSkumo
d(z,y) = d(y,z);

(A4) Trikampio nelygybés
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Skaifius d(z,y) vadinamas metrika tarp elementy z ir y. Pora (X, d) vadinama metrine erdve.
[2; 6]

Jei (X, d) — metriné erdve ir Y C X, tai funkcijos d(x,y) siaurinys aibéje Y x Y yra aibés Y
metrika. Jg Zymésime ta padiaraide d, o metring erdve (Y, d) vadinsime metrinés erdvés (X, d)
poerdviu.

[2; 6]

2.1.2. Tolydus atvaizdZiai metrinése erdvése

Sakykime, turime dvi metrines erdves (X, d), (Y, p) ir aibe Xo C X, kur d Zymi aibés X
metrikg, 0 p Zymi aibés Y atstumg. Nagrinékime atvaizdj f : Xy — Y.

Apibrézimas 2.2. Funkcijos riba. Sakykime, turime atvaizdj f : Xo — Y,0 =z, yraaibés X
ribinis taSkas. Tarkime, kad yra toks taskas vy, € Y, pasiZymintis Sia savybe: kiekvienam ¢ > 0

egzistuoja toks 6 > 0, kad visiems x € Xy, kurie tenkina nelygybe
10



0 <d(x,z9) < 6;
buty
p(f(x),50) <,

yo vadinsime funkcijos f(x) riba, kai x — .

Tada Zymésime f(x) — yo, kai z — zo,  arba

lim f(z) = yo.

Tr—TQ

[7]

xo € X, tadiau aibei X taskas x gali ir nepriklausyti. Gali buti, kad =y € X, tada

f(zo) # lim  f ().

T—T0

[7]

Apibrézimas 2.3. Atvaizdis f : X, — Y vadinamas tolydZiu taske v, € X, jei kiekvieng e > 0
atitinka toks 0 = d(e, zo) > 0, kad

p(f (), f20)) <e,

su visais © € Ss(zo) N Xo, kurie tenkina nelygye d(x,zo) < 0. Atvaizdis f : Xy — Y vadinamas
tolydZiuoju, jei jis yra tolydus kiekviename aibés X, taSke. Kad atvaizdis buty tolydus taSke =z,
jis turi buti tame taSke apibréZtas.

[2;7]

I§ 2.3 Apibrézimo seka, kad biitinai turi biti:

lim f(z) = f(zo).

T—T0

Apibrézimas 2.4. Atvaizdis f : Xy — Y vadinamas tolygiai tolydZiu, jei kiekvieng € > 0 atitinka
toks § = d(¢) > 0, kad naudojantis realiyjy skai¢iy aibe R, apibréZiame atstumg

p(f(x), fly)) <e

su visais tokiais =,y € X, kurie tenkina nelygye d(z,y) < 4.
[2]

Kiekviena tolygiai tolydi funkcija yra tolydi, bet ne atvirksc¢iai. PavyzdZziui, funkcija
f:(0,1) >R, flz)=1, X=(0,1), d(z,y) = |z —y|, yratolydi, bet ne tolygiai tolydi.

11



Pavyzdys 2.1. Fiksuokime metrinés erdvés (X,d) taska a € X ir nagrinékime funkcijg
f:X—>R, f(r)=d(x,a), » € X. Naudojantis metrikos apibréZimu: d(x,y) — 0, funkcija
f yratolygiai tolydi, nes

[f(x) = f(y)| = ld(z,a) = d(y, a)| < d(z,y)

su visais 7,y € X. Sig atstumo funkcijos savybe i§vedame i3 trikampio nelygybés aksiomos.

2]

Pavyzdys 2.2. Bet kuri funkcija, apibréZta diskre¢iojoje metrinéje erdvéje (X, d), o reik§mes jgy-

janti bet kurioje metrinéje erdvéje (Y, p), yra tolydi.

Irodymas. Tarkime, f : X — Y yra funkcija apibréZta diskrecioje metrinéje erdvéje X ir metrinéje
erdvéje Y. Imame taSka x,, priklausantjaibei X: 2o € X, ¢ > 0.

Kadangi, X yra diskrecioji metriné erdvé su metrika:

Lz #y;
0,z =y.

d(l‘,y) =

egzistuoja tokia 0 < § < 1, kad atvirame rutulyje S(9, z¢) priklausys vienintelis taskas z.

Kadangi, X yra diskre€ioji metriné erdve, gauname

d(x,z9) =0 tadair tik tada, kai = = x.

Taigi, bet kokiam = € X, kai d(z,z9) < d, gauname = = xzo, f(z) = f(xg), 0 < § < 1,

‘ _1
pasirenkame ) = 3.

Kadangi, f : X — Y, pagal tolydumo 2.3 Apibrézimg gauname

1
p(f(zo), f(y)) <e tadairtik tada, kai d(z,y) <d = 50 LY = o

Kai S(0, z¢) turi vienintelj taskg z,, gauname
d(xz,z9) <6, visiems x € X, x # x0.
Pagal 2.2 Apibrézima, tarkime, kad turime tokj x € X, kad
d(x,z9) < 6

12



Todél, pagal 2.3 Apibrézima:

p(f(x), f(xg)) =0<e visiems =z € X, kuriems d(x,zg). <d

Kadangi, z, yra vienintelis taSkas, tai galioja visiems x, € X. Gauname, kad funkcija
f:f: X — Y yratolydi kiekviename taske xy € X:

lim f(x) = f(zo0),

Tr—xQ

Taigi, bet kuri funkcija, apibréZta diskrecioje metrinéje erdveje, o reikSmes jgyjanti bet kurioje

metrinéje erdvéje, yra tolydi. [

Teorema 2.1. Atvaizdis f : Xy — Y yra tolydus taske x(, € X, tada ir tik tada, kai bet kuriai

konverguojanciai j xq sekai (z,) C X

tim f(a) = f(ao).

[2;7]

Jrodymas. Palyginkime 2.2 ir 2.3 ApibréZimus.
Tarkime, atvaizdis f : Xy — Y yra tolydus taske z, ir seka (x,) konverguoja j zo. Remiantis
tolydumo 2.3 Apibrézimu, kiekviena ¢ > 0 atitinka toks 6 > 0, kad nelygybé

p(f(x), f(x0)) <€

teisinga, kai x € X ir d(z,,, r¢) < J, kai n > N;. Imdami n > Ns, gauname

p(f(xn)a f(xo)) < €.

Vadinasi, f(z,) — f(x), kain — oo.

Remiantis funkcijos ribos 2.2 Apibrézimu, tarkime,

lim f(xn) = f(x0),

n—oo

kai

lim x,, = xg,
n—oo

13



bet f néra tolydi taske x(. Jei taip, tai egzistuoja toks € > 0, su kuriuo teisinga Si savybé: bet kurj
0 > 0 atitinka toks =z € X, kad

d(x,x0) <96, bet  p(f(x), f(x0)) = e

1
Imdami § = —, gauname sekg (z,,) C X, su kuria
n

o(f(zn), f(z0)) > &, nors d(xn,x0)<%.

Akivaizdu, kad

lim x,, = xg,
n—oo
bet seka (f(x,)) nekonverguoja j f (o). Si priestara jrodo, kad prielaida buvo klaidinga.
[2] u

Teorema 2.2. Atvaizdis f : X — Y tolydus tada ir tik tada, kai su kiekviena atviraja aibe A C Y
pirmavaizdis f~!(A) yra atviroji aibé.

[2]

[rodymas.
Biitinumas. Tarkime, atvaizdis f tolydus ir A C Y — atviroji aibé. Jei z € f~!(A), tai
x)) C A. IS funkcijos f
tolydumo gauname, kad spindulj € atitinka toks 6 > 0, sukuriuo p(f(z), f(y)) < &, kaid(z,y) < 0.
Vadinasi, su kiekvienu y € Ss(x), f(y) € A, kitaip tariant Ss(z) C f~'(A). Taigi, aibé f~1(A)

atvira.

f(z) € A. Kadangi aibé A atvira, egizstuoja toks ¢ > 0, su kuriuo S, (f(

Pakankamumas. Fiksuokime x, € X. Nesvarbu, kokj paimtume atvirgjj rutulj S.(f (o)), kuris,
beje, yra atviroji aibé, jo pirmavaizdis f~!(S.(f(xo)) yra atvira aibé ir jai priklauso zy. Todél
egzistuoja toks § > 0, su kuriuo Ss(zo) C f~1(S.(f(x0))). O tai reiskia, kad p(f(y), f(xo)) < &,
jei d(xg,y) < 0. Vadinasi, funkcija f tolydi taske z,. Kadangi x, — bet kuris erdvés X taSkas, tai
funkcija f tolydi.

[2] O

2.1.3. Homeomorfizmai

Prisiminkime, kad bet kuriai bijekcijai f : X — Y atvirkStinis atvaizdis f~' : Y — X yra
apibréZtas pagal taisykle f~'(y) = z, jei f(z) = y.

14



Apibrézimas 2.5. Tarkime, f : X — Y yra bijekcija. Jei abu atvaizdZiai f ir f~! yra tolydds, tai
atvaizdis f vadinamas homeomorfiniu. Jei toks atvaizdis egzistuoja, tai metrinés erdvés X ir Y

vadinamos homeomorfinémis.

[2]

Apibrézimas 2.6. Homeomorfizmas f : X — Y vadinamas izometrija, jei

p(f(z), f(y)) = d(z,y)

su visais =,y € X. Jei egzistuoja erdviy X ir Y izomerija, tai sakome, kad tos erdvés yra izometri-
nes.

[2]

Akivaizdu, kad izometrija yra taip par it homeomorfinis atvaizdis, bet ne atvirksc¢iai. Pavyz-

dZiui, metrinés erdvés X = (—1,1), d(z,y) = |z — y

,ir Y =R, p(x,y) = |[v —y|, yra
homeomorfinés, bet ne izomorfinés. Funkcija f(z) = tan’} yra erdviy X ir Y homeomorfizmas.
Kita vertus, jei aibéje X = (—1, 1) nagrinésime atstumo funkcija d(z,y) = [tan™? — tan®|, tai
(X, d) bus izometriné metrinei erdvei R.

[2]

Homeomorfinis atvaizdis iSsaugo visas pagrindines, vadinamasias topologines, metriniy erdviy
savybes: atvirosios aibés atvaizduojamos j atvirasias, ribiniai taSkai — j ribinius.
[zometrinis atvaizdis iSsaugo dar ir metrines savybes — atstumus tarp elementy ir jy vaizdy.

[2]

2.2. Normuotos erdvés

Erdvés, kurios kartu yra ir tiesinés, ir metrinés, sudaro svarbig Seima. Joje iSsiskiria normuoto-
sios, — tos, kuriy metrika apraSoma remiantis normomis. Pilnosios normuotos erdvés vadinamos
Banacho erdvémis.

[2; 6]

2.2.1. Normuotos erdvés apibrézimai ir savybés

Tarkime, [ yra tiesiné erdvé virS$ skaliary kuno K.

Apibrézimas 2.7. Atvaizdis || - || : E — [0, 00) vadinamas erdvés E norma, jei teisingos $ios

aksiomos:

(B1) Vienaties
l|z|]| > 0 suvisais z € E;
||z|| =0 tadair tik tada, kai =z = 0;
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(B2) HomogeniSkumo

llax|| = |af - ||z|| suvisais z€E ir a€k;

(B3) Trikampio nelygybés
|z +yl| <|lz|| +||ly|| suvisais z,y € E.

[2; 6]

Apibrézimas 2.8. Pora (E, || - ||), kai E yra tiesiné erdvé vir§ skaliary kino K, o || - || — erdvés
E norma, vadinama tiesine normuotgja erdve vir§ skaliary kiano K. SkaiCius ||z|| vadinamas

elemento x € E norma.

[2]

Tais atvejais, kai norma fiksuota arba i§ konteksto suprantama, vietoj poros (E, || - ||) rasysie tik

(E). Norédami pazyméti erdvés norma, kartais priraSysime indeksg ||z||g, ||z||r ir t.t.
Kiekviena normuotoji erdve kartu yra ir metriné, kurios atstumo funkcija

Nesunku jsitikinti, kad taip apibréZta funkcija d : E x [E — R tenkina visas metrikos aksiomas.
Tikrai, d(x, y) = 0 reiSkia, kad ||z — y|| = 0, o taip gali buti tada ir tik tada, kai = = y. SimetriSku-
mo aksioma teisinga, nesxt —y = (—1)(y —y), todél d(z,y) = ||(=1)(y—2)|| = | = 1| ||y —z|| =

d(y, x). Pagaliau trikampio nelygybés aksioma jrodoma i$ atitinkamos normos savybés:

d(z,y) = |z —yl[ = [|(z = 2) + (z = )]
<z = 2|l + |z = yll
=d(x,z)+d(z,y).

Pastebésime, kad i atstumo funkcijos apibréZimo (Zr. (2.1) formule) gauname
||z[| = d(x,0).

Taigi, elemento x norma yra jo atstumas iki nulinio elemento. Galime sakyti, kad norma apibend-
rina skai¢iaus modulj.

Vadinasi, normuotosios erdvés yra metriniy erdviy Seimos poSeimis. Todél visos metriniy erd-
viy sgvokos, teoremos ir teiginiai tinka normuotosioms erdvéms.

2]

2.2.2. Normuy ekvivalentumas

Vienoje ir toje pacioje tiesin¢je erdvéje gali buti apibréZtos kelios normos. Labai svarbus uzda-
vinys — normy palyginimas.
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Apibrézimas 2.9. Tarkime, || - ||, ir || - ||2 yra dvi skirtingos erdvés E normos. Sakoma, kad jos

yra ekvivalencios, jei egzistuoja tokios dvi baigtinés konstantos ¢ > 0, C' > 0, kad
clzll < s < Cllzlh

[2]

Teorema 2.3. Bagtiniamatés tiesinés erdvés visos normos ekvivalencios.

[2]

2.2.3. Tiesiniai tolydiis operatoriai normuotose erdvése

Siame poskyryje nagrinésime tiesinius tolydZius operatorius 7' : E — F tarp normuoty erdviy
[, F. Tiesinis funkcionalas tam tikru atveju gali buiti laikomas tiesiniu operatoriumi, kai [F laikome
skaliarine erdve R arba C.

Tarkime, [E, F yra tiesinés normuotosios erdveés vir§ to paties skaliary kino K, 7" : E — F —
funkcija, apibrézta aibéje D(T') C E ir jgyjanti reikSmes erdvéje F. Funkcija 7' vadinama tiesiniu

operatoriumi, jei:
e aibé D(T) yra tiesing;
* T(ax + py) = aT(x) + 5T (y) subetkuriais z,y € D(T) ir o, €K

[5]

Toliau vartodami terming operatorius turésime omenyje, kad tai fiesinis operatorius. Aibé
D(T) vadinama operatoriaus 7" apibréZimo sritimi, o aibé R(T) = {Tz : x € D(T)} =T(D(T))
— reikSmiy aibe.

Atvaizdis T' : E — F yra tolydus taske o € D(T'), jei kiekvieng ¢ > 0 atitinka toks J. > 0,
kad

||Tx — Txol| <e,

kai x € D(T) ir ||z — xo|| < d.. Atvaizdis T tolydus, jei jis yra tolydus kiekviename apibrézimo
srities D(T") taske.
[5]

Patikrinti atvaizdZio tolydumag daZnai lengviau pasinaudojus ekvivalenciu apibréZimu riby ter-
minais: 7' tolydus taske z tada ir tik tada, kai nlgglo Tx,, = Tx, su kiekviena seka (z,,) C D(T),

kurios riba lim z,, = xg.
n—oo
[5]
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Apibrézimas 2.10. Atvaizdis 7" : E — F vadinamas apréZtuoju, jei jis kiekvieng apréztg apibrézi-

mo srities D(7T') aibe atvaizduoja j apréZtg aibe.

[5]

Teorema 2.4. Jei T' : E — [ yra tiesinis operatorius, tai $ios jo savybés yra ekvivalencios:

(B1) T yra tolydus nulyje;

(B2) T yra tolydus;

(B3) T yra apréztas;

(B4) egzistuoja toks skai¢ius M > 0, kad

[5]

T ()| < M||]]

su visais z € D(T).

Irodymas.

(B1) = (B2). Pirmiausia pastebésime, kad tiesinis operatorius erdvés nulj atvaizduoja j nulj:

(B2)

T(0) = 0, nes
T0)=T0-2)=0-T(z) = 0.

Todél i$ operatoriaus 7" tolydumo nulyje gauname, kad kiekvieng £ > 0 atitinka toks 6. > 0,
su kuriuo

IT(2)]] <,
kai ||z|| < 0.. Tegu zg € Eir ||z — x0|| < d.. Tuomet
T (x) = T(@o)ll = I (2 — zo)[| <&

Vadinasi, 7' tolydus taske x.

—> (B3). Tarkime, A C E yra apréZta aibé, A C S,.(0). Irodysime, kad aibé T'(A) =
{T(z) : x € A} C F aprézta. I§ operatoriaus 7" tolydumo nulyje, Zinome, kad egzistuoja
toks > 0, su kurivo ||T'(z)|] < 1, kai ||z|| < §. Jeiy € A, tai ||y|| < r, 0 [|r~1dy|| < 4.
Todél ||T(r~'dy)|| < 1arba ||T(y)|| < %, nes T'(r~'dy) = r~*6T(y). Vadinasi, aibé T'(A)
aprézta.
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(B3) — (B4). Pakanka jsitikinti, kad 2.4 Teoremos nelygybé (B4) teisinga, kai « # 0. Aibé
T'(S1(0)) yra apréZta, todél egzistuoja toks M > 0, kad

I T(2)]] < M
su visais = € [, kuriy norma ||z|| < 1. Imdami = € E, x # 0, gauname
IT@) = |zl - 1Tl < M.
[5; 8] O
Remiantis 2.4 Teorema, jei operatorius 7' : £ — [ tiesinis tolydus erdves [E operatorius, tai
skaicius
||| = inf{M >0 : ||Tz|| < M||z|| suvisais =x€ D(T)} (2.2)

yra baigtinis. Jis vadinamas operatoriaus 7' norma. DaZnai naudojami Sie ekvivalentus operatoriaus

normos apibréZimai:

T = sup [[Tz;
zeD(T):||z||=1

|| T]
ITl] = sup :
z€D(T):x#0 ||$||

1Tl = sup [|Tz].
2eD(T)|zl|<1

I8 (2.2) sarySio gauname
| T[] <||T][ - [lll, = € D(T). (2.3)

[5]
Dviejy operatoriy S : E — Fir7T : E — Fsuma S + 7 : E — F yra atvaizdis, apibréZtas
aibéje D(S +T) = D(S) N D(T):
(S+T)(z)=Sz+Tx, ze€DS+T).
Skaliaro o € K ir operatoriaus 7' : E — [ sandauga /1" : E — [ yra atvaizdis, apibréZtas aibéje:
(aT)(z) =Tz, x€ D(T).
Galima jsitikinti, kad tiesiniy tolydZiyjy operatoriy suma yra tiesinis tolydus operatorius ir teisingas

jo normos jvertis

1S+ T < [[SI]+1IT]] (2.4)
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Tarkime, operatoriai S : E — F ir T : E — F yra tolydus. Imdami = € D(S) N D(T), gauname

(T + S)al| = ||Tx + Sz|
< || T[] + ||.S]]
< (1T + 1S

Vadinasi, operatorius (7" 4 S) yra apréZtas ir jo normai teisinga (2.4) nelygybé. Taip pat galima
aT|| = |a|-||T]].

patikrinti, kad oT" yra tolydus operatorius, jei 7" tiesinis tolydus ir « € K. Be to,
[5]

Tarkime, E, F, G yra normuotos erdvés, 7' : E — Fir S : F — G — tiesiniai operatoriai. Jei
D(S) C R(T), tai sandauga ST : E — G vadinamas atvaizdis, apibréZtas lygybe
ST < [IS]]- [Tl
AnalogiSkai galime apibréZti sumg ir sandauga daugiau nei dviejy operatoriy.

[5]

2.2.4. Izomorfinés erdvés

Apibrézimas 2.11. Normuotosios erdvés (E, || - ||g) ir (F, || - ||r) vadinamos izomorfinémis, jei
egzistuoja tiesiné abipusiskai tolydi bijekcija 7' : E — F. Atvaizdis 7' vadinamas izomorfiniu

atvaizdZiu.

IS 2.3 Teoremos kaip iSvada gauname tokig teoremg.

Teorema 2.5. Visos n-matés tiesinés normuotosios erdvés vir§ skaliary kino K yra izomorfinés

erdvei K", kartu izomorfinés viena Kkitai.

Apibrézimas 2.12. Normuotosios erdvés (E, || - ||g) ir (F, || - ||r) vadinamos izometriskai izomor-

finémis, jei egzistuoja toks izomorfinis atvaizdis J : E — [, kad
| J2[lp = [|z][g

su visais x € [E. Siuo atveju atvaizdis J vadinamas izometriniu izomorfizmu.

[2]

Paprastai izometri$kai izomorfinés normuotosios erdvés sutapatinamos, nes jy tiek tiesinés, tiek
metrinés savybés identi§kos. PavyzdZiui, normuotosios erdvés R?" ir C" izometriskai izomorfinés,
oJ(x)=y, kaix = (z1,..., %00, Ty, -, T2m) € R iry = (1 + iTpi1,. .., Ty + iTo,) € C",
yra izometrija.
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2.2.5. Izomorfizmai

Svarbi tiesiniy tolydZiyjy operatoriy klasé yra izomorfizmai. Tiesinis operatorius 7' : X — Y
tarp normuoty erdviy X, Y yra vadinamas izomorfizmu, kai jam egzsistuoja atvirkstinis atvaizdis
T—!ir abu T, T~! yra tolydas. Erdvés X,Y yra vadinamos izomorfiskomis, jei egzistuoja izo-
morfizmas tarp Siy erdviy. Taigi, tiesinis vaizdas 7' : X — Y tarp normuoty erdviy X,Y yra
izomorfizmas tada ir tik tada, kai 7" yra atvirkstinis ir 7’ € L(X,Y), T~! € L(X,Y).

[6]

Pavyzdys 2.3. Izometrija Hilberto erdvéje vadinama vienetiniu operatoriumi - siurjektyviu apréztu
operatoriumi Hilberto erdvéje, kuris iSsaugo skaliaring sandauga (dar gali buti vadinama vidiniu

produktu).
[6]

Teorema 2.6. Visos begalinés dimensijos atskirosios Hilberto erdvés yra izometri§kos viena kitai.
Kiekvienai erdvei X ir Y galimarasti tiesinj bijektyvy atvaizdj 7" : X — Y, kuris iSsaugo skaliaring

sandaugg:
(Tx,Ty) = (x,y) visiems z,y € X.

[6]

Pavyzdys 2.4. Bet kokioje klasikinéje eiluciy erdvéje deSinysis poslinkis D(z1,z5,..) =
(0,21, 9, ...) néra izometrija, nes poslinkis D néra siurjektyvus, nors ||Dz|| = ||z||. Kairy-
sis poslinkis K (x1, za,...) = (x2, 23, ...) akivaizdZiai néra atvirkstinis bet yra apréZtas/tolydus ir
K[ = L.

(6]

[rodymas.

1. Poslinkis j deSing D(xy,z2,..) = (0,21,22,...) yra tiesinis operatorius erdvése

€00, €0, C; Lo, 11 Siose erdvése visada galioja lygybé

D] = [|a]l, nes (0+) |zl")r = (D |zl")7
=1 =1

Todél D yra aprézZtas operatorius ir néra siurjektyvus, nes x : D(z) = (1,0,0, ...). Gauname

|| D] =1
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2. Poslinkis j kair¢ K (xy,zs,...) = (x2,x3,...) yra tiesinis operatorius tose paciose erdvése.

Todél galioja nelygybe
1K @) = Q)7 < (P + Y fal?)7 = |||
i=r 1=2
Todél ||K|| < 1. Pastebime, kad kiekvienam = = (zy,x9,...), kur 2y = 0, gauname
K| = ||, taigi || K| = 1.

Taip pat K (1, xs,...) = (22,3, ...) néra injekcija, todél neturi atvirkstinio atvaizdzio. Pa-

vyzdziui, K (0,21, x9,...) = K(1, 21,29, ...), nors (0,1, o, ...) # (1,21, 22).
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3. Uzdaviniai

UZdavinys 3.1. Parodykite, kad siurjektyvus tiesinis atvaizdis 7' : X — Y tarp normuoty erdviy

yra izomorfizmas tada ir tik tada, jei egzistuoja tokios C', ¢ > 0, kad
cllz|lx < ||Tx|ly < C||z||x visiems z € X.

Sprendimas.

» Tarkime, kad 7" : X — Y yra izomorfizmas. Pagal 2.4 Teorema, jei 7" yra tolydus, tai jis

yra ir apréztas, todél 4 ¢ > 0 :
||Tx|ly < Cllz||x visiems z € X.
Kadangi T~! taip pat yra tolydus ir apréZtas, tai 3¢ > 0 :
1T~ yllx < dlylly visiems y €Y.
Taigi, kiekvienam z € X, (T'(z) =vy):
1T HT@)x <éllTzlly < |[Tzlly > %IICEI\X

* Tarkime, kad 7" : X — Y yra tiesinis ir siurjektyvus operatorius. Taip pat, tarkime, kad
d¢,C>0:

cllz|lx < ||Tx|ly < Cllz||x visiems z € X.

1. IS nelygybés matosi, kad 1" yra apréZtas ir kartu tolydus.
2. Jeigu T'(x) = T(y), tai T'(x — y) = 0 ir pagal nelygybe:
0<clle—yl| < IT@-yl=0 — z=y.
Taigi, T' yra ir siurjekcija, ir injekcija, tod¢l taip pat ir bijekcija.
3. Jeiguy € Y,tai dz € X, kad
Tr=y<=z=T"".
cllellx <ITzlly <= 1T 'yllx < %Hy\ly

todél 7! yra apréZtas ir kartu tolydus.

Vadinasi, operatorius 7" yra izomorfizmas.
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UZdavinys 3.2. Parodykite, kad izomorfizmas tarp normuoty erdviy atvaizduoja:
(a) atvirgsias aibes j atvirgsias aibes,
(b) uzdargsias aibes j uzdarasias aibes,
(c) konverguojancias sekas j konverguojancias sekas,
(d) pilnasias erdves j pilngsias erdves (Banacho j Banacho).
Sprendimas. Tegul T': X — Y yra izomorfizmas tarp normuoty erdviy X ir Y.
(a) Kadangi T~! yra tolydi funkcija, tai pirmavaizdis, atviros aibés U C X atZzvilgiu, yra atvira

aibé, t.y. (T~ (U) = T(U) yra atvira aibé erdvéje Y.

(b) Jeigu F' C X yrauzdara aibé, tai (T'(F'))¢ = T'(F*°) yra atviroji aibé pagal (a) dalj. Vadinasi,
T'(F') yra uzdaroji aibe.

(c) Jeigu (z,)5°, C X, pagal tolydumo apibréZima, yra koverguojanti seka ir x,, — z, tai, ka-
dangi, 7" yra tolydus operatorius: 7'(z,) — T'(z). Vadinasi, T" atvaizduoja konverguojancig

seka j konverguojancia seka.

(d) Tarkime, X yra Banacho erdveé ir pasirinkime Kosi seka {y,}2°, C Y. Apibrézkime

T, := T 'y,. Tuomet {z,,}>>; C X yra Kosi seka, nes
1 1 1 1 n,m—>oo
0 < |[zn=2m|| = [Ty =T ymll = [T (n—ym) Il < 1Ty = yml| ——— 0.

Tai reiskia, kad seka {z,,} konverguoja. Pazymésime §ios sekos ribg lim (z,,) = = € X.
Tuomet jrodysime, kad muisy pasirinkta Kosi seka {y, } konverguoja (turi ribg y = T'z) |

elementg y = T'(z) € Y:
0 < |lyn — yll = [Tz — Te|| = |T(2n — 2)|| < |T] - [l2n — 2|| — 0.

Vadinasi, kiekviena erdvés Y KoSi seka konverguoja ir tai parodo, kad Y yra Banacho erdvé.

]
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ISvados

ISanalizuotos tiesiniy operatoriy savybés baigtinése erdvése: tiesiniai operatoriai baigtinése nor-
muotose erdvése visada bus tolydus. O paprasciausios operacijos atliekamos su operatoriaisi, kurie

yra tolydus ir kuriy apibréZimo sritis yra normuotoje (Banacho) erdvéje.
ISanalizuotos homeomorfiniy atvaizdZiy ir izomorfizmy savybés:
Homeomorfinis atvaizdis:
(a) iSsaugo visas pagrindines (vadinamasias topologines) metriniy erdviy savybes:
* atvirosios aibés atvaizduojamos j atvirgsias,
* ribiniai taSkai — j ribinius.
(b) jeigu yra izometrija, tai iSsaugo metrines savybes:
* atstumus tarp elementy ir jy vaizdy.
Izomorfizmas iSsaugo:
(a) visas pagrindines (vadinamasias topologines) normuoty erdviy savybes:

* atvirosios aibés atvaizduojamos j atvirasias,

ribiniai taskai — j ribinius,

uzdargsias aibes — j uzdarasias,

* konverguojancias sekas — j konverguojancias sekas,

pilnasias erdves — j pilnasias erdves (Banacho — j Banacho).

Taip pat, pagal atlikta literaturos analiz¢ ir pateiktus pavyzdZius, iSspresti uZdaviniai.
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