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Kompaktinés aibés. Kompaktiniai operatoriai Banacho erdveése.

Santrauka

Sis magistro darbas sudarytas i teorinés ir praktinés daliy. Teorinéje darbo dalyje yra
pristatoma kompaktiniy aibiy ir kompaktiniy operatoriy jvairiose erdvése apibendrinta teo-
riné medziaga. Si medZiaga nagrinéjama topologinése, metrinése ir tiesinése normuotose
erdvése. Dalis teiginiy teisingi tik pilnoms metrinéms erdvéms. Paskutiniame teorinés dalies
skyriuje yra jrodomos pagrindinés kompaktiniy operatoriy spektrinés teoremos. Magist-
ro darbo praktiné dalis iliustruoja teoring dalj keliais iSsprestais uzdaviniais: nagrinéjami
Hilberto Smito operatoriai, jrodomas jy kompaktiskumas ir kiti i$ to sekantys rezultatai,

randamas spektras.

Sio darbo tikslas — nuodugniai susipazinti su kompaktiskumo savoka jvairiose erdveése,

apzvelgti tiesinius kompaktinius operatorius ir jy spektrine teorija.

Raktiniai zodziai: reliatyviai kompaktiné aibé, kompaktiné aibé, kompaktinis operatorius,

tiesiniy tolydziy operatoriy spektras.



Compact sets. Compact operators on Banach spaces.

Abstract

This Master’s thesis consists of theoretical and practical parts. In the theoretical part of
the work, the theoretical material of compact sets and compact operators in various spaces is
presented. This material is considered in topological, metric and normed linear spaces. Some
statements are valid only for complete metric spaces. The last chapter of the theoretical part
proves the main spectral theorems of compact operators. The practical part of the Master’s
thesis illustrates the theoretical part with several solved problems: the Hilbert Schmidt
operators are considered, their compactness and other results are proved, and the spectrum

is found.

The goal of this thesis is to present the concept of compactness in various spaces, review

linear compact operators and their spectral theory.

Key words: relatively compact set, compact set, compact operator, spectrum of bounded

linear operators.



1 Ivadas

Kompaktiskumo idéja vystési vienu is pazangiausiy matematinés veiklos laikotarpiy, ti-
riant realiyjy skaiciy aibés R savybes. Nepriklausomai viena nuo kitos, XIX amziuje atsi-
rado dvi kompaktiskumo sampratos: pirmoji kompaktine aibe aiSkino naudojantis aibés R
topologiniais bruozais, antroji ja aiskino seky konvergavimu.

1872 m. Heinrich Eduard Heine jrodé, kad tolydi funkcija uzdarame ir apréztame realiyjy
skaiciy intervale yra tolygiai tolydi. Savo jrodyma H. E. Heine pagrindé lema, teigiancia, kad
kiekvienai uzdaro ir aprézto intervalo skaiciai atviryjy intervaly dangai egzistuoja baigtinis
podenginis. Taikydamas panasy j H. E. Heine jrodymo metoda, 1894 m. Emile Borel nustaté
Sig realiyjy skaiciy aibés savybe: kiekviena uzdaro ir aprézto intervalo atviroji danga turi

baigtinj podenginj. ([6]) Aibés, turincios Sia savybe, véliau buvo pavadintos kompaktinémis.

Apibrézimas. Aibé A C R vadinama kompaktine, jei is kiekvienos jos atviros dangos

galima isrinkti baigting podenging.

Si aibés savybé, kaip buvo pastebéta, yra budinga tik apréztiems ir uzdariems realiyjy
skaiciy aibés intervalams. Todél normuotoje erdvéje R kompaktinés aibés apibrézimas dar

yra uzrasomas kita ekvivalencia forma, daznai vadinama Heine-Borel teorema.

Teorema. (Heine-Borel) Aibé A C R yra kompaktiné tada ir tik tada, kai ji yra

uZdara ir aprézta.

Kita kompaktiskumo samprata siejama su matematiky Karl Weierstrass ir Bernard Bol-
zano darbais. 1877 m. K. Weierstrass, pritaikes B. Bolzano lema (1817 m.) apie realiyju
skaiciy didziausig apatinj rézj, jrodé funkcijos, apibréztos uzdarame ir apréztame realiy skai-
¢iy intervale, maksimumo egzistavima. ([6]) Tiek K. Weierstrass, tiek B. Bolzano idéjos
remesi realiyjy skaiciy aibés seky terminais ir taip iSkélé viena svarbiausiy sekos savybiy,

kuri Siandien yra Zinoma kaip Bolzano-Weierstrass teorema.

Teorema. (Bolzano-Weierstrass) Kiekviena aprézta realiyjy skaiciy seka turi kon-

verguojants poseks.

Kitaip tariant, Bolzano-Weierstrass teorema teigia, kad kiekviena aprézta realiyjy skaiciy
seka turi ribinj taska. Jei aibé yra uzdara, tai visi jos ribiniai taskai priklauso tai aibei.
Uzdara ir aprézta aibé, kaip jau mineéta, yra kompaktiné.

Kompaktiskumo samprata palaipsniui papildé ir pagilino kitos garsiy matematiky teori-

jos. Irodyta, kad Heine-Borel ir Bolzano-Weierstrass teoremos yra teisingos ne tik realiyjy



skaiciy aibei R, bet ir visoms baigtinés dimensijos Euklido erdvéms R", n € N. Vis dél-
to, peréejus prie abstrakciy erdviy, pastebéta, kad baigtineés dimensijos erdvéms galiojusi
Bolzano-Weierstrass kompaktinés aibés savybé bendru atveju néra teisinga: begalinés di-
mensijos erdveés aprézta aibé gali turéeti seky, iS kuriy negalima iSrinkti jokio konverguojan-
¢io posekio. Siekiant iSsaugoti Sig aibés savybe bendruoju atveju, buvo jvestos papildomos
salygos, kurias turéjo tenkinti aibé (jas pristatysime véliau).

Tiesinio kompaktinio operatoriaus savokos atsiradimas buvo motyvuojamas integraliniy
lygéiy tyrimu ir siekiu apibendrinti baigtinio rango matricomis isreiskiamus tiesinius ope-
ratorius, veikianc¢ius tarp baigtinés dimensijos erdviy. Pirmieji teoriniai pagrindai buvo
suformuoti XIX ir XX amziy sanduroje matematiky David Hilbert, Erik Ivar Fredholm ir
Frigyes Riesz darbuose. ReikSmingais metais laikomi 1912 m., kuomet D. Hilbert jrode,
kad integralinés lygties iSsprendziamumas priklauso ne nuo integralinio operatoriaus israis-
kos, bet nuo salygos, kad integralinés lygties tiesinis operatorius yra kompaktinis. ([1]) Sis

rezultatas buvo labai svarbus formuluojant Fredholmo teorija.

Darbo aktualumas.

Nagrinéjant abstrakcias begalinés dimensijos erdves jrodoma, kad kompaktiskumas islai-
ko kai kurias savybes, budingas baigtinés dimensijos erdvéms. Bendruoju atveju normuotos
erdvés kompaktiné aibé yra tam tikra prasme ,beveik“ baigtinés dimensijos, o tiesinis kom-
paktinis operatorius panasus j baigtinio rango tiesinj operatoriy. Be abejonés, baigtinés
dimensijos erdvés ir baigtinio rango operatoriai yra kur kas aiskesni, jie maziau abstraktus,
juos lengviau konstruoti ir su jais paprasciau dirbti. Taigi, kompaktiskumas yra galingas
jirankis, leidziantis kiek jmanoma ,priarteti“ prie baigtinés dimensijos erdviy teorijos.

Kita vertus, dél Fredholmo teorijos pritaikomumo, kompaktiniai operatoriai atlieka es-
minj vaidmenj sprendziant sudétingesnio pavidalo tiesines lygtis, tokias kaip integralines,
diferencialines ir daliniy iSvestiniy diferencialines lygtis. Visos Sios lygtys yra svarbios ma-

tematinei fizikai, kvantinei mechanikai, inzinerijai ir kitoms mokslo sritims.

Darbo tikslas: nuodugniai susipazinti su kompaktiskumo sgvoka jvairiose erdveése, ap-

zvelgti tiesinius kompaktinius operatorius ir jy spektring teorija.



2 Teoriné dalis

2.1 Kompaktinés aibés
2.1.1 Kompaktinés aibés sgvoka

Skyrelj pradékime nuo pagrindinio kompaktinés aibés apibrézimo, kuris yra Heine-Borel

teoremos apie dangas apibendrinimas bendruoju atveju.

1 Apibrézimas ([2]). Tegul (X, 7) yra topologine erdve. Aibé A C X vadinama
kompaktine, jei iS bet kurios aibés A atvirosios dangos, t.y. tokios atviryjy aibiy G, € T,
a € I sistemos {G,}, kad

A c |G,

acl

galima iSrinkti baigtinj podenginj, t.y. egzistuoja tokios aibés G,,,...,G,,, n € N, jog

A C |G,

i=1

Topologiné erdve (X, 7) yra kompaktiné, jei aibé X yra kompaktine.

Dabar tarkime, kad nagrinéjamu atveju turime erdve su joje apibrézta metrika. Kadangi
tiek metrika, tiek norma generuoja topologijas, naturalu, kad pastarasis kompaktinés aibés

apibrézimas galioja ir metrinéms bei normuotosioms erdvéms.

Pagal kita Heine-Borel teoremos formuluote normuotosioms erdvéms, zinome, kad baig-
tinés dimensijos Euklido erdvése R™ kompaktinés aibés apibrézimas yra ekvivalentus tos
aibés uzdarumui ir apréztumui. Be to, kompaktinei erdves R™ aibei yra teisinga Bolzano-
Weierstrass savybeé: kiekviena aprézta seka turi konverguojantj posekj. Vis délto, bendruoju
atveju si aibés savybé negalioja: aprézta bet kurios metrinés erdves aibé gali turéti sekuy,
is kuriy negalima iSrinkti konverguojancio posekio. Pavyzdziui, galima nesunkiai patikrin-
ti, kad metrinés erdvés ¢y baziniy elementy seka (e,, n € N) yra aprézta, taciau neturi
jokio konverguojancio posekio. Taigi, siekiant iSsaugoti Sig aibés savybe bendruoju atveju,
akivaizdu, kad aibés kompaktisSkumas turi buti apibréziamas kitaip. [vesime nauja savoka,

kuri, kaip matysime, yra stipresné uz aibés apréztuma.

2 Apibrézimas ([2]). Tegul (X, d) yra metriné erdve. Aibé K C X vadinama re-
liatyviai kompaktine, jei iS kiekvienos tos aibés elementy sekos galima isrinkti erdvéje X

konverguojantj poseki.



Prisimine Bolzano-Weierstrass teorema, iskart pastebime, kad bet kuri baigtinés dimen-
sijos normuotosios erdvés aprézta aibé yra reliatyviai kompaktiné. Galima jrodyti, kad

atvirkscia jdétis taip pat yra teisinga. Tiksliau, galioja sis faktas.

1 Isvada ([2]). Tiesinés normuotosios erdvés kiekviena aprézta aibé yra reliatyviai

kompaktine tada ir tik tada, kai erdvé yra baigtinés dimensijos.

Bendruoju atveju metrinés erdvés aprézta aibé nebutinai yra reliatyviai kompaktine,

taciau atvirkscias teiginys visuomet teisingas.

2 Isvada ([2]). Tegul (X, d) yra bet kuri metrine erdvé. Tada reliatyviai kompaktiné

aibé yra aprézta.

Irodymas. Tarkime, reliatyviai kompaktiné aibé K C X néra aprézta, r; € K —
bet kuris elementas. Tuomet egzistuoja toks zo € K, kad d(xi,z2) > 1. Toliau rasi-
me tokj z3 € K, kad d(zy,x3) > d(x1,22) + 1. Bet tada egzistuoja toks z, € K, kad
d(x1,24) > d(x1,23) + 1. Tesdami 8§ procesa, indukcijos budu gausime neaprézta seka
(x,) C K, kuri tenkina nelygybe d(z,,x,,) > 1 suvisais n, m € N. Ta¢iau tokia seka neturi

jokio konverguojancio posekio, kadangi konverguojantis posekis turi buti apréztas. O

Dabar jau galime pateikti kita kompaktinés aibés apibrézima, kuris galioja metrinéese

erdvése bendruoju atveju.

3 Apibrézimas ([2]). Tegul (X, d) yra metriné erdvé. Aibé K C X vadinama kom-
paktine, jei ji yra uzdara ir reliatyviai kompaktiné. Metriné erdvé (X, d) yra kompaktineé,

jei aibé X yra kompaktine.

Kadangi dauguma siame darbe pateikty rezultaty bus skirti normuotosioms erdveéms,
toliau naudosimés tik antruoju kompaktines aibés apibrezimu. Jj, beje, galime uzrasyti
kitais zodziais: metrinés erdvés aibée K C X yra kompaktiné, jei kiekviena jos seka turi
konverguojantj posekj aibéje K. Siuo atveju visi ribiniai elementai priklauso aibei K, todél
ji automatiskai yra uzdara. Toks aibés kompaktiskumo formulavimas daznai sutinkamas

uzsienio autoriy literaturoje, angliSkai yra vadinamas terminu sequential compactness. ([1])
Pagal Heine-Borel teorema, jei X yra baigtinés dimensijos normuota erdvé, tai uzdaras
vienetinis rutulys Bx := Bx(0,1) = {z € X: ||z|| < 1} yra kompaktiné aibé. Sekanti Ryso

lema teigia, kad begalinio matavimo erdvése taip niekada negali buti.



1 Lema (Ryso, [7]). Begalinés dimensijos normuotoje erdvéje X apibréztas uzdaras

vienetinis rutulys Byx néra kompaktiné aibé.

Pastebékime, kad Si Ryso lema dar kartg patvirtina, jog bendruoju atveju aibés apréztu-
mas ir uzdarumas negarantuoja jos kompaktiskumo. Toliau jrodysime svarbig kompaktinés

aibés savybe — pilnuma.
1 Teiginys ([2]). Kompaktiné metriné erdvé yra pilna.

Irodymas. Tegul (X, d) yra kompaktiné metriné erdvé ir (x,) — jos Kosi seka. Kosi
seka yra aprézta, todél remiantis kompaktiskumo apibrézimu seka (x,,) turi konverguojantj

posekj. Bet tada ir pati seka konverguoja. O

Pilna metriné erdvé nebutinai yra kompaktiné — turime patikrinti reliatyvy kompaktisku-
ma. Vis délto, nustatyti, ar is kiekvienos aibés elementy sekos galima isrinkti konverguojantj
posekj, praktikoje gali buti sudétinga. Sekanciame skyrelyje pristatysime kelis alternatyvius
kriterijus, padedancius nustatyti pilny metriniy erdviy reliatyvy kompaktiskuma. Hausdorfo

teorema bus esminé.

2.1.2 Aibés kompaktiskumo kriterijai
Siame skyrelyje (X, d) yra metriné erdvé. Pirmiausia apibrésime e tinklo savoka.

4 Apibrézimas ([2]). Tegul aibé K C X ir ¢ > 0. Aibé N. C X vadinama aibés
K ¢ tinklu, jei kiekvieng x € K atitinka toks x. € N, kad d(z, x.) < e.

1 Teorema (Hausdorfo, [2]). Tarkime, (X, d) yra pilna metriné erdve. Aibé K C X
yra reliatyviai kompaktine tada ir tik tada, kai su kiekvienu ¢ > 0 egzistuoja aibes K

baigtinis ¢ tinklas.!

Vadinasi, pilnos metrinés erdvés aibé yra kompakting, jei ji yra uzdara ir turi € tinkla,
sudarytg i$ baigtinio skaiciaus elementy. Pastaroji aibés savybé kai kuriuose literaturos

saltiniuose dar vadinama visisku apréztumu (angl. total boundedness). ([1], [5]) Vaizdziai

!Ekvivalenéiai, pilnos metrinés erdvés aibé K C X yra reliatyviai kompaktiné tada ir tik tada, kai su
kiekvienu € > 0 egzistuoja aibés K reliatyviai kompaktinis ¢ tinklas, t.y. egzistuoja toks baigtinis poaibis
K. CX, kad d(z, K.) < e suvisais =z € K. ([2])



tariant, aibé K C X yra visiSskai aprézta, jei su kiekvienu ¢ > 0 aibé K yra padengta
baigtine sajunga atviryjy rutuliy su spinduliu e.

Sekantis rezultatas teigia, kad aibés visiskas apréztumas yra butina salyga, kad abst-
rakti metriné erdvé buty kompaktiné. ISvados jrodymui pakanka pasinaudoti 1 Teiginiu ir

Hausdorfo teorema.

3 Isvada ([1]). Tarkime, (X, d) yra kompaktiné metriné erdve. Tada aibé X turi
baigtinj ¢ tinkla.

Atskiru atveju, tiesinése normuotose erdvése Hausdorfo teorema aiskiai atspindi baigtinés
dimensijos idéja. Kiekvienas kompaktinés aibés taskas gali buti aproksimuojamas baigtinio
¢ tinklo tasku. Butent, jei X yra tiesiné normuota erdvé virs skaliary kuno K, K C X —
kompaktiné aibé, N = {z1,...,2,,} —aibés K baigtinis ¢ tinklas, tai aibés N. generuotas

tiesinis apvalkalas
m
tap(N.) = {Zakxk S Xy, X ENG, QL. € K}
k=1

yra erdvés X baigtinés dimensijos poerdvis, o kazkuris jo poaibis aproksimuoja aibe K ¢

tikslumu. Aibés A tiesinio apvalkalo dimensija nevirsija m, t.y. dimtap(N.) < m.

4 Isvada ([2]). Kompaktiné metriné erdvé yra separabili.

Irodymas. Tegul (X, d) yra kompaktiné metriné erdve. Pagal 3 Isvada, su kiekvienu

n € N egzistuoja aibés X baigtinis 1/n tinklas K, = {y%n), ey y,(;:)} Parodysime, kad
aibé
K = |J K,
neN

yra skaiti ir visur tirsta. Kadangi K yra skaiti sagjunga baigtiniy aibiy, tai K yra skaiti.
Dabar imkime ¢ > 0, x € X ir n € N tokj, kad 1/n < e. Aibé K, yra aibés X baigtinis
1/n tinklas, todél atsiras toks y](-n) € K,, C K, su kuriuo d(x,y](-n)) < 1/n < e. Taigi, aibé
K yra visur tirsta. O

Toliau be jrodymo pateiksime ekvivalencias teoremas apie erdviy Cfa,b] ir L,(a,b)

reliatyviai kompaktines aibes.

2 Teorema (Arcela-Askolio, [2]). Aibé K C Cla,b] yra reliatyviai kompaktiné tada
ir tik tada, kai ji yra aprézta ir lygialaipsniskai tolydi, t.y. kiekvieng ¢ > 0 atitinka toks



0 =49d(e) > 0, kad bet kuriai funkcijai f € K

[f(t) = f(s)] <&

kai |s —t| < §.

3 Teorema (Ryso, [2]). Aibé K C Ly(a,b), ¢ia a,b € R, a < b, p > 1, yra reliaty-
viai kompaktiné tada ir tik tada, kai ji yra aprézta ir lygialaipsniskai p-integruojama, t.y.
kiekviena ¢ > 0 atitinka toks § = d(¢) > 0, kad bet kuriai funkcijai f € K

b

[+ m = seprat < -,

a

kai 0 < h < 9.

Sios dvi teoremos yra pladiai taikomos praktikoje sprendziant jvairius uzdavinius. Kaip
pavyzdj parodykime, kad diferencijuojamy uzdarame intervale [a, b] apréztu funkciju aibé su
apréztomis iSvestinémis yra kompaktiné erdvéje Cla, b]. I8 tikrujy, tarkime, kad L, M > 0,
aibé

K = {feCab]: |f(=)]| <L, |f'(x)] < M, Yz € [a,b]}.
Akivaizdu, kad K yra aprézta ir uzdara aibé. Tegul |xr —y| < 9, § = ¢/M. Pasinaudoje

vidutinés reikSmes teorema gauname, kad egzistuoja toks ¢ € [a, b], su kuriuo

[f(@) = )] = [f -yl < M-|z—y|l < M = ¢,

¢ia x,y € la,b], z > y. Pastaroji nelygybé yra teisinga visoms funkcijoms f € K, todél
aibé K yra lygialaipsniskai tolydi. Remiantis Arcela-Askolio teorema, K yra kompaktiné
erdvéje Cla, b]. Suprantama, kad aibé K nebuty reliatyviai kompaktine, jeigu ja sudarancios
funkcijos arba ty funkcijy iSvestinés buty neapréztos.

Panasiai samprotaujant galima jrodyti, kad aibés

Ky = {f € C0.1]: |£(0)]+ max [f'(2)] < 1, Va € [0,1]),

z€[0,1]

Ky = {feCl0,1]: ]f(O)\Jr/OlIf(x)\dx < 1, Vo e 0,1}

yra kompaktinés erdvéje C|0, 1].
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2.2 Kompaktiniai operatoriai

Siame skyriuje apzvelgsime svarbia tiesiniy tolydziyjy operatoriy klase — kompaktinius
operatorius. Kaip matysime, kompaktiniai operatoriai yra tam tikra prasme panasus j baig-
tinés dimensijos erdvése veikiancius operatorius (panasiai kaip normuoty erdviy kompaktinés
aibés yra ,beveik“ baigtinés dimensijos). Svarbi kompaktiniy operatoriy klasé yra Hilberto

Smito operatoriai, kuriuos detaliau nagrinésime praktinéje darbo dalyje.

2.2.1 Kompaktinio operatoriaus sgvoka

Tegul E, F yra tiesinés normuotos erdvés vir§ to paties skaliary kuno K, L(E, F) —

tiesiniy tolydziyju (apréztuyju) operatoriy 7' : E — F tiesiné erdve.

5 Apibrézimas ([3]). Tiesinis operatorius 7 : E — F vadinamas kompaktiniu, jei su

kiekviena apréztaja aibe A C E aibé T'(A) yra reliatyviai kompaktine.

Kitaip tariant, operatorius 1" € L(E, F) yra kompaktinis, jei su kiekviena apréztaja seka
(x,) C E seka (T'z,) C F turi konverguojantj posekj. Pastebékime, kad kompaktinio ope-
ratoriaus apibrézime vietoje apréztyjy aibiy pakanka nagrinéti aibés E kokj nors vienetinj
rutulj. IS tiesy, tiesinis operatorius 7T : [E — F yra kompaktinis tada ir tik tada, kai jis aibe
Bg = {x € E: ||z|| <1} atvaizduoja j reliatyviai kompaktine aibe. Sio teiginio jrodymas
yra pateiktas B. P. Rynne ir M. A. Youngson knygoje [4].

Kompaktinis operatorius ekvivalenciai dar gali buti apibréziamas jvedant prekompaktinés
aibés? (angl. precompact set) savoka. Sakoma, kad metrinés erdvés aibé K yra prekompak-
tiné, jei jos uZdarinys K yra kompaktiné aibé. ([7]) Tada teisingas sekantis kompaktinio

operatoriaus apibrézimas.

5% Apibrézimas ([7]). Tiesinis operatorius 7" : E — F vadinamas kompaktiniu, jei su

kiekviena apréztaja aibe A C E aibé T(A) yra prekompaktiné.

Ekvivalentumo grodymas. Tegul T : E — F yra tiesinis operatorius ir su kiekviena

apréztaja aibe A C E aibée T(A) C F yra reliatyviai kompaktine. Tegul (y,) C T(A)

yra bet kokia seka. Tada su visais n € N, egzistuoja tokie elementai z, € A, kad

1

|lyn—Tx,| <n~', daseka (x,) yraaprézta, nes A —aprézta aibé. Kadangi seka (Tx,) turi

konverguojantj posekj, tai seka (y,) turés konverguojantj posekj su ribiniu tasku uzdarinyje

T(A). Kadangi seka (y,) pasirinkome bet kokia, tai aibé T(A) yra kompaktine.

2Dalis autoriy vietoje prekompaktinés aibés termino naudoja ta pacia reliatyvaus kompaktiskumo savoka.
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Dabar tarkime, kad su kiekviena apréztaja aibe A C E aibé T(A) C F yra prekom-
paktiné. Tuomet su kiekviena aprézta seka (z,) C A seka (T'z,) guli kompaktinéje aibéje,

taigi, (Tx,) turi konverguojantj poseki. T.y. aibé T(A) yra reliatyviai kompaktine. O

E. Kreyszig knygoje [1] jrodoma, kad bet kuri metrinés erdvés (nebutinai pilnos) pre-
kompaktiné aibé yra visiskai aprézta, t.y. su kiekvienu e > 0 turi baigtinj ¢ tinklg.® Kita
vertus, jei metrinés erdvés aibé K yra reliatyviai kompaktine, tai jos uzdarinys K yra
kompaktiné aibé. Pagal 3 I§vada Zinome, kad aibei K egzistuoja baigtinis e tinklas. Ta-
¢iau K C K, taigi, aibée K irgi turi baigtinj e tinkla. Vadinasi, 3 I§vada i$ tiesy galima
susilpninti nereikalaujant reliatyviai kompaktinés aibés uzdarumo.

Kompaktinis operatorius anksc¢iau buvo vadinamas visiskai tolydziu (angl. completely
continuous) operatoriumi. ([1]) Sis pavadinimas buvo motyvuojamas tuo, kad tiesinis kom-
paktinis operatorius visada yra tolydus (apréztas). Isties, tiesiniy kompaktiniuy operatoriy
T:E — F aibe pazyméje K(E, ) ir prisimine, kad reliatyviai kompaktiné aibé yra aprézta
(2 Isvada), turime K(E, F) C L(E, F). Irodysime, kad aibé K(E, F) i$ tikryju yra erdvés
L(E, F) tiesinis poerdvis.

2 Teiginys ([4]). Aibé K(E, F) yra tiesiné ir uzdara erdvéje L(E, F).

Irodymas. Aibés K(E, F) tiesiskumas erdvéje L(E, F) jrodomas paprastai, todél sia
teiginio dalj praleisime. [sitikinsime aibés K(E, F) uzdarumu. Tegul seka (7)) C K(E, F)
yra tokia, kad T,, — T erdvéje L(E, F). Tada kiekvieng ¢ > 0 atitinka toks n € N, kad
| T, — T| < e. Vadinasi, su visais & € Bg teisingas jvertis |7,z — Tx | < e. Si nelygybé
rodo, kad T,,(Bg) yra prekompaktinis aibés T'(Bg) ¢ tinklas. Kadangi € > 0 yra bet koks,
tai aibe T'(Bg) yra prekompaktine. Taigi, 7" € K(E, IF). O

Sekantys rezultatai paaiskina, kodél kompaktiniai operatoriai yra panasus j baigtinés
dimensijos erdvése veikianc¢ius operatorius. Priminsime, kad tiesinis operatorius 7 : E — F

vadinamas baigtiniamaciu (baigtinio rango), jei dim R(7") < oo.

3 Teiginys ([4]). Tarkime, T € L(E, F). Teisingi Sie teiginiai:
(1) Jei T yra baigtiniamatis, tai 7" yra kompaktinis.

(2) Jei dimE < oo arba dimF < oo, tai T' yra kompaktinis.

3Ekvivalenciai, jei metrinés erdveés aibé K C X yra prekompaktiné, tai su kiekvienu ¢ > 0 egzistuoja
aibés K prekompaktinis e tinklas. ([7])
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Irodymas. (1) Baigtiniamacio operatoriaus 17" € L(E, F) vaizdas T(Bg) yra aprézta
aibé baigtinés dimensijos erdvéje R(T) C F. Pagal Heine-Borel teorema tiesinéms normuo-
tosioms erdvéms, Siuo atveju apréztumas ir reliatyvus kompaktiskumas yra ekvivalentus.

(2) Jei dimE < oo, tai dim R(7T) < dimE, taigi, 7' yra kompaktinis pagal teiginio
pirma punkta. Jei dimF < oo, tai butinai dim R(7T) < oo, kadangi R(T) C F. Taigi,

gauname ta pacig isvada. O

4 Teiginys ([7]). Tarkime, operatoriy 7' € L(E, F) galima aproksimuoti baigtinio rango
operatoriy seka 7T, € L(E, F), t.y. ||T,, — T|| — 0, kai n — oco. Tada T yra kompaktinis.

Remiantis 3 Teiginiu ir 4 Teiginiu, akivaizdu, kad kompaktiniy operatoriy klasé yra natu-
ralus baigtinio rango operatoriy klasés apibendrinimas begalinés dimensijos atveju. Dél Sios
priezasties kompaktiniy operatoriy teorija daugeliu atzvilgiy yra panasi j baigtinés dimensi-
jos erdvése apibrézty operatoriy teorija. Tai matyti ir iS sekancio rezultato, kuris tiesiogiai

isplaukia i$ 4 Teiginio.
5 Teiginys ([4]). Jei tiesinis operatorius T € K(E, F), tai R(T) yra separabili aibe.

Kiekvieno baigtiniamacio operatoriaus reiksmiy sritis yra separabili aibé. Todél jei baig-
tinio rango operatoriy seka (7)) konverguoja i operatoriy 7', tai sekos (7},) riba irgi turés
separabilia reiksmiy sritj. Vadinasi, net jei aibé E yra ,didelé“ (neseparabili), kompaktinio

operatoriaus T : E — F reikSmiy sritis yra visuomet ,maza‘“ (separabili).

2.2.2 Kompaktiniy operatoriy savybeés
Tegul E, F, G yra tiesinés normuotos erdvés virs to paties skaliary kuno K.

6 Teiginys ([4]). Jei S € L(E, F), T € L(F, G) ir bent vienas i operatoriy 7', S yra

kompaktinis, tai tiesiné kompozicija T o S € L(E, G) yra kompaktinis operatorius.

Irodymas. Tegul (z,) C E yra aprézta seka. Jei S € L(E, F) yra kompaktinis, tai
egzistuoja toks posekis (zny) C (), kad (Sz,()) konverguoja. Operatorius T tolydus,
todel seka (T'Sx,(y)) taip pat konverguoja. Taigi, T0S € L(E, G) yra kompaktinis. IS kitos
puses, jei S yra tolydus, tai seka (Sz,) aprézta. Kadangi T € K(F, G), tai egzistuoja
toks posekis (Sx,¢y) C (Szy), kad (T'Sx,)) konverguoja. Gauname tg pacia isvada. O
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Pagal 3 Teiginj, jei E yra baigtinés dimensijos erdvé, tai tapatingasis operatorius
Iz : E — E, Igx = x yra kompaktinis. Galima jsitikinti, kad jei E yra begalinés dimensijos

erdvé, Sis teiginys niekada néra teisingas.

7 Teiginys ([7]). Tegul E yra begalinés dimensijos normuota erdvé. Tada tapatingasis
operatorius Ig néra kompaktinis. Bendruoju atveju, bet kuris izomorfizmas T : E — F

néra kompaktinis.

Irodymas. Pirmosios teiginio dalies jrodymui pakanka pasinaudoti Ryso lema. Jrody-
sime antraja teiginio dalj. Tarkime, izomorfizmas T : [E — F yra kompaktinis, ¢ia E yra
begalinés dimensijos. Tuomet pagal 6 Teiginj tapatingasis operatorius Iz = Tt o T irgi yra

kompaktinis. Gauta prieStara jrodo tvirtinima. O]

Vadinasi, operatorius Ig yra kompaktinis tada ir tik tada, kai dim(E) < co. Is 6 Teiginio
ir 7 Teiginio pastebékime kitg svarbia iSvada. Sakoma, kad tiesinis operatorius 7' : E — F
yra apver¢iamas, jei jis turi atvirkstinj atvaizdj T-! : F — E tokj, kad T"'oT = Iy ir
ToT ! = Ip. ([3]) Pagal 6 Teiginj, jei T € K(E, F) buty apverciamas, tai tapatingasis
operatorius [Ig buty kompaktinis. Taciau jei E yra begalinés dimensijos, pagal 7 Teiginj

taip negali buti. Taigi, teisingas Sis rezultatas.

5 Isvada ([4]). Tarkime, E yra begalinés dimensijos normuota erdvé ir operatorius

T € K(E, E). Tada T néra apveréiamas.

2.2.3 Jungtiniy operatoriy kompaktiskumas

Kompaktiniai jungtiniai operatoriai atlieka svarby vaidmenj Fredholmo teorijoje ir dél
to yra reikalingi apibréziant kompaktinio operatoriaus, veikianc¢io Banacho erdvéje, spektra.
Sio skyrelio pagrindiniu rezultatu yra laikoma vadinamoji Sauderio teorema apie jungtinio
operatoriaus kompaktiskuma. Pirmiausia apibrésime tiesinio tolydziojo operatoriaus jungti-
nio operatoriaus savoka atskirai Banacho ir Hilberto erdvése.

Tegul E, F yra Banacho erdvés, E* F* — atitinkamos jungtinés erdves, f € F* ir
T € L(E, F) toks, kad operatoriaus 1" apibrézimo sritis D(7) = E. Funkcionalo f reikSme
taske x zymékime simboliu (f, z), t.y. (f, ) = f(z).

6 Apibrézimas ([3]). Atvaizdis T* : F* — E*, apibréztas lygybe (T*f, z) = (f, Tz),

f eF*, z €K, vadinamas operatoriaus 7’ jungtiniu operatoriumi.
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Yra zinoma, kad jei T € L(E, F), tai T € L(F*, E*) ir ||T*|| = ||T]|. ([3]) Be to,

kiekvieng operatoriy 7' atitinka vienintelis jungtinis operatorius 7.

Dabar tarkime, kad H yra Hilberto erdvé su skaliarine daugyba (-,-), 7" € L(H), y € H.

7 Apibrézimas ([3]). Atvaizdis T* : H — H, turintis savybe (Tz, y) = (x, T*y),

x, y € H, vadinamas operatoriaus 7" Hilberto erdveés jungtiniu operatoriumi.

8 Apibrézimas ([3]). Tiesinis tolydus operatorius 7' : H — H vadinamas savijungiu,

jei T = T* t.y. kai (Tx,y) = (x, Ty) su visais z, y € H.

Svarbu pabrézti, kad savijungiai operatoriai yra apibréziami tik Hilberto erdvése veikian-
tiems operatoriams. Kai kuriuose literaturos saltiniuose savijungis operatorius dar vadina-
mas Ermito operatoriumi. ([1], [5]) Toks suteiktas pavadinimas yra logiskas, nes jungtiniai
operatoriai iS esmés yra matricos transponavimo tiesinéje algebroje apibendrinimas, o savi-
jungiai operatoriai savo ruoztu yra simetrinés Ermito matricos atitikmuo begalinés dimen-
sijos atveju. Dél Sios priezasties savijungj operatoriy T € L(H) yra patogu nagrinéti per
jo kvadrating forma f(z) = (Tz, z), x € H. ([7]) Akivaizdu, kad 8i kvadratiné forma yra
realioji, t.y. f(z) € R su visais # € H. Be to, kvadratiné forma operatoriu 7' apibreézia

vieninteliu budu.

Sekanti lema teigia, kad tolydaus operatoriaus branduolys ir jo jungtinio operatoriaus
reikSmiy sritis yra dualus Hilberto erdvése. Lema yra svarbi jrodant Fredholmo teorijos
teiginius.

2 Lema ([5]). Tegul T € L(H). Teisingi Sie sarysiai:

(1) ker T = R(T*)*;
(2) kerT* = R(T)*.

Dabar be jrodymo pateiksime minétaja Sauderio teorema apie jungtinio operatoriaus
kompaktiskuma. Kadangi Hilberto erdvé yra kartu ir Banacho, naturalu, kad Sauderio

teorema teisinga ir Hilberto erdvés jungtiniams ir savijungiams operatoriams.

4 Teorema (Sauderio, [3]). Jeierdvé F yra Banachoir T € L(E, F), tai T € K(E, F)
tada ir tik tada, kai T* € K(F*, E*).
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2.3 Kompaktiniy operatoriy spektras

Tiesinio operatoriaus, veikiancio baigtinés dimensijos erdvéje, spektriné teorija iS esmés
yra tikriniy reikSmiy radimo uzdavinys baigtinéms matricoms. ISties, iS tiesinés algebros
zinome, kad bet kurj baigtinés dimensijos kompleksinéje erdvéje veikiantj tiesinj operatoriy
T : C* — C" galima uzrasyti baigtinio rango kvadratine matrica. Tuomet tiesiné lygtis
Tx = Ax yra tapatinga lygciai Ax = Az, ¢ia A yra tiesinj operatoriy 7T atitinkanti
kvadratiné matrica, x € C", A € C. Sakoma, kad tiesinio operatoriaus T spektrg sudaro
tokie skai¢iai A, su kuriais lygtis Az = Az turi nenulinius sprendinius z. Siuo atveju
skaicius A € C yra vadinamas operatoriaus T tikrine reikSme, o sprendinys = € C" —
operatoriaus T tikriniu vektoriumi, atitinkanciu tikrine reiksme .

Siame skyriuje apibendrinsime spektro savoka tuo atveju, kai erdveé, kurioje veikia tiesinis
operatorius, gali buti bet kurios dimensijos. Detaliau apzvelgsime kompaktinio operatoriaus

spektrinj iSdéstyma.

2.3.1 Pagrindinés spektrinés teorijos savokos

Tegul E Zymi begalinés dimensijos tiesing normuota erdve vir§S skaliary kuno K,
T : E — E yra tiesinis tolydus operatorius. Nagrinékime tiesine lygti T'r = Az, dia
reE, ek

9 Apibrézimas ([7]). Skaic¢ius A € K yra operatoriaus 17" € L(E) reguliarioji reiksme,
jei tiesinis tolydus operatorius T — A yra apverciamas, t.y. (T — A)~! € L(E). Visos
likusios A € K reiksmeés vadinamos spektro taskais. Reguliariyjy reikSmiy aibé vadinama

operatoriaus T rezolventine aibe ir yra Zymima p(7T). Operatoriaus T spektru vadinama
aibe o(T) = K\p(T).

Begalinés dimensijos atveju operatorius T — Al gali neturéti tiesinio tolydaus atvirks-
tinio operatoriaus dél jvairiy priezasciy. Atsizvelgiant j tai, operatoriaus T spektras yra

skirstomas j kelias rusis.

10 Apibrézimas ([3]). Operatoriaus 7' € L(E) spektras skirstomas :
« taskinj spektra

0,(T) = {AN€a(T): (T —\)" neegzistuoja};
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o tolydyji spektra

0.(T) = {\€o(T): (T —XI)™"! egzistuoja, yra netolydus,
o aibé R(T — AI) yra visur tirSta};

« likutinj spektra

0.(T) = {\€a(T): (T —\)~" egzistuoja, yra netolydus,
o aibé R(T — AI) néra visur tirsta}.

Operatoriaus T € L(E) tikrinémis reikSmémis vadinsime visus skai¢ius A € K, priklau-
sancius operatoriaus 7' taskiniam spektrui o,(7"). Kitaip tariant, A € K yra operatoriaus
T € L(E) tikriné reiksmeé tada ir tik tada, kai egzistuoja toks nenulinis elementas z € E,
kad T'r = Az. Kiekvieng tokj nenulinj x, kuriam teisinga si lygybe, vadinsime operatoriaus
T tikriniu elementu, atitinkanciu tikrine reiksme A.

Kadangi spektras negali buti tuscias ([7]), tai baigtinés dimensijos erdvéje apibréztas tiesi-
nis operatorius 7T visada turi tikriniy reikSmiy, o jo spektras yra grynai taskinis:
o(T) = 0,(T). Bendruoju atveju, kai E yra begalinés dimensijos normuota erdve virs kiino

K, operatoriaus T € L(E) spektras yra uzrasomas nesikertanéia sajunga
o(T) = 0,(T)Uo.(T)Uo,.(T),

skaliary kuinas K = o(T) U p(T).

Begalinés dimensijos atveju operatoriaus 7' € L(E) spektriné teorija is esmeés yra ope-
ratoriaus 7' — Al apverdiamumo tyrimas. Operatorius 7' — Al yra apverciamas (turi at-
virkstinj), jeigu T — A yra injektyvus, t.y. ker(T — AI) = {0}. Remiantis Siuo faktu ir
operatoriaus rezolventinés aibeés bei spektro apibrézimais, isskirkime tokius atvejus:

(1) Jei T — AI néra injektyvus, t.y. ker(T'— M) # {0}, tai operatorius 7" — Al néra
apverciamas. Toks A yra operatoriaus 7' tikriné reikSme.

(2) Jei T'— I yra injektyvus (todél apverciamas), bet néra siurjektyvus, t.y. R(T—\I) #
E, tai toks A priklauso operatoriaus T tolydziajam arba likutiniam spektrui.

(3) Jei operatorius T — Al yra injektyvus ir siurjektyvus (bijektyvus), tai butinai
ker(T'— AI) = {0} ir R(T' — AI) = E. Be to, pagal Banacho teorema apie atviraji
atvaizdi, (T — A\I)~* € L(E). Siuo atveju A yra operatoriaus T € L(E) rezolventinés

aibés taskas.
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8 Teiginys ([3]). Tarkime, 7" € L(E) ir Ay,...,\, yra skirtingos operatoriaus 7'
tikrinés reikSmes. Tada Sias reikSmes atitinkantys tikriniai elementai x1,...,x, yra tiesiskai

nepriklausomi.

11 Apibrézimas ([3]). Tarkime, 7" € L(E). Aibé N, = ker(T' — A\I) vadinama
operatoriaus 7' tikriniu poerdviu, atitinkan¢iu tikrine reiksme \. Sio poerdvio dimensija

vadinama tikrinés reiksmeés M\ kartotinumu.

Tikrinio poerdvio savoka bus reikalinga nagrinéjant kompaktinio operatoriaus spektra.
Kitais zodziais tariant, aibe N, sudaro erdvés [E nulis ir visi operatoriaus 7' tikriniai

elementai, atitinkantys tikring reikSme A. Taigi, x € N, tada ir tik tada, kai Tz = Az.

2.3.2 Kompaktiniy operatoriy spektrinis isdéstymas

Kaip jau issiaiSkinome, begalinés dimensijos erdvéje veikiancio tiesinio tolydaus opera-
toriaus T' spektras gali buti sudarytas is visy trijy dedamuyjy daliy — taskinio, tolydziojo
ir likutinio spektro. Taciau jei tiesinis operatorius yra kompaktinis, jo spektriné teorija ge-
rokai supaprastéja ir netgi tampa panasi | baigtinés dimensijos erdveje veikiancio tiesinio
operatoriaus spektrine teorija. Sio skyrelio pabaigoje jrodysime, kad kompaktinio operato-
riaus, apibrézto Banacho erdvéje, spektras yra palyginti paprastas — ji sudaro erdveés nulis ir

taskinis spektras.

Tegul E yra begalinés dimensijos normuota erdvé virs skaliary kuno K, 7 : E — E

yra kompaktinis operatorius.
9 Teiginys ([7]). Jei T : E — E yra kompaktinis, tai 0 € o(T).

Irodymas. Tarkime priesingai: operatorius 7' € K(E) ir 0 ¢ o(T). Tada 0 € p(T),
taigi, egzistuoja operatoriaus 7' atvirkstinis 7! ir T'T = I yra kompaktinis operatorius.

Gavome priestara 7 Teiginiui. O]

Jei tiesinis operatorius 7' : [E — E buty apibréztas baigtinés dimensijos erdvéje E, tai
butinai galioty implikacija: jei 0 ¢ o(T), tai 0 € p(T). Tuo atveju, kai dimE = oo, o
operatorius T € L(E) yra kompaktinis, tai erdvés nulis visada priklauso 7' spektrui ir visi

trys variantai yra jmanomi:

0 € o,(T), 0 € o.(T), 0€o.(T).
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Toliau sakykime, kad A # 0. Bendruoju atveju kompaktinis operatorius, veikiantis bega-
linés dimensijos erdvéje, gali ir neturéti nenuliniy tikriniy reikSmiy. Pavyzdziui, B. P. Rynne
ir M. A. Youngson knygoje [4] irodoma, kad Voltero operatorius 71" : Lo(0,1) — Ly(0,1) yra
kompaktinis ir jo spektrg sudaro vienintelé tikriné reikSme \ = 0. Vis délto, jei kompaktinis

operatorius turi nenuliniy tikriniy reiksmiy, apie jas galima kai ka jdomaus pasakyti.

5 Teorema ([3]). Operatoriaus 7' € K(E) tikrinio poerdvio N,, atitinkancio tikrine

reikSme A, dimensija yra baigtiné.

Irodymas. Tegul S\, = {x € N, : ||z|| < 1} Zymi aibés N, uzdara vienetinj rutulj
ir nagrinékime aprézta seka (z,) C Sy. Kadangi T yra kompaktinis, tai is sekos (T'z,)
galime isrinkti konverguojantj poseki, pazymékime ji (7T'z,). Kadangi
1

x, = —1Tx,

A

su visais n > 1, tai konverguoja ir posekis (x,/). Bet tada ir pati seka (z,) konverguoja.
Taigi, gauname, kad bet kuri aibés S, aprézta seka yra reliatyviai kompaktiné. Remiantis
1 Isvada, dim(N,) < oco. O

Dabar apibrésime kompaktinio operatoriaus, veikiancio begalinés dimensijos normuotoje
erdvéje E, taskinj spektrg. Sekancios teoremos jrodymas remiasi pagalbiniu teiginiu, daznai

vadinamu Ryso lema apie beveik statmenj.

3 Lema ([2]). Tegul E yra tiesiné normuota erdve, Fy C E — uzdaras tiesinis poaibis,
nesutampantis su [E. Kiekvienam ¢ > 0 erdvéje E egzistuoja toks elementas y. € E, kad

lyell =1 ir ||z — y.|]| > 1 — ¢ su visais x € Fy.

6 Teorema ([3]). Tarkime, 7" € K(E). Tada kiekviena ¢ > 0 gali atitikti tik baigtinis
skaic¢ius tikriniy reiksmiy, tenkinané¢iy nelygybe |A| > e. Be to, operatoriaus T tikriniy
reikSmiy aibé o0,(7") yra baigtiné arba skaiti. Jei ji skaiti, tai tikriniy reiksmiy seka turi

vienintelj ribinj taska A = 0.

Irodymas. Tarkime priesingai: egzistuoja toks € > 0 ir seka (\;) skirtinguy tikri-
niy reiksmiy, kad |[\g| > ¢, £ = 1,2,.... Tikriniy elementy, kuriuos apibrézia lygybes
Tx, = My, n €N, seka (z5) yra tiesiSkai nepriklausoma (8 Teiginys).

Nagrinékime erdvés E poerdvius E, = tap{zy,...,z,}, n € N. Tada E; C Ey C ... ir

kiekvienas elementas x € F),, gali buti uzrasomas tiesine kombinacija * = ajx1+...+a,x,.
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Pazymeékime operatoriy 7Ty := T — Al. Pasinaudoje lygybe T'z; = \;x;, gauname
T)\nl’ e Oél()\l — )\n)l’l + ...+ Oén—l()\n—l — /\n)mn—l € FE,

su visais x € FE,. Poerdviai F, yra uzdari, todél, remiantis 3 Lema, egzistuoja erdvés E
elementy seka (y,), tenkinanti salygas: v, € E,, ||lynll = 1, |z — ya|| > 1/2 su visais
xr € E,_1,n > 1. Kadangi operatorius T yra kompaktinis, o seka (y,/)\,) aprézta, tai seka
(Tyn/\,) turi konverguojantj posekj.

Tegul m > n. Nagrinékime skirtuma

T(n/An) = T/ M) = v = (Th, (i:) LT (g:)) S

Pagal jrodytus sarysius turime

Ym Yn
T (22) € By, T()eEncEm,
w Am) 1 . 1

taigi, elementas y € E,,_;. Pritaike 3 Lema, gauname

1T (Y /Am) =T (yn/ Al = Nym — gl > 1/2.

Si nelygybé rodo, kad seka (T(y,/),)) neturi jokio konverguojancio posekio. Taciau
taip negali buti, nes T yra kompaktinis. Gavome priestara pradzioje darytai prielaidai.
Tai, kad A = 0 yra vienintelis tikriniy reikSmiy sekos ribinis taskas, iSplaukia is kg tik

irodyty rezultaty. O]

Taigi, jei normuotoje erdvéje veikiantis kompaktinis operatorius turi be galo daug tikriniy
reiksmiy, tai jas galime uzrasyti seka, konverguojancia j nulj.

Toliau tarkime, kad E yra begalinés dimensijos Banacho erdve, T' € L(E) yra kompak-
tinis operatorius, 7% € L(E*) — jo jungtinis. Remiantis Sauderio teorema, 7% € L(E*) taip
pat yra kompaktinis. Be jrodymo pateiksime pagrindinj Fredholmo-Ryso-Sauderio teorijos

teiginj.

7 Teorema ([3]). Tegul E yra Banacho erdve, T € K(E). Sie tvirtinimai ekvivalentiis:
« R(T—\) = E;
« R(T* - \I) = E~;
o ker(T'— M) = {0};
o ker(T* — \I) = {0}.
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IS pateikty sarysiy gauname, kad jei T € K(IE), tai operatorius T'— A\l yra injektyvus
tada ir tik tada, kai T'— A yra siurjektyvus. Ta pati iSvada galioja ir operatoriui 7™ — \I.
Kitas rezultatas, kurj gauname i§ 7 Teoremos, pateiktas sekancioje isvadoje. Cia briiksnys

vir§ o(T') Zymi operatoriaus T spektro jungtines reikSmes.

6 Isvada. Tegul T* € L(E*) yra operatoriaus 7' € K(E) jungtinis operatorius. Tuomet

o(T) = o(T™).

Bitent, jei A\ ¢ o(T), tai operatorius 7' — A yra apverciamas. Bet tada ir T — A\
apveréiamas, o tai reiskia, kad \ ¢ o(T™*). Taigi, pateikta iSvada yra teisinga. Be to, jei T

yra savijungis operatorius, tai butinai o(7") = o(T™).

Toliau pateiksime Banacho erdvéje E apibrézto kompaktinio operatoriaus bendraja
spektro israiska. Erdvés E pilnumas ¢ia yra esminé salyga, kadangi ji leidzia pasinaudoti

Fredholmo-Ryso-Sauderio teorema.

10 Teiginys ([7]). Tegul T € K(E) yra kompaktinis operatorius, apibréztas Banacho
erdvéje E. Tada o(T) = 0,(T) U {0}.

Irodymas. Jau jrodéme, kad 0 € o(T). Tarkime, kad A € o(T), A # 0. Pagal
7 Teorema, arba 1" — Al néra injektyvus (tada A € 0,(7")), arba T'— AI yra injektyvus ir
siurjektyvus (bijektyvus). Pastaruoju atveju pagal Banacho teorema apie atviraji atvaizdj,

atvirkstinis operatorius (7'— AI)~! yra tolydus, vadinasi, A ¢ o(7T'). Teiginys jrodytas. [

Taigi, jei T' € K(E), tai kiekvienas operatoriaus T' spektro taskas A # 0 (jei jis egzis-
tuoja) yra operatoriaus 7' tikriné reiksmé. Kompaktinio operatoriaus 7' taskinis spektras
0,(T) gali buti ir tuséia aibe, taciau pats spektras o(7") niekada nebus tuscias: kaip jau
issiaiskinome, A = 0 visada yra kompaktinio operatoriaus spektro dalis. Be to, nulis yra
vienintele \ € K reiksmeé, galinti priklausyti kompaktinio operatoriaus likutiniam arba to-
lydziam spektrui.

Uzbaigiant §j skyriy, sakykime, kad kompaktinis operatorius 1" yra apibréztas separabi-
lioje begalinés dimensijos Hilberto erdvéje. Be jrodymo pateiksime sekancia teorema, kuri

daznai yra vadinama kompaktinio savijungio operatoriaus spektrine teorema.

8 Teorema (Hilberto-Smito, [7]). Tarkime, 7' € L(H) yra kompaktinis savijungis
operatorius, apibréztas separabilioje Hilberto erdvéje H. Tada egzistuoja erdvés H ortonor-

muotoji bazé (1), sudaryta is operatoriaus 7' tikriniy elementy.
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Hilberto-Smito teorema leidzia kompaktinius savijungius operatorius 7' € L(H) uzrasyti
diagonalia forma, panasiai kaip Ermito matrica baigtinés dimensijos atveju. Sakykime, ()
yra begalinés dimensijos Hilberto erdvés H ortonormuotoji baze, sudaryta is operatoriaus
T tikriniy elementy, T, = A\,. Kiekviena separabili Hilberto erdvée H yra izometriskai
izomorfiné erdvei ¢y ([4]), todél jei (ex) yra erdvés fy standartiné bazé, tai operatorius
T : Uy — 0y yra apibréziamas formule T'ep = \gey. Ekvivalenciai, T((xx)32;) = (Aexr)7,
su kiekvienu vektoriumi x € /5.

Kita vertus, jei (¢) —erdvés H ortonormuotoji bazé, sudaryta i kompaktinio savijungio
operatoriaus 7' tikriniy elementy, tai kiekvienas elementas x € H yra atitinkamos Furjée

eilutés suma, t.y.

k=1

Veikdami §j elementg operatoriumi 7', gauname israiska

Ty = Z )\k<ZL‘7 ¢k>¢k» r € H.
k=1
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3 Praktiné dalis

Sioje praktinéje darbo dalyje nagrinésime Hilberto Smito operatorius. Tegul H yra
begalinés dimensijos separabili Hilberto erdvé su ortonormuota baze (e,). Tiesinis tolydus

operatorius 7 : H — H vadinamas Hilberto Smito operatoriumi, jei tenkinama salyga

i | Te,||* < oc. (3.1)
n=1
Apie Hilberto Smito operatorius yra Zinomi sie faktai ([4]):
« Hilberto Smito operatoriaus apibrézimas nepriklauso nuo erdvés H ortonormuotos
bazés pasirinkimo.
» Operatorius 7' € L(H) yra Hilberto Smito tada ir tik tada, kai jo jungtinis operatorius
T* yra Hilberto Smito.
o Jei T € L(H) yra Hilberto Smito operatorius, tai 7' yra kompaktinis.

Uzdavinys 1
Tegul operatorius T : by — Uy yra apibréztas lygybe
sz((),xl,x;,...,x",..), x=(x1, Ta, ...) € Llo. (3.2)
n

Irodysime, kad T yra kompaktinis operatorius ir surasime jo spektrg.

Akivaizdu, kad operatorius T, apibréztas (3.2) lygybe, yra tiesinis tolydus operatorius.
Parodysime, kad T' yra kompaktinis. Ta galima atlikti dviem budais: jrodant, kad T" yra
Hilberto Smito operatorius, arba naudojantis kompaktinio operatoriaus apibrézimu. Pade-

monstruosime abu jrodymo budus.

Pagal Hilberto Smito operatoriaus apibrézima uztenka patikrinti, kad operatorius 7,
apibréztas separabilioje Hilberto erdvéje ¢, su ortonormuota baze (e, ), tenkina salyga (3.1).

Nagrinékime erdvés ¢y standarting ortonormuota baze (e,, n € N), dia
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Tuomet

00 S| 7T2
S Te* =3 = = — < .
nle enH n:ln2 6

Vadinasi, (3.2) lygybe apibréztas 7' yra Hilberto Smito operatorius ir todél kompaktinis.

Dabar operatoriaus 7' kompaktiskuma jrodysime naudojantis apibrézimu. Pagal 4 Tei-
ginj, pakanka rasti tokig baigtinio rango tiesiniy tolydziy operatoriy seka, kuri konverguoja

i operatoriy 7. Nagrinékime operatoriy seka T}, : fo5 — {5 tokia, kad su visais k € N

0, n=1,
(Tp ), = et n <k,
, n > k.

Akivaizdu, kad T}, yra tiesiniai tolydus operatoriai su baigtiniu rangu, dim R(T}) =
k—1, Vk € N. Parodysime, kad taip apibrézta operatoriy seka konverguoja j operatoriy 7'

Su visais x € {5 turime

o0 2 o0
(T —T)z|* = 3 <M> <K Yl < B2l

nekt1 \T0 T 1 n=k-+1

Isplaukia, kad .
E7
taigi, |7y —T'|| — 0, kai k — oo. Vadinasi, remiantis 4 Teiginiu, (3.2) lygybe apibréztas

operatorius 71" yra kompaktinis.

1T, =T <

Suraskime operatoriaus T spektra. IS 9 Teiginio zinome, kad 0 € o(T"). Nagrinékime
operatoriaus T taskinj spektra. Sakykime, A\ € C yra (3.2) lygybe apibrézto operatoriaus
T tikriné reikSmé, atitinkanti nenulinj tikrinj elementg = € ¢5. Tada

(0, T, ﬁ, ce ﬁ, ) = (Axy, AT9, Axg, ..y ATpq, oo . ).
2 n

Jei A =0, tai desinioji lygybés pusé yra nulinis vektorius, vadinasi, 1 = x5 = ... = 0.
Gauname priestara, todél o,(T") # A = 0. Dabar tarkime, kad X # 0. Kadangi Az; = 0,
turime x; = 0. Toliau, kadangi Axy = x; = 0, tai xo = 0. Tesdami §j procesy jsitikiname,
kad x1 = 2o = ... = 0, o tai vélgi priestarauja prielaidai, kad tikrinis elementas x € /5
yra nenulinis. Vadinasi, operatorius 7T, apibréztas (3.2) lygybe, tikriniy reiksmiy neturi,
t.y. 0,(T) = 2.
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Lieka patikrinti, kuriam spektrui priklauso erdvés nulis. Tegul A = 0. Pastebékime, kad
visy vektoriy x € R(T') pirmoji koordinaté yra 0. Todél, imant elementa e; = (1, 0, 0, ...),
su visais = € R(T) yra teisinga nelygybeé

|z — el =1

Taigi, radome erdveés /5 elementg, kurio negalime aproksimuoti jokiu elementu is reikSmiy
aibés R(T). I8 ¢ia seka, kad aibé R(T') néra tirsta erdvéje fo. Vadinasi, 0 € 0,.(T), o (3.2)

lygybe apibrézto operatoriaus spektra sudaro vienintelis elementas, butent, o(7") = {0}.

Uzdavinys 2

Tegul operatoriai T, L : ly — Ly yra apibrézti lygybémis

To XT3
Tx = (:1:1, —=, ,...), Lz = (xq, x3, 4, ...),
273
cia © = (xy1, Ta, T3, ...) € ly. [rodysime, kad kompozicija T o L yra kompaktinis operato-

rius ir rasime jo spektrq.

Pirmiausia pastebékime, kad L yra tolydus operatorius, bet néra kompaktinis. Butent,
jei R : {y — {5 yra desiniojo postumio operatorius, tai L o R = I. Remiantis 7 Teiginiu,
tapatingasis operatorius I néra kompaktinis, todél tiek L, tiek R néra kompaktiniai.

Tolydaus operatoriaus T kompaktiskumas yra jrodomas panasiai kaip Uzdavinyje 1.
Vadinasi, jei T' € K({3), o L — tiesinis tolydus operatorius, tai kompozicija T o L : ly — £
yra kompaktinis operatorius (6 Teiginys). IStirkime $io operatoriaus veikima erdvéje f5. Su

visais = € (s,

(To L)z = T(Lz) = T(xzs, s, 74, ...) = <$2, 53 >

Galima nesunkiai jsitikinti, kad 7' o L yra Hilberto Smito operatorius. Tegul (e,) yra

erdvés /5 standartiné ortonormuota bazé. Tada suma

© 2 2_ OO;_ Ooi
S ITe Dl = S ITel = > oty = > < o0
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Taigi, jei T'o L yra kompaktinis operatorius, tai butinai 0 € o(T'oL) (9 Teiginys). Pagal
spektro apibrézima, A € C priklauso operatoriaus 7o L taskiniam spektrui, jei tiesiné lygtis
(T o L)x = Az turi nenulinj spendinj x € ¢5. Uzrasykime Sia lygti:

T3 X
<a:2, 53, 34, > = (A\x1, Azo, Axg, ...). (3.3)

Jei A =0, tai butinai zo = x3 = ... = 0. Vadinasi, jei elementas x € ¢, yra toks, kad
jo pirmoji koordinaté x; # 0, o visos likusios koordinatés yra nuliai, tai toks elementas yra

lygties (3.3) sprendinys, atitinkantis tikrine reiksme A = 0. Taigi, 0 € 0,(1 o L). Dabar

tarkime, kad A # 0. Su visais n = 1,2, ... turime sistema
/\Il = T2,
_
/\1'2 == 73,
— T4
ATy = 35
— Zntl
Ao, = e,

Is ¢ia gauname, kad kiekviena elemento x koordinaté gali buti iSreiskiama per pirmaja
koordinate: x, = (n — I)!'A\"lz;, n = 1,2,.... Nesiaurindami prasmeés laikykime, kad

x1 = 1. Tuomet elementas
T =c- (1, A, 2102, 313, ) (3.4)

yra tiesinés lygties (7o L)z = Az sprendinys, ¢ia konstanta ¢ € C. Patikrinkime, ar $is
elementas priklauso erdvei f5. Su visais A € C, X # 0, turime
[e.e]
2
>[N

k=0

= OQ,

t.y. x ¢ {5, ¢ia x apibréztas (3.4) lygybe. Vadinasi, operatoriaus T o L taskinj spektra
sudaro vienintelé tikriné reikSme, o,(7 o L) = {0}. Operatoriaus T o L tikriniai elementai,

atitinkantys tikrine reikSme A =0, yra formos x* = (x1, 0,0, ...) € {5, Cia x; # 0.
Kadangi patikrinome visas A € C reiksmes, 0,.(ToL) = 0.(T' o L) = @.
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Uzdavinys 3
Tegul integralinis operatorius T : La(0,1) — Lo(0,1) yra apibréztas formule
1
(Th)(s) = [ K(s.0)f(t)dt (3.5)
su branduolio funkcija K(s,t) € Ly(0,1)2,

(1—s)t, 0<t

(1—1t)s, s

S,

1.

K(s,t) =

NN
NN

t

UzZdaving suskaidysime § kelias dalis. Pirmiausia surasime integralinio operatoriaus, api-
brézto (3.5) lygybe, spektrg. Tuomet jsitikinsime, kad Sio operatoriaus tikrines reiksmes
atitinkancios tikrinés funkcijos sudaro erdvés Lo(0,1) ortogonalig baze. Pabaigai jrodysime,

kad operatorius T yra kompaktinis tolydziy funkcijy erdvéje C|0,1].

Rynne ir Youngson knygoje [4] pateikiamas jrodymas, kad integralinis operatorius, vei-
kiantis bet kurioje separabilioje Hilberto erdvéje, yra Hilberto Smito operatorius. Taigi,
(3.5) lygybe apibréztas operatorius 7' yra kompaktinis ir, remiantis 9 Teiginiu, 0 € o (7).

Operatoriaus T jungtinis operatorius T taip pat yra integralinis ir nusakomas bran-
duoliu K*, K*(s,t) = K(t,s), t.y.

T = [ K rwar

Gia s, t € (0,1), f € Ly(0,1). Akivaizdu, kad nagrinéjamu atveju K(t,s) = K(s,t),
t.y. branduolys yra simetriné funkcija. Gauname T = T*, taigi, (3.5) lygybe apibréztas
operatorius 7' yra kompaktinis savijungis ir visos jo tikrinés reikSmeés yra realiosios, t.y.
o,(T) C R.

Nagrinékime integralinio operatoriaus T spektra. Tegul T f = \f, f € Ly(0,1):

s

M(s) = /K(s,t)f(t)dt - /(1—s)t-f(t)dt v /(1—t)s-f(t)dt. (3.6)

0

Pastebékime, kad siai lygciai yra teisingos krastinés salygos f(0) =0 ir f(1) = 0. Be to,
funkcija f yra tolygiai diferencijuojama, nes jei f € L, o branduolys K — dviejy kintamyjy

tolydi funkcija, tai (3.6) tapatybés deSiniojoje puséje pointegralinés funkcijos yra tolydzios,
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o patys integralai diferencijuojami. Taigi, pasinaudoje Leibnico formule, diferencijuokime

(3.6) tapatybe pagal kintamajj s:

1

M) = [ 10— )t @) de + (1= s)sf(s) + [ L[~ t)s f0)] i~

S

— (1= s)sf(s) = /—tf(t)dt + /(1—t)f(t)dt.

0

raja lygybe dar karta diferencijuokime pagal kintamajj s:

1

M) = [t fO] db — sf(s) + [ 510 = 0FO] dt — (1= 9)f(s) =

= —sf(s) —(1—=s)f(s) = —[f(s).

Taigi, gauname antrosios eiles diferencialine lygti Af”(s) + f(s) = 0. Akivaizdu, kad
A = 0 negali buti integralinio operatoriaus 7' tikrine reikSme, kadangi ja atitinka nulinis

sprendinys f = 0. Toliau tarkime, kad X\ # 0 ir perrasykime diferencialine lygtj tokia forma:

£(s) + i £(s) = 0. (3.7)

Pazymeékime h? = 1/\. Gauname, kad (3.7) lygtj atitinkancios charakteristinés lygties

K +h* =0
saknys ki = hi ir ky = —hi yra grynai menamos, todél (3.7) diferencialinés lygties bendrasis
sprendinys yra
f(s) = cysin(hs) + ¢ cos(hs). (3.8)

Istate krastiniy salygy reiksmes j (3.8) iSraiska, gauname c¢o = 0 ir ¢;sinh = 0. Pasta-
ruoju atveju, jei ¢; = 0, tai gauname trivialy sprendinj f = 0. Jei ¢; # 0, tai sinh = 0,
taigi, h = nm, n = +£1,42,.... Tare, kad h* = 1/\, gauname, kad (3.5) lygybe apibrézto
integralinio operatoriaus tikrinés reikdmes yra A\, = (n7)™2, n = 1,2,..., o jas atitinkan-
¢ios tikrines funkcijos yra f,(s) = sin(nmws), n = 1,2,.... Akivaizdu, kad kiekvienos tikrinés
reikSmés A,, n =1,2,... generuotas tikrinis poerdvis NV,  yra dimensijos 1, t.y. kiekvienos

An kartotinumas yra 1.
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Lieka patikrinti taska A = 0, kuris gali priklausyti tolydziajam arba likutiniam spektrui.
Parodysime, kad 0 € 0.(T"). Pasinaudoje 2 Lema ir savijungio operatoriaus apibrézimu,
gauname, kad

R(T)" = kerT* = ker T = {0}.

Vadinasi, aibe R(T') yra tirsta erdvéje Lo(0,1). Taigi, 0 € 0.(T).

Apibendrinant, (3.5) lygybe apibrézto integralinio operatoriaus 7T spektras yra
o(T) = {0} Uo,(T), da

op(T)={Mn: An=(nm)% n=12,...}

Pagal 6 Isvada, zinome, kad o(7T") = o(T™*), t.y. integralinio operatoriaus 7" ir jo jung-
tinio operatoriaus 7™ spektrai sutampa. Be to, pastebékime, kad operatoriaus 7' taskinis
spektras yra realus, t.y. 0,(7") C R. Taip pat, aisku, kad tikriniy reiksmiy aibé yra skaiti,

o jos ribinis taskas yra A =0:

Toliau parodysime, kad operatoriaus 7' tikrinés funkcijos, atitinkancios tikrines reiksSmes
An, sudaro erdvés Ly(0,1) ortogonalia baze. Tegul f,(z) = sin(nrz), n =1,2,.... Erdvéje

L5(0,1) nagrinékime skaliarine sandauga, n # m:

(fns frn) = [ ful@)fi(z)dx = /sin(mrx) sin(mnx) dr =

1
/cos(mr — mm)x — cos(nm + mm)rdr =
0

N | —

1 1
(/ cos(nm — mm)xdr — /cos(mr + mm)x dx) =
0 0

sin(nm — mm)x sin(nm + mn)z

=0,

N | —

nmw —mm

nmw -+ mm

¢ia pasinaudojome zinoma trigonometrine lygybe

. +
cosa — cos 3 = —2sin b sin
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Kai n=m, tai (f,, fu) = ||f4]|*>. Pasinaudoj¢ dvigubo kampo trigonometrine formule,

siuo atveju gauname

1 1 1
1-— (2 1
I fall* = /sm (nmx) / cos( nm:) dz E —/ s(2nmx) dx =
2 2
0 0 0
1
=5 sin(2nmx) | =
0
Vadinasi, operatoriaus 7' tikrinés funkcijos f,(x) = sin(nnz), n = 1,2, ... sudaro erdves

Ly(0,1) ortogonalia sistema. Be to, funkcijos f, yra tiesiskai nepriklausomos, o kadangi
erdve Lo(0,1) yra separabili, tai sistema (f,) yra skaiti, t.y. (f,) yra erdvées Ly(0,1)
ortogonalioji seka.

Seka (f,) yra pilna erdvéje Lo(0,1) tada ir tik tada, kai jos ortogonalusis papildymas
(fu)t = {0}. Kitaip tariant, turime parodyti, kad vienintelis erdvés Ly(0,1) elementas,

ortogonalus funkcijoms sin(nmx), yra nulinis. Tegul f € Ly(0,1) ir
1
/f(x) sin(nrx) dr = 0, n=12.... (3.9)
0

Parodysime, kad f = 0 beveik visur intervale (0,1). Siam jrodymui pasinaudokime Zino-
mu faktu ([7]): eksponenciy sistema {(27)"1/2¢"*}, cz yra erdvés Lo(—m,7) ortonormuota
bazé (todél yra pilna erdvéje Lo(—m, 7)) ir kiekvieng funkcija f € Lo(—m,m) galima skleisti

tokia Furjeé eilute:
(0.9) . [e.9] [e.9]
> o™ = > aycos(nz) + i Y bysin(nz),
n=-—o0o n=-—00 n=-—00

¢ia ay, b,, ¢, yra atitinkami Furjé koeficientai.  Kitaip tariant, kiekviena funkcija
f € Ly(—m,m) gali buti uzrasyta lygybe f(x) = fi(z) + f2(x), cia
fi(z) = Y aycos(nz) — funkcijos f lyginé dalis,

fo(x) = Y bysin(nz) — funkcijos f nelyginé dalis.

n=—oo

Vadinasi, erdvés Lo(—1,1) centruota ortonormuota bazé yra formos (%), 7 ir kiek-

viena funkcija f € Lo(—1,1), gali buti uzrasoma tokia Furjé eilute:
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flz) = i a, cos(nmx) + i i b, sin(nmx).

Dabar grizkime prie nagrinéjamos operatoriaus 7' tikriniy funkciju sekos (f,). Pasinau-

1 (eiwmv —e

5 —iwnm)

doje Eulerio formulés israiska sin(nmz) = , perrasykime (3.9) lygybe tokia

forma:
1 1 1
/f(x) sin(nrz) dr = /f(x)ei’mx dx — /f(:lc)e_"’m:C dx =
0 0 0
1 0
= /f(:l:')e”mdq: — /f(—x)e””x dr =
0 1
1
= /h(:v)e”rm de = 0, n==+142, ...,
1

¢ia paskutiné lygybé galioja dél sistemos (e%),cz pilnumo erdvéje Ly(—1,1). Naujai su-

daryta funkcija h € Ly(—1,1) yra nelyging, t.y.

Kai n = 0, tai integralas nuo funkcijos A yra funkcijos h vidutiné reikSmé intervale
(—=1,1). Tacdiau kadangi h — nelygine, tai jos vidutiné reikSmeé intervale (—1,1) yra 0.
Vadinasi, funkcija h yra ortogonali visiems pilnos sistemos (&™)
Lo(—1,1). Taigi, h = 0 beveik visur intervale (—1,1). Bet tada ir f = 0 beveik visur

intervale (0,1).

nez €lementams erdvéje

Funkcija h, kaip zinoma, galima skleisti Furjé eilute, kurig sudaro tik sinusy nariai:
hz) = Y bysin(rnz) = Y b,sin(mna), x e (—1,1). (3.10)
n=-—oo n=1

Kadangi h(z) = f(z), kai = € [0,1), tai (3.10) eiluté ir bus funkcijos f eiluté intervale
(0,1). Sekos (f,) pilnumas erdvéje Lo(0,1) yra jrodytas.

Taigi, gauname, kad operatoriaus 7 tikriniuy funkcijuy seka (f,), fu(x) = sin(nmz),
n =1,2,... sudaro erdvés Ls(0,1) ortogonalia baze. Erdvés L,(0,1) ortonormuota bazé
yra funkcijy seka (f,), fu(z) = V2sin(nrz), n = 1,2,.... Turedami 8ig baze, kickvieng
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funkcija f € Ly(0,1) galime uzrasyti begaline Furjé sinusy eilute, t.y.

fla) = i< J Ay - fjl {2 / () sin(nrt) dt] sin(n7z),

o pagal Hilberto-Smito kompaktinio savijungio operatoriaus spektrine teorema, kiekvienos
funkcijos f € Ly(0,1) vaizdas T'f gali buti isskleistas Sia eilute:

(T'f)(z) = iAn(f, Ff = f: njﬂ [2 / F(t) sin(nt) dt] sin(nmz).

n=1

Galiausiai, tarkime, kad operatorius T, apibréztas lygybe (3.5), veikia erdveje C[0, 1] ir
atitinka tolydy branduolj K (s,t). Parodysime, kad T yra kompaktinis. Kadangi C[0, 1]
néra Hilberto erdve, taip apibréztas operatorius 7' néra Hilberto Smito. Tenka naudotis
kompaktinio operatoriaus apibrézimu.

Tarkime, B yra vienetinis erdvés C[0, 1] rutulys. Irodysime, kad T'(B) yra reliatyviai
kompaktiné aibé. Remiantis Arcela-Askolio teorema, reikia parodyti, kad aibé T'(B) yra
aprézta ir lygialaipsniskai tolydi. Kadangi operatorius 7' yra apréztas (tolydus), tai aibé
T(B) aprézta. Tegul ¢ > 0, f € B. Branduolys K yra tolydus, todél egzistuoja toks
0. > 0, kad

| K (s1,t) — K(s9,1)] < &,

¢ia t €[0,1], o s1,s9 € [0,1] tenkina salyga |s; — so| < J.. Gauname

[(T'f)(s1) = (T'f)(s2)] =

[ K s1,0) = K(so,0)]- (1) dt] <

< sup{[K(s1,t) = K(s2, )] - [f(¢)] : 0 <t <1} <
< t<1} < e

Taigi, aibé T(B) lygialaipsniskai tolydi. Pagal Arcela-Askolio teorema, operatorius T,

veikiantis erdvéje C[0, 1], yra kompaktinis.
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Uzdavinys 4

Tegul integralinis operatorius T : Lo(0,1) — Lo(0,1) yra apibréztas lygybe

(T) = [ K00 di (3.11)

su branduolio funkcija K(s,t) € L9(0,1)%, K(s,t) = min{s,t}, 0 < s, t < 1. [rodysime,

kad T yra kompaktinis savijungis operatorius ir surasime jo spektrg.

Integralinis operatorius T, apibréztas (3.11) lygybe, yra Hilberto Smito, todeél jis kom-
paktinis. Be to, aisku, kad K(s,t) = K(t,s), taigi, T = T*. Vadinasi, (3.11) lygybe
apibréztas T' yra kompaktinis savijungis operatorius.

Suraskime operatoriaus 7' spektra. Pagal 9 Teiginj, zinome, kad 0 € o(7T'). Nagrinékime
tiesine lygti Tf = \f, f € Ls(0,1):

(3.12)

Gauname pirmaja krastine salyga: f(0) = 0. Pasinaudoje Leibnico formule, diferenci-
juokime (3.12) tapatybés kairiaja ir desiniaja puses pagal kintamaji s:

S

/a | dt + sf(s /a ldt — sf(s) = /f(t)dt.

1

Antroji krastiné salyga: f'(1) = 0. Gauta iSraiska dar karta diferencijuokime pagal
kintamajj s:

0
/5 — fls) = = £(5)
Kaip ir Uzdavinyje 3, analogiskai jsitikiname, kad A = 0 negali buti integralinio operato-

riaus, apibrézto (3.11) lygybe, tikrine reikSme. Taigi, jei A # 0, gauname ta pacia antrosios
eilés diferencialine lygtj:

£(s) + i (s) = 0. (3.13)
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Pazymeékime h% = 1/\. Diferencialine lygtj atitinkanti charakteristine lygtis k*+h% = 0
turi Saknis ky = hi ir ky = —hi, kurios yra menamos. Todél (3.13) lygties bendrasis

sprendinys yra
f(s) = c1sin(hs) + ¢z cos(hs).
Istate | Sig tapatybe krastines salygas gauname, kad c; =0 ir 0 = ¢y cosh. Jei ¢ =0,
tai turime trivialy sprendinj f = 0. Vadinasi, 0 = cos h, ¢ia

2n +1

h:
2

™, n=0+1,42,....

Tuomet (3.11) lygybe apibrézto integralinio operatoriaus tikrinés reikSmeés ir jas atitin-
kancios tikrinés funkcijos yra stai tokios:
4 2n+ 1)m

Ay = ————— fn(s) = sin 5

=0,1,2,....
(2n+1)2ﬂ_27 s? n ? =

Erdveés nulinis elementas, kaip ir anksc¢iau nagrinétu atveju, priklauso tolydziajam spekt-

rui, t.y. 0 € o.(T). Taigi, (3.11) lygybe apibrézto integralinio operatoriaus spektras yra
o(T)={0} Uo,(T), c¢ia taskinj spektra

7T) = {A M G e

n:O,l,Q,...}

sudarancios tikrinés reikSmes konverguoja j taska A = 0.
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