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Anotacija

Bakalauro darba ,,Kvantinis osciliatorius ir jo kompiuterinis modeliavimas® sudaro
tvadas, 4 skyriai, iSvados ir literatiiros Saltiniai. Darbe pateikti 26 paveikslai ir 7 lentelés.
Darbo apimtis 56 puslapiai.

Darbe pasinaudojant kompiuterine matematine sistema ,,Mathcad 14 Professional®,
sickiama iSanalizuoti kvantinj osciliatoriy ir pateikti jo biiseny vizualizacijas. Pirmajame
skyriuje nagrin¢jamas informaciniy technologiju panaudojimas fizikoje, bei reiSkiniy
modeliavimo galimybés. Antrajame skyriuje aprasytas harmoninis osciliatorius. Tre¢iajame
skyriuje nagrinéjamas vienmatis kvantinis osciliatorius, jo hamiltoniano savybés, banginés
funkcijos, bei energijos spektras. Ketvirtajame skyriuje pagal sukurta kompiuterini modeli
nagrin¢jamas trimatis izotropinis kvantinis osciliatorius ir pateikiamos jo blseny
vizualizacijos.

Medziaga tikty mokomajam darbui aukstojoje mokykloje, studijuojant kvantinés

mechanikos reiskinius.

Annotation

The bachelor thesis ,,Quantum oscillator and its computer modeling consists of an
introduction, 4 section, conclusions and literature sources. 26 pictures and 7 tables are
included in the thesis. The scope of the thesis is 56 pages.

In the thesis, it is strived to analyse quantum oscilator and present its states visualations
using mathematical system Mathcad 14 Professional”. In the first section, the usage of
information technologies in the physics is considered. In the second section we analize
harmonic quantum oscilator. In the third section, there is stated the theory concerning the one
dimentional harmonic quantum oscilator. In the fourth section, according the developed
computer model, there is analyzed the three dimensional isotropic quantum oscillator and the
visualizations of its probability densities are presented.

The material would suit to educational work at higher education school, studying

quantum mechanics.
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[VADAS

Mikropasaulyje galiojantys désningumai skiriasi nuo klasikinio pasaulio
désningumy. Daugeli mikropasaulio reiskiniy pademonstruoti neimanoma, o paaiskinimas ir
analizinis apraSymas yra sudétingas, todél galime pasinaudoti reiskinio kompiuteriniu
modeliu.

Kvantinis osciliatorius — mechaninés Svytuoklés kvantinis analogas, jo analizé ir
kompiuteriniai modeliai placiai taikomi Siuolaikinéje daleliy fizikoje, branduolinéje
energetikoje ir net kvantingje elektronikoje.

éiuolaikinéj e fizikoje vis placiau taikomas jvairiy reiskiniy ir procesy modeliavimas,
kuris Siandien tampa vienu i§ pagrindiniy mokymo metody ir yra neatsiejamas tyrimuose, nes
dazniausiai atliekant daugelj Siuolaikiniy eksperimenty, pirmiausiai sukuriamas eksperimento
kompiuterinis modelis, daromos prognozes ir keliamos hipotezés.

Modeliavimas yra vienas i$ pagrindiniy biidy suprasti mus supancia tikrove ir pazinti
jos reiSkinius. Dazniausiai fizikiniuose modeliuose integruojami trys dalykai: fizika,
matematin¢ analizé ir programaviams. Modeliavimas taip pat daznai vadinamas matematine
architektiira, nes modelis, kaip  konstrukcija, turi buti gristas argumentais, steb¢jimais ir
désningumais, turi atlikti tam tikra funkcija — apibiidinti, vizualizuoti, suprantamai perteikti
reiSkini ar procesa, bei svarbiausia, modelis turi biiti realybés artutinumas, t.y. kuo tiksliau
atspindéti nagrinéjama reisSkini. Tam tikrais atvejais modeli galima panaudoti ir i§vadoms
gauti. Kompiuterinis modeliavimas ypac placiai taikomas fizikos srityse, kuriuose atlikti
eksperimento nejmanoma, pvz. juodyju bedugniy tyrimuose, arba eksperimento atlikimui
néra 1éSy, ar net kai eksperimenta reikia atlikti keleta karty su vis kitokiomis pradinémis

salygomis.

Darbo tikslas: ISanalizuoti trimatj kvantinj osciliatoriy ir modeliuojant kompiuterine
matematine sistema ,,MathCad 14 Professional“ pateikti jo biiseny vizualizacija.
UZdaviniai:
1. Surinkti ir susisteminti medziaga apie kvantinj osciliatoriy.
2. ISanalizuoti modeliuojama reiSkinj siekiant gauti galutinius analizinius sprendinius,
tinkamus kompiuteriniam modeliavimui.
3. Kompiuterine matematine sistema ,,Mathcad 14 Professional® atlikti kvantinio

osciliatoriaus biiseny vizualizacija.



Tyrimo metodai:
Mokslinés ir dalykinés literatiiros analizé.
Analizinis sprendimas.

Modeliavimas kompiuterine matematine sistema ,,Mathcad 14 Professional “.

Darbo struktura:

Darbas sudarytas is:

» ]vado, kuriame atskleidziami darbo tikslai ir uzdaviniai.

» Teorinés dalies, kurioje pateikiamos trimatj kvantini osciliatoriu aprasancios
lygtys ir ju analiziniai sprendiniai.

» Praktinés dalies, kurioje pateikiama trimacio kvantinio osciliatoriaus bliseny
vizualizacija ir jy analizé.

» ISvady.

» Literatairos saraso.



1. Informaciniy technologijy panaudojimas fizikoje

Informacinés technologijos neijtikétinai sparciai tobuléja, nuolat atsinaujina. Visuotina
informaciniu technologijy plétra salygoja daugyb¢ naujuy taikymuy, be kuriy neimanoma
Siuolaikiné nuolat besimokanti, ziniomis grindZiama visuomené¢. Informacinés technologijos
vis labiau isilieja { mokymo ir mokymosi procesa, tampa neatsiejama jo dalimi, daro didelg
itaka informacinés visuomenés formavimuisi. Siuolaikines informacines priemones ir
technologijas skatinama vartoti visuose mokomojo proceso lygmenyse, mokant ir besimokant
tvairiy dalyku.

Did¢janti modeliavimo Ziniy ir jgiidziy paklausa besiformuojancioje informacinéje
visuomengéje, pazinimo ir modeliavimo procesy bendrumas ir kai kurie kiti faktoriai lemia tai,
kad Siandien modeliavimas tampa vienu pagrindiniu mokymo metody, ypac¢ aukstosiose
mokyklose. Tiek moksleiviai, tiek studentai mielai naudojasi kompiuteriu, ir todé¢l, kad Siuo
biidu gauta informacija priimama ir vertinama gana démesingai, informaciniy technologiju
srities pasiekimus galima gana efektyviai panaudoti mokymo procese (Kvietkauskieng,
2002).

Siuolaikinis mokslas jau nebegali i§siversti be informaciniy technologijy. Tiriamos vis
sudétingesnés sistemos, analizuojama vis daugiau duomeny ir norint kuo tiksliau iSspresti
Siuolaikines problemas reikia pasitelkti vis daugiau skaiciavimo galios. Gali pasirodyti kad
daugeli 1§ pirmo Zvilgsnio paprasty uzdaviniy imanoma iSspresti analiziskai, taciau
skaitmeniniy technologiju mums gali prireikti jau sprendziant ir net triju kiiny uzdavini. Taigi
nuo paprasty sistemy iki sudétingy, kuriy iSanalizavimui reikia atsizvelgti | daugeli veiksniy,
mus skiria tik vienas zingsnis.

Esminés Zzinios igyjamos, ple¢iamos nuodugniau analizuojant fizikinius reiSkinius,
mokslines idéjas, atliekant steb¢jimus ir bandymus. Tai gali vaizdziau ir iSsamiau pateikti
informaciniuy technologijuy panaudojimas fizikoje.

Kompiuterinis modeliavimas, kaip ir laboratoriniai eksperimentai yra tik metodas,
kuris naudojamas sudétingiems reiskiniams nagrinéti. Tod¢l ji sékmingai galima taikyti
modeliuojant jvairius fizikinius procesus galima imituoti jvairiy reiSkiniu vyksma, savybes,
mechanizma, keisti modelio parametrus, aiskintis désningumus ir taip juos geriau suprasti.
Tobuléjant kompiuteriams ir skai¢iavimo metodams, funkcijy vertes, kuriy anksciau tekdavo
ieskoti lentelése, dabar galime dideliu tikslumu apskaiciuoti kompiuteriu. Tai labai patogu.

Naudojantis kompiuterinémis programomis galime greitai apskaiCiuoti ir vizualizuoti



sudétinga funkcija, o jos savybes panagrinéti tiesiog kompiuterio ekrane (Kvietkauskiené,
2002).

Daugeli kvantinés mechanikos reiSkiniy Zmogui sudétinga isivaizduoti, nes Sie
reiSkiniai sunkiai suvokiami. Tokie reiSkiniai yra kaip tunelinis efektas, bangos ir dalelés
dvilypumas ar dalelés savybé biti neapibréZtoje erdvés dalyje. Siy ir kity kvantinés
mechanikos reiskiniy suvokima ir isisavinima palengvina kompiuterinis modeliavimas, t.y.
konkretaus reiSkinio modelis. Keisdami pradines ir krastines salygas galime stebéti kaip
keiciasi procesas, kaip nuo konkreciy parametry priklauso sistemos ar reiskiniy rezultatai.

Kas yra ,,modelis*“? Juk §is zodis turi tiek jvairiausiy reikSmiy, vienam modelis gali buti
paprascCiausias gaublys, kitam sudétinga kompiuteriné programa atspindinti realy fizikini
reiSkini. Bendru atveju galime pasakyti, kad modelis — tai tam tikro objekto, proceso arba
reiskinio analogas, atspindintis orginalo savybes ir charakteristikas ir net tam tikromis
sqlygomis galintis pakeisti orginalq. Be to modeliui galioja tie patys fizikiniai désniai, todél
juo patogu naudotis atliekant eksperimentus, lengva keisti mus dominancius parametrus ir t.t.
Bet kuriuo atveju modelis turi biiti kuo tikslesné orginalo kopija, t.y. jis turi buti realybés
artutinumas, nes kuriant pernelyg paprasta proceso ar reiskinio modeli, jis gali prarasti mums
dominancias orginalo savybes, taciau tai daro model; labai sudétinga. Verta pazyméti, kad
kuriant daugeli modeliy mokslininkai stengiasi iSlaikyti balansa, tarp modelio paprastumo ir
tikslumo, t.y. sieckiama kad modelis biity kuo paprastesnis, bet iSlaikyty orginalo pagrindines
savybes.

Modeliavimas, kaip vienas i§ pazinimo ir tyrimo jrankiy, turi nemazai privalumy. Jis
yra vienintelis tyrimo buidas, jei objektas yra nepasiekiamas (pvz., juodosios bedugnés,
pulsarai) arba retai stebimas gamtoje (pvz., kamuolinis zaibas). Modelis suteikia galimybg
stebéti procesa su vis kitokiomis pradinémis salygomis, be to pasitelkdami model; galime
atlikti manipuliacijas laiku, t.y. ,,iStemti*“ laiko mastelj (pvz., kai tiriami destrukciniai objekty
susidiirimai) arba ,suspausti“ (pvz., kai modeliuojamos virtualios evoliucionuojancios
sistemos).

Modeliai gali biiti materialieji ir mintiniai (idealieji). Materialieji modeliai yra dvieju
rusiy — fizikiniai (kai prototipas ir jo modelis turi ta pacia fiziking prasme) ir analoginiai (kai
prototipas ir modelis turi skirtingg fiziking prasmg, bet apraSomi tomis paciomis
matematinémis lygtimis). Idealieji modeliai skirstomi i intuityviuosius (kai objekto
apraSymas negali biiti visiSkai formalizuotas) ir simbolinius (vaizduojanc¢ius modelj Zenklais

bei simboliais).



Modeliai

v i

Materialieji Idealieji

Fizikiniai Analoginiai Intuityvis Simboliniai

1 pav. Modeliy klasifikacija

désniy turinys ir forma yra Zinomi, taCiau per¢jimas nuo fundamentaliy désningumuy, prie
konkrecios proceso matematinés iSraiSkos yra gan sudétingas, ypac jei tiriamaji procesa ar
sistema veikia désniai priklausantys skirtingiems mokslams. PavyzdZziui tiriant hidraulines
sistemas reikia atsizvelgti i mechanikos, termodinamikos ir chemijos désnius. Tokiais
atvejais gaunama analitiné sistemos iSraiSka turinti sudétinga diferencialiniy lygciy sistemos
forma. Fundamentiniy moksly désniuose figiiruoja esminés savokos (jéga, energija, Silumos
kiekis ir t.t.), kuriy dydziai yra fizikiniy reiskiniy kiekybiniai matai. Tuo tarpu inzinerijoje ir
eksperimentinéje fizikoje naudojami betarpiSkai matuojami dydziai — matmenys, laikas,
temperatiira, bei fizikinés konstantos. ISreikSti sistema matuojamy dydziy funkcine
priklausomybe, konkretizuoti fundamentalius dydzius, pritaikant juos sukurtam modeliui,
reiskia sudaryti pagrindines sistema apraSancias lygtis. Sios lygtys kiekybidkai iSreiskia
bendraji supratima apie sistemos mechanizma. Modelis savyje turi susieti tiek atskiro proceso
savybes, tiek fundamentalius mokslo principus. Tod¢l fizikinis modelis turi buti sugretinamas
ne su pavieniu reiSkiniu, o su visa reiSkiniy klase. Atitinkamai lygciy sistemos
daugiareik§SmiSkumas atspindi Sio sprendinio tinkamuma tam tikrai uzdaviniy aibei. Konkrety
aibés uzdavini galima iSskirti parenkant pradines, kraStines ir papildomas salygas.
Kiekvienam procesui ar sistemai galima nustatyti parametrus, kuriy rysiai lemia proceso eiga
ar sistemos evoliucija. Svarbu nuo kokio pradinio biivio prasidé¢jo procesas (pradinés

salygos) ir kokiomis salygomis sistemos sasajoje su aplinka vyksta procesas (krastinés



salygos). Pradinés ir krastinés salygos, bei kintamyju (parametry) apibréztumo ribos iSskiria
procesa i§ panasiy procesy visumos.

Naudojant jvairias modeliavimo programas galima patiems atrasti désningumus,
modeliuoti situacijas, spresti problemas. Taciau reikia nepamirSti, kad informacinés
technologijos yra tik pagalbinés priemonés, padedancios isisavinti medziaga, todél jas biitna
taikyti skatinant mastyma.

Kompiuterinis modeliavimas svarbus ir tuo, kad jis suintensyvina mokymosi
procesa, S§is procesas tampa patrauklesnis, dinamiSkesnis. Kopiuteriniy modeliy ir
modeliavimo sistemy interaktyvumas itin reikSmingas: skatinama iniciatyva, ugdomas
kiirybiSkumas.

Modeliavimas fizikoje yra labai svarbus, nes dauguma naudojamy analiziniy
priemoniy, kaip diferencialinis skai¢iavimas, dazniausiai tinka tiesiniams uzdaviniams
spresti. Taciau dauguma realiai vykstanciy procesy yra netiesiniai, todél mazi vieno
kintamojo poky¢iai gali priversti prie dideliy kito kintamojo pokyc¢iy. Netiesinius uzdavinius
galima iSspresti tik atskirais atvejais, taciau kompiuteris suteikia galimybg tyrinéti netiesinius
reiSkinius. Be to kompiuterinis modeliavimas suteikia galimybe¢ naudotis dideliu kintamyju
skai¢iumi. Kompiuterini modeliavima kartais dar vadiname skai¢iuojamuoju eksperimentu,
arba ,,mintiniu*“ eksperimentu, kadangi jis turi labai daug bendro su laboratoriniu
eksperimentu. Taciau tiek laboratoriniai eksperimentai, tiek modeliai nepakeicia

samprotavimy, o yra instrumentas, kuris panaudojamas sudétingy reiskiniy analizei.



2. Harmoninio osciliatoriaus modelis fizikoje

Fizikoje labai daug sistemy elgiasi (bent apytiksliai) kaip harmoninis osciliatorius.
Daznai fizikiniams reiskiniams paaiskinti naudojame osciliatoriaus modeli. Osciliatorius yra
bet kokia fizikiné (mechaniné, elektromagnetiné, kvantin€) sistema, virpanti apie
pusiausvyros padétj. Jei svyruojancios apie pusiausvyros padéti sistemos grazinancioji jéga
yra tiesiog proporcinga poslinkiui, tai sistema yra tiesinis osciliatorius arba paprastasis

harmoninis osciliatorius.

\
Fix) oo x*
x - \I
(=} (&) @

2 pav. Harmoninio osciliatoriaus fizikiniai pavyzdziai: spyruoklé (a),

-

Svytuokle (b) ir dalel¢ paraboliniame potencialiniame lauke

Paprasciausias modelis, kuris padeda suprasti spinduliavimo mechanizma yra tiesinio
harmoninio osciliatoriaus modelis. Kai toks osciliatorius suzadinamas, jis iS§spinduliuoja vora
elektromagnetinio spinduliavimo bangy kartu prarasdamas savo energija. Siame modelyje
neutralus atomas laikomas harmoniniy osciliatoriy (virpanciy ivairiais dazniais dipoliy)
visuma.

Kvantiné mechanika yra fundamentali fizikos teorija, kurios idéjomis ir metodais
grindziami visi Siuolaikiniai fizikos mokslai. Vystantis mokslui, kuriant naujas technologijas,
kvantinés mechanikos reikSmé ir jos pritaikymo sritys pleciasi.

Kompiuterinés irangos panaudojimas kvantinés mechanikos procesu bei reiskiniy
nagrin¢jime yra visuotinai pripazintas. Abstraks¢iy, neklasikinémis savokomis apraSomy
kvantiniy reiskiniy tyrimas pasitelkiant kompiuterini modeliavima ne tik sudomina savo
vaizdumu, bet ir suteikia gilesni $iy reiSkiniy supratima bei ju skaitinés analizés rezultatus.

Pavyzdziui, osciliatoriaus jvaizdziais rémémeés optikoje, aiSkindami Sviesos sklaida ir
absorbcija, dispersija arba absoliuciai juodo kiino spinduliavima bei kitus reiSkinius.
Harmoninio osciliatoriaus modelis pla¢iai naudojamas atomy ir molekuliy spektroskopijoje

(Cowan, 1997).
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Kvantinis osciliatorius — mechaninés Svytuoklés kvantinis analogas, jo analizé ir
kompiuteriniai modeliai placiai taikomi Siuolaikinéje daleliy fizikoje, branduolinéje
energetikoje ir net kvantinéje elektronikoje. Sis modelis yra plaiai taikomas, pavyzdziui,
juo aiSkinamos fononinés kietyju kiuny savybés, elementarieji elektromagnetinio lauko
suzadinimai lauko teorijoje ir t.t. Tokiy svyravimuy pavyzdziu kvantinéje mechanikoje yra

atomy virpesiai molekulése.

2.1. Tiesinis harmoninis osciliatorius

Pirmiausiai iSnagrinékime paprasciausia ir populiariausia osciliatoriaus model] —
harmoninj osciliatoriy. Tiesiniu harmoniniu osciliatoriumi vadinama m masés dalelé, kuri
juda iSilgai tam tikros aSies, veikiama kvazitamprumo jégos F, proporcingos dalelés
nuokrypiui nuo pusiausvyros padéties:

F =—kx, (1)
¢ia k — tamprumo koeficientas, susij¢s su dalelés mase ir jos virpesiy savuoju cikliniu
dazniu, m, ty. k = mw, .

Trumpai prisiminkime, kaip tokia sistema nagrin¢jama klasikiné¢je mechanikoje. Pagal

Hamiltoniano funkcija sudaromos judéjimo lygtys:

&_ gLy, @)
dt op m

d—pz—in—kx. 3)
dt ox

Hamiltoniano funkcija priklauso nuo abieju kintamuyjy, t.y. koordinatés x ir judesio
kiekio p. Pirmoji lygtis yra tiesiog osciliatoriaus grei¢io v apibrézimas. Diferencijuodami
dar karta (2) lygti pagal laika ir istat¢ judesio kiekio iSvesting 1§ (3) lygties, gauname lygti
osciliatoriaus koordinatei

d’x
dr’

m +hkx=0. 4)

Jos sprendinys
x(t)=asin(o,g+¢);

p(t)=amo,cos(w,t+@), (5)

.. [k . e ..
¢la o, =,|— yrasavasis osciliatoriaus daznis.
m
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Sprendinio déka galima nustatyti osciliatoriaus padétj ir jo greiti bet kuriuo laiko ¢
momentu. Tai ir vadinama klasikiné osciliatoriaus trajektorija.
Sio osciliatoriaus potenciné energija:
kx® mo,’ x°

Ulx) = ST (6)

Tokiu budu kvantmechaninis uzdavinys apie harmonini osciliatoriy susiveda i
uzdavini apie apie dalelés judéjima paraboliniame potencialiniame lauke. Pirmiausiai
1Snagrinékime klasikinio harmoninio osciliatoriaus savybes. Tegu dalelé, kurios pilnutiné
energija E atliecka svyravimus potencialiniy jégu lauke (6). Dalelé, svyravimus atlicka

potencialinés duobés viduje, t. y. intervale [-a, ao], uz potencialinés duobés riby judé¢jimas

2E

5.
mym,

yra negalimas. Svyravimy amplitudé lygi a, =

I
I
I
B I
I
I
1

X
[

=y U ":Iﬂ

3 pav. Klasikinio osciliatoriaus potenciné energija

Harmoninio osciliatoriaus amplitudé, esant maziems svyravimams, klasikingje
mechanikoje yra salygojama jo energijos atsarga. Klasikinés fizikos poziliriu mazy
svyravimy amplitudé nustatoma pasinaudojant jo pilnutine energija E. (3 pav. ). Taskuose,
kuriy x koordinatés yra —ay ir ap, osciliatoriaus kinetiné energija lygi nuliui, tai pilnutiné
energija E lygi jo potencinei energijai £ =U(x):

. {U(ao)
U(-a,)

Cia x — klasikinio harmoninio osciliatoriaus svyravimy amplitudé.

: (7

Toks osciliatorius uz intervalo [-ay, ag] ribu pasislinkti negali. Jei dalel¢, judéty uz

Sio intervalo riby tai reikSty, kad jos potenciné energija biity didesné¢ uz jos pilnuting

12



energija. Taciau, tai nejmanoma, nes tuomet sekty tokia iSvada, kad kinetiné energija yra
neigiama.

Vadinasi, klasikinis osciliatorius nagrinéjamas potencialiné¢je duobgje su
koordinatémis, kurios kinta intervale —ap<x <ay,

Klasikiné tikimybe w,, (x)dx aptikti osciliatoriy intervale x, x + dx apskaic¢iuojamas,

kaip santykis laiko drir judéjimo periodo T :2_71':
)
dt o, dx
o, (x)dx =—=—"L—, 8
dx === = 8)

¢ia 9 - dalelés jud¢jimo greitis, kuri iSreiSkiame kaip koordinatés x funkcija. Turime, kad

klasikinio harmoninio osciliatoriaus svyravimy koordinate x lygi x=asin(w,t), o svyravimy

2F

.
mo,

amplitudé a lygi a =

Taigi, dalelés judéjimo greitis

2
8 =aw, cos(n,t)=an, l—x—2 . 9)
a

Klasikiné  tikimybé @, (x)dx  aptikti  osciliatoriy intervale  x,x+dx
apskaiciuojamas

dt 1 dx
a)kl(x)dX—?—mm 2 skai—a, <x<a. (10)
I=—5
a

1 1

21a ¥ ,kal —a, <x<a, (11)
I=—
a

nusako tikimybe aptikti dalelg intervale x,x + dx. Sios funkcijos grafikas pateikiamas 4 pav.

Vadinasi, funkcija

@, (x)dx ==
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4 pav. Klasikinio osciliatoriaus tikimybés tankis, kai a kinta intervale [-2, 2]

2.2. Osciliatoriaus modelis kvantinéje fizikoje

Nagrinéjant harmoninio ir anharmoninio osciliatoriy  saveikos su iSoriniu
elektromagnetiniu lauku savybes, skiriamas didelis démesys spinduliavimo kvantinei teorijai.
Nagrinejant Siuos procesus randamas rySys su koherentinés optikos problemomis ir lazeriy
fizika. PavyzdZiui, osciliatoriaus jvaizdziais rémémes optikoje, aiSkindami Sviesos sklaida ir
absorbcija, dispersija bei kitus reiskinius. Harmoninio osciliatoriaus modelis placiai
naudojamas atomy ir molekuliy spektroskopijoje.

Spinduliuoja dujiniai, skystieji ir kietieji kiinai, tiksliau — juos sudarantys atomai ir
molekulés. Paprasciausias modelis, kuris padeda suprasti spinduliavimo mechanizma yra
tiesinio harmoninio osciliatoriaus modelis. Kai toks osciliatorius suzadinamas, jis
18spinduliuoja vora elektromagnetinio spinduliavimo banguy kartu prarasdamas savo energija.
Neutralus atomas nagrinéjamas kaip harmoniniy osciliatoriy (virpanciy ivairiais dazniais
dipoliy) visuma. Atskiros apie 3 m ilgio spinduliuotés voros iSlekia i§ osciliatoriy mazdaug
per 0,1 ns, kol vyksta atomo suzadinimas.

Tiriant absoliuciai juodo kiino spinduliavima, pasinaudojame kiino teoriniu
modeliu, kurj sudaro visais galimais dazniais virpanc¢iu harmoniniy osciliatoriy begaliné
sistema. Pagal klasiking elektrodinamika kiekvienas toks osciliatorius spinduliuoja jo
virpesiy daznio elektromagnetines bangas. Be to, pagal Sia teorija kiekvienos sistemos

energija gali kisti tolydziai, t.y. sistema gali iSspinduliuoti bet kokias energijos vertes.
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Klasikinés fizikos pagrindus 1900 m. perziuréjo Plankas. Jis i8kél¢ minti, kuri 18
esmés prieStaravo klasikings statistinés fizikos ir elektrodinamikos ivaizdziy sistemai. Jo
hipoteze teigia, kad elektromagnetiné spinduliuoté spinduliuojama ne tolygiai, o atskiromis

porcijomis (kvantais), kuriy energijos dydis proporcingas dazniui:
c
e=hv=h—. 12
k (12)

Planko hipotezé aiskiai priestarauja klasikinés fizikos désniams, nes i§ ju iSplaukia,
kad visi dydziai (energija, impulsas) gali laisvai igyti bet kokias kiek norima mazas vertes ir
gali kisti tolygiai. Pagal klasikinius désnius tam tikro daznio osciliatorius gali turéti savyje
Ivairia energija, kuri proporcinga amplitudés kvadratui. Tai reiSkia, kad osciliatorius per
vienetin laika gali spinduliuoti bet koki energijos kieki. TeoriSkai modeliuojant juodaji kiina
kaip begaling harmoniniy osciliatoriy visuma, kiekvienas i§ kuriy skleidzia atskira

monochromating banga, o visi kartu — istising spinduliuotg.
2.3. Osciliatoriaus modelis — molekulinése sistemose

Vibracinius judesius molekulinése sistemose galima modeliuoti pasinaudojant
mechaniniais modeliais, pritaikant jiems energijos kvantavimo taisykles. Paprasciausias
modelis yra harmoninis osciliatorius, kuris yra sujungty spyruokle dvieju kiiny, kuriy mases

m; ir my, sistema (5 pav.).

5 pav. Harmoninio osciliatoriaus svyravimai

Pasinaudodami Siuo klasikiniu osciliatoriaus modeliu galima nagrinéti atomu

virpesius diatoméje molekuléje. Atomus, kuriy masés  m, ir m,, pavaizduosime skirtingo

15



spindulio apskritimais, o tarpatoming jéga — spyruokle, kaip parodyta brézinyje Zemiau.

Visas koordinates atskaitysime atomy centry x, ir x, atzvilgiu.

Tarkime, kad rySys tarp atomy molekul¢je yra tamprusis. Tuomet atomy saveikos

potenciné energija V(r), kaip nuotolio r tarp ju centry funkcija vaizduojama:

Vir) A

~ Y

6 pav. Atomy saveikos potenciné energija

Nuotoliui tarp atomu centry pakitus dydziu (r-ry), atsiranda link pusiausvyros

padéties nukreipta kvazitamprioji jéga — dél to kiekvieno atomo branduolys virpa apie savo

pusiausvyros padéti (r=ry) . Jeigu virpesiy amplitude, palyginti su 7, yra labai maza, tai jie

yra harmoniniai ir jiems tinka harmoninio osciliatoriaus désningumai.

Energiija (eV)

5.0

4.0

3.0

2.0

1.0

0.0

I
| e

./ /

\

7 pav.  Meélyna

kreivé — tiesinio harmoninio

osciliatoriaus potenciné
. kx’
energija Ux)= -

Raudona kreivé — atomuy

saveikos potenciné energija

Ulr) = ék(r -7, )2
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Tokio osciliatoriaus energija iSreiskiama lygtimi:
w, =[v+%jhv0 ,kai v=012,..., (13)

¢ia v— vibracinis kvantinis skaicius, vo — nuo virpancios dalelés masés m ir sistemos

kvazitampriosios konstantos & priklausantis virpéjimo savasis daznis:

1 [k
Vo= (14)
mw\m

IS energijos formulés seka, kad nuotolis tarp gretimy vibracinés energijos lygmeny

yra vienodas ir lygus:

/4

v+l

—W, = hv,. (15)

Nustatyta, kad priklausomai nuo molekulés prigimties is skirtumas yra 102-10" eV eilés.

Tokio osciliatoriaus spinduliniams Suoliams tarp vibracinés energijos lygmenuy galioja
atrankos taisyklés Av =+1. Taciau esant dideliems v (didelé branduolio virpéjimo
amplitudé), atomy saveikos potenciné energija V(r) kinta ne parabolés désniu, — virpesiai yra
jau anharmoniniai.

Tuomet vibracinés energijos lygmenys jau nevienodai nutol¢ vienas nuo kito, o

didéjant v, tankéja (6 pav.). Be to, anharmoniniam osciliatoriui jau galimi kvantiniai Suoliai,
kurivose Av gali buti didesnis uz 1. Taciau Sitokiy spektro linijy intensyvumas nedidelis ir
mazéja didéjant Av.

Molekulés elektrony lygmenys — tai atomo energijos lygmenys, kurie labiausiai

priklauso nuo pagrindinio kvantinio skaiCiaus n. Kai kvantinio Suolio metu kinta n, tai

elektrony energijos pokytis AWe yra keleto el eilés ir gaunamas regimasis ar ultravioletinis

spinduliavimas.
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3. Vienmatis kvantinis osciliatorius

3.1. Hamiltonianas ir jo savybés

pagrindiniais kvantinés mechanikos principais, i§ Hamiltoniano

Pasinaudodami
funkcijos gauname Hamiltoniano operatoriy. Sitokio osciliatoriaus Hamiltoniano operatorius

yra
2 2 2 2 2 2 2

=4 Avmvi . W d mo o (16)
2 2m dx 2

2m dx’
Dalelé, kurios hamiltonianas turi toki pavidala vadinama vienmaciu kvantiniu

harmoniniu osciliatoriumi.
Sios sistemos Hamiltonianas nepriklauso nuo laiko, tai kvantinio osciliatoriaus

analiz¢ suvedama i tikriniy veréiy lygties sprendima. Tuomet ir stacionarioji Sredingerio

lygtis nepriklauso nuo laiko ir uzraSoma $itaip:
(17)

(18)

(19)

ISskirkime keleta svarbiy Hamiltoniano savybiy, kurias apsprendzia potencialo forma

kx
V =—-1:
2
Hamiltoniano tikrinés vertés jgyja teigiamas vertes. Bendruoju atveju galima

1.
parodyti, kad potenciné energija V(x) apribota i§ apacios, tai Hamiltoniano

nod’ ? I e .
MO 12 tikrinés vertés E vir§ija minimalia funkcijos V(x)

A

2m dx? 2
jei Vix)zv,, .

reikSme: E>V, .,
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2. Hamiltoniano H operatoriaus tikrinés funkcijos turi apibréztq lyginumgq. Si

savybé seka i§ funkcijos V(x) lyginumo savybés: V(—x)=V(x). Siuo atveju

operatoriaus H tikrines funkcijas galime rasti tarp funkcijy su nustatytu
lyginumu (i§ tikryjy, Hamiltoniano tikrinés vertés néra iSsigimysios, vadinasi
stacionarigsias blisenas aprasancios banginés funkcijos turi biiti arba lyginés, arba
nelygings).

3. Energijos spektras yra diskretinis. Klasikin¢ dalélé juda apribotoje srityje
nepriklausomai nuo pilnutinés enrgijos reikSmés ir tuo atveju Hamiltoniano

tikrinés vertés i$sidésto diskretiskai.

3.2. Kvantinio osciliatoriaus biuiseny energijos spektras

Sis kvantmechaninis uzdavinys apie harmoninj osciliatoriy suvedamas | uzdavini
apie dalelés judéjima kvantingje duobéje, kurios pavidalas formuojamas parabolinio tipo
potencine energija. Nagrin¢jant §] uzdavini svarbu nustatyti S$ios sistemos bangines
funkcijas ir energijos spektra, t.y. nustatyti Hamiltoniano tikrines vertes ir tikrines funkcijas.

Kvantinés mechanikos harmoninio osciliatoriaus svyravimai yra reiSkiami $ia

stacionaria Srédingerio lygtimi:

d*oe 2m me’
dx‘f +F(E——x2j(p= 0. (20)

Ivesime naujus bedimensinius kintamuosius:
X, = /i’azi,;bzz_ Q1)
mo X, ho

Sredingerio lygtis su naujaisiais kintamaisiais pasidaro paprastesn¢ ir gerai Zinoma
diferencialiniy lyg¢iu teorijoje:

o +(A-E)p=0. (22)

Nagrinédami kvantini osciliatoriy teigiame, kad bangin¢ funkcija be galo

nutolusiuose i abi puses taSkuose, x =—o0o0 ir x =400, yra lygi nuliui. PrieSingu atveju
integralas “(p(x)‘zdx diverguos. Pasirodo, kad banginés funkcijos krasStines salygas

patenkina ne visada, o tik esant tam tikriems diferencialinés lygties parametrams. Taigi,
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tikrasis uzdavinys yra ne tik iSsprgsti pateikta diferencialing lygti su 1§ fizikiniy
samprotavimy gaunamomis kraStinémis salygomis, bet ir tuo paciu metu nustatyti energijos
vertes E, kurioms esant tik ir egzistuoja ieSkomasis sprendinys.

Sio uzdavinio ypatybé yra ta, kad dalelés judéjimas néra apribotas kokia tai
nepralaidziama sienele, todél Siuo atveju néra krastiniu salyguy. Vienintelis banginés
funkcijos reikalavimas, kad ji visoje egzistavimo srityje turi buti kvadratiskai integruota.
(Funkcija W vadinama kvadratiskai integruotina, jeigu dydzio WW* integralas visame
kintamyjy intervale yra baigtinis).

Kvantinj osciliatoriy apraSanti Sredingerio lygtis turi sprendini, kuris tenkina
paskutinjji reikalavima, tik prie tam tikry parametro A reikSmiuy.

Norint iSsiaskinti (22) lygties bendrojo sprendinio pavidala, reikalaujame kad
funkcija biity baigtine, kai & — +o .

ISnagrin¢kime funkcijos @(&) pavidala prie dideliy parametro reikSmiy & >> A .

Siuo atveju (22) lygtis igyja toki pavidala

¢"-E'p=0. (23)

Asimptotinis sprendinys prie dideliy parametro & verciy yra funkcija

o=c 4)
Banginé funkcija turi buti baigtiné, ir apibrézta tai lieka tiktai vienas sprendinys
.
p=e ?. (25)
I§ Sio rezultato gauname, kad (22) lygties sprendinys yra funkcija
&
o=e 2 /(). (26)
f (&) - nauja nezinoma funkcija.
Istatg (26) lygti 1 (22), nagrin¢jame Sia lygti
fr=28f"+(L=1)f =0. (27)
Sios lygties sprendinio ieskosime laipsninés eilutés pavidalu
1e)=2 a8 (28)
=0
Funkcijos iSvestinés 1", ' yra lygios
f1= ka&"", (29)
=0
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f"= Z ke(k —1)a, &2 . (30)

Istate (29) ir (30) lygtis 1 (27) gauname

>kl —1)a, &7 =26 ka, &' +(A-1)> a,E* =0. (31)

k=0
Zinome, kad begalinés laipsninés eilutés suma tapatingai lygi nuliui, tuomet kai prie
visy nepriklausomy kintamyjy laipsniu esantys koeficientai lygiis nuliui. Prilyging

koeficienty suma nuliui, gauname rekurentinj rysj koeficientams a, :

> (k(k-1)a,,, —(2ka, +1-1))e" =0 (32)
ir
(k+2)k+1)a,,, —(2ka, +1-1)=0. (33)

Taigi, gauname $§j rekurentinj ryS§j koeficientams a,

2k+1-A
__ A 34
D2 (k+2)(k+1)ak (34)

Gauname sprendinj, kuris tenkina biiting salyga — baigtinuma tik tuo atveju, kai
laipsniné eiluté¢ susivedama i polinoma, t. y. ties kazkuriuo nariu eiluté nutriksta. Tai,

teigiame kad paskutinis eilutés narys bus su numeriu n: a, #0 , a,,, =0. Tuomet funkcija

f (&) susiveda | n-tojo laipsnio polinoma. Si prielaida bus tenkinama, kai
A=2n+1, (35)
¢ia n=0,1,23...., n >0, nes n — eilutés nario numeris ties kurio eiluté nutriksta.
Vadinasi, (22) lygties sprendinys yra vienareikSmis, baigtinis ir tolydinis tik jei
A=2n+1(n=0,1,2,3...). Tai apibrézia energijos spektro vertes, t. y. harmoninio

osciliatoriaus tikrines vertes
1
E = hw(n+§j. (36)

IS ¢ia matyti, kvantinio osciliatoriaus energija gali turéti tik tam tikras diskretinias
vertes. Svarbu pazyméti, kad parabolinéje duobé¢je energetinés biisenos iSsidésto vienodu

tarpu ir tokiai sistemai yra budingas parametras — osciliatoriaus kvantas ho.
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A
LI(x)

Tix) = %l{x2 = %mm2x2
1
Ec=(5+=)h
[ ] / 5 ( * 2) o
| 1
! 4 E4 = (4 + E)ﬁm

1
E3 = (3 + E)ﬁﬂ]

\ 1
1 E1 = (1 + E)ﬁ(ﬂ
= %f)m _
0 p

8 pav. Kvantinio osciliatoriaus buiseny energetiniy lygmeny schema

Kvantinio osciliatoriaus minimali energijos vert¢ gaunama, kai n=0 1ir ji
atitinkamai lygi:
_ ho

E, 5

(37)

Si maZiausia energija, kuria gali turéti kvantinis osciliatorius yra vadiname nuline energija.
Ji turi ne tik fiziking prasmg, bet ir filosofing prasme.

Anot klasikiniu supratimu, absoliutinio nulio temperatiiroje sistemos dalelé turi
minimalia energija lygia nuliui. Siuo atveju, bet koks mechaninis judéjimas nutriiksta, tai ir
klasikinis osciliatorius nesvyruoja ir yra pusiausvyros biisenoje. Pagal klasiking teorija,
atomai osciliatoriai esant 7" = 0 turi nesvyruoti.

Siuolaikiné kvantiné mechanika jrodé, kad atomai osciliatoriai ir esant 7 =0 turi
energijos. Formul¢ (37) patvirtina, kad kvantinis osciliatorius esant net labai Zemoje
temperatiiroje 7 — 0 néra pusiausvyros biisenoje, nes jis turi nulines energijos.

Kvantinio osciliatoriaus savoka yra svarbi kietojo kiino fizikai, elektromagnetiniam
spinduliavimui, molekuliy vibraciniams spektrams ir kt. Bandymai rodo, kad kristalo atomu
virpéjimo salygojama Sviesos sklaida net labai Zemoje temperattiroje 7 — 0 neiSnyksta,
taigi neiSnyksta ir atomo virpesiai. Tai sutampa su kvantinés mechanikos teorine iSvada.
Pagal kvanting mechanika nuliné energija yra mikrodalelés korpuskulinio banginio dualumo

1Svada (Pozéla, 2008).
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3.3. Kvantinio osciliatoriaus buseny banginés funkcijos

Banginé funkcija W(x, y, z, t) ir jos amplitudé tiesiogiai eksperimentiskai
nestebimi ir fizikinés prasmés neturi. Dalelés banginé funkcija — tai koordinaciy ir laiko
kompleksiné funkcija W(x, y, z, t), kuri apibiidina dalelés judéjimo biisena ir kurios modulio
kvadratas lygus tikimybés tankiui aptikti duotosios biisenos dalelg erdves taske su
koordinatémis X, y ir z laiko momentu t:

[’ =Z—§ arba dP =|¥| dV . (38)

Sioje banginés funkcijos apibrézime reikia atkreipti démesi i teiginj, jog banginé
funkcija apibuidina dalelés judéjimo busena. Tai reiskia, kad, uzdavus banging funkcija, kartu
visiSkai apibtidinamas dalelés judéjimas visais laiko momentais. Skirtingy energijy dalelés
turi skirtingas bangines funkcijas.

UzraSykime osciliatoriaus Hamiltoniano #n-tojo suzadinto energetinio lygmens

tikrines funkcijas

&
0,(E)=4,¢ 2 H,(¢), (39)

¢ia A, - normavimo daugiklis, H, (F;)- n-tojo laipsnio polinomai daznai iSreiSkiami

52 dn67§2
d,5

Polinomus H, (F,) vadiname Ermito (Hermite) polinomais, kurie apibréziami sarysiu:

H,(§)=(-1)e

(40)

H,.(&)+2H,(€)-2nH, ,(£)=0. (41)

IS ¢ia galime rasti polinomy H, (&) iSraiSkas prie visy n ver¢iy (n=0,1,2,3...):

Ho(‘to)zl’ Hl(&): 28,
Hz(é’;)= Z‘Kle(g)_ZHo(g): 4‘22 -2,
=28H,(8)-

H,(E) (€)-4H,(g)=8¢"-12¢ .... (42)

Prisimenant, kad banginé funkcija yra lygties (22) sprendinys, tai ji turi tenkinti ne
tik standartines salygas: vienareiksmé, baigtiné ir tolydiné, bet ir biti kvadratiskai

integruotina ir tenkinti normavimo sqlygq:
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[0, E)e=1. (43)

Pasinaudodami (39) ir (40) iSraiSkomis normavimo salyga gauname

2 [ -&* py2 0o d"e®
4 (e H(E)de= (-1 4] [ H,(&)=——=1. (44)
o ket dg’
Atlikg skai¢iavimus normavimo daugiklio iSraika gauname:
A = ; (45)

" 2” n/\/E

. . . o . ve X v we . .. ..
Pasinaudodami bedimensiniu dydziu &=-—, i§ ¢ia x=x,& . Tai banginés funkcijos
Xo

normavimo daugiklis bus

S — (46)

' A X, 2" TN

Vadinasi, banging funkcija galime uzrasyti

. 2

(Pn(x)zm'e > -H,(¢).

Pateikiame banginiy kvantinio osciliatoriaus tikriniy funkcijy algebrines iSraiskas ir kreives

(47)

kai n vertés yra mazos.

1 x’
10 e
! X, N 2x;
i el e
) 1 w/2x0-«/; Xo 2x; )
1 4x® x’
n=2, [0} (x)— ( —ZJexp(——]. (48)
’ 8x, /1 x; 2x]
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9 pav. Kvantinio osciliatoriaus normuotos tikrinés funkcijos, kai n vertés mazos

Pateikiami  kvantinio osciliatoriaus tikriniy funkciju grafikai, kai energetinio
lygmens biisenos n kintanuo 0 iki 5 intervale [-4, 4].

Pagrindinés biisenos banginé funkcija yra gausinis varpas, kurio ploti apibrézia
parametras a. Si banginé funkcija neturi mazgy. Sekanéio lygmens (n = /) banginé¢ funkcija
turi viena mazga, n=2 turi du mazgus. Kaip matyti i§ (48) formuliy kvantinio
osciliatoriaus banginés funkcijos yra gausinés eksponentinés funkcijos ir n-tojo laipsnio
polinomo sandaugos.

Taskai, kuriuose banginé funkcija lygi nuliui vadinami banginés funkcijos mazgais.
Matome, kad banginés funkcijos mazgy skaiCius lygus lygmens skai¢iui n. Todél n-tojo
lygmens banginé funkcija turi n mazgy. Kvantinio osciliatoriaus banginéms funkcijoms
budingas lyginumas. Jos yra lyginés funkcijos prie lyginiy n verc¢iy ir prie n =0, o nelyginés

funkcijos prie nelyginiy n verciu.
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10 pav. Tikriniy funkcijy grafikai, kai » =0,1,2,3

Pateikiami tikriniy funkcijy grafikai ir jas atinkancios energijos tikrinés vertés, kai n
kinta 0 iki 3. Svarbu pazyméti, kad pabolinéjé duobéje energinés biisenos vienodais tarpais ir
atstumas tarp buseny lygus 7. Energinés biisenos n =2 lygmenyje esanios mazos
vertikalios (juodos) linijos rodo ribas tarp klasikinés fizikos ir kvantinés mechanikos.
Matome, kad kvantinio osciliatoriaus bangin¢ funkcija, kai » =2 uz pazymétos ribos yra
nelygi nuliui. Vadinasi, kvantinis osciliatorius su nustatyta tikimybe gali buiti uz parabolinés
duobés riby.

Esant mazoms kvantinio skaiCiaus n vertéms tikimybé aptikti dalelg yra lygi
banginés funkcijos modulio kvadratui, ji visiSkai skiriasi nuo klasikinio osciliatoriaus

tikimybés tankio

dP =p, (x)dx . (49)

Pagrindinés bisenos funkcijos modulio kvadratas yra Gauso pasiskirstymas ir

pateikiame 11 paveiksle:
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11 pav. Raudona kreivé — Kvantinio osciliatoriaus pagrindinés biisenos tikimybés

tankis, kai n = 0. M¢élyna kreiveé — klasikinio osciliatoriaus tikimybés tankis

IS 11 pav. matome, kad kvantinés dalelés tikimybés tankio maksimumas yra taske
x =0, tuomet kai klasikinio osciliatoriaus tikimybés tankis Siame taske turi minimuma.
Klasiking¢ dalelé Siame taske turi didziausia greiti ir jos aptikimo tikimybé yra maziausia.

Prie dideliy n ver¢iy kvantinio osciliatoriaus tikimybés tankio kreivé vis daugiau

panasi i klasikinio osciliatoriaus tikimybés tankio kreive 12 paveiksle.
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12 pav. Raudona kreivé — kvantinio osciliatoriaus tikimybés tankis kai n=35,

meélyna klasikinio osciliatoriaus timybés tankis
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Atlik¢  kvantinés dalelés judéjimo parabolingje potencialingje duobégje teoring
analizg ir palyging su jos judé¢jimu staciakampéje potencialingje duobéje, nepriklausomai
nuo duobés formos galima iSskirti $iai dalelei biidingy bendry savybiy:

a) dalelés, esanCios potencialingje duobé¢je, energijos spektras yra
diskretinis, t.y. dalelés energijos vertés yra kvantuotos;

b) dalelés, esancios pagrindinéje biisenoje, energija yra nelygi nuliui;

c) dalelés timybés tankis eksponentiSkai mazéja, uz klasikinés dalelés
tikimybés tankio riby. Vadinasi, kvantiné dalelé su tam tikra timybe gali
biiti uz potencialinés duobés riby;

d) did¢jant kvantiniam skaiciui » vienetu banginé funkcija apraSanti

dalelés judéjima duobgje, igyja viena papildoma mazga.
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4. Kvantinio osciliatoriaus kompiuterinis modeliavimas

Sis kvantmechaninis uzdavinys apie kvantinj osciliatoriy suvedamas i uzdavini apie
dalelés judéjima kvantingje duobéje, kurios pavidalas formuojamas parabolinio tipo
potencine funkcija. Nagrinéjant §i uzdavini svarbu nustatyti S$ios sistemos bangines
funkcijas ir energijos spektra bei atlikti kvantinio osciliatoriaus biiseny vizualizacija
pasinaudojant kompiuterine matematine sistema ,,Mathcad 14 Professional *“.

Teorinéje dalyje iSnagrinéta kvantinio osciliatoriaus sistema buvo vienmaté: ji
tegaléjo judeéti tik viena erdvine kryptimi, taciau pasaulis yra trimatis todél reikia spresti
trimaéius uzdavinius. Siuo atveju nagrinésime trimatj izotropinj kvantinj osciliatoriy, kurio
savybés visomis kryptimis yra vienodos.

Skai¢iavimuose naudojama atominé vienety sistema (av), kurioje trys fundamentalios
pastoviosios konstantos, elektrono masé ir kravis bei Planko redukuotoji konstanta,
prilyginamos vienetui: m = h = e = 1. Sioje sistemoje ilgio vienetas yra Boro spindulys
(0,0529 nm), o energijos — dviguba vandenilio atomo jonizacijos energija (27,21 eV).
Nagrin¢jamy dydziy matavimo vienety atomingje vienety sistemoje (Fluge, 1971) ir SI

sistemoje, rysys pateikiamas 1 lentel¢je:

1 lentelé. Atominé vienety sistema.

Dydis . Atom}ne §1mb'<‘)‘hn1s Formulé SI sistema
vienety sistema|| zymejimas

Mases I u[masé] = lu m m=9.10953 10°" kg
vienetas
. , B n’ r3=0,529 10" m =

Ilgio vienetas: 1 Boras = 1 a a, = e 0.0528446 nm

Laiko N _n _ 17
vienetas: 1 u[laiko] = lu t= —ve t=2.4122010""s
Energijos . _ me* E=432910"J=27.211
vienetas: | Hartris 1 Ep k= h? eV
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4.1. Trimacio kvantinio osciliatoriaus banginé funkcija ir

kvantiniai skaiciai
4.1.1. Trimaté Sredingerio lygtis

Ivairiy kvantiniy sistemy modeliuose naudojame tam tikro pavidalo potencinés
energijos priklausomybés nuo koordinatés funkcija. Izotropinio kvantinio osciliatoriaus

potencinés energijos funkcija trimatéje Dekarto koordinaciy sistemoje yra:
1 1 1
U(x,v,z)=—hkx* +—ky> +=kz*, 50
(x,y.z) 5 2ky 5 (50)

Cia k, =k, =k, =k.

Kvantinio osciliatoriaus potencialas yra izotropinis, tod¢l jis yra vienodas visomis
erdvés kryptimis. Mes isivaizduojame, kad p masés dalelé¢ gali laisvai vibruoti ir suktis
visomis kryptimis.

UzraSykime Hamiltoniano operatoriy Dekarto koordinaciy sistemoje:

2
I:I(x,y,z): pi +p_y+p_§+lwﬂxz +1H(Dy2 +llvl0)z2 =
2u 2p 2u 2 2

2 2 2
:(5_;+;u@xzj{g_;ng}(g—;ngj=ﬁx<x>+ﬁy<y>+ﬂz<z>-
(51)

Hamiltonianas yra uzraSytas kaip triju hamiltoniany suma, kiekviename apibrézta viena

koordinaté. Tikrinés funkcijos igyja toki pavidala:

1 —laz(x2+ 2+22)
ann n, ('x’ y’ Z) = € ? ’ an (X)Hn (y)an (Z) =
’ \/2”nx/ny/nz./ ’
1 122 (52)
= e 2 H n (x)Hn (y )H n (Z)’
\/2”11 'n In_! ) ’ )

Cia H, (xl. ) yra Hermito polinomai, ir ¢ = /u_w .
‘ h

Energijos tikriniy verciy israiska:
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¢ia n=n_+n,+n,
N . . e e . 3 1 C
Pazymétina, kad izotropinio osciliatoriaus nulinio tasko energijos yra: Ehw,ghw kiekvienai

koordinatei. Vienody energetiniy biiseny skaicius duotajam energetiniam lygmeniui yra
lygus (nx,n y,nz) galimy kombinacijy skaiciui, tai yra kvantinis skai€ius 7.

Nagrin¢jant §i uzdavini Dekarto koordinaciy sistemoje pazymétina, kad jo sprendimas
nedaveé jokios informacijos apie kampinius momentus, todél §i uzdavini sprendziame
sferinéje koordinaciy sistemoje.

Sferiskai simetrinio kvantinio osciliatoriaus potencinés energijos funkcija yra:

1 1
U(r)=—kr’ =—po’r?, 54
(r) 5 SH (54)

¢ia r yra dalelés nuokrypis nuo pusiausvyros padéties, ® - kampinis daznis, p - dalelés
maseé.

Dalelés, kuri juda centriniame jégu lauke, trimaté Sredingerio lygtis yra §itokia:

viy +i_§‘(E “U(r)y =0, (55)

p yra dalelés mas¢, E — pilnutiné dalelés energija, U(r) yra dalelés potenciné energija
(U (r) priklauso tik nuo sferinés koordinatés - polinio spindulio 7), \y(r)- dalelés banginé
funkcija, % - redukuotoji Planko konstanta.

Sia lygti patogiausia spresti naudojant sferines koordinates, nes tuomet kintamieji 7,0
ir ¢ atsiskiria. Trijy argumenty banging funkcija q/(r,e,(p) galima iSreiks$ti radialiosios

funkcijos R(r) ir kampinés funkcijos Y (6,(p) sandauga:

v(r.0,9)=R(r)Y(6,0), (56)
¢ia R(r) yraradialioji funkcija, o Y (8, ¢) -kampiné funkcija.
Pasirinkg sfering koordinaciy sistema, galésime pasinaudoti lauko simetrija.

Laplaso operatorius V* sferinémis koordinatémis isreiskiamas Sitaip:
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2
Vv? :ii(rziﬁr ! i(sinei)Jr ! 0

_ _ 57
r*or  or’  r’sin’ 000 00" r’sin® 0 0¢ 7

Sferinés koordina¢iy sistemos kintamuyjy atskirimas trimatéje Sredingerio

lygtyje leidzia gauti radialiaja Sredingerio lygti:

L w2 5-r)- 1) rr)=o. (58)

Izotropinio kvantinio osciliatoriaus atveju radialioji Sredingerio lygtis bus

tokia:

d 2m [ Lo D] ey
o R(r)+ p {E St o - }R(r)—o. (59)

r

Nagrin¢jant $ig lygti galima isskirti du atvejus, kai /=0, tuomet ji tampa
vienmacio osciliatoriaus lygtimi. Kai /= 0, tuomet centrinés jégos atitolina dalele nuo
centro, kas priveda prie visiSkai kito sprendimo.

Baigtinis Sios lygties sprendinys yra R(r) - radialioji banginé funkcija :

Y
R(r)=Ce 2 -Fl(a,b,k : rz) (60)
¢ia C, yra normalizavimo konstanta, Fl(a,b,k-rz) - hipergoemetrin¢ funkcija su
2
parametrais a ir b. Sie parametrai lygus a = % +§—% , b= %-‘r ¢ bei osciliatoriaus

mo
parametras A = R

Hipergeometrinés lygties sprendinys yra vadinamoji Kumerio funkcija (Burkhard,
2008), kuri apibréziama eilute. Kaip ir Hermito daugianariy atveju, §i eiluté¢ nutriiksta ir
Kumerio funkcija pavirsta n-tojo laipsnio daugianariu. Sio augimo galima i§vengti tik
tuomet, kai parametras a yra lygus radialiniam kvantiniam skaiciui su minuso Zenklu
(a=-n,, kai n,=0,1,2,...). Tai yra atvejas kuomet hipergeometriné eiluté i§sigimsta n,
daugianario laipsnyje.

S k> E

Tai, turime kad parametras a = 3 +————=-n,. Pasinaudodami iSraiSka — = —
4 2 4x 20 ho

gauname, kad energetiniai lygmenys bus lygus E = h(o(an + 0+ %] ,kain =0,1,2,... .
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Skai¢iy n,vadiname radialiniu kvantiniu skai¢iumi. Siuo atveju energijos lygmeny

: : .. . .. 3 . v e ey
sistema prasideda nuo nulinés energijos, kuri lygi Ehoo. Energijos tikriniy verciy iSraiSka

3 . . . o ey e .
yra E :(n+5jhoo , kuri yra identiSka tikrinés energijos iSraiSkai gautai Dekarto

koordinaciy sistemoje.

4.1.2. Radialioji funkcija

Zinome, kad trijy argumenty banging funkcija \u(r, 0, (p) galima iSreiksti radialiosios
funkcijos R(r) ir kampinés funkcijos Y (6,(p)sandauga:
y(r.0,0)=R(r)¥(6,¢), (61)
¢ia R(r) yraradialioji funkcija, o Y (8, ¢) -kampiné funkcija.
Bendruoju atveju izotropinio kvantinio osciliatoriaus normuota radialioji

funkcija turi Sitoki pavidala

(62)

. (/'Jrlj 2 2 . . . . mao . e g . ..

Cla L1( : )(oc r ) yra jungtiniai Lagero polinomai; o = et kai pagrindinis kvantinis
—(n—t

2

skaiCius n=1, 2, 3 ... ir orbitinis kvantinis skai¢ius ¢/ =0,1,...,n —1.

[;(n—ﬁ)}/[; (n+£)}/ :

N = .
" ! (n+0+1) ' (63)

Normavimo daugiklis

)
=
3
Py
P
[ ]
Q
13
o~
L
N
o
[\ 8)

1

/+
Funkcija LE(;;)(OLZ,/Z) yra jungtiniai Lagero polinomai, kuriy iSraiSkos susietos su
2

kvantiniais skaiciais pateiktos 2 lenteléje:
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2 lentelé. Jungtiniai Lagero polinimai.

S D), et
~(n—t)
0 0 12(z)=1
1 1 L2(z)=1
? O
2 12(z)=1
3 ! LP(z)=—z42
3 L2(z)=1
4 0 Lé(z)zlzz+§z+1§5
2 L;/z(z):_z%
4 12(z)=1

Pasinaudodami kompiuterine matematine sistema ,,Mathcad 14 Professional“ gauname
radialiosios funkcijos algebrines iSraiskas sferin¢je koordinaciu sistemoje, kurios pateiktos
3 lenteléje. Siuo atveju radialing funkcija susieta su Siais parametrais, t. y. radialiniu
kvantiniu skai¢iumi »n, =0,1,2,3... ir orbitiniu kvantiniu skai¢iumi ¢=0,1,2,3.... Siuose

algebrinése iSraiskose ji priklauso nuo tasko atstumo iki koordinaciu pradzios, t. y. polinio

spindulio 7 ir osciliatoriaus parametro A = m7co (Burkhardt, 2008).
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3 lentelé. Radialiosios funkcijos algebrinés iSraiskos sferinése koordinatése.

Radialioji banginé funkcija R nr/(r,A)

0 0 R 00 (r,A) = 2‘%4’&. (;1 2%)
_ r, = po exp 2 T
2.2 -1 2
1 R O1 (r,A) =2 [=A"- —-exp(—-r -Kj-r
y’ 3 \/ T 2

4
e3[R (222
2 R_02 (r,\) = ﬁx = exp(2 T X)r

4
R_10 (r,A) = ﬁ-?x-\/%-exp(_?l-rz?\.j -(1 - %-rz -7\.)

4
1 R 11 (r,A) = %»Kz- %-exp (_Tl»rzj\.)-r '(5 - 2»r2-7u)
15
2 R 12 (r 7\,) =2 L?\,?’ 71@( (;1~r2~7\,j ‘r2~(7 - 2‘r2‘7\,)
- «/ 105 T TP\
4|3 A (4 (
3 R_llr,?u)::—~ —~7u4~ —eX —'2'7L ~r3~ 9—2~r2~7\)
94 35 T 2

1 R 21(r,A) = F»)\.z »4 2 -exp(_Tl »r2 K) T -|:35 + 4'r2-7v(77 + r2 k):|

4
2 R_22(r,7\,) = % /1—;7\,3 A ~exp(;l ‘r2‘7\,) ‘r2 [63 + 4'1‘2'}\.,‘(—9 + r2‘7\,):|

4
3 R 23(r, M = % ’%?ﬁ . ‘/% ‘exp( ;1 .r?xj P [99 + 4‘r2~k‘(—11 + rz.x)]

Radialiosios funkcijos algebrinés iSraiSkos yra gana sudétingos ir sunku
pastebéti priklausomybes nuo atitinkamu kvantiniuy skaiciy, tai galime atlikti pasinaudoje
grafine $iy funkcijy vizualizacija.

Atlikdami analiz¢ pateikiame trimacio kvantinio osciliatoriaus radialiosios
funkcijos grafikus naudojant kompiuterine matematine sistema ,,Mathcad 14 Professional”.
Siy funkciju grafiné priklausomybé nuo polinés koordinatés » pateikiama prie skirtingy
radialinio kvantinio skaiCiaus reikSmiy n, =0,1,2 ir Siy orbitinio kvantinio skai€iaus verciy

1=0,12,3.
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a)n, =

Ro0 (r,2)

R oI (r,2)
R 02 (r,2) /‘
R03 (1) o

S S S S
1
= o

Il
W N

1.5

= 3,' E . 0.5 “\

055 1 2 3 4 5
2
c)n, = \
1.5
(=0; R 20(r,2) \
/=1 R20(r2) !
=2 E(r,l) o N
/=3 R23(r,2) \\
0 ) Wm'_‘

13 pav. Radialiosios funkcijos priklausomybés nuo atstumo r kreiveés

Analizuojant Siuos grafikus galime pastebéti, kad kai orbitinis kvantinis
skaicius yra lygus nuliui ¢ =0 radialiosios funkcijos visais atvejais, nepriklausomai nuo
radialinio kvantinio skai¢iaus reikimés ir koordina¢iy pradzioje yra nelygios nuliui. Siame
taske pasiekia maksimalia vertg. O kai /=0 Sios funkcijos koordinaCiy pradzioje yra
lygios nuliui ir ju didé¢jimo pobiidi isreiskia parabolé. Funkcijos posvyris nulio aplinkoje
turimajam orbitiniam kvantiniam skai¢iui /¢ darosi vis statesnis, kai radialinis kvantinis

skaiCius n, didéja.
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Taskai, kuriuose radialioji funkcija tampa lygi nuliui vadiname mazgais.
Radialiosios dalies mazgy skai¢ius r» Kkitimo srityje yra lygus radialiniam kvantiniam

skaiCiui n, =n—/¢—1 .18 13 pav. matome, kad kai n, =0 radialioji funkcija mazgy neturi,
o n, =1 funkcija turi vieng mazga ir t.t.
.. e . 1 1 . ) o
Kvantinio osciliatoriaus potencialas U(r ) = Ekr2 = Emco2 r* visa laika didéja

kvadratiskai (15 pav.), tod¢l radialiosios funkcijos nuslopsta sparciau negu kuloninio

2
. e . L cew . o
potencialo U (r)z— atveju. Nagrin¢jant vandeniliSkasias sistemas Z =1, i§ 14

4dne,r

paveikslo matome, kad kai » didéja Sios funkcijos artéja prie nulio.

0.8 T T T T T T T

0.6

R 10 (r.,Z)

04
RII (r,Z)

RI2 (r.Z)
02 -
R I3 (r.Z)

14 pav. Vandenilio atomo radialiosios funkcijos priklausomybés nuo » kreivés , kai biiseny

radialinis kvantinis skai¢ius n, =1, o orbitinis kvantinis skai¢ius ¢ =0,1,2,3.

1.5
R 10 (r,2)
Rl (r2) !
R 12 (r, 1)

0.5
R 13 (r, 1)

15 pav. Kvantinio osciliatoriaus radialiosios funkcijos priklausomybés nuo atstumo
r kreivés.Buseny radialinis kvantinis skai¢ius n, =1, o orbitinis kvantinis skaicius

1=0,1,23.
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16 pav. Teorinés trimacio kvantinio osciliatoriaus tikrinés radialiosios funkcijos R, , (r)

pateiktos Siegmund Brandt, Hans Dieter Dahmen knygoje (Brandt, 1993)

Siuose radialiniy funkciju R, (r) kreivése matome, kad kiekvieno stulpelio
kreivés atitinka tq pacia radialinio kvantinio skaiiaus n, vertg, o kiekvienos eilutés kreiveés

—ta pacia orbitinio kvantinio skaiciaus ¢ vertg.

Ry (1) \ Ry (r) 2 Ryy(r)

05 \ 0 \ / 0

-1 -1
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i 1 1
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17 pav. Trimacio kvantinio osciliatoriaus tikrinés radialiosios funkcijos R, , (r) kreivés

Lyginant radialiniy funkcijy kreives sferin¢je koordinaciy sistemoje  pateiktas
Siegmund Brandt, Hans Dieter Dahmen, The picture book of quantum mechanics, (Brandt,
1993) knygoje (16 pav.) su $iy buseny kreivémis gautomis naudojant kompiuterine
matematine sistema ,,Mathcad 14 Professional” (17 pav. ) matome, kad jos yra identiskos.

Dydis, kuris apibiidina dalelés buvimo duotajame erdvés taske tikimybe,
vadinamas tikimybés tankiu. Tikimybés tankis — dalelés radimo duotojoje nykstamai

mazoje erdveés srityje tikimybés dP ir tos srities tiirio dV santykis dap

dv-
Priminkime, kad jei funkcija iSreikSta Dekarto koordinaCiy sistemoje, tai funkcijos

modulio kvadratas |[¥(x, y, z)|° duoda tikimybés tankj aptikti dalele taske (x,,z). Sferinése

koordinaciy sistemoje funkcija (R, (r)]2 - duoda tikimybe aptikti dalele vienetiniame tiirio

elemente, o funkcija ””an (r)‘2 dr apibrézia tikimybg rasti dalelg sferiniame sluoksnyje, kurio

spindulys 7 ir dr - sluoksnio storis. Si funkcija vadinama radialiniu tikimybés tankiu.
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18 pav. Radialinis tikimybés tankis

Matome, kad didesné tikimybé dalelg aptikti yra arti intervalo galy negu intervalo
centre, nes ¢ia tikimybés tankis yra lygi nuliui. Didéjant radialiniam kvantiniam skaiciui
busenu uzpildymo funkcijos tikimybiné iSraiska vis labiau spaudziama ties potencinés
duobés krasty. Tai dideliy energiju svyravimus padaro vis daugiau panasius i klasikinio
osciliatoriaus, nes $ios padétys atitinka osciliojancios Svytuokléss posiikio taskus, kuriuose

greitis lygus nuliui ir klasikine dalelé¢ ilgiausiai randasi.

4.1.3 Sferiné harmonika (kampiné funkcija)

Kvantinéje mechanikoje daznai vietoje Dekarto koordinaciy x, y, z naudojame
sferines (erdvines polines) koordinates 7,6, ¢ . Poliné¢ koordinaté r (polinis spindulys) yra

tasko atstumas nuo koordinaciy pradzios, @ - polinis kampas, o ¢ - azimutas.
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Sferines  koordinates ir Dekarto
koordinates sieja formulés:

x=rsinfcosg,

y=rsinfsing,

z=rcos@.

(64)

19 pav. Sferiné koordinaciy
sistema

Atlickant tokia uzdavinio transformacija Sredingerio lygtis susiskaido i dvi
nepriklausomas dalis. Viena dalis — kontroliuojama radialinés koordinatés ir priklauso nuo
saveikos potencialo, antra yra nepriklausoma , kampiné* dalis (sferiné harmonika). Sferinés
harmonikos turi didelg svarba, nes pagal juy simetrija yra atlickama kvazidaleliy orbitaliy ir
energetiniy biiseny klasifikacija.

Laplaso operatorius sferinése koordinatése yra Sitoks:
o> o o° 10 11 5

L (65)

A=V =—t——t——=—
ox* oy> oz° ror r’h’

Cia atsiranda L - judesio kiekio momento operatorius, kurio tikrinés funkcijos yra taip

vadinamos sferinés harmonikos Y,, (6,¢), tenkinanéios judesio kiekio momento operatoriaus

[* bei jo projekcijos ]:Z tikriniy verciy lygtims:

L'y, (6.0)=n* (¢ +1)Y,,(6.0)
LAY(m (6’ (P) = hm Y(m (6’ (P)

Sferines harmonikas Y,

Im

(0,¢) galima reiksti Lezandro daugianariais (Buika, 2010):

!
P,(u)zz,il/%[(uz 1y (66)
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Lezandro daugianaris yra bendresniyju LeZandro funkcijy P"(u) atskiras

atvejis. Jos iSreiskiamos Sitaip:

m

H%m:a—uﬂwzd P(u), m=0,1,2,3..,/ (67)

m

Sioje formul¢je m ir ¢ yra kvantiniai skaiCiai. Jei magnetinis kvantinis

skai¢ius m > 0, sferinés harmonikos Y, (8,¢) reiSkiamos Sitaip:

2+1(I—m)!
ar (I+m)!

Y, (0,9)=(=1)" P (cosB)e™ (68)

o kai m < 0, sferinés harmonikos reiskiamos:

Y, . (0,0) = (=D)"Y,,,(0,9). (69)

Nors Lezandro polinomai P, (1) ir jungtinis LeZandro daugianariais P" (1) yra
realios argumento u funkcijos. Sferinés harmonikos yra kompleksinés @ ir ¢ funkcijos, o
fiziking prasme¢ — tikimybe¢ aptikti dalelg (6,([)) kryptimi — turi ju moduliy kvadratai:

]Ym (6,@){2 =Y, (6,(p)- Y, (6,(p), kurie priklauso tik nuo 6 kampo, t.y. turi z asing simetrija.

ApraSant sferines harmonikas naudojame Sias iSraiSkas kompiuteringje

matematingje sistemoje ,,Mathcad 14 Proffessional*:

m
3 I+m ]
P tmy = if| 1= 0,1, (123 "] L7 (24
2 de' M
Y(9,¢,l,m) 1=/2.l+ ! -(l_m)! .P(cos(ﬁ),l,m).ei'm'(/f
4.7 (I+m)!

Cia P(x, [, m) yra jungtinis Lezandro daugianaris, Y (9, d),ﬁ,m) - kampiné funkcija (sferiné
harmonika).
Kelios maziausias orbitinio kvantinio skaiiaus vertes atitinkan¢iy sferiniy

harmoniky iSraiSkos pateiktos 4 lenteléje.
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4 lentelé. Sferinés harmonikos Y ,,(0,p) algebrinés israiskos.

Vi m Sferiné harmonikos Y/m(0,¢)
0 0 Y 00(6, §) = —
_ > : 2\/;
1 0
v 10(0,9) = L cos(0)
24/ 7
1
Y_11(9,¢) = \/%-sin(@)-exp(i-(é)
2 0
vy 2000, 4) = Vs (3-cos(0)*~ 1)
4+[ 7
2
Y 21(0,4) = V30 sin( 6) -cos(6) -expi-¢)
4of 7
2 2
Y_22(9,¢) = m -sin(@)z-exp(2-i-¢)
8-/ 7

5 lentelé. Sferiniy funkcijy reikSmés pateiktos Robert D. Cowan knygoje. (Cowan, 1997).

ADDITION THEOREM OF SPHERICAL HARMONICS 2-6

TABLE 2.1 SPHERICAL HARMONICS

! 2
¥ .5 = \llll§ sin<f e+2i¢
n
Yy,1 = F \,'Iﬁ sin B cos B eti®
= [s5

0 = \,'Iﬁﬁ- (2 cos?® — sin?@)

s
Yia=7F .,Ji sinif e2did
Gdx

£
105 .4
¥y .3 = J%ﬁ- sin“@ cos B e+2ie
Y=+ \'II,“E (4 cosB sin B — sin’@) etid
[ -"."
Y3 = Ton (2 cos’d 3 cos B sin<@)

Lyginant duomenis pateiktus Robert D. Cowan knygoje (Cowan, 1997) su

duomenimis gautais kompiuterine matematine sisitema Matchad matome, kad jie yra

identiski.
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Svarbu, kad biity galima vizualizuoti Sias funkcijas, nes jos nusako tikimybés
tankio pasiskirstyma, t.y. sferiniy harmoniky absoliutiniy ver¢iy kvadraty atvaizdai. Vienas
1§ vizualizavimo biidy sferinés harmonikos yra Sias funkcijas vaizduoti sferin¢je koordinaciy

erdve¢je.

/=0;m=0

(=2;m=0 r=2;m=1 (=2;m=2

20 pav. Sferiniy harmoniky absoliutiniy ver¢iy kvadraty atvaizdai

sferinéje koordinaciy sistemoje
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Sferinés harmonikos priklauso nuo dvieju kampy, jas galime vaizduoti
sferingje koordinaéiy sistemoje. Sie atvaizdai yra pateikti 20 pav., kuriuose |YM (0,(/))’2 yra
lygus atstumui nuo koordinaciy pradzios iki pavaizduoto pavirSiaus kryptimi @ir ¢.

Sferinés harmonikos Y, (0,¢) uZduoda kampinius pasiskirstymus aptikti
saveikaujancias daleles tarpusavio atstumu 7 tikimybés tanki. IS 20 pav. matome, kad kai
¢ =0; m =0, t. y. neiSsigimusiose busenose, yra stebima pilna sferiné simetrija, kai kitais

¢ #0 atvejais ji yra pazeidZiama.

Tokioje sistemoje, kai / = 0; m = 0, tai ’Ym (t9,(0)|2 = % yra sfera. Sferiskai
T

[YP=2] [(Iwe2]
S

simetriSka “s” tipo funkcija visur yra teigiama, tuo tarpu trys “p” tipo orbitalés (p., p, p-) yra

hantelio formos su teigiama ir neigiama dalimi. Jai budinga cilindriné¢ simetrija z aSies

atzvilgiu, tai funkcija nepriklauso nuo azimuto ¢. Funkcija igyja maksimalias vertes, kai
0=0 (iSilgai z aSies ) ir O=m (iSilgai -z aSies ), tampa lygi nuliui Ozg (xy
plok§tumoje).

Visy galimy / ir m verc¢iy atveju funkcijos |YM @, (p)’2 yra simetriSkos sukimosi
apie z asi atzvilgiu. Tam tikry 0 verciy funkcijos ]Ym (t9,(p)|2 lygios nuliui, o jeigu tos 0
vertés nelygios nuliui arba 7/2, jos vadinamos ]Ym (9,(0)|2 mazgais. Vadinasi, sferinés
harmonikos |YM 4, qo)]z neturi mazgy , o ]Ym (9,(0)|2 turi /- | m | mazgu.

Kvantiniy skaiCiy trejeta n,/,m atitinkanti bangin¢ funkcija - tai sferinés

harmonikos Y, (0,¢) ir radialiosios funkcijos Rnl(r) sandauga. Tai  kvantinio

osciliatoriaus banginés funkcijos iSraiska:

¥ (r.0.0)=R, (r)Y,(0,0). (70)

Pilnutiné¢ banginé funkcija yra radialiosios ir kampinés dalies sandauga, tai
banginés funkcijos atvaizde, pastebimos §iuy abieju funkciju savybés. Kampiné dalis
apibrézia pasiskirstyma ir Zenkla erdvéje, o radialioji dalis nusako banginés funkcijos

amplitudg ir Zenklo kitima.
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6 lentelé. Banginiy funkcijy algebrinés iSraiSkos sferinéje koordinaciy sistemoje.

/ m Bangin¢ funkcija ‘P_nﬁm(r, 0, (p,k)

s

he 2 .72
v _000(r,0,¢,0) - N T

4
\/3-7&2 ree 2 -cos (0) ‘/%

v _010(r,0,0,0) -

L 4
kz r -e¢ Te 2 sin (0) \/I
v _011(r,0,¢,A) > L

- 4
'\/—5'\/1—5-7L3 ~r2 e 2 ~E~(3-cos(e)2 - 1)

020(r,0,0, A
v_020(r,0,0,2%) - A

2 1 e

) 4
'\/1_5 «/E) -7\,3 -r2 -e¢ e 2 -cos(0) -sin (0) J%
154/m

y_02(r,0,0,A) -

2 2 N
. - 4
NG G220 2 (e)z-,/%

022(r,0,0,A
v _022(r,0,¢,2) > Ve

Kaip matome Siy funkcijy israiSkos bendruoju atveju yra gana sudétingo

pavidalo. Siuose iSraiSkose A - osciliatoriaus parametras. PaprasCiausios yra  “s” tipo

funkcija , kai £ = 0; m = 0, nes ju kampiné funkcija Y, (0,p) yra lygi konstantai % S
T

Sios banginés yra sferiSkai simetrinés. Banginés funkcijos, kurios atitinka biisenas kai 7 > 0

néra sferiSkai simetrinés.
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4.2 Trimacio kvantinio osciliatoriaus biiseny vizualizacija

Banginés funkcijos algebrines iSraiSkas galime gauti ne tik sferin¢je
koordinaciy sistemoje, bet ir Dekarto koordinaiy sistemoje. Tuomet ji ‘P(x, y,z,k)
priklauso nuo koordinaciy x, y ir z bei osciliatoriaus parametro A.

Zinome, kad kvantinio osciliatoriaus biisena aprasanti bangin¢ funkcija
‘P(x, y,z,k) neturi prasmes, o fiziking prasme nusako jos tikimybés tankis. Tam kad sukurti

banginés funkcijos grafikus mums reikia atlikti transformacija — sferines poliarines

koordinates transformuoti | Dekarto koordinates.

7 lentelé. Banginiy funkciju tikimybés tankiy

algebrinés iSraiSkos Dekarto koordinaciy sistemoje

l m Bangin¢ funkcija V¥ nﬁm(r, 0, (p,?»)
0 0 55}{ 00£x,y,z,7\,) ::%9\%\/%@( —7\,~(x2+y2+22):|~(x2+y2+22)
1 0

“u ()Iax,y,z,}\.) = %‘7\.4‘\/%'6)6[7[—}\4'()62 + y2 + 22):| ~(x2 + y2 + 22)~22

! ! W’y,z,b :—_711~7u4'\/%’6x Jv(xz +y2 + 22)] ~(x2 +y2 + 22) '(x2 +J’2)
2 0
2
”” 02’2x,y,z,7\.) = #,7\‘6.\/%@)( —7\,.()52 +y2 + 22):| .(x2 +y2 + 22)3'[3.—)52 +;z N 22 - l]
2 1
U){ 02;x,y,z,7\.) = %'7‘6'1/% -ex, —7\.~(x2 + y2 + Z2):| '(xz + y2 + 22) ~(X2 + y2) '22
2 2

”” 02£x,y,z,7\.) = —1-7»6~\/§~ex 7}v(x2 + y2 + 22):| -(x2 + y2 + 22) -(xz + y2)2

2T

Banginiy funkcijy tikimybés tankiy algebrinés iSraiSkos Dekarto koordinaciy
sistemoje yra gana sudétingos ir jas analizuoti pasinaudojame pilny banginiy funkcijy
moduliy kvadraty erdvinius (pavir$inius) ir konttrinius atvaizdus

Atlikdami biiseny vizualizacija parodome kaip tikimybés tankis priklauso nuo
dvieju kintamyjy x ir z kintamyjuy (vienas yra fiksuotas y = 0), nes priklausomybe
vaizduojama x-z plokStumoje. Kontlriniame grafike Sviesiausia vieta reiSkia didziausia

tikimybés tankj.

47




Dabar galime pavaizduoti kvantinio osciliatoriaus tikimybés tankio grafikus x-z
plokStumoje biisenoms kai radialinis kvantinis skai¢ius nr =0,1,2,3; orbitinis kvantinis

skaiCius ¢ = 0, magnetinis kvantinis skai¢ius m =0. (21 pav. )

nr=0/7/=0,m=0

325

16 0.0 15%

0. UD'F ns1 L
T,
\ﬁ 044///4/
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0.0a7
B 35 175 0 175 32
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vy 000
ww 000 -
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) o)

21 pav. Tikimybés tankio pasiskirstymas biisenos nr =0, /=0 , m=0

Siuo atveju nagrinéjame kaip tikimybés tankio pasiskirstymo funkcija priklauso
nuo radialinio kvantinio skai¢iaus nr, kai orbitinis ¢ ir magnetinis m kvantinis skaiCius
nekinta. Zinome, kad orbitinis kvantinis skai¢ius ¢ nusako orbitales forma. Kintant
radialinio kvantinio skaiiaus nr vertei, kai orbitinis kvantinis skaiCius ¢ = const tai
tikimybés tankio pasiskirstymo funkcija pasizymi sferine simetrija, , t.y. turi rutulio forma.

Kai nr=0, tuomet didziausia tikimybés vertg i§ kontiirinio grafiko (21 pav. a)
nustatome, kad yra nulio tasko aplinkoje ir lygi 0,066. PavirSiniame grafike (21 pav. c)
tikimybés tankio funkcija vaizduoja erdvini grazy kalniuka, parodanti, kad osciliatorius
pagrindin¢je biisenoje randasi arti potencialo minimumo, bet kaip ir vienmaciu atveju
nenustygsta minimumo taske, o fliuktuoja nedideléje to minimumo aplinkoje. Jame funkcijos
dydis parodytas jvairiomis spektro spalvomis. Didziausia  tikimybés tankio verté
pavaizduota raudona spalva, o einant i meélyna spektro puse, funkcijos verté mazéja ir
pagaliau pati mélyna spalva atitinka maziausia funkcijos verte (Siuo atveju beveik lygia

nuliui).
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22 pav. Tikimybés tankio pasiskirstymas biisenos nr =1, /=0, m=0

Kai nr=1, tuomet centre nulinio tasko aplinkoje tikimybés vertg artima
nuliui 0,006. Tolstant nuo centro i dvi prieSingas puses, tikimybé didéja, pasiekia

maksimuma ir vél mazéja.
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23 pav. Tikimybes tankio pasiskirstymas biisenos nr=2, /=0, m=0
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24 pav. Tikimybes tankio pasiskirstymas biisenos nr =3, /=0, m=0

Kai radialinis kvantinis skai¢ius nr =2 ir nr =3, tuomet pastebime, kad
nulinio taSko apilinkoje Sios funkcijos verté yra artima nuliui, taciau tolstant funkcija didéja
ir pasiekia verte kuri yra maZesn¢ uz maksimalia, tai rodo atsirades papildomas nerySkus
ziedas (23 pav. a). Toliau tikimyb¢ i abi prieSingas puses mazéja. 23 pav. a) kontliriniame
grafike matome, kad toliau seka Sviesiausia ziedas, tai vieta kur tikimybés tankis yra
didziausia. Vadinasi, kai nr =2 atsiranda vienas papildomas sferos ziedas (22 pav. ), o kai
nr =3 - du papildomi sferos Ziedai (23 pav. ).

Panagrin¢kime, kaip tikimybés tankio atvaizdas priklauso nuo orbitinio
kvantinio skai¢iaus /, kai radialinis ir magnetinis kvantinis skai¢ius nekinta (nr = 0; m = 0).
Did¢jant  orbitiniam kvantiniam skai¢iui nebéra sferinés simetrijos, biidingos biisenai
nr=20,1,2,3, /=0, m=0. Be to, banginés funkcijos tikimybés tankis tuo greiiau sueina |
nuli centre, kuo didesnis 7, tai matome i§ pavirSiniy grafiky. Orbitinis kvantinis skaicius
nusako taip pat ir skai¢iy mazginiy plokStumy, kertan¢iy koordinaciy pradzia. Kai /=1,
sfera tarsi suskyla 1 dvi dalis ir tarp dviejy “hantelio”skil¢iu yra plokStuma (paveiksle xz
plokStumoje tarpelis tarp dvieju skil¢iy uzdazytas juodai), kurioje dalelés buvimo tikimybé

lygi nuliui. Tai mazginé plokStuma.
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24 pav. Tikimybeés tankio pasiskirstymas biisenos nr =0, m =0

Banginé funkcija priklauso ir nuo magnetinio kvantinio skai€iaus m, kuris susietas
su orbitiniu kvantiniu skai¢iumi /. I§ teorijos Zinome, kad orbitaliy orientacija erdvé¢je
apibiidinama dar vienu kvantiniu skai¢iumi, vadinamu magnetiniu kvantiniu skaiciumi m; .
Pavaizduokime tikimybés tankio funkcija biiseny, kai radialinis ir orbitinis kvantinis skaiCius

nekinta, o kinta magnetinis kvantinis skaicius.
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25 pav. Tikimybeés tankio pasiskirstymas biisenos nr =0, /=0, m =1

IS 25 paveikslélio matome, kad kintant magnetinio kvantinio skaiciaus vertei
pasikeiCia kiek yra galimy tikimybés tankio funkcijos maksimumy iSsidéstymo erdvéje
varianty. Pirmuoju atveju iSvede ties¢ per funkcijos maksimalias vertes (kalnelius), ji yra
statmena x aSiai. Antruoju atveju — ties¢ bus statmena y asiai.

Nagrinédami kvantinio osciliatoriaus biisenas 26 pavekslélyje pateikiame pilny
banginiy funkcijy moduliy kvadraty kontirinius atvaizdus. Siuose kreivése matome, kad

kiekvieno stulpelio kreivés atitinka ta pacia radialinio kvantinio skaiCiaus n, vertg, o

kiekvienos eilutés kreivés —ta pacia orbitinio kvantinio skaiciaus ¢ verte.
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nr=0 nr=1 nr=2 nr=3

1=3; m=0; 1=3; m=1; 1=3; m=0;
1=3; m=2; 1=3; m=3; 1=3; m=2; |=3; m=3; 1=3; m=2; |=3; m=3; 1=3; m=2;

HE e

26 pav. Trimacio kvantinio osciliatoriaus buiseny vizualizacija (konturiniai grafikai)

IS trimacio kvantinio osciliatoriaus biiseny vizualizacijos galime pastebéti, kad
did¢jant radialiniam kvantiniam skai¢iui nrir nekintant kvantiniams skai¢iams ¢ ir m
banginés funkcijos tikimybés tankio funkcijos forma nekinta, tik atsiranda papildomi taskai

kuriuose yra tikimybé aptikti dalelg.
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ISVADOS

Siuolaikinéje fizikoje jau beveik nebeimanomas reiskiniy tyrimas ir
analizavimas nepasitelkus informaciniy technologiju. Mokslui progresuojant, reiskiniai
tiriami vis placiau, t.y. reiSkinius stengiamasi tirti kaip realybés artutinumus, minimalizuojant
Ju supaprastinima ir apimant kuo daugiau reiskinio savybiy. Taigi reiSkiniy modeliavimui ir
kompiuteriniui analizavimui Siuolaikinis mokslas teikia prioriteta.

Klasikiniu osciliatoriaus modeliu galima pasinaudoti nagrinéjant daug
universaliy fizikos reiSkiniy, pradedant nuo absoliuciai juodo kiino nagringjimo, kaip
pavieniy osciliatoriy sistemos ir baigiant branduoline energetika.

Bakalauro darbe surinkome ir susisteminome teoring medziaga apie kvantini
osciliatoriy. Naudojantis kompiuterine matematine sistema ,,Mathcad 14 Professional“ bei
gautais analiziniais sprendiniais atlikome trimacio izotropinio kvantinio osciliatoriaus
busenuy vizualizacija. ISanalizavome, kaip kinta tikimybiy tankiy pasiskirstymo funkcija,
keiciant konkrecius kvantinius skai€ius.

Apibendrinus rezultatus, galima teigti, kad rySys tarp matematinio reiskinio
apraSymo ir jo kompiuterinés vizualizacijos leidzia giliau pazvelgti i nagrin¢jama problema,
geriau suprasti ir jtvirtinti analizuojama medziaga.

Medziaga tikty mokomajam darbui aukstojoje mokykloje, studijuojant

kvantinés mechanikos temas susijusias su Sredingerio lygties taikymu.
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