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1 Izanga

Disertacijoje, kuri pristatoma Sioje santrumpoje, nagrinéjamos aritmetines sveikyjy skaiciy
poaibiy savybés. Mus dominantys reiskiniai kyla iS vienos i paprasciausiy matematiniy
operacijy — sudéties, netikétai vedancios prie jdomiy ir komplikuoty kombinatoriniy objekty.

Pirmasis is jy yra dviejy aibiy A ir B sumy aibé:
A+B={a+b, ac Abe B}.

Daugiausiai tyrinétas sumy aibes aspektas yra jos dydis. Nesunku jrodyti gerai Zinoma
iverti |[A+ B| > |A| 4+ |B| — 1, galiojantj baigtiniams sveikyjy skaic¢iy poaibiams, kaip ir
pastebéjima, kad lygybeé galima tik tuo atveju, kai A ir B yra vienodo skirtumo aritmetinés
progresijos. Susilpnine salyga ir paklause, kokioms aibéms lygybé negalioja, bet juy sumy
aibé vis vien yra maZa, pataikysime tiesiai j vieng iS centriniy adityviosios kombinatorikos
klausimy. Atsakymas j ji yra Zymioji Freiman teorema, jrodyta 1966 metais ir nuo to laiko
ne kartg pagerinta.

Glaudziai su sumy aibe susijes dydis yra adityvioji energija. Ji zymi, kaip daznai su-

muodami elementus i$ aibiy A ir B, gausime vienodas sumas:
E(A,B) = [{(a,d,b,V), a+b=d +V, a,d € A bV € B}|.

Sasaja tarp sumuy aibés dydzio ir adityviosios energijos yra tiesioginé dviem atvejais — aibés
su maza sumy aibe turi didele adityviaja energija, o aibés su maza aditivigja energija turi
didele sumy aibe (savokas maza ir didelé reikia suprasti kaip asimptotiskai per pastovy
daugiklj besiskirian¢ias nuo maziausios jmanomos ir didziausios jmanomos). Atvirkscias
teiginys néra teisingas — aibés gali turéti ir didele sumy aibe, ir aditiviagja energija vienu
metu, tad Siuo atveju sgsaja yra subtilesné: gerai zinoma Balog-Szemerédi-Gowers teorema
teigia, kad aibés su didele adityviaja energija turi didelius poaibius su maza sumy aibe.
Aibiy A ir B sumy aibe ir adityvigja energija galima rasti zinant jy reprezentacine
funkcijg, kuri kiekviename taske x jgyja reikSme lygia skaiciui iSraisky * = a + b, a €
A,b € B. Nesunku atpazinti, kad reprezentaciné funkcija yra ne kas kita, kaip aibiy A ir
B indikatoriniy funkcijy sasuka, tad pazymeéje indikatorius tokiomis pat raidémis, kaip ir

pacias aibes, ja galime uzrasyti taip:
AxB(z) =Y A(x —i)B(i).

Zymiosios Sidon aibés yra apibréztos, kaip aibés A su skirtingomis sumomis a+ad’, a,a’ € A.

Kitaip jas galima apibreézti kaip turincias ekstremalig reprezentacine funkcijg Ax A —aprézta



skaiciumi 2. Kuo tankesniy Sidon aibiy radimas yra intensyviai tyrinéta, bet vis dar atvira

problema.

2 Disertacijos moksliné problema ir tyrimo objektas

Disertacijos tyrimy objektas yra aritmetinés prigimties aibés (sumy aibé, poaibiy sumuy ai-
bé, Sidon aibés ir poros) ir dydziai (adityvioji energija, maksimali reprezentacinés funkcijos
reiksmeé). Disertacijos moksliné problema yra siy aibiy, tenkinanciy ekstremalias kombina-

torine prasme salygas, egzistavimo, dydzio ir strukturos nustatymas.

3 Pagrindiniai uzdaviniai
Disertacijoje nagrinéjami Sie uzdaviniai:

1. Sidon pora sudaranciy poaibiy radimas. Treciajame disertacijos skyriuje nag-
rinéjami sarysiai tarp keliy nestrukturizuoty aibiy sampraty. Pagrindinis skyriaus
uzdavinys yra Alon ir Erdés teoremos isplétimas: duotoms vienodo dydzio baigtinéms
aibéems A, B € Z,|A| = | B| = n su fiksuota adityviaja energija E(A, B) = |A||B| + E,
kokio dydzio Sidon porg sudaranéius poaibius A C A, B’ C B (t.y. poaibius, ku-
riy visos sumos a + b, a € A’,b € B’ skirtingos) visada galima rasti? Sis klausimas
atsakytas logaritminio daugiklio tikslumu mazoms ir dideléms adityviosios energijos
reiksméms £ < n? ir E > n? ir mazesniu tikslumu likusiam adityviosios energijos

reikSmiy intervalui.

2. Begalinés aibés su maza sumy aibe. Ketvirtajame skyriuje nagriné¢jamos begali-
nés aibés su maza sumy aibe, tai yra tenkinancios salyga |A[n] + A[n]| < |A[n]|, kur
Aln] = AN [1,n]. Begaliniy aibiy su maza sumy aibe apibudinimo uzdavinj iskélé
S6s ir jis iki §iol yra atviras. Siame skyriuje pateikamas dalinis jo sprendimas retoms
aibéms su apreéztais suoliais, taip pat gautas sumy aibeés dydzio jvertis polinominio

augimo aibéms.

3. Bj, aibés d-matéje erdvéje. Aibe A vadinsime By, jei visos jos h elementy sumos
a1 + - - - + ay, yra skirtingos. Penktame skyriuje nagrinéjamas zZymaus tankiausios Si-
don aibés radimo uzdavinio apibendrinimas: ieskoma kokio maksimalaus dydzio B,

aibe galima rasti d-maciame kube [n]?. Gauti virsutiniai jveréiai iy aibiy dydZiui



apibendrina Chen, Jia, Graham ir Green rezultatus. Taip pat Siame skyriuje nagrineé-
jamos begalines By, aibés lyginéms h reikSmeéms ir gaunami Erdds, Chen bei Cilleruelo

rezultaty apibendrinimai.

. Aibés su bekvadrate poaibiy sumy aibe Sestajame skyriuje ieskoma létai au-
ganciy begaliniy aibiy, kuriy baigtiniy poibiy sumos néra kvadratai arba, bendres-
niu atveju, sveikyjy skaiciy laipsniai. Abiem atvejais yra randama salyga tenkinanti
eksponentinio (kaip norima mazu pagrindu) augimo aibé. Taip pat Siame skyriuje
apzvelgiama rezultata pagerinanti Dubicko ir Stankevic¢iaus polinominio augimo aibés

konstrukcija.

. Cauchy funkciné lygtis apribota ant pirminiy skaiciy aibés. Septintame
skyriuje ieskoma multiplikatyviy apibendrintos Cauchy funkcinés lygties sprendiniy
f N = C, su adityvumo salyga apribota ant pirminiy skai¢iy aibés: f(p1+---+pg) =
f(p1)+---+ f(pr). Parodoma, kad jei f(p) # 0 bent vienam pirminiam p, tai f buti-
nai turi biiti tapatingoji funkcija f(n) = n,n € N. Sis rezultatas atskiru atveju k = 2

buvo gautas Spiro, o atveju k = 3 Fang.



4 Tyrimy metodika

Adityviojoje kombinatorikoje ir skaiciy teorijoje naudojami metodai i$ jvariy matematikos
sriciy. Keletas is ju panaudoti ir Siame darbe, trumpai juos apzvelgsime.

Konstruojant aibes be dideliy Sidon pora sudaranciy poaibiy naudojamas ,tikimybinis
metodas®, leidziantis nekonstruktyviai jrodyti sudétingy kombinatoriniy struktury egzista-
vima. Jo taikymo metu gaunamy indikatoriniy atsitiktiniy dydziy sumy ir daugianariy kon-
centracijai jvertinti naudojamos Chernoff ir Kim-Vu nelygybés. Taip pat remiamasi naujai
gautu Kohayakawa, Lee, Rodl ir Samotij rezultatu apie nepriklausomy aibiy balansuotuose
grafuose strukturag.

Rezultatams apie begaliniy polinominio augimo ir aprézty suoliy aibiy sumy aibes dydj
gauti naudojama efektyvi Freiman teorema (jrodyta Konyagin), kuri tiksliai (kiekybiskai ir
kokybiskai) apibudina baigtines aibes su maza sumy aibe.

Dauguma jverc¢iy d-maciy Bj aibiy dydziui gaunami elementariais kombinatoriais sam-
protavimais. Patys tiksliausi jverciai gaunami naudojantis Furje analize.

Begalinés tankios aibés su bekvadratémis (ar, bendru atveju, neturin¢iomis laipsniy)
baigtiniy poaibiy sumy aibémis konstruojamos naudojantis nesudétingomis naturaliyjy skai-
¢iy dalumo savybémis.

Apibendrintos Cauchy lygties, su adityvumo salyga apribota ant pirminiy skaiciy, spren-
dimui naudojami zinomi jverciai binarinei ir ternarinei Goldbach hipotezei bei Tao rezultatas
apie tai, kad bet kuris nelyginis skaicius gali buti isreikstas 5 ar maziau pirminiy skaiciy

suma.



5 Moksliniai rezultatai

5.1 Sidon pora sudaranciy poaibiy radimas

Prisiminkime, kad dviejy aibiy adityvioji energija yra dydis matuojantis jy bendra aritme-

tine struktura:
E(A,B) = {(a,d,b,V), a+b=d" +V|a,d € A bV € B}|.

Dviejy vienodo dydZio aibiy |A| = |B| = n adityvioji energija jgija reikSmes tarp n? ir
2n3/3 + n/3, atitinkanc¢ias maza bendra aritmetine struktiira ir didele bendra aritmetine
struktura. Mazos bendros aritmetinés strukturos atveju galime tikétis rasti didelius Sidon
pora sudarancius poaibius A’ C A, B’ C B, (t.y. poabius kuriy visos sumos a+b,a € A',b €
B’ skirtingos), o didelés bendros aritmetinés strukturos atveju galime tikétis, kad dideliy
Sidon pora sudaranciy poaibiy rasti nepavyks. Disertacijoje gauti rezultatai patvirtina sia
intuicija. Didelés ir mazos bendros strukturos atvejais jrodymuy strategijos skiriasi, tad

rezultatai suformuluoti 4 teoremose — po dvi virSutiniams ir apatiniams jverciams.
5.1.1 teorema. Tegu aibiy A, B adityvioji energija lygi
E(A,B) — |A||B] = E #0.

Visiems k, { tenkinantiems 1 < k < |A]/2, 1 < L < |B| ir

AP BI”

k(2 < oF (1)

egzistuoja Sidon porg sudarantys poaibiai A C A, B' C B tenkinantys |A'| = k,|B'| = ¢.

Tuo atveju, kai (netrivialioji) adityvioji energija maza F < n? ir poaibiy A’, B’ ieSkome
vienodo dydZio, juos galima rasti tenkinancius |A’| = |B’| 3> n??3, su sumy aibe tenkinancia
|A’ + B'| > n*/3, panasiai kaip ir Alon ir Erdés teoremoje. Kita vertus, jei poabiy ieSkome

nebiitinai skirtingo dydzio, tai juos galime rasti tenkinancius |A’| > n, |B’| > n!/?

, L.y, su
didesne sumy aibe |A’ + B’| > n%?2. Si teorema yra labai netiksli, kai adityvioji energija
yra didelé. Siuo atveju rezultata galima pagerinti naudojantis Komlés, Sulyok ir Szemerédi

teoremos idéjomis:

5.1.2 teorema. Tegu A, B vienodo dydZio aibés |A| = |B| = n, kur n > 10%. Tuomet
visiems k, { tenkinantiems

kel < n /12800, (2)
egzistuoja Sidon porg sudarantys poaibiai A C A, B' C B tenkinantys |A'| =k, |B'| = £.

5



Teoremy 5.1.1 ir 5.1.2 gauti jverciai is apacios yra beveik optimalus adityviosios energijos

reiksmiy intervalo galuose. Ta jrodo gauti jverciai is virsaus:

5.1.3 teorema. Tegu n pakankamai didelis naturalusis skaicius, o E tenkina n < E <
2n3/3. Tuomet egzistuoja tokios vienody dydZiy aibés |A| = |B| = n su adityviaja energija

lygia E(A, B) = |A||B| + E(1 + o(1)), kad bet kuriems k, {, tenkinantiems k > 2( ir
9 9 3n?
k= > 40n logn(l + ¥l logn>, (3)
jokie poaibiai A" C A, B' C B, tenkinantys |A’'| = k, |B’| = ¢, nesudaro Sidon poros.

Palygine jvertj (3) su (1) (kuris atveju |A| = |B|] = n tampa k¢* < n*/2E) matome, kad

reiksmems n < E < n? jie skiriasi tik per daugiklj log®n.

5.1.4 teorema. Tequ n pakankamai didelis naturalusis skaicius, o E tenkina n* < E <

2n3 /3. Tuomet egzistuoja tokios vienody dydZiy aibés |A| = |B| = n su adityviaja energija
lygia E(A, B) = |A||B| + E(1 + o(1)), kad bet kuriems k,{, tenkinantiems k > € ir
4 4
k> 2 (4)

3E’
jokie poaibiai A" C A, B' C B, tenkinantys |A’'| = k, |B’| = ¢, nesudaro Sidon poros.

Siuo atveju palyginé jvercius (4) ir (2) matome, kad jie skiriasi tik per pastovy daugiklj,

kai adityvioji energija patenka j intervala n® < E < 2n3/3.

5.2 Begalinés aibés su maza sumuy aibe

Vienas i$ centriniy adityviosios kombinatorikos rezultaty, Freiman teorema, apibudina baig-
tines aibes su maza sumy aibe. Sés analogisko klausimo paklausé apie begalines aibes su
maza sumy aibe. Disertacijoje jrodomas dalinis rezultatas apibrézia placia klase aibiy (retu,

su apréztais Suoliais), kuriy sumy aibé néra maza:

5.2.1 teorema. Tegu A = {ay,as, -} C N begalinis naturaliyjy skaiciy poaibis tenkinantis

A n
liminfﬂ:(] u<<1.

n—00 n a,
Tuomet santykis % néra apréztas.

Abi Sios teoremos salygos yra butinos. Visos tankios begalinés aibés (tenkinancios
@ > 1) turi maza sumy aibe, ir taip pat néra sunku rasti aibe su neapréztais Suo-
liais ir maza sumy aibe. Disertacijoje pateikiamas konkretus tokios aibés pavyzdys, turintis

papildomus augimo apribojimus:



5.2.2 teorema. Tegqu o ir € tenkina 0 < 0 < 0+ ¢ < 1, tuomet egzistuoja konstantos

N = N(o,¢), p = p(o,e) ir aibé A C N tokia, kad

visiems n = N ir

visiems n = 1.

Apreézty Suoliy salyga galima pastiprinti ir nagrinéti polinominio augimo aibes. Sioms
aibéms galima jvertinti jy sumy aibés augimo greitj iS apacios. Atkreipsime démesj, kad
siuo atveju mus domina dydis |(A + A)[n]|:

5.2.3 teorema. Tegu A begalinis naturaliyjy poaibis, tenkinantis
0 < liminf |A[n]|n™7 < limsup |A[n]|n™7 < oo (5)
n—0oo n—00
su fiksuota 0 < o < 1 reiksme. Tuomet egzistuoja tokia konstanta c(o), kad

(A + A)[n]|

( logn
| Aln]| (log log n)? log log log n(log log log log n)3’

visoms pakankamai dideléms n reiksméms.
Gautas jvertis yra labai arti geriausio jmanomo:

5.2.4 teorema. Kiekvienam ¢ > 0 egzistuoja aibé A C N tenkinanti (5) ir

(A + A)[n]]

AL < elogn, (7)

visoms pakankamar dideléms n reiksméms.

Disertacijoje iskeliama hipotezé, kad jvertis is apacios (6) turéty buti logn eilés, t.y.

sutapti su gautu jverciu is virsaus.

5.3 DB; aibés d-matéje erdvéje

Tankiy By, aibiy radimo uzdavinys pirmg kartg buvo suformuluotas Sidon 1932 metais.
Disertacijoje nagrinéjamas jo apibendrinimas d-matéje erdvéje N7,

Begaliniy aibiy atveju nesunku jsitikinti, kad bet kuri Bj, aibé A C N¢ turi tenkinti
|A[n]] < n¥". Sj jvertj imanoma pagerinti kai h = 2k yra lyginis, vienmaciu atveju ta
padaré Erdés (k = 1) ir Chen (k € N). Disertacijoje sie rezultatai apibendrinami j d-mate

erdve:



5.3.1 teorema. Kiekviena Bsyy aibé A C N? tenkina

1 1/2k
ligng[n]d% < 00.

Baigtinés By, aibés A C [n]? taip pat tenkina elementary dydZio apribojima |A| < n%/",

ir, priesingai nei begaliniu atveju, galima sukonstruoti aibes, kurios §j jvert] i$ virSaus pa-
siekia (pastovaus daugiklio tikslumu). Siuo atveju jdomu yra nustatyti tikslia asimptotinio
dydzio eile, ar bent jau gauti tikslesnj jvertj iS virSaus. Disertacijoje toks jvertis yra gauna-

mas d-matés erdvés poaibiams:

5.3.2 teorema. Kickviena By, aibé A C [n]? tenkina

4 d d?

|A] < (K) k33 + O (n?@D).

5.3.3 teorema. Kickviena B, aibé A C [n]? tenkina
Al < (K) 7 ki 4 O (nwen))

Galiausiai, dideléms h reiksméms virsuje esancius jvercius galima pagerinti naudojantis

Furje analizés metodais, iSvystytais Green vienmaciam atvejui:

5.3.4 teorema. Kiekviena By aibé A C [n]?¢, kur k pakankamai didelis, tenkina

da a?

2% 4 O(nm>

d

|A] < (wd)7 (1 + e(k))k (k) ¥n

5.3.5 teorema. Kickviena Boy_1 aibé A C [n]?, kur k pakankamai didelis, tenkina

a2

A| < (md) T30 (1 + (k) kT (k1) 5T %1 4 O (n@=h@m ),

5.4 Aibés su bekvadrate poaibiy sumy aibe

Naturaliyjy skaiciy poaibiui A (baigtiniam ar begaliniam) apibrézkime jo poaibiy sumy aibe
S, kaip aibe visy jos baigtiniy poaibiy sumuy:
Sa={) a| A CAJA|< oo}
acA’
Vienas i$ zinomy adityviosios skaiciy teorijos klausimy, uzduotas Erdos ir suformuluotas

zymiojoje Guy knygoje Unsolved problems in number theory yra radimas tankiausios aibés



A C [n], kurios poaibiy sumy aibé S, butuy be kvadraty. Disertacijoje nagrinéjamas Sis
klausimas begaliniy aibiy atveju.

Pirmoji teorema jrodo tokios begalinés aibés egzistavimg daug bendresniu atveju, kai
aibé, kurios elementy bandoma isvengti, turi nulinj apatinj tankj (aibé B turi nulinj apatinj

tankj, kai tenkinama liminf,,_,. lBT[L"“ =0):

5.4.1 teorema. Duotam m € N ir aibei B su nuliniv apatiniu tankiu visada egzistuoja
tokia begaliné aibé A, kad bet kuri jos elementy suma, kurioje ne daugiau nei m elementy

yra vienodi, nepriklauso aibei B.

Sukonstruoti konkrecig aibe A, kurios poaibiy sumy aibé S, buty bekvadraté yra kiek
sunkiau. Ta pirmas padaré Luca, sukonstraves aibe kurios augimo greitis yra asimptotiskai
dvigubai eksponentinis, t.y. A[n] ~ loglogn. Disertacijoje pateikiamos paprastos eksponen-
tinio augimo aibés pavyzdys {27! n € N} ir sukonstruojamos aibés, kuriy augimo greitis

yra eksponentinis, bet su kiek norima artimu vienetui pagrindu:

5.4.2 teorema. Kickvienam ¢ > 0 egzistuoja konstanta K = K(g) ir begaliné aibé A =
{a; < ay < az < ...} CN tenkinanti a, < K(1+ &)" su kiekvienu n € N, kurios poaibiy

sumy, atbé yra bekvadrateé.

Taip pat jrodoma stipresné Sios teoremos versija, sukonstruojant tokio paties augimo

aibes, kuriy poaibiy sumos néra sveikuyjy skaiciy laipsniai (kvadratai, kubai ar panasiai):

5.4.3 teorema. Kiekvienam ¢ > 0 egzistuoja konstanta K = K(e) ir begaliné aibé A =
{a; < ay < az < ...} CN tenkinanti a, < K(1+ &)" su kiekvienu n € N, kurios poaibiy

sumy atbéje néra sveikyjy skaiciy laipsniy.

5.5 Cauchy funkciné lygtis apribota ant pirminiy skaic¢iy aibés

Cauchy funkcine lygtis f(z +y) = f(z) + f(y) yra viena Zymiausiy funkciniy lygéiu. Jos
sprendimas ir sprendiniy aibé priklauso nuo ieskomy funkcijy apibrézimo srities ir joms
keliamy papildomy salygy. Viena is tokiy salygy yra multiplikatyvumas: funkcija vadinama
multiplikatyvia, jei

f(ab) = f(a)f(b) visiems a,b€ N tenkinantiems dbd(a,b) = 1.

Gerai zinoma, kad Cauchy funkciné lygtis turi du multiplikatyviuosius sprendinius apibréz-

tus naturaliuosiuose skaic¢iuose: f(z) = x ir nulinj f(z) = 0. Spiro sprendé Cauchy lygti
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su silpnesne adityvumo salyga. Jis parodé, kad tokia funkciné lygtis taip pat turi iS esmeés
vienintelj nenulinj multiplikatyvy sprendinj, kai adityvumo salyga yra apribota ant pirminiy
skaiciy, t.y. multiplikatyvi funkcija turi tenkinti f(p+q) = f(p) + f(q) visiems pirminiams
p,q. Fang tokj patj rezultata gavo spresdamas bendresne funkcine lygti — su adityvumo
salyga f(p+q+71) = f(p) + f(¢) + f(r) visiems pirminiams p, g, r.

Disertacijoje yra issprendziama analogiska Cauchy funkciné lygtis su bet kokiu skai¢iumi

kintamuyju:

5.5.1 teorema. Tegu k > 2 fiksuotas sveikasis skaicius. Jei multiplikatyvi funkcija f: N —

C tenkina
fpr+p2+---+pp) = f(p1) + f(p2) + -+ fpr) (8)

visiems p1,pa, - -, Pk i f(po) # 0 bent vienam pirminiui po, tai f(n) = n visiems n € N.
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6 Darbo mokslinis naujumas ir aktualumas

Dauguma disertacijoje pristatyty rezultaty yra originalus ir daugiau ar maziau atitinka Sesiy
moksliniy publikaciju (zr. skyriy ,,Pagrindinés publikacijos“) turinj. Like keletas rezultaty
yra arba gerai zinomos lemos, kurias jrodome darbo pilnumo vardan, arba nedideli nepub-
likuoti pastebéjimai. Disertacijoje gauti rezultatai buvo sékmingai pristatyti tarptautinése

konferencijose ir seminaruose srities specialistams (zr. skyriu , Rezultaty sklaida“).

7 Darbo struktura ir apimtis

Disertacija parasyta angly kalba. Disertacija sudaro 9 skyriai: jvadas, literaturos apzvalga,
5 moksliniams rezultatams paskirti skyriai, iSvados ir literaturos sarasas. Bendra darbo

apimtis yra 95 puslapiai.
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8 Pagrindinés publikacijos
Pristatomos disertacijos rezultatai publikuojami 6 moksliniuose straipsniuose:

1. A.Dubickas, P.Sarka, On multiplicative functions which are additive on sums of pri-

mes, to appear in Aequationes Math.

2. J.Rué, P.Sarka, A.Zumalacarregui, On the error term of the logarithm of the lem of a

quadratic sequence, to appear in J. Théor. Nombres Bordzx.

3. A.Dubickas, T.Schoen, M.Silva, P.Sarka, Finding large co-Sidon subsets in sets with
a given additive energy, Fur. J. Comb. 34 (2013), 1144-1157.

4. A.Dubickas, P.Sarka, Sumsets of sparse sets, Period. Math. Hung. 64 (2) (2012),
169-179.

5. L.Rackham, P.Sarka, Bj Sequences in higher dimensions, Electron. J. Comb. 17
(2010), #35.

6. A.Dubickas, P.Sarka, Infinite sets of integers whose distinct elements do not sum to

a power, J. Integer Seq. 9 (4) (2006), 9p.
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9

Rezultaty sklaida

Disertacijoje gauti rezultatai buvo pristatyti Siose mokslinése konferencijose ir seminaruose:

10

Dalis

Diskreciosios matematikos seminaras, Adomo Mickeviciaus universitetas, Poznané,

Lenkija, 2013 m. sausio 22 d.
4th Polish Combinatorial Conference, Bedlewo, Lenkija, 2012 m. rugséjo 17-21 d.

Lietuvos matematiky draugijos konferencija, Klaipéda, Lietuva, 2012 m. birzelio 10—

12 d.

Diskreciosios matematikos seminaras, Adomo Mickeviciaus universitetas, Poznané,

Lenkija, 2012 m. vasario 28 d.
27th Journées Arithmétiques, Vilnius, Lietuva, 2011 m. birzelio 27 d.-liepos 1 d.

Young Researchers in Additive Combinatorics, Madridas, Ispanija, 2011 m. birzelio

20-24 d.

DocCourse in Additive Combinatorics, Barselona, Ispanija, 2008 m. sausio 5 d.—kovo

15 d.

PhD Summer School in Number Theory and Probability, Druskininkai, Lietuva, 2007

m. rugsejo 17-22 d.

Stazuotés

disertacijoje gauty rezultaty buvo gauti stazuociy uzsienio mokslo centruose metu:

. 2013 m. sausio 3-30 d. Adomo Mickevi¢iaus universitetas, Poznane, Lenkija (stazuo-

tés vadovas prof. Tomasz Schoen)

2012 m. vasario 15 d.— kovo 7 d. Adomo Mickeviciaus universitetas, Poznaneé, Lenkija

(stazuotés vadovas prof. Tomasz Schoen)

2011 m. sausio 1 d.—kovo 31 d. Madrido autonominis universitetas, Madridas, Ispanija

(stazuotés vadovas prof. Javier Cilleruelo)
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11

ISvados

Disertacijoje gautos tokios iSvados:

Didziausios Sidon poaibiy A’ C A, B" C B poros dydis priklauso nuo aibiy adityviosios
energijos dydzio E(A, B).

Begalinés retos aibés su apréztais Suoliais negali turéti mazos sumy aibés.

By, aibiy d-maciame kube [n]¢ dydis asimptotiskai nevirsija (k')%k%n% By aibiy

d— d
d-maciame kube [n]? dydis asimptotiskai nevirsija (k')?'fi—lkT—lln%i—l

Skaiciy dalumo savybés leidzia sukonstruoti tankias aibes, kuriy poaibiy sumos néra

kvadratai ar sveikyjy skaiciy laipsniai.

Cauchy funkciné lygtis su adityvumo salyga apribota ant pirminiy skaiciy turi iS esmeés

vienitelj sprendinj.
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12 Summary

In the thesis various phenomena and concepts of arithmetic nature, such as sumsets, additive
energy and Sidon sets are investigated. The results are of theoretic nature and are divided
into 5 chapters.

In the first chapter we investigate connections between several measures of arithmetic
structure of two sets. We obtain lower and upper bounds for the size of largest co-Sidon
subsets of sets with given additive energy.

In the second chapter we show that an infinite sparse set with bounded jumps can not
have a bounded doubling coefficient, settling a special case of question posed by Sos. We
also estimate the size of the doubling coefficient for sets of polynomial growth.

In the third chapter we give asymptotical estimates for the size of the largest Bj, subset
of d-dimentional cube and the growth of the largest infinite B;, subset of N%.

In the fourth chapter we construct dense infinite sets of number theoretical nature which
have square (or more generally power) free iterated sumset.

In the fifth chapter we solve a generalized Cauchy equation with the additivity condition
restricted on primes for multiplicative functions and show that the solution is essentially
unique.

The thesis also contains an introduction, literature review, conclusions and bibliography.
Aditionally to the thesis, an extensive summary in Lithuanian is provided. Aditionally to
the summary in Lithuanian, a summary of the summary is provided in English within the

summary in Lithuanian.
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