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1 Įžanga

Disertacijoje, kuri pristatoma šioje santrumpoje, nagrinėjamos aritmetinės sveikųjų skaičių

poaibių savybės. Mus dominantys reiškiniai kyla iš vienos iš paprasčiausių matematinių

operacijų – sudėties, netikėtai vedančios prie įdomių ir komplikuotų kombinatorinių objektų.

Pirmasis iš jų yra dviejų aibių A ir B sumų aibė:

A+B = {a+ b, a ∈ A, b ∈ B}.

Daugiausiai tyrinėtas sumų aibės aspektas yra jos dydis. Nesunku įrodyti gerai žinomą

įvertį |A + B| > |A| + |B| − 1, galiojantį baigtiniams sveikųjų skaičių poaibiams, kaip ir

pastebėjimą, kad lygybė galima tik tuo atveju, kai A ir B yra vienodo skirtumo aritmetinės

progresijos. Susilpninę sąlygą ir paklausę, kokioms aibėms lygybė negalioja, bet jų sumų

aibė vis vien yra maža, pataikysime tiesiai į vieną iš centrinių adityviosios kombinatorikos

klausimų. Atsakymas į jį yra žymioji Freiman teorema, įrodyta 1966 metais ir nuo to laiko

ne kartą pagerinta.

Glaudžiai su sumų aibe susijęs dydis yra adityvioji energija. Ji žymi, kaip dažnai su-

muodami elementus iš aibių A ir B, gausime vienodas sumas:

E(A,B) = |{(a, a′, b, b′), a+ b = a′ + b′, a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B}|.

Sąsaja tarp sumų aibės dydžio ir adityviosios energijos yra tiesioginė dviem atvejais – aibės

su maža sumų aibe turi didelę adityviąją energiją, o aibės su maža aditiviąja energija turi

didelę sumų aibę (sąvokas maža ir didelė reikia suprasti kaip asimptotiškai per pastovų

daugiklį besiskiriančias nuo mažiausios įmanomos ir didžiausios įmanomos). Atvirkščias

teiginys nėra teisingas – aibės gali turėti ir didelę sumų aibę, ir aditiviąją energiją vienu

metu, tad šiuo atveju sąsaja yra subtilesnė: gerai žinoma Balog-Szemerédi-Gowers teorema

teigia, kad aibės su didele adityviąja energija turi didelius poaibius su maža sumų aibe.

Aibių A ir B sumų aibę ir adityviąją energiją galima rasti žinant jų reprezentacinę

funkciją, kuri kiekviename taške x įgyja reikšmę lygią skaičiui išraiškų x = a + b, a ∈

A, b ∈ B. Nesunku atpažinti, kad reprezentacinė funkcija yra ne kas kita, kaip aibių A ir

B indikatorinių funkcijų sąsuka, tad pažymėję indikatorius tokiomis pat raidėmis, kaip ir

pačias aibes, ją galime užrašyti taip:

A ∗B(x) =
∑
i

A(x− i)B(i).

Žymiosios Sidon aibės yra apibrėžtos, kaip aibės A su skirtingomis sumomis a+a′, a, a′ ∈ A.

Kitaip jas galima apibrėžti kaip turinčias ekstremalią reprezentacinę funkciją A∗A – aprėžta
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skaičiumi 2. Kuo tankesnių Sidon aibių radimas yra intensyviai tyrinėta, bet vis dar atvira

problema.

2 Disertacijos mokslinė problema ir tyrimo objektas

Disertacijos tyrimų objektas yra aritmetinės prigimties aibės (sumų aibė, poaibių sumų ai-

bė, Sidon aibės ir poros) ir dydžiai (adityvioji energija, maksimali reprezentacinės funkcijos

reikšmė). Disertacijos mokslinė problema yra šių aibių, tenkinančių ekstremalias kombina-

torine prasme sąlygas, egzistavimo, dydžio ir struktūros nustatymas.

3 Pagrindiniai uždaviniai

Disertacijoje nagrinėjami šie uždaviniai:

1. Sidon porą sudarančių poaibių radimas. Trečiajame disertacijos skyriuje nag-

rinėjami sąryšiai tarp kelių nestruktūrizuotų aibių sampratų. Pagrindinis skyriaus

uždavinys yra Alon ir Erdős teoremos išplėtimas: duotoms vienodo dydžio baigtinėms

aibėms A,B ∈ Z, |A| = |B| = n su fiksuota adityviąja energija E(A,B) = |A||B|+E,

kokio dydžio Sidon porą sudarančius poaibius A′ ⊆ A,B′ ⊆ B (t.y. poaibius, ku-

rių visos sumos a + b, a ∈ A′, b ∈ B′ skirtingos) visada galima rasti? Šis klausimas

atsakytas logaritminio daugiklio tikslumu mažoms ir didelėms adityviosios energijos

reikšmėms E � n2 ir E � n3 ir mažesniu tikslumu likusiam adityviosios energijos

reikšmių intervalui.

2. Begalinės aibės su maža sumų aibe. Ketvirtajame skyriuje nagrinėjamos begali-

nės aibės su maža sumų aibe, tai yra tenkinančios sąlyga |A[n] + A[n]| � |A[n]|, kur

A[n] = A ∩ [1, n]. Begalinių aibių su maža sumų aibe apibūdinimo uždavinį iškėlė

Sós ir jis iki šiol yra atviras. Šiame skyriuje pateikamas dalinis jo sprendimas retoms

aibėms su aprėžtais šuoliais, taip pat gautas sumų aibės dydžio įvertis polinominio

augimo aibėms.

3. Bh aibės d-matėje erdvėje. Aibę A vadinsime Bh, jei visos jos h elementų sumos

a1 + · · ·+ ah yra skirtingos. Penktame skyriuje nagrinėjamas žymaus tankiausios Si-

don aibės radimo uždavinio apibendrinimas: ieškoma kokio maksimalaus dydžio Bh

aibę galima rasti d-mačiame kube [n]d. Gauti viršutiniai įverčiai šių aibių dydžiui
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apibendrina Chen, Jia, Graham ir Green rezultatus. Taip pat šiame skyriuje nagrinė-

jamos begalinės Bh aibės lyginėms h reikšmėms ir gaunami Erdős, Chen bei Cilleruelo

rezultatų apibendrinimai.

4. Aibės su bekvadrate poaibių sumų aibe Šeštajame skyriuje ieškoma lėtai au-

gančių begalinių aibių, kurių baigtinių poibių sumos nėra kvadratai arba, bendres-

niu atveju, sveikųjų skaičių laipsniai. Abiem atvejais yra randama sąlygą tenkinanti

eksponentinio (kaip norima mažu pagrindu) augimo aibė. Taip pat šiame skyriuje

apžvelgiama rezultatą pagerinanti Dubicko ir Stankevičiaus polinominio augimo aibės

konstrukcija.

5. Cauchy funkcinė lygtis apribota ant pirminių skaičių aibės. Septintame

skyriuje ieškoma multiplikatyvių apibendrintos Cauchy funkcinės lygties sprendinių

f : N→ C, su adityvumo sąlyga apribota ant pirminių skaičių aibės: f(p1+· · ·+pk) =

f(p1)+ · · ·+ f(pk). Parodoma, kad jei f(p) 6= 0 bent vienam pirminiam p, tai f būti-

nai turi būti tapatingoji funkcija f(n) = n, n ∈ N. Šis rezultatas atskiru atveju k = 2

buvo gautas Spiro, o atveju k = 3 Fang.
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4 Tyrimų metodika

Adityviojoje kombinatorikoje ir skaičių teorijoje naudojami metodai iš įvarių matematikos

sričių. Keletas iš jų panaudoti ir šiame darbe, trumpai juos apžvelgsime.

Konstruojant aibes be didelių Sidon porą sudarančių poaibių naudojamas „tikimybinis

metodas“, leidžiantis nekonstruktyviai įrodyti sudėtingų kombinatorinių struktūrų egzista-

vimą. Jo taikymo metu gaunamų indikatorinių atsitiktinių dydžių sumų ir daugianarių kon-

centracijai įvertinti naudojamos Chernoff ir Kim-Vu nelygybės. Taip pat remiamasi naujai

gautu Kohayakawa, Lee, Rödl ir Samotij rezultatu apie nepriklausomų aibių balansuotuose

grafuose struktūrą.

Rezultatams apie begalinių polinominio augimo ir aprėžtų šuolių aibių sumų aibės dydį

gauti naudojama efektyvi Freiman teorema (įrodyta Konyagin), kuri tiksliai (kiekybiškai ir

kokybiškai) apibūdina baigtines aibes su maža sumų aibe.

Dauguma įverčių d-mačių Bh aibių dydžiui gaunami elementariais kombinatoriais sam-

protavimais. Patys tiksliausi įverčiai gaunami naudojantis Furje analize.

Begalinės tankios aibės su bekvadratėmis (ar, bendru atveju, neturinčiomis laipsnių)

baigtinių poaibių sumų aibėmis konstruojamos naudojantis nesudėtingomis natūraliųjų skai-

čių dalumo savybėmis.

Apibendrintos Cauchy lygties, su adityvumo sąlyga apribota ant pirminių skaičių, spren-

dimui naudojami žinomi įverčiai binarinei ir ternarinei Goldbach hipotezei bei Tao rezultatas

apie tai, kad bet kuris nelyginis skaičius gali būti išreikštas 5 ar mažiau pirminių skaičių

suma.
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5 Moksliniai rezultatai

5.1 Sidon porą sudarančių poaibių radimas

Prisiminkime, kad dviejų aibių adityvioji energija yra dydis matuojantis jų bendrą aritme-

tinę struktūrą:

E(A,B) = |{(a, a′, b, b′), a+ b = a′ + b′ | a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B}|.

Dviejų vienodo dydžio aibių |A| = |B| = n adityvioji energija įgija reikšmes tarp n2 ir

2n3/3 + n/3, atitinkančias mažą bendrą aritmetinę struktūrą ir didelę bendrą aritmetinę

struktūrą. Mažos bendros aritmetinės struktūros atveju galime tikėtis rasti didelius Sidon

porą sudarančius poaibius A′ ⊆ A,B′ ⊆ B, (t.y. poabius kurių visos sumos a+b, a ∈ A′, b ∈

B′ skirtingos), o didelės bendros aritmetinės struktūros atveju galime tikėtis, kad didelių

Sidon porą sudarančių poaibių rasti nepavyks. Disertacijoje gauti rezultatai patvirtina šią

intuiciją. Didelės ir mažos bendros struktūros atvejais įrodymų strategijos skiriasi, tad

rezultatai suformuluoti 4 teoremose – po dvi viršutiniams ir apatiniams įverčiams.

5.1.1 teorema. Tegu aibių A,B adityvioji energija lygi

E(A,B)− |A||B| = E 6= 0.

Visiems k, ` tenkinantiems 1 6 k 6 |A|/2, 1 6 ` 6 |B| ir

k`2 6
|A|2|B|2

2E
(1)

egzistuoja Sidon porą sudarantys poaibiai A′ ⊆ A,B′ ⊆ B tenkinantys |A′| = k, |B′| = `.

Tuo atveju, kai (netrivialioji) adityvioji energija maža E � n2 ir poaibių A′, B′ ieškome

vienodo dydžio, juos galima rasti tenkinančius |A′| = |B′| � n2/3, su sumų aibe tenkinančia

|A′ +B′| � n4/3, panašiai kaip ir Alon ir Erdős teoremoje. Kita vertus, jei poabių ieškome

nebūtinai skirtingo dydžio, tai juos galime rasti tenkinančius |A′| � n, |B′| � n1/2, t.y. su

didesne sumų aibe |A′ + B′| � n3/2. Ši teorema yra labai netiksli, kai adityvioji energija

yra didelė. Šiuo atveju rezultatą galima pagerinti naudojantis Komlós, Sulyok ir Szemerédi

teoremos idėjomis:

5.1.2 teorema. Tegu A,B vienodo dydžio aibės |A| = |B| = n, kur n > 106. Tuomet

visiems k, ` tenkinantiems

k` 6 n/12800, (2)

egzistuoja Sidon porą sudarantys poaibiai A′ ⊆ A, B′ ⊆ B tenkinantys |A′| = k, |B′| = `.
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Teoremų 5.1.1 ir 5.1.2 gauti įverčiai iš apačios yra beveik optimalūs adityviosios energijos

reikšmių intervalo galuose. Tą įrodo gauti įverčiai iš viršaus:

5.1.3 teorema. Tegu n pakankamai didelis natūralusis skaičius, o E tenkina n 6 E 6

2n3/3. Tuomet egzistuoja tokios vienodų dydžių aibės |A| = |B| = n su adityviaja energija

lygia E(A,B) = |A||B|+ E(1 + o(1)), kad bet kuriems k, `, tenkinantiems k > 2` ir

k`2 > 40n2 log n
(
1 +

3n2

E
log n

)
, (3)

jokie poaibiai A′ ⊆ A,B′ ⊆ B, tenkinantys |A′| = k, |B′| = `, nesudaro Sidon poros.

Palyginę įvertį (3) su (1) (kuris atveju |A| = |B| = n tampa k`2 6 n4/2E) matome, kad

reikšmėms n 6 E � n2 jie skiriasi tik per daugiklį log2 n.

5.1.4 teorema. Tegu n pakankamai didelis natūralusis skaičius, o E tenkina n2 6 E 6

2n3/3. Tuomet egzistuoja tokios vienodų dydžių aibės |A| = |B| = n su adityviaja energija

lygia E(A,B) = |A||B|+ E(1 + o(1)), kad bet kuriems k, `, tenkinantiems k > ` ir

k` >
4n4

3E
, (4)

jokie poaibiai A′ ⊆ A,B′ ⊆ B, tenkinantys |A′| = k, |B′| = `, nesudaro Sidon poros.

Šiuo atveju palyginė įverčius (4) ir (2) matome, kad jie skiriasi tik per pastovų daugiklį,

kai adityvioji energija patenka į intervalą n3 � E 6 2n3/3.

5.2 Begalinės aibės su maža sumų aibe

Vienas iš centrinių adityviosios kombinatorikos rezultatų, Freiman teorema, apibūdina baig-

tines aibes su maža sumų aibe. Sós analogiško klausimo paklausė apie begalines aibes su

maža sumų aibe. Disertacijoje įrodomas dalinis rezultatas apibrėžia plačią klasę aibių (retų,

su aprėžtais šuoliais), kurių sumų aibė nėra maža:

5.2.1 teorema. Tegu A = {a1, a2, · · · } ⊆ N begalinis natūraliųjų skaičių poaibis tenkinantis

lim inf
n→∞

|A[n]|
n

= 0 ir an+1

an
� 1.

Tuomet santykis |A[n]+A[n]||A[n]| nėra aprėžtas.

Abi šios teoremos sąlygos yra būtinos. Visos tankios begalinės aibės (tenkinančios
|A[n]|
n
� 1) turi mažą sumų aibę, ir taip pat nėra sunku rasti aibę su neaprėžtais šuo-

liais ir maža sumų aibe. Disertacijoje pateikiamas konkretus tokios aibės pavyzdys, turintis

papildomus augimo apribojimus:
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5.2.2 teorema. Tegu σ ir ε tenkina 0 < σ < σ + ε < 1, tuomet egzistuoja konstantos

N = N(σ, ε), µ = µ(σ, ε) ir aibė A ⊂ N tokia, kad

nσ 6 |A[n]| 6 nσ+ε

visiems n > N ir
|A[n] + A[n]|
|A[n]|

< µ

visiems n > 1.

Aprėžtų šuolių sąlygą galima pastiprinti ir nagrinėti polinominio augimo aibes. Šioms

aibėms galima įvertinti jų sumų aibės augimo greitį iš apačios. Atkreipsime dėmesį, kad

šiuo atveju mus domina dydis |(A+ A)[n]|:

5.2.3 teorema. Tegu A begalinis natūraliųjų poaibis, tenkinantis

0 < lim inf
n→∞

|A[n]|n−σ 6 lim sup
n→∞

|A[n]|n−σ <∞ (5)

su fiksuota 0 < σ < 1 reikšme. Tuomet egzistuoja tokia konstanta c(σ), kad

|(A+ A)[n]|
|A[n]|

> c(σ)
log n

(log log n)3 log log log n(log log log log n)3
, (6)

visoms pakankamai didelėms n reikšmėms.

Gautas įvertis yra labai arti geriausio įmanomo:

5.2.4 teorema. Kiekvienam ε > 0 egzistuoja aibė A ⊂ N tenkinanti (5) ir

|(A+ A)[n]|
|A[n]|

< ε log n, (7)

visoms pakankamai didelėms n reikšmėms.

Disertacijoje iškeliama hipotezė, kad įvertis iš apačios (6) turėtų būti log n eilės, t.y.

sutapti su gautu įverčiu iš viršaus.

5.3 Bh aibės d-matėje erdvėje

Tankių Bh aibių radimo uždavinys pirmą kartą buvo suformuluotas Sidon 1932 metais.

Disertacijoje nagrinėjamas jo apibendrinimas d-matėje erdvėje Nd.

Begalinių aibių atveju nesunku įsitikinti, kad bet kuri Bh aibė A ⊆ Nd turi tenkinti

|A[n]| � nd/h. Šį įvertį įmanoma pagerinti kai h = 2k yra lyginis, vienmačiu atveju tą

padarė Erdős (k = 1) ir Chen (k ∈ N). Disertacijoje šie rezultatai apibendrinami į d-matę

erdvę:
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5.3.1 teorema. Kiekviena B2k aibė A ⊆ Nd tenkina

lim inf
n→∞

A[n]d
log1/2k n

nd/k
<∞.

Baigtinės Bh aibės A ⊆ [n]d taip pat tenkina elementarų dydžio apribojimą |A| � nd/h,

ir, priešingai nei begaliniu atveju, galima sukonstruoti aibes, kurios šį įvertį iš viršaus pa-

siekia (pastovaus daugiklio tikslumu). Šiuo atveju įdomu yra nustatyti tikslią asimptotinio

dydžio eilę, ar bent jau gauti tikslesnį įvertį iš viršaus. Disertacijoje toks įvertis yra gauna-

mas d-matės erdvės poaibiams:

5.3.2 teorema. Kiekviena B2k aibė A ⊆ [n]d tenkina

|A| 6 (k!)
1
kk

d
2kn

d
2k +O

(
n

d2

2k(d+1)
)
.

5.3.3 teorema. Kiekviena B2k−1 aibė A ⊆ [n]d tenkina

|A| 6 (k!)
2

2k−1k
d−1
2k−1n

d
2k−1 +O

(
n

d2

(d+1)(2k−1) )
)
.

Galiausiai, didelėms h reikšmėms viršuje esančius įverčius galima pagerinti naudojantis

Furje analizės metodais, išvystytais Green vienmačiam atvejui:

5.3.4 teorema. Kiekviena B2k aibė A ⊆ [n]d, kur k pakankamai didelis, tenkina

|A| 6 (πd)
d
4k (1 + ε(k))k

d
4k (k!)

1
kn

d
2k +O

(
n

d2

2k(d+1)
)
.

5.3.5 teorema. Kiekviena B2k−1 aibė A ⊆ [n]d, kur k pakankamai didelis, tenkina

|A| 6 (πd)
d

2(2k−1) (1 + ε(k))k
d−2

2(2k−1) (k!)
2

2k−1n
d

2k−1 +O
(
n

d2

(2k−1)(d+1)
)
.

5.4 Aibės su bekvadrate poaibių sumų aibe

Natūraliųjų skaičių poaibiui A (baigtiniam ar begaliniam) apibrėžkime jo poaibių sumų aibę

SA, kaip aibę visų jos baigtinių poaibių sumų:

SA = {
∑
a∈A′

a | A′ ⊆ A, |A′| <∞}.

Vienas iš žinomų adityviosios skaičių teorijos klausimų, užduotas Erdős ir suformuluotas

žymiojoje Guy knygoje Unsolved problems in number theory yra radimas tankiausios aibės
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A ⊆ [n], kurios poaibių sumų aibė SA būtų be kvadratų. Disertacijoje nagrinėjamas šis

klausimas begalinių aibių atveju.

Pirmoji teorema įrodo tokios begalinės aibės egzistavimą daug bendresniu atveju, kai

aibė, kurios elementų bandoma išvengti, turi nulinį apatinį tankį (aibė B turi nulinį apatinį

tankį, kai tenkinama lim infn→∞
|B[n]|
n

= 0):

5.4.1 teorema. Duotam m ∈ N ir aibei B su nuliniu apatiniu tankiu visada egzistuoja

tokia begalinė aibė A, kad bet kuri jos elementų suma, kurioje ne daugiau nei m elementų

yra vienodi, nepriklauso aibei B.

Sukonstruoti konkrečią aibę A, kurios poaibių sumų aibė SA būtų bekvadratė yra kiek

sunkiau. Tą pirmas padarė Luca, sukonstravęs aibę kurios augimo greitis yra asimptotiškai

dvigubai eksponentinis, t.y. A[n] ∼ log log n. Disertacijoje pateikiamos paprastos eksponen-

tinio augimo aibės pavyzdys {22n−1, n ∈ N} ir sukonstruojamos aibės, kurių augimo greitis

yra eksponentinis, bet su kiek norima artimu vienetui pagrindu:

5.4.2 teorema. Kiekvienam ε > 0 egzistuoja konstanta K = K(ε) ir begalinė aibė A =

{a1 < a2 < a3 < . . . } ⊂ N tenkinanti an < K(1 + ε)n su kiekvienu n ∈ N, kurios poaibių

sumų aibė yra bekvadratė.

Taip pat įrodoma stipresnė šios teoremos versija, sukonstruojant tokio paties augimo

aibes, kurių poaibių sumos nėra sveikųjų skaičių laipsniai (kvadratai, kubai ar panašiai):

5.4.3 teorema. Kiekvienam ε > 0 egzistuoja konstanta K = K(ε) ir begalinė aibė A =

{a1 < a2 < a3 < . . . } ⊂ N tenkinanti an < K(1 + ε)n su kiekvienu n ∈ N, kurios poaibių

sumų aibėje nėra sveikųjų skaičių laipsnių.

5.5 Cauchy funkcinė lygtis apribota ant pirminių skaičių aibės

Cauchy funkcinė lygtis f(x + y) = f(x) + f(y) yra viena žymiausių funkcinių lygčių. Jos

sprendimas ir sprendinių aibė priklauso nuo ieškomų funkcijų apibrėžimo srities ir joms

keliamų papildomų sąlygų. Viena iš tokių sąlygų yra multiplikatyvumas: funkcija vadinama

multiplikatyvia, jei

f(ab) = f(a)f(b) visiems a, b ∈ N tenkinantiems dbd(a, b) = 1.

Gerai žinoma, kad Cauchy funkcinė lygtis turi du multiplikatyviuosius sprendinius apibrėž-

tus natūraliuosiuose skaičiuose: f(x) = x ir nulinį f(x) = 0. Spiro sprendė Cauchy lygtį
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su silpnesne adityvumo sąlyga. Jis parodė, kad tokia funkcinė lygtis taip pat turi iš esmės

vienintelį nenulinį multiplikatyvų sprendinį, kai adityvumo sąlyga yra apribota ant pirminių

skaičių, t.y. multiplikatyvi funkcija turi tenkinti f(p+ q) = f(p) + f(q) visiems pirminiams

p, q. Fang tokį patį rezultatą gavo spręsdamas bendresnę funkcinę lygtį – su adityvumo

sąlyga f(p+ q + r) = f(p) + f(q) + f(r) visiems pirminiams p, q, r.

Disertacijoje yra išsprendžiama analogiška Cauchy funkcinė lygtis su bet kokiu skaičiumi

kintamųjų:

5.5.1 teorema. Tegu k > 2 fiksuotas sveikasis skaičius. Jei multiplikatyvi funkcija f : N→

C tenkina

f(p1 + p2 + · · ·+ pk) = f(p1) + f(p2) + · · ·+ f(pk) (8)

visiems p1, p2, . . . , pk ir f(p0) 6= 0 bent vienam pirminiui p0, tai f(n) = n visiems n ∈ N.
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6 Darbo mokslinis naujumas ir aktualumas

Dauguma disertacijoje pristatytų rezultatų yra originalūs ir daugiau ar mažiau atitinka šešių

mokslinių publikacijų (žr. skyrių „Pagrindinės publikacijos“) turinį. Likę keletas rezultatų

yra arba gerai žinomos lemos, kurias įrodome darbo pilnumo vardan, arba nedideli nepub-

likuoti pastebėjimai. Disertacijoje gauti rezultatai buvo sėkmingai pristatyti tarptautinėse

konferencijose ir seminaruose srities specialistams (žr. skyrių „Rezultatų sklaida“).

7 Darbo struktūra ir apimtis

Disertacija parašyta anglų kalba. Disertaciją sudaro 9 skyriai: įvadas, literatūros apžvalga,

5 moksliniams rezultatams paskirti skyriai, išvados ir literatūros sąrašas. Bendra darbo

apimtis yra 95 puslapiai.
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11 Išvados

Disertacijoje gautos tokios išvados:

• Didžiausios Sidon poaibių A′ ⊆ A,B′ ⊆ B poros dydis priklauso nuo aibių adityviosios

energijos dydžio E(A,B).

• Begalinės retos aibės su aprėžtais šuoliais negali turėti mažos sumų aibės.

• B2k aibių d-mačiame kube [n]d dydis asimptotiškai neviršija (k!)
1
kk

d
2kn

d
2k . B2k−1 aibių

d-mačiame kube [n]d dydis asimptotiškai neviršija (k!)
2

2k−1k
d−1
2k−1n

d
2k−1 .

• Skaičių dalumo savybės leidžia sukonstruoti tankias aibes, kurių poaibių sumos nėra

kvadratai ar sveikųjų skaičių laipsniai.

• Cauchy funkcinė lygtis su adityvumo sąlyga apribota ant pirminių skaičių turi iš esmės

vienitelį sprendinį.

14



12 Summary

In the thesis various phenomena and concepts of arithmetic nature, such as sumsets, additive

energy and Sidon sets are investigated. The results are of theoretic nature and are divided

into 5 chapters.

In the first chapter we investigate connections between several measures of arithmetic

structure of two sets. We obtain lower and upper bounds for the size of largest co-Sidon

subsets of sets with given additive energy.

In the second chapter we show that an infinite sparse set with bounded jumps can not

have a bounded doubling coefficient, settling a special case of question posed by Sós. We

also estimate the size of the doubling coefficient for sets of polynomial growth.

In the third chapter we give asymptotical estimates for the size of the largest Bh subset

of d-dimentional cube and the growth of the largest infinite Bh subset of Nd.

In the fourth chapter we construct dense infinite sets of number theoretical nature which

have square (or more generally power) free iterated sumset.

In the fifth chapter we solve a generalized Cauchy equation with the additivity condition

restricted on primes for multiplicative functions and show that the solution is essentially

unique.

The thesis also contains an introduction, literature review, conclusions and bibliography.

Aditionally to the thesis, an extensive summary in Lithuanian is provided. Aditionally to

the summary in Lithuanian, a summary of the summary is provided in English within the

summary in Lithuanian.
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