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1.]vadas

Tarkime yra naggjama skaiiy
l)yy2| LICCI | )N

generalig visuma, kurios vidurkiuiyzﬁij;yj jvertinti iSrenkama drio n paprasta
atsitiktiné imtis be ggzinimo:

Vi Vi, veeeo Wi
kur 1<i <i,<..<i <N.Jeigu skaiiai yi, ¥, ... , W yra gaminio charakteristikos,
kurias matavimo prietaisai rodo su paklailaai kiekvienas skaius i, V»,..., W Vvirsta
atsitiktiniu dydziu

yt+er, Yote 2, oo, WHEN -
¢ia €, &, .. , ey yra vienodai pasiskirst nepriklausomi atsitiktiniai dydziai. yJ
pasiskirstymo funkcy pazyneékime F(x). Jei matavimo prietaisai be siste¢sipaklaidos,
tai ju matematin viltis Meg; yra lygi nuliui, t.y.

M; =0,
visiems i= 1, 2, ..., N.g dispersij Dg Zzymesimeo?, ty. o = Dgi , i=1, 2, ... , N.
Atsitiktinio dydzio y+e; tikimybinis skirstinys yra:
G (X)=Ply, +& <x}=Plg, <x—y,}=F(x-y,),

kuri=1,2,...,N.

Pazygkime& =y +¢,i=1,2,...,N.

Dabar sy stelgjimo objektas yra nepriklausapatsitiktiniy dydZiy

€1, 82 ..., EN

generalig visuma, kurios tyrimams panaudosime paprassitikting imt; be gazinimo.
Imties iSrinkimui pasinaudosime Bengt von Bahrgapiilytu metodu.

Tarkimer =(l1, 12 ..., N) yra indikatory vektorius nepriklausomas ndg &, ... ,& .

IR
Kiekvienam nuliy - vienet rinkiniui v = (v1, vo, ... ,vn), ¢iavj=0 arba 1,

visiems =1, 2, ..., N, priskiriam tikimyb

P(I =v) :('::j ,

kai sekojevy, v, ... , vy Yra nvienei ir N-n nuliy.



Paprast atsitikting imti pazyntkime
TR

kur 1<i, <i, <...<i, < N .Nagrinresime sumos

Si=1G + 1,8+ 4 1Sy
kur P{I, :1}:% ir P{1, =o}=1—% , tikimybirj sKirstir{

Fu.(X)=P{S, < x}.



2. Uzdaviniali

Bengt von Bahr [1jode
Teorema.Tegul X, Xa, ..., Xy yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, iS kyratsitiktinai

iSrenkame n elemento ju suma Zzymima S
: N 13 13
JeilEXc = s, EX = By EIX(P=7, kurzluk =0, NZﬁk =1, az_ﬁz
k=1 k=1

ir y =maxy, , tada

S,
Pl —————<Xx|-®d(X)[<
{ T < XJ (¥)| <

60y
Jn@- fa?)?

1 ¢ . L. ... N
kur ®(x) =——— | e "?dy yra normuota Gauso pasiskirstymo funkcijef ie= —.
(X) @L yy p y jefir=

DeSirgje nelygyles pusgje yra reiskinys
60y
Jna- ta?):
kurio optimalumas yra nezinomas. Sio uzdavinio sgiraui yra reikalingas pasiskirstymo
funkcijos Fyn(x) asimptotinis skleidinys. Mesodéme, kad
(@-3) 4
\/_je 2(u -3u)du————— an FLe
3

S -2 2 xze_x?z - e_L; +—(0[4 N)—l 3xe_§ + x3e_§ +
3n /271 an  2r

P{S, < xj=®(x) - 2(u —6u*+3)du+...=

Sioje teoremoje yra atsakymas nuo ko priklausdigkio
P{S, < x}—®(x)

vertis.

Pastelkime, kad S, =11 (y1 + e)+ l2 (Yo + e2)+...+ In(Yn T+ en)= Z| y]+Z|J6‘J.

j=1



J8odymas

FNn(x) nagriresime charakteringy funkciju metodu. Tarkime&  charakteringoji
funkcija yra
ft)=Me™ , j=1,2,..,N.
Yrarodyta [2], kad sumos,®harakteringoji funkcija yra
N -1
fsn(t){nj X OF,0-5,0. (1)
I<ip<i,<.<ip<N

Sia formule Bengt von Bahr [1] panaudojayfx) aproksimavimui normalauséshio
s
charakteringja funkcijae™ 2~ , kurc >0 ir ae(—o,+»).
Patogesnr paprastesnformulé yra gauta darbe [2]:

v

f ()= 2ﬂpj:(n) jeimH(q+ pd’f. (£))d6 .

-

Ja galime uzrasyti ir taip:

N . . ) .
kur PN(n)Z(n]IO”CIN‘”, p=—, g = 1-p, 0 > Zymi sumavim pagal visus

neneigiamus sveikuosius lygties
1Kkt ... +k=s,
k+2k+ ... +nk=n
sprendinius.

Jeigg(t) = Me"* yra a.dg; charakteringoji funkcija, tai

X—-y, =u

()= [e%dG, (9 = [ e dF(x- yj){ }z [0V () = € et

X=y;+u
Gavome, kad
ity |
f;(t)=€"g(t). 2)
IS (1) ir (2) lygybiy iSplaukia, kad



fo, (t)=(Nj S (gt e g))...Le" o)

il ey N (3)
Sg') o YT g 1, ()

n
CN I<ji<jz<..<jp=N

Z eit(yh+yjz+...+yjn) .

N I<ji<jp<.<]J <N

R. Erdos ir A. Rényi [3] yigode, kad

St e Tl pe a0

1:zn (t)=

IS (3) lygykes seka, kad a.d.

€= ZN:ngj =g(0)+&(@)+..+¢(w) It Z,= ZN:yjlj(a)),

j=1
kur li+l+...+ly = n ,yra nepriklausomi a.d., kadangi
fs ©=9"M)-f, ) ir Si=e+2Z,,

GausimSn/x/ﬁ charakteringosios funkcijo?n(t) tikslia iSraiSk, kuri bus

naudinga kig paklaid; jvertinimui.

Tarkim fi(t) yra Xk, k=1, 2, ..., N charakteringoji funkcijaada

o2 1)

St St

i—Vy; i—&
kur f | —|=eY" 'Me"" .
(&)
t2/2

Dauginame abi puses iS tasgsafunkcijos € '“ ir gauname

- NY
et lzfﬂ(t):(nj I<i <|<z<| <N]j—!|: t /anlj(\/_jj|



Tarkime ze C ir g(z) yra funkcija pavidalo

of ()

tuomet g(z)= g(0)+2—g”(0) ( j_ +Z—g()(0)

tia V)(0)=(:] > e, (Tj %g(x) =900 =g"0).

1<iy <ip <..<i, <N j=1 [x=0 |x=0

Funkecijg(z) uzsiraSysime mums patogesniu pavidalu:

- (:'jl]i(u z):l[ulfz[e“’z" fk(\/tﬁj—ljj [:'j (1+z N]i( Z[ g fk(tnj—ljj =

|
3] ear ez ma(35))

j=1




Toliau pasinaudosime seken lema.
LEMA. Tegul laipsnig eiluté iajxj konverguoja funkcija f(x) tasko x = 0 aplinkoje
=
(arba yra jos asimptotinis skleidinys, kab®). Tada
e 143 b ¥,
=

kur

*ar.a)
J. :bZL (4)

L.y
vl

Sumay’ yra imama pagal visus,...,v; (vjy=0, 1, 2, ...), kurie tenkina lygyb

Vit 2vo+ ot v =] (5)

- )( [tj ]"
M atveju x—— = e fl—|-1].
usy ) a(t) = J kZ:; k\/ﬁ

Dabar gauname, kad

o 3 e 2 5o

C(NYT ran(t)..al (1)
_(nJ 1+2) (1+Z(1+ij vl J

Pazyakime
t

b, (t)=€"/2"f (ﬁj—l, k=1,2, ..., N,

(_1.)j+1 N

B, (t) = dblit), =12 ..



Pasinaudodami Siais pazgjmais gauname, kad

(NYY lorar().al )|
g(z)_(nj (1+2) {“z(uzjz A }_
*a(t)..a’ (N

:(:']_1(“2)”+sz(1+Z)N_jz vl Knj

Pagal (4), (5) ir (6) gauname

9(2) = (:jl{ 1+z [“ ) [1+ zjll . (1+ jz Elij (FZZJJ %}} i

:(N] {1+Z +ZZ Bl' ?:B_J |1+2i2+...+jij(1+ Z)N—il—ZiZ—...—jij}
!

(6)

Tarkime, kad == €°ir B;j=B;(t). Tada

V4

¥ je"g”g(e“")de [ j L je-'“‘]'[{u e2n (jﬁj]daz

IR 6 e RS R IS 1116
— g n.':i - et /2n.I:i - ...et /2nf A et /12 fi_ — |,
( nj ]5i1<i2;<in<N “\Wn (Jn n ]5i1<i2;<in<N 1]1 \n

Ln=I

nes L J'e"‘g‘” Ndg = .
On=l

Galime raSyti ir taip:

- z - z iz B'
Ie"mg(e'g)de ( j *[e e'(1+e?) d¢9+£ J i]e"“‘“ﬂ 1+¢’) Y l|3| T
- j=1
|' i)

(o) sl gpeo () S o5 e
N

HEE e S e gg

B|2 BjJ ~

S
I

|
]:]_ I |2
n
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SR HEL LR SR TR S

BB B

:1+g%(|\1— DN=j-D..— ]+ S 7)
. O N=JYNYT
Kaij=1, turlme(n_jj(nj = N!(N D(N-2)..n= N
. N-—j Nfl_i! ~ ~ . N(n-1)
kai = 2, (n—j}(n} = N!(N 2)(N -3)..n(n 1)_—N(N—1)'
A (NSIYNY e o N(N=D)(n-2)
kai &= 3, (n—jj{nj _N!(N 3)(N-4)..n(n=1)(n 2)_N(N—1)(N—2)'
Isistat i (7), gauname
Afe‘img(e“g)de=1+25+M(§+EJ+ n(n-1)(n-2) (i BB, E}
2 NI NN-(20 2] N(N-D(N-2) o[ [

(N] D Hf( je2+Zn:%(N—j)(N—j—l)...(n—j+1)*

n I<ip<ip<.<ip<N j=1

£y B By B_iije‘%

| I""_l
I I I
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Charakteringoji funkcu& (\/_j yra lygi:

t)_ o
fij(ﬁj__{oe B, (x)dx.

Sudauginame abi puses pagal j. Tada:

Hf( j J'e P, (X)dx

1 T —itx & t
pil,iz,...jn(x) :Z_”Le t H fij (ﬁ}dt'

j=1

§i1+§iz+...+§in B %
P{ 7n < x} = .[p,lyiz,win(u)du.

—00

M s Y sa e

I<ij<ip<.<ip<N j=1 I<ij<ip<..<ip<N

(Sjl,,z B i I | (C

1<iy <ip <. <i <N I<ij<ip<..<ip<N j=1

J'e“xe 2dt+ J'e”xe 20 Bldt+ J'e”xeEM i B gt
N1 N(N —1) 1

(8)

2

t 2n_ _
fk(\/ﬁj e jef dF (x) - jef dd(X) = jede(x) o(x)].

kur ®(x) = 2 du — standartinio normalaus skirstinio pasiskirstyfimakcija.

r_ff
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t -
fk — |—e w (.t .tV
(Jﬁj :je['“M' “J d[F () - D(x)]= jlzl,P(u)ut—] d[F (u) - d(u)]=

kur R(u) - Meixner daugianariai,of) = 1 ir
Td[Fk(u)—CD(u)]:l—lz 0.
Tada :
8(0-34( j R0 SR 0-0w])
ir

% jezim%i(%j I_l!J'R(u)d(z [F, (u) - @(u) jdt—

© 1'1°° N *100.'_%_“
é(ﬁj I_~[o (u)d(;[':k(u)—@(u)]j Z[o(lt) e2 (dt=

Z|>s

:Zn((‘—ﬁj 57?00 j P(u)d( Z[Fk(u)—cb(u)]] ©)

k=1

2 2
—X° /2 o te
€ 5

1 ———itx 1 % —ﬁ—itx dl
k = =— |e? dtir—|[(it)e 2 dt=(-1)—5¢(x).
ur o) =" =g o Jer dtino @' (-1 7o)

e[iﬁ]x—i[ Ln]z - iPmT(X)(%jm

m=0

Mums reikia rasti Meixner daugianariug(®).

ot
Pakeiskime— | ¢:
Jn

&X_EZ N P(X) m
e 2 = mxe
2 m
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Imame abiej pusi iSvestines = 1, 2, ... pagak ir gauname

e&X_E (X—é‘) Zl Prr(iX) m-1_ P](-X) *14 Z (X)

Kai ¢ =0, gauname

1®) = x.
Rasime iSvesti) kaiv = 2,

!
2

(e“_; (x— E)J e (x—&)x-g)+ & (-1)= %* 2"+ iPmT(X)m(m_l)gm

2

Kai ¢ =0, gauname
() =X -1.
leSkome iSvestiis, kaiv = 3,

14 !
2 2 2

(eﬁxz (x—g)j (eﬁx? (x—¢)x—g)+e 2 (- 1)} ( - gz(x—g)(x—g)+ &2 (<D (x—&)+

2 2 52 Z

[ <x_g>}<—1>—e“3 (- e)=6" % (el efxme)-" (xe) 26" (xs)-
P(X)*3.+z (X)m(m H(m=2)e™

Kai ¢ =0, gauname
3X) = - 3x .

Rasime iSvesti) kaiv = 4,

:

Heﬁxzz(x g)\x—¢)+e 22( 1)J(x g)re 22(x g)-1-e 22(x g)}(x £)-

!

z(x—g)J :[[e“ (el e 1)J(x g)+£e % (x g)}( D& (x g)J _

N &
N\m

—{eﬂ_z (x—e)x—¢)+ & (—D]—Z{e‘%; (x—s)(x—<9)+egx_g (—1)] PAEX)*4'

+ i%m(m—l)(m— 2)(m—3)e™*
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Kai ¢ =0, gauname
B) =X -6+ 3.
Pazygsime:

TudFk(u) = u ir TuzdFk(u) =p. .

Dabar padarysime tokias priedaid

M=

=0,

=
1]

1

1N
Nt

Tada,

kail =1:

1% (& 1q7
ﬁ.[Cud(;[l:k(u)—d)(u)]j:ﬁgJ-udF(u)——kZ; jwud@(u) 0,
kail =2,

& [ -2d SR w-ow])-o

kail = 3,

%T(us—f%u)d(Z[Fk(U)—@(U)]j ZWdF (U) = as,
kail = 4,

1% 4 oo N 1% . 3
W[o(u —~6u +3)d(;[Fk(u)—q>(u)]j=—zj u‘dF (u)——zju d(U) = ey~

N k=1 _o k=1 o
éia
© © _LZZ 1 © u? 2 u?
e — u
u‘dd(u) = | U —du=——— | Ue Zd(——j u’de 2 =—
'[C ) '[O \N2r N2 '[O \/ '[



15

Dabar pregime (9) lygyls:

0

n%_ji eitxzilji( it j IP(U)d( Z(F (u) - q)(u))jdt_n_T 1[

0

3
1% w1 it ) 3 a, 1% -t (@= ) 1%
+n—|e 2= —dt+...: S~ e 2(it)%dt+ N" = [e
27z~[o 4!(\5) (@) 3Vn 27r'[c W 27r[0
e 3 (%—N) Lo ~6x°+3
= ——€ X —oX) — ——€ X X +9),
3'\/_ \/27z ( ) 4n  J2r ( )
kur (- 1)30'—3 (X) =— L e‘gx(x2—3)=—ie‘§(x3—3x) ir
N2 N2
d 1 X

(- W(p(x):—ﬁe 2(x"—6x"+3).

Z|-

|1 £
N & g |

A T v 8]

—00

*frd £ 3R - 0] fr.od £ SR 0-0w])-
. .

it li+ly o 1 N
!(ﬁj IRl(u)d(NkzF(u) d)(u)j (R (u)d(

—00

ZlH

N fk(\/t—j_e_tzn 1 l1 o N
> | N7 ( ij(u)d[ Z[Fk(u)—cb(u)]j*

j ,dt+

I
2 (it)*dt =

Z F, (U) — ®(u) j



By(t) = —%;bf(t)z

1
2

SR

36 (T

N 1 (
1
N

\_/

_Ez

k=1

16

1& (&1 it )
[é‘ﬁm

|1.( j JRWd(F () CD(u)])JZ _

P(u)d [F. (u) - CD(u)])j

0

—00

[ TR w)d(F, () - o) O SV D
> )| + .

i a,3=%k§ j  Wd(F (W) - GD(u)])j

1

o0

2 le

1
72

UZraSysime téga (8) lygyhkes demen:

o %n(n 1
N(N -1)

it )’
(ﬁj N20(32 +..——

2 36

1
1t

(Bl

1

*

6

B,
1

1

T 72(N=Dn %2 g ¥ o)+

Jdt_

{

it

In

0

1 jenxe‘z n(n-1 ,

27 4 N(N —1)
1
1-— 6
1 1 d
dt=——"D g~ p(xX) +...
I
j J 72, 1n° df

11(, 1)d° 1 ., 1
. 1-— X =
" 72n ( nj dx® () 1_30{3 N_17

N
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4. |Svados

Dabar galime suformuluokiias teoremas:

1 TEOREMA.Teisinga lygylé

3
_u ( 4_7)
’ (u3—3u)du——a N

e 1 g
31\/_\/_j 4in \/ZL

UZ

e 2 (u*—6u’+3)du+...=

P{S, < x}=

6 ot (“4‘N) 1 (o5 %),
()_W\/— Xe - —-e T\/ﬂ 3xe —Xe

kur @®(x) =% je7du - standartinio normalaus skirstinio pasiskirstyfmakcija,
T —00

2 TEOREMA.Teisinga lygyle

ul @) 1 e e
( ] Zpll,iz ----- () P(X) - 3I\/_\/_e (X —3x) — TEG (X" —6x"+3)+

n I<iy <iy <..<i <N

1 1 1) d® 1 ’ 1
72 1-; w(ﬂ(X) 1 Oy — N_]_O['s +...,
1_7

N

kurp, (x)_—jwe“fo (Tj

IS Sios teoremos iSplaukiateoremodvirtinimas.
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Summary

Bengt von Bahr in [1] proved fodowing theorem:
THEOREM. Let X3, Xy, ..., Xy be independent random variables and Jdb&Sthe sum of

N
n of them chosen at random. EX = ., EX{ =4, E|X, =y, where 1, =0
k=1

13 o2 1Y,
NZ :NZ Zand y = maxy, , then

1<k<N

60y
Jn@- fa?)?

< xJ—(I)(x) <

{ n(l fa?)

where ®(x) = \/1_ J'e 2 dy is the normalized Gaussian distribution funktion & _N

We proved that

3
(0‘4_*)
P{S, < x}= ®(X) - \/_.[ez(u -3u)du-—, F- \/__J;ez(u —6u2+3)du+...=
3
x2 x2 (a ——) X2 2
TN S V- S © N1 7 e 2
=®d(X) S!Jﬁ@(xe e J+ an E2”{3xe + X’e J+

This is the answer what the diffeesacP{S, < x}—®(x) estimator depends on.
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