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                                                               1. Įvadas 

 

                 Tarkime yra nagrin÷jama skaičių  

                                         y1 , y2, ... , yN 

generalin÷ visuma, kurios vidurkiui ∑
=

=
N

j
jy

N
y

1

1
įvertinti išrenkama tūrio n paprasta 

atsitiktin÷ imtis be grąžinimo: 

                                        
niii yyy ,...,,

21
, 

 kur   Niii n ≤<<<≤ ...1 21 . Jeigu skaičiai  y1, y2, ... , yN yra gaminio charakteristikos, 

kurias matavimo prietaisai rodo su paklaida ε, tai kiekvienas skaičius y1, y2,..., yN virsta 

atsitiktiniu dydžiu                     

                y1+ε1, y2+ε 2, ... , yN+ε N . 

čia ε1, ε2, ... , εN yra vienodai pasiskirstę nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai. Jų 

pasiskirstymo funkciją pažym÷kime F(x). Jei matavimo prietaisai be sistemin÷s paklaidos, 

tai jų matematin÷ viltis Mεi yra lygi nuliui, t.y. 

              Mεi ═ 0,  

visiems i ═ 1, 2, ... , N. εi dispersiją  Dεi žym÷sime σ2, t.y. σ2 = Dεi , i=1, 2, ... , N. 

Atsitiktinio dydžio yi+εi tikimybinis skirstinys yra: 

                 { } { } )()( iiiiii yxFyxPxyPxG −=−<=<+= εε ,  

kur i = 1, 2 , … , N.   

             Pažym÷kime ξi = yi + εi, i = 1, 2, … , N. 

             Dabar mūsų steb÷jimo objektas yra nepriklausomų atsitiktinių dydžių 

  ξ1, ξ2, … , ξ N 

generalin÷ visuma, kurios tyrimams panaudosime paprastą atsitiktinę imtį be grąžinimo. 

Imties išrinkimui pasinaudosime Bengt von Bahr [1] pasiūlytu metodu.  

     Tarkime =
→

I (I1, I2, … , IN) yra indikatorių vektorius nepriklausomas nuo ξ1, ξ2, … , ξ N.  

Kiekvienam nulių - vienetų rinkiniui 
→

ν ═ (ν1, ν2, … , νN), čia νj ═ 0 arba 1,     

 visiems j ═ 1, 2, … , N, priskiriam tikimybę  

     
1

)(
−

→→









==

n

N
IP ν ,  

kai sekoje ν1, ν2, … , νN   yra n vienetų ir N-n  nulių. 
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Paprastą atsitiktinę imtį pažym÷kime  

    
niii ξξξ ,...,,

21
,  

kur Niii n ≤<<<≤ ...1 21 . Nagrin÷sime sumos 

  NNn IIIS ξξξ +++= ...2211 , 

kur  { }
N

n
IP j ==1  ir { }

N

n
IP j −== 10 , tikimybinį skirstinį 

  ( ) { }xSPxF nNn <= . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 4 

                                                           2. Uždaviniai 

 

             Bengt von Bahr [1] įrod÷  

Teorema. Tegul X1, X2, ..., XN  yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai, iš kurių atsitiktinai 

išrenkame n elementų, o jų suma žymima  Sn.  

Jei EXk = kµ , kkEX β=2 , kkXE γ=3|| , kur 0
1

=∑
=

N

k
kµ , 1

1

1

=∑
=

N

k
kN

β , ∑
=

=
N

k
kN 1

22 1
µα  

ir 
Nk

k
≤≤

=
1

maxγγ , tada 

                             
2

3
2

2

)1(

60
)(

)1( α

γ

α fn

xx
fn

S
P n

−

≤Φ−













≤

−
  

kur ∫
∞−

−=Φ
x

y dyex 2/2

2

1
)(

π
 yra normuota Gauso pasiskirstymo funkcija ir .

N

n
f =  

Dešin÷je nelygyb÷s pus÷je yra reiškinys  

                                                   
2

3
2)1(

60

α

γ

fn −

, 

kurio optimalumas yra nežinomas. Šio uždavinio sprendimui yra reikalingas pasiskirstymo 

funkcijos FNn(x) asimptotinis skleidinys. Mes įrod÷me, kad  

{ }

...3
2

1
!4

)
3

(

2

1

!3
)(

...)36(
2

1
!4

)
3

(
)3(

2

1

!3
)(

232
4

2223

242
4

323

2222

22

+













+

−
+














−−Φ=

=++−
−

−−−Φ=<

−−−−

∞−

−

∞−

−

∫∫

xxxx

x ux u

n

exxe
n
Neex

n
x

duuue
n
Nduuue

n
xxSP

π

α

π
α

π

α

π
α

 

Šioje teoremoje yra atsakymas nuo ko priklauso skirtumo  

                                                     { } )(xxSP n Φ−<              

įvertis. 

            Pasteb÷kime, kad  Sn = I1 (y1 + ε1)+ I 2 (y2 + ε2)+...+ I N (yN + εN)=∑ ∑
= =

+
N

j

N

j
jjjj IyI

1 1

ε . 
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                                              3. Įrodymas 

 

  ( )xFNn  nagrin÷sime charakteringųjų funkcijų metodu. Tarkime ξj  charakteringoji 

funkcija yra    

                                                  ( ) j
it

j Metf
ξ

=    ,  j  ═ 1, 2, ... , N. 

                   Yra įrodyta [2], kad sumos Sn charakteringoji funkcija yra 

 )()...()()(
2

21

1
...1

1

tftftf
n

N
tf

n

n

n ii
Niii

iS ∑
≤<<<≤

−









= .                                             (1) 

Šią formulę Bengt von Bahr [1] panaudoja FNn(x) aproksimavimui normalaus d÷snio 

charakteringąja funkcija 
2

2

2
σ

t
itae

−
, kur σ > 0  ir  a∈( +∞∞− , ). 

            Patogesn÷ ir paprastesn÷ formul÷ yra gauta darbe [2]: 

 ∏∫
=−

− +=
N

k
k

ini

N
S dtfpeqe

nP
tf

n
1

))((
)(2

1
)( θ

π
θ

π

π

θ  . 

 

Ją galime užrašyti ir taip: 

                                 
m

mn

kN

k

m

k

n

m
k

m

sn

s
S t

mkn

N
tf f 








−








= ∑∏∑

==

−

−

11

*

1

)(
!

1
)1()( , 

kur nNn
N qp

n

N
nP −









=)( , 

N

n
p = , q ═ 1-p, o ∑

s

*  žymi sumavimą pagal visus 

neneigiamus sveikuosius  lygties 

                                                k1 + k2 + ... + kn = s, 

     k1 + 2k2 + ... + nkn ═ n  

sprendinius. 

                Jeigu g(t) = 1εitMe yra a.d. ε1 charakteringoji funkcija, tai  

 

( ) ( ) 1)()( )( εitityuyit

j

j

j
itx

j
itx

j MeeudFe
uyx

uyx
yxdFexdGetf jj ==













+=

=−
=−== ∫∫∫

∞

∞−

+
∞

∞−

∞

∞−

 

               Gavome, kad   

  ( ) )(tgetf jity
j = .                                                              (2) 

Iš (1) ir (2) lygybių išplaukia, kad  
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( )( ) ( )

),()(
1

)(

)(.....)()()(

...1

)...(

...1

1

21

21

21

21

tftge
C

tg

tgetgetge
n

N
tf

n

n

njjj

nj

n

jj

n

Z
n

Njjj

yyyit

n
N

n

ity

Njjj

ityity

S

⋅==

=







=

∑

∑

≤<<<≤

+++

≤<<<≤

−

                        (3)                       

              kur )(tf
nZ  = ∑

≤<<<≤

+++

Njjj

yyyit

n
N n

njjje
C ...1

)...(

21

21
1

. 

            R. Erdös ir A. Rényi [3] yra įrodę, kad  

              .)(
2
1

)(
1

)(
1

∏∫
=

+

−

− +=
N

j

iityni

N
Z dpeqe

nP
tf j

n
θ

π
θ

π

π

θ   

                 

 Iš (3) lygyb÷s seka, kad a.d.  

          ε = )(...)()( 2
1

1 ωεωεωεε n

N

j
jj I +++=∑

=

    ir   Zn = ∑
=

N

j
jj Iy

1

)(ω , 

kur I1+I2+…+IN = n ,yra nepriklausomi a.d., kadangi  

                             )()()( tftgtf
nn Z

n
S ⋅=   ir   Sn = ε + Zn . 

                 Gausime nSn /  charakteringosios funkcijos )(tfn  tikslią išraišką, kuri bus  

naudinga kitų paklaidų įvertinimui. 

 

Tarkim  fk(t)  yra  Xk , k = 1, 2, … , N  charakteringoji funkcija. Tada 

 

                                                                          ∑ ∏
≤<<<≤ =

−

















=

Niii

n

j
in

n

j n

t
f

n

N
tf

...1 1

1

21

)( , 

kur 
ε

n

t
iy

n

t
i

i Mee
n

t
f

ji

j
=








. 

                     Dauginame abi puses iš tos pačios funkcijos  2/2te  ir gauname 

 

                                                            ∑ ∏
≤<<<≤ =

−

























=

Niii

n

j
i

nt
n

t

n

j n

t
fe

n

N
tfe

...1 1

2/

1

2/

21

22

)( . 
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Tarkime z ∈C ir g(z) yra funkcija pavidalo 

 

                                    g(z) = ∏
=

−

















+







 N

k
k

nt

n

t
fze

n

N

1

2/

1
2

1  

tuomet g(z) )0(
!

)0(
!

)0( )(

1

1

)(

1

ν

ν

ν
ν

ν

ν

νν
g

z

n

N
g

z
g

NN

∑∑
=

−

=

+







=+=  

čia g(ν)(0) = ,
...1 1

2/

1

21

2

∑ ∏
≤<<<≤ =

−


















Niii j
i

nt

n

t
fe

n

N
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ν

ν

     )0()()( )(

0

)(

0

νν
ν

ν

gxgxg
dx

d

xx

==
==

. 

 

 

                    Funkciją g(z) užsirašysime mums patogesniu pavidalu: 
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z

n

N

n

t
fe

z

z
z

n

N

n

t
fezz

n

N

n

t
fez

n

N
zg
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∏
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1
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z

n
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fe

z

z
z

n

N

k
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N

k
k

ntN  

 

              Kadangi ln(1+x) = ,)1(
1

1∑
∞

=

+−
j

j
j

j

x
  kai  11 ≤<− x , gauname 

 

              

( )

( ) .1
1

)1(
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1
1

)1(
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1 1
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1 1
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∑∑

∞
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∞
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         Toliau pasinaudosime sekančia  lema. 

     LEMA. Tegul laipsnin÷ eilut÷ ∑
∞

=1j

j
j xa konverguoja į funkciją f(x) taško x = 0 aplinkoje 

(arba yra jos asimptotinis skleidinys, kai x�0). Tada  

                                            ef(x) = 1+ ,
1
∑
∞

=j

j
j xb  

kur 

                                            bj = ,
!!...

...*

1

1
1

∑
j

j
jaa

νν

νν

                                                     (4) 

 

Suma ∑* yra imama pagal visus jνν ,...,1 (νj ═ 0, 1, 2, ...), kurie tenkina lygybę 

                                                  ν1 + 2 ν2 + ...+ j νj = j .                                         (5) 

 

 Mūsų atveju  x = 
z

z

+1
,  aj(t) = ∑

=

+









−







− N

k

j

k
nt

j

n

t
fe

j 1

2/
1

1
)1( 2

.  

            Dabar gauname, kad  

 

g(z)≐ ( )Nz
n

N
+








−

1
1

exp =




















−







−








+∑ ∑

∞

= =

+

1 1

2/
1

1
)1(

1

2

j

N

k

j

k
nt

jj

n

t
fe

jz

z
 

= ( )Nz
n

N
+








−

1
1






















+

+∑ ∑
∞

=1 1

1

!!...

)()...(*

1
1

1

j j

j
j tata

z

z j

νν

νν

. 

 

  

                   Pažym÷kime  

                              1)( 2/2

−







=

n

t
fetb k

nt
k ,     k = 1, 2, ..., N , 

ir 

                             ∑
=

+−
=

N

k

j
k

j

j tb
j

tB
1

1

)(
)1(

)( ,      j = 1, 2, .... 
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 Pasinaudodami šiais pažym÷jimais gauname, kad  
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( ) ( )
1

1 1
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∞
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 Pagal (4), (5) ir  (6) gauname 
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     Tarkime, kad z ═ eiθ ir Bj ═ Bj(t). Tada  
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Galime rašyti ir taip: 
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                   Charakteringoji funkcija 
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f

ji  yra lygi: 
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 Imame abiejų pusių išvestines ν = 1, 2, … pagal ε  ir gauname  
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Kai ε = 0, gauname  

                                P4(x) = x4 - 6x2 + 3 . 
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                                                         4. Išvados 
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                   Summary 

 

                  Bengt von Bahr in [1] proved the following theorem: 

 THEOREM. Let X1, X2, ... , XN be independent random variables and let Sn be the sum of 
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              This is the answer what the difference‘s  { } )(xxSP n Φ−<  estimator depends on. 
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