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DISERTACINIO DARBO APRA�SYMAS

Mokslin
e problema ir tyrimo objektas. Tyrimo objektas yra periodin
e
dzeta funkcija ��(s), s = � + it, kuri pusplok�stum
eje � > 1, apibr
e�ziama eilute

��(s) =

1X
m=1

e2�i�m

ms
;

o moksline problema - �sios funkcijos antrojo momento liekamojo nario i�sreik�stinis
pavidalas ir ribiniu� teoremu� silpnojo asimptotinio elgesio charakterizacija tikimybiniu�
matu� konvergavimo prasme i�vairiose erdv
ese pagalba.

Tikslas ir u�zdaviniai. Darbo tikslas - surasti periodin
es dzeta funkcijos ��(s)
antrojo momento liekamojo nario i�sreik�stini� pavidala� ir �siai funkcijai i�rodyti
tikimybines ribines teoremas. Darbo u�zdaviniai yra �sie:

1. I�rodyti Atkinsono formule� funkcijai ��(s) kritin
eje ties
eje.

2. I�rodyti Atkinsono formule� funkcijai ��(s) kritin
eje juostoje.

3. I�rodyti ribine� teorema� su ribinio mato i�sreik�stiniu pavidalu kompleksin
eje
plok�stumoje funkcijai ��(s).

4. I�rodyti ribine� teorema� su ribinio mato i�sreik�stiniu pavidalu analiziniu� funkciju�
erdv
eje funkcijai ��(s).

Aktualumas. Kompleksinio kintamojo funkcijos, kurioje nors pusplok�stum
eje
apibr
e�ziamos Dirichl
e eilute su koe�cientais, turin�ciais viena� ar kita� aritmetine�
prasme�, paprastai yra vadinamos dzeta arba L funkcijomis. Jos atlieka svarbu�
vaidmeni� analizin
eje skai�ciu� teorijoje. Tarkime, klasikiniu� Rymano dzeta funkci-
jos �(s) ir Dirichl
e L funkciju� analizin
es savyb
es yra glaud�ziai susijusios su
pirminiu� skai�ciu� pasiskirstymu. Tod
el nenuostabu, jog daugelis garsiu� matematiku�
nagrin
ejo ir nagrin
eja dzeta funkcijas. F. V. Atkinsono (Atkinson), H. Boro
(Bohr), E. Bombjerio (Bombieri), B. Konrio (Conrey), S. M. Goneko (Gonek),
R. Garunk�scio, G. H. Hard�zio (Hardy), D. R. His-Brauno (Heath-Brown), M.
Hakslio (Huxley), A. E. Ingamo (Ingham), A. Ivi�ciaus (Ivi�c), H. Ivanieco (Iwaniec),
M. Jutilos (Jutila), A. A. Karacubos (Karatsuba), J. Kubiliaus, A. Laurin�ciko,
A. F. Lavriko (Lavrik), N. N. Levinsono (Levinson), J. V. Liniko (Linnik), J. E.
Litlvudo (Littlewood), K. Macumoto (Matsumoto), H. L. Montgomerio (Mont-
gomery), Y. Motocha�sio (Motohashi), A. Perelio (Perelli), P. Sarnako (Sarnak),
A. Selbergo (Selberg), J. �Stoidingo (Steuding), E. C. Tit�cmar�so (Titchmarsh),
S. M. Voronino (Voronin) ir kitu� darbai i�takoja dzeta funkciju� tyrimu� kryptis.

Labai svarbi dzeta funkciju� teorijoje yra momentu� problema. Ja� paai�skinsime,
remdamiesi funkcijos �(s) pavyzd�ziu. Reikia rasti vidurkiu�

Ik(�; T ) =
def

Z T

0

j�(� + it)j2kdt; � � 1

2
; k � 0;

asimptotines formules arba bent i�ver�cius, kai T !1. Problema i�stiesu� sud
etinga.

Pavyzd�ziui, ne�zi	urint dideliu� pastangu�, momentu� Ik

�
1
2 ; T

�
asimptotika yra �zinoma

tik atvejais k=1 [4], k=2 [5] ir k = c(log log T ); c > 0 [10].

Dzeta funkciju� momentai turi svarbiu� pritaikymu�, i�vairiuose u�zdaviniuose jie
pakei�cia ne�zinomas tu� funkciju� reik�smes. Pavyzd�ziui, garsi Lindeliofo (Lindelof)
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hipotez
e, tvirtinanti, jog su kiekvienu " > 0 yra teisingas i�vertis

�(
1

2
+ it) = O"(t

"); t0 > 0

yra ekvivalenti iver�ciui

Ik(
1

2
; T ) = O(T 1+"); k 2 N:

Atkinsono formul
e duoda momento I1(
1
2 ; T ) asimptotin
es formul
es liekamojo

nario i�sreik�stini� pavidala�. Tai ne tik i�domus, bet ir turintis rimtu� pritaikymu�,
pavyzd�ziui, tiriant auk�stesniuosius momentus, rezultatas.

Tikimybin
es ribin
es teoremos charakterizuoja dzeta funkciju� asimptotinio
elgesio reguliaruma�. Be to, buvo pasteb
eta, kad tokios teoremos yra svarbiausia
dzeta funkciju� universalumo i�rodymo grandis.

Periodin
e dzeta funkcija ��(s) n
era klasikin
e, ji yra funkcijos �(s) apiben-
drinimas, ta�ciau ji pasirodo i�vairiuose analizin
es skai�ciu� teorijos u�zdaviniuose.
Pavyzd�ziui, ji i�eina [13] i� Hurvico (Hurvitz) ir Lercho (Lerch) dzeta funkciju�
antrojo momento parametro at�zvilgiu asimptotine� formule�. I�s kitos pus
es, darbu�,
skirtu� funkcijai ��(s), yra nedaug, auk�s�ciau min
eti autoriai daugiausia d
emesio
skyr
e klasikin
ems dzeta funkcijoms. Disertacija prisideda prie �sios spragos
u�zpildymo.

Visa tai rodo disertacijos tematikos aktualuma�.

Tyrimu� metodika. Yra taikomi analiziniai ir tikimybiniai metodai. Atkinsono
formul
es funkcijai ��(s) i�rodyme yra naudojami analizinio prate�simo teorijos
elementai, Dirichl
e dalikliu� problemos liekamojo nario �(x) i�ver�ciai bei Vorono-
jaus tipo formul
es. Ribiniu� teoremu� funkcijai ��(s) i�rodymas remiasi silpnojo
tikimybiniu� matu� konvergavimo savyb
emis, yra taikomos Prochorovo teoremos.

Naujumas ir praktin
e vert
e. Visi disertacijos rezultatai yra nauji. Atkin-
sono formul
e periodinei dzeta funkcijai nebuvo �zinoma. Ribin
es teoremos �siai
funkcijai taip pat yra i�rodomos pirma� karta�.

Disertacijos rezultatai yra teoriniai. Jie gali b	uti taikomi tolesniuose peri-
odin
es dzeta funkcijos tyrimuose, pavyzd�ziui, Atkinsono formul
e gali b	uti taiko-
ma auk�stesniu� eiliu� momentu� i�ver�ciams gauti, o ribin
es teoremos universalumui
tirti.

Darbo strukt	ura. Disertacija yra para�syta anglu� kalba. Ja� sudaro i�vadas,
keturi skyriai, i�svados, moksliniu� publikaciju� tema sa�ra�sas ir �zymenys. Bendra
darbo apimtis 80 puslapiu�.

Problemos ap�zvalga ir pagrindiniai rezultatai. 1949 m. F. V. Atkinsonas
atrado [1] nuostabia� formule� Rymano dzeta funkcijos �(s), s = �+ it, antrajam
momentui. Tegul

E(T ) =

Z T

0

j�(1
2
+ it)j2dt� T log

T

2�
� (20 � 1)T;

�cia 0 yr Oilerio konstanta. Atkinsono formul
e duoda funkcijos E(T ) i�sreik�stini�
pavidala� elementariosiomis funkcijomis. Tarkime, jog 0 < c1 < c2 yra tokios dvi
�ksuotos konstantos, kad c1T � N � c2T , ir

N1 = N1(T ) =
T

2�
+
N

2
�
r
N2

4
+
NT

2�
:
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Be to, tegul

arsinh(x) = log(x+
p
1 + x2)

ir

f(T;m) = 2Tarsinh(

r
�m

2T
) +
p
2�mT + �2m2 � �

4
:

Apibr
e�ziame sumas

�1(T ) =
1p
2

X
m�N

(�1)md(m)p
m

�
�
arsinh

�r
�m

2T

���1�
T

2�m
+

1

4

�� 1
4

cos(f(T;m))

ir

�2(T ) = �2
X

m�N1

d(m)p
m

�
log

T

2�m

��1
cos

�
T log

T

2�m
� T +

�

4

�
:

�Cia, kaip i�prasta, d(m) yra dalikliu� funkcija. Tuomet F. V. Atkinsonas i�rod
e,
kad

E(T ) = �1(T ) + �2(T ) + O(log2 T ):

Atkinsono formul
es i�rodymas taip pat pateikiamas ir [6] monogra�joje. M.
Jutila pasi	ul
e [7] nauja� Atkinsono formul
es varianta� su silpnesniu apribojimu
c3T

� � N � c4T
2, � > 0, c3 > 0, c4 > 0, dyd�ziui N ir liekamuoju nariu, priklau-

san�ciu nuo N . T. Miormanas (Meurman) gavo [17] vidurkini� Atkinsono formul
es

varianta� su liekamuoju nariu O(T�
1
4 log T ). Y. Motacha�sis taip pat pasi	ul
e [18]

nauja� Atkinsono formul
es versija� su ma�zu liekanuoju nariu. m. Jutila atrado
[8] nauja� Atkinsono formul
es i�rodyma�, besiremianti� Laplaso transformacijomis.

T. Miormanas [16] i�rod
e Atkinsono formul
es analoga� Dirichl
e L-funkcijoms
L(s; �). Miormano formul
e duoda funkcijos

E(q; T ) =
X

�(modq)

Z T

0

jL(1
2
+ it; �)j2dt

� '2(q)

q
T

0
@log

qT

2�
+
X
pjq

log p

p� 1
+ 20 + 1

1
A :

�Cia yra sumuojama pagal visus Dirichl
e charakterius moduliu q, o '(q) yra
Oilerio funkcija.

Disertacijos pirmame skyriuje yra i�rodoma Atkinsono formul
e funkcijai ��(s)
kritin
eje ties
eje. Primename, kad pusplok�stum
eje � > 1 funkcija ��(s) yra
apibr
e�ziama Dirichl
e eilute

��(s) =

1X
m=1

e2�i�m

ms
; � 2 R:

Nesunku matyti, kad
��(s) = e2�i�mL(�; 1; s);

�cia L(�; �; s), 0 < � � 1, yra Lercho dzeta funkcija, pusplok�stum
eje � > 1
apibr
e�ziama eilute

L(�; �; s) =

1X
m=1

e2�i�m

(m+ �)s
:
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ir atveju � =2 Z yra analizi�skai prate�siama i� visa� s plok�stuma�, tod
el ir funkcija
��(s), � =2 Z, yra analizi�skai prate�siama i� visa� s plok�stuma�. Jei � 2 Z, tai
��(s) tampa Rymano dzeta funkcija, tod
el disertacijoje yra nagrin
ejamas atvejis
� =2 Z. �Siuo atveju d
el periodi�skumo galima laikyti 0 < � < 1.

Yra �zinoma [13], kad su visais 0 < � � 1

Z T

0

j��(1
2
+ it)j2dt = T log T + T (0 + c(�)� 1� log 2�) + O(T

1
2 log T ):

�Cia konstanta c(�) yra apibr
e�ziama lygybe

nX
m=0

1

m+ �
= log n+ c(�) + O(

1

n
); n!1:

Tegul � = a
q
su sveikaisiais skai�ciais a ir q, 1 � a � q, ir

I(q; T ) =

qX
a=1

Z T

0

j� a
q
(
1

2
+ it)j2dt

Apibr
e�ziame

E(q; T ) = I(q; T )� qT (log
qT

2�
+ 20 � 1):

Atkinsono formul
e funkcijai ��(s) kritin
eje ties
eje � = 1
2 duoda funkcijos E(q; T )

i�sreik�stini� pavidala�. Tegul

�1(q; T ) = 2�
1
2

X
m�N

(�1)qmd(m)(qm)�
1
2 (arsinh

r
�qm

2T
)�1

�
T

2�qm
+

1

4

�� 1
4

cos f(T; qm)

ir

�2(q; T ) = �2
X
m�N 0

d(m)(qm)�
1
2 (log

qT

2�m
)�1

� cos(T log
qT

2�m
� T +

2]pim

q
� �

4
);

�cia

N 0 = N 0(q; T;N) = q
� T
2�

+
qN

2
�
��qN

2

�2
+
qNT

2�

� 1
2
�
:

Disertacijos pirmojo skyriaus pagrindinis rezultatas yra �si teorema.

Teorema 1 Tarkime, jog q yra teigiamas sveikas skai�cius. Tuomet

E(q; T ) = q(�1(q; T ) + �2(q; T )) + O(q
1
2 log2 T )

+ O(qT�1):

Kai q � T 2 log4 T , tai i�s 1 teoremos seka, jog

E(q; T ) = q(�1(q; T ) + �2(q; T )) + O(q
1
2 log2 T ):

1 teorema leid�zia i�vertinti E(q; T ).
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I�svada 1 Tarkime, jog 0 < " < 1
2 yra �ksuotas skai�cius, o T " � H � T

1
2 .

Tuomet

E(q; T )� qH log T + q sup
T
2
���2T

��� X
m�T 1+"

(�1)qmd(m)(qm)�
1
2

�
�
arsinh

r
�qm

2T

��1� T

2�qm
+

1

4

�� 1
4

cos f(T; qm)
���:

Atkinsono formul
e funkcijai ��(s) yra �zinoma ir kritin
eje juostoje 1
2 < � < 1.

Tegul

E�(T ) =

Z T

0

j�(� + it)j2dt� �(2�)T � (2�)2��1
�(2� 2�)

2� 2�
T 2�2�;

��(n) =
X
djn

d�; � 2 C; m 2 N;

o N ir N1 yra tokie pat, kaip it atveju � = 1
2 . Apibr
e�ziama

�1;�(T ) = 2��1(
�

T
)��

1
2

X
m�N

(�1)m�1�2�(m)m��1

�
�
arsinh

�r
�m

2T

���1�
T

2�m
+

1

4

�� 1
4

� cos(2Tarsinh(

r
�m

2T
) +
p
2�mT + �2m2 � �

4

ir

�2;�(T ) = �2(2�
T
)��

1
2

X
m�N1

�1�2�(m)m��1

�
�
log

T

2�m

��1
cos

�
T log

T

2�m
� T +

�

4

�
;

Tuomet buvo i�rodyta [14], [15], kad �ksuotiems �, 1
2 < � < 1,

E(T ) = �1;�(T ) + �2;�(T )) + O(log T ):

Darbuose [11] ir [12] buvo gautas Atkinsono formul
es analogas arti kritin
es
ties
es.

Antrame disertacijos skyriuje yra i�rodyta Atkinsono formul
e funkcijai ��(s)
kritin
eje juostoje 1

2 < � < 1. Ji duoda funkcijos

E�(q; T ) =

qX
a=1

Z T

0

j� a
q
(� + it)j2dt� q�(2�)T

+
�(2�)�(2� � 1) sin(��)

1� �
T 2�2�:

i�sreik�stini� pavidala�. �Cia �(s) yra Oilerio gama funkcija. Tegul N ir N 0 yra tie
patys, kaip ir atveju � = 1

2 . Apibr
e�ziame

�1;�(q; T ) = q��12�
1
2

�
T

2�

� 1
2
�� X

n�N

(�1)qn�1�2�(n)n��1(arsinh
r
�qn

2T
)�1

�
T

2�qn
+

1

4

�� 1
4

cos(2Tarsinh(

r
�qn

2T
) +
p
2�qnT + �2(qn)2 � �

4
)

9



ir

�2;�(q; T ) = �2q��1
�
T

2�

� 1
2
�� X

n�N 0

�1�2�(n)n
��1

�
�
log

qT

2�n

��1
cos
�
T log

qT

2�n
� T +

�

4

�
;

Tuomet 2 skyriuje i�rodytas toks tvirtinimas.

Teorema 2 Tarkime, jog q yra teigiamas sveikas skai�cius. Tuomet

E�(q; T ) = �1;�(q; T ) + �2;�(q; T )

+ O(q2��
7
4 log qT ) + O(q):

2 teoremos i�rodyme atskirai yra nagrin
ejami atvejai 1
2 < � < 3

4 ir 3
4 � � < 1.

Tikimybiniu� metodu� taikymo dzeta funkciju� teorijoje id
eja priklauso H.
Borui. Jis kartu su B.Jesenu Rymano dzeta funkcijai i�rod
e teoremas, prime-
nan�cias �siuolaikines ribines teoremas silpnojo tikimybiniu� matu� konvergavimo
prasme.

Tuomet jie i�rod
e [2], kad srityje � > 1 egzistuoja riba � > 1. Tarkime, jog
m�Z yra �Zordano matas realiu�ju� skai�ciu� ties
eje

lim
T!1

1

T
m�Zft 2 [0; T ]; log �(� + it) 2 Rg =def W (�;R);

�ciaR yra sta�ciakampis kompleksin
eje plok�stumoje su kra�stin
emis, lygiagre�ciomis
a�sims. Po dvieju� metu� jie �si� rezultata� i�spl
et
e [3] i� pusplok�stume� � > 1

2 .
V
eliau Boro-Jeseno tyrimus te�s
e A. Vintkeris (Wintcar), A. Selbergas (Sel-

berg), A. Go�sas (Gosh), P.D.T.A. Elijotas (Elliott), B. Bag�cis (Bagchi), A. Lau-
rin�cikas, K. Macumotas (Matsumoto), B. Garunk�stis, J. �Stoidingas (Steuding),
J.L. Mokleras (Mauclaire) ir kiti �zym	us matematikai.

Pra
ejusio am�ziaus viduryje buvo sukurta tikimybiniu� matu� silpno konver-
gavimo teorija, tapo patogu dzeta funkcijoms tikimybinio pob	ud�zio rezultatus
formuluoti ribiniu� teoremu� pavidalu. Tegul B(S) yra erdv
es S Borelio aibiu�
klas
e, o Pn, n 2 N, ir P yra tikimybiniai matai erdv
eje (S;B(S)). Primename,
jog Pn, kai n ! 1, silpnai konverguoja i� tikimybini� mata� P , jei su kiekviena
realia, tolyd�zia, apr
e�zta funkcija f erdv
eje S

lim
n!1

Z
S

fdPn =

Z
S

fdP:

Tarkime, jog  = fs 2 C : jsj = 1g yra vienetinis apskritimas kompleksin
eje
plok�stumoje, o


 =
Y
p

p;

�cia p =  su visais pirminiais p. Pagal Tichonovo teorema�, begaliniamatis
toras yra kompaktin
e topologin
e Abelio grup
e. Tod
el erdv
eje (
;B(
)) gal-
ime apibr
e�zti tikimybini� Haro (Haar) mata� mh. Gauname tikimybine� erdve�
(
;B(
);mh). Tegul !(p) yra elemento ! 2 
 projekcija i� koordinatine� erdve�
p. Tikimybin
eje erdv
eje (
;B(
);mh) apibr
e�ziame kompleksines reik�smes i�gyjanti�
atsitiktini� elementa� �(�; !) formule

�(�; !) =
Y
p

�
1� !(p)

p�

��1
; � >

1

2
:
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Begalin
e sandauga, apibr
e�zianti �(�; !), beveik su visais ! 2 
 konverguoja
tolygiai kompaktin
ese pusplok�stum
es aib
ese � > 1

2 : Tegul, trumpumo d
elei,

�T (: : : ) =
1

T
measft 2 [0; T ]; : : : g:

�Cia measfAg yra aib
es A Lebego matas, o vietoje daugta�skio i�ra�soma sa�lyga,
kuria� tenkina t. Tuomet Boro - Jeseno rezultatu� �siuolaikinis pavidalas yra toks
[9]. Tarkime, jog � > 1

2 . Tuomet

�T (�(� + it) 2 A); A 2 B(A);
kai T !1, silpnai konverguoja i� atsitiktinio elemento �(�; !) pasiskirstyma�.

Tre�ciame disertacijos skyriuje yra i�rodoma ribin
e teorema kompleksin
eje
plok�stumoje funkcijai ��(s) su bet kuriuo parametru �, 0 < � < 1. Funkcija�
!(p) prate�siame i� visa� aibe� N formul
es

!(m) =
Y
p�km

!�(p); m 2 N;

pagalba. �Cia p� k m rei�skia, kad p�jm, bet p�+1 - m. Tikimybin
eje erdv
eje
(
;B(
);mh) apibr
e�ziame kompleksines reik�smes i�gyjanti� atsitiktini� elementa�
��(�; !) formule

��(�; !) =

1X
m=1

e2�i�m!(m)

m�
; � >

1

2
:

Pastaroji eilut
e konverguoja su beveik visais ! 2 
. Tegul PC yra atsitiktinio
elemento ��(�; !) pasiskirstymas, t.y.,

PC

��
(A) = mhf! 2 
 : ��(�; !) 2 Ag; A 2 B(C);

o
PC

T (A) = �T f��(� + it) 2 Ag; A 2 B(C):
Tuomet turime toki� tvirtinima�.

Teorema 3 Tarkime, kad � > 1
2 . Tuomet tikimybinis matas PC

T , kai T ! 1,

silpnai konverguoja i� PC

��
.

Paskutiniame, ketvirtajame disertacijos skyriuje pateikiama ribin
e teorema
analiziniu� funkciju� erdv
eje funkcijai ��(s). Tegul D = fs 2 C : � > 1

2g, o
H(D) yra analiziniu� srityje D funkciju� erdv
e su tolygaus konvergavimo kom-
paktin
ese aib
ese topologija. Tikimybin
eje erdv
eje (
;B(
);mh) apibr
e�ziame
H(D) - reik�smi� atsitiktini� elementa�

��(s; !) =

1X
m=1

e2�i�m!(m)

ms
:

Pastaroji eilut
e konverguoja tolygiai pusplok�stum
es D kompaktin
ese aib
ese su
beveik visais ! 2 
. Tegul PH

��
yra atsitiktinio elemento ��(�; !) pasiskirstymas,

t.y.,
PH
��
(A) = mhf! 2 
 : ��(s; !) 2 Ag; A 2 B(H(D)):

Apibr
e�ziame

PH
T (A) = �T f��(s+ i�) 2 Ag; A 2 B(H(D)):

�Cia

�T (: : : ) =
1

T
measf� 2 [0; T ]; : : : g;

o vietoje daugta�skio i�ra�soma sa�lyga, kuria� tenkinta � . Svarbiausias ketvirtojo
skyriaus rezultatas yra �si teorema.
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Teorema 4 Tikimybinis matas PH
T , kai T !1, silpnai konverguoja i� PH

��
.

3 ir 4 teoremu� i�rodymas yra tradicinis, ta�ciau disertacijoje jis yra supa-
prastintas, pavyzd�ziui, n
era naudojami Dirichl
e polinomai.

I�svados. Disertacijoje nustatytos tokios periodin
es dzeta funkcijos ��(s) savyb
es:

1. Funkcijos ��(s) su racionaliuoju parametru � antrojo momento liekamajam
nariui yra teisinga vidurkin
e Atkinsono formul
e, kritin
eje ties
eje � = 1

2 .

2. Funkcijos ��(s) su racionaliuoju parametru � antrojo momento liekamajam
nariui kritin
eje juostoje 1

2 < � < 1 yra teisinga vidurkin
e Atkinsono formul
e.

3. Funkcijai ��(s) pusplok�stum
eje � > 1
2 galioja ribin
e teorema silpnojo tikimybiniu�

matu� konvergavimo prasme kompleksin
eje plok�stumoje.

4. Funkcijai ��(s) galioja ribin
e teorema silpnojo tikimybiniu� matu� konver-
gavimo prasme funkciju�, analiziniu� pusplok�stum
eje � > 1

2 , erdv
eje su tolygaus
konvergavimo kompaktin
ese aib
ese topologija.
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Aprobacija. Disertacijos rezultatai buvo pristatyti 4-oje tarptautin
eje konfer-
encijoje "Analiziniai ir tikimybiniai metodai skai�ciu� teorijoje" (Palanga, 2006),
4-oje tarptautin
eje konferencijoje "Analizin
e skai�ciu� teorija ir erdv
es mozaika"
(Kijevas, 2008), tarptautin
eje skai�ciu� teorijos konferencijoje (�Siauliai, 2008),
Lietuvos matematiku� draugijos konferencijose (2007, 2008, 2009), o taip pat
Vilniaus universiteto skai�ciu� teorijos seminare.

Labai d
ekoju moksliniam vadovui prof. habil. dr. Antanui Laurin�cikui
u�z parama� ir supratima� rengiant disertacija�. Esu d
ekinga Vilniaus universiteto
Tikimybiu� teorijos ir skai�ciu� teorijos katedros kolektyvui u�z dalykine� ir moraline�
parama�. Taip pat esu d
ekinga u�z visokeriopa� pagalba� savo mamai.
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Summary. The periodic zeta-function ��(s), s = +it, with parameter � 2 R is
de�ned, for � > 1, by

��(s) =

1X
m=1

e2�i�m

ms
; � 2 R;

and by analytic continuation elsewhere. If � 2 Z the function ��(s) reduces to
the Riemann zeta-function �(s)., while, for � =2 Z, ��(s) is an entire function.
In the latter case, one can suppose 0 < � � 1.

The �rst part of the thesis is devoted to the Atkinson type formulae with
rational � = a

q
, a; q 2 N, 1 � a � q. Let

E(q; T ) =

qX
a=1

Z T

0

j� a
q
(
1

2
+ it)j2dt� qT (log

qT

2�
+ 20 � 1);

where 0 is the Euler constant. Then, in chapter 1, the explicit expression for
E(q; T ) is given.

Now let 1
2 < � < 1 be �xed, and

E�(q; T ) =

qX
a=1

Z T

0

j� a
q
(� + it)j2dt� q�(2�)T

+
�(2� � 1)�(2� � 1) sin(��)

1� �
(qT )2�2�;

(1)

where �(s) denotes the Euler gamma-function. Then, in Chapter 2, the explicit
expression for E�(q; T ) is presented.

The second part of the thesis deals with limit theorems in the sense of weak
convergence of probability measures for the function ��(s). In Chapter 3, the
probability measure

1

T
measft 2 [0; T ]; ��(� + it) 2 Ag; A 2 B(C);

where measfAg is the Lebesgue measure of a measurable set A 2 R, and B(C
denotes the class of Borel sets of the space S, is considered. It is proved that
the above measure, for � > 1

2 , converges weakly to the distribution of a certain
explicitly given complex-valued random element as T !1.

Chapter 4 contains a limit theorem for ��(s) in the space of analytic functions
H(D), D = fs 2 C : � > 1

2g. It is proved that the probability measure

1

T
measf� 2 [0; T ]; ��(s+ i�) 2 Ag; A 2 B(H(D));

converges weakly to the distribution of an explicitly given H(D) -valued random
element as T !1.
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