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DISERTACINIO DARBO APRASYMAS

Moksliné problema ir tyrimo objektas. Tyrimo objektas yra periodiné
dzeta funkcija () (s), s = o + it, kuri pusplokstuméje o > 1, apibréZiama eilute

2miAm

Gl =D

m=1

o moksline problema - §ios funkcijos antrojo momento liekamojo nario iSreikstinis
pavidalas ir ribiniy teoremy silpnojo asimptotinio elgesio charakterizacija tikimybiniy
maty konvergavimo prasme jvairiose erdvése pagalba.

Tikslas ir uzdaviniai. Darbo tikslas - surasti periodinés dzeta funkcijos () (s)
antrojo momento liekamojo nario iSreikstinj pavidala ir Siai funkcijai jrodyti
tikimybines ribines teoremas. Darbo uzdaviniai yra Sie:

1. Irodyti Atkinsono formule funkcijai ) (s) kritinéje tieséje.

2. Trodyti Atkinsono formule funkcijai ¢y (s) kritinéje juostoje.

3. Irodyti ribine teorema su ribinio mato isreikstiniu pavidalu kompleksinéje
plokstumoje funkcijai () (s).

4. Trodyti ribine teorema su ribinio mato isreik§tiniu pavidalu analiziniy funkcijy
erdvéje funkcijai () (s).

Aktualumas. Kompleksinio kintamojo funkcijos, kurioje nors pusplok§tuméje
apibréziamos Dirichlé eilute su koeficientais, turin¢iais viena ar kita aritmetine
prasme, paprastai yra vadinamos dzeta arba L funkcijomis. Jos atlieka svarby
vaidmenj analizinéje skai¢iy teorijoje. Tarkime, klasikiniy Rymano dzeta funkci-
jos ((s) ir Dirichlé L funkcijy analizinés savybés yra glaudziai susijusios su
pirminiy skaiciy pasiskirstymu. Todél nenuostabu, jog daugelis garsiy matematiky
nagrinéjo ir nagrinéja dzeta funkcijas. F. V. Atkinsono (Atkinson), H. Boro
(Bohr), E. Bombjerio (Bombieri), B. Konrio (Conrey), S. M. Goneko (Gonek),
R. Garunkscio, G. H. HardZio (Hardy), D. R. His-Brauno (Heath-Brown), M.
Hakslio (Huxley), A. E. Ingamo (Ingham), A. Ivi¢iaus (Ivi¢), H. Ivanieco (Iwaniec),
M. Jutilos (Jutila), A. A. Karacubos (Karatsuba), J. Kubiliaus, A. Laurinéiko,
A. F. Lavriko (Lavrik), N. N. Levinsono (Levinson), J. V. Liniko (Linnik), J. E.
Litlvudo (Littlewood), K. Macumoto (Matsumoto), H. L. Montgomerio (Mont-
gomery), Y. Motochagio (Motohashi), A. Perelio (Perelli), P. Sarnako (Sarnak),
A. Selbergo (Selberg), J. Stoidingo (Steuding), E. C. Tit¢marso (Titchmarsh),
S. M. Voronino (Voronin) ir kity darbai jtakoja dzeta funkcijy tyrimy kryptis.

Labai svarbi dzeta funkcijy teorijoje yra momenty problema. Ja paaigkinsime,
remdamiesi funkcijos ((s) pavyzdziu. Reikia rasti vidurkiy

T
1
Ii(0,T) :def/ |C(o +it)|**dt, o> 3 k>0,
0

asimptotines formules arba bent jverc¢ius, kai 7' — oo. Problema istiesy sudétinga.
Pavyzdziui, neziurint dideliy pastangy, momenty I, (%, T) asimptotika yra Zinoma
tik atvejais k=1 [4], k=2 [5] ir & = c(loglogT), ¢ > 0 [10].

Dzeta funkcijy momentai turi svarbiy pritaikymuy, jvairiuose uzdaviniuose jie
pakeiCia nezinomas ty funkcijy reik§mes. Pavyzdziui, garsi Lindeliofo (Lindelof)



hipotezé, tvirtinanti, jog su kiekvienu € > 0 yra teisingas jvertis

1
(5 +it) = 0-(8), to>0
yra ekvivalenti iverciui
1
Ik(E,T) =0O(T"™®), keN.

Atkinsono formulé duoda momento I; (%, T') asimptotinés formulés liekamojo
nario i§reikstinj pavidalg. Tai ne tik jdomus, bet ir turintis rimty pritaikymuy,
pavyzdziui, tiriant auk$tesniuosius momentus, rezultatas.

Tikimybinés ribinés teoremos charakterizuoja dzeta funkcijy asimptotinio
elgesio reguliaruma. Be to, buvo pastebéta, kad tokios teoremos yra svarbiausia
dzeta funkcijy universalumo jrodymo grandis.

Periodiné dzeta funkcija () (s) néra klasiking, ji yra funkcijos ((s) apiben-
drinimas, taiau ji pasirodo jvairiuose analizinés skaiciy teorijos uzdaviniuose.
Pavyzdziui, ji jeina [13] { Hurvico (Hurvitz) ir Lercho (Lerch) dzeta funkcijy
antrojo momento parametro atzvilgiu asimptotine formule. I$ kitos pusés, darby,
skirty funkcijai (5 (s), yra nedaug, auk$¢iau minéti autoriai daugiausia démesio
skyré klasikinéms dzeta funkcijoms. Disertacija prisideda prie §ios spragos
uzpildymo.

Visa tai rodo disertacijos tematikos aktualuma.

Tyrimuy metodika. Yra taikomi analiziniai ir tikimybiniai metodai. Atkinsono
formulés funkcijai (x(s) irodyme yra naudojami analizinio pratesimo teorijos
elementai, Dirichlé dalikliy problemos liekamojo nario A(z) jveréiai bei Vorono-
jaus tipo formulés. Ribiniy teoremy funkcijai () (s) irodymas remiasi silpnojo
tikimybiniy maty konvergavimo savybémis, yra taikomos Prochorovo teoremos.

Naujumas ir praktiné verté. Visi disertacijos rezultatai yra nauji. Atkin-
sono formulé periodinei dzeta funkcijai nebuvo Zinoma. Ribinés teoremos Siai
funkcijai taip pat yra jrodomos pirmg karta.

Disertacijos rezultatai yra teoriniai. Jie gali buti taikomi tolesniuose peri-
odinés dzeta funkcijos tyrimuose, pavyzdziui, Atkinsono formulé gali buti taiko-
ma aukstesniy eiliy momenty jver¢iams gauti, o ribinés teoremos universalumui
tirti.

Darbo struktura. Disertacija yra paraSyta angly kalba. Ja sudaro jvadas,
keturi skyriai, iSvados, moksliniy publikacijy tema sarasas ir Zzymenys. Bendra
darbo apimtis 80 puslapiy.

Problemos apZvalga ir pagrindiniai rezultatai. 1949 m. F. V. Atkinsonas
atrado [1] nuostabig formule Rymano dzeta funkcijos ((s), s = o + it, antrajam
momentui. Tegul

ES B T
E(T) = |C(§ +it)|*dt — T'log o (270 — 1T,
0 vy

¢ia o yr Oilerio konstanta. Atkinsono formulé duoda funkcijos E(T') isreikstinj
pavidalg elementariosiomis funkcijomis. Tarkime, jog 0 < ¢; < ¢2 yra tokios dvi
fiksuotos konstantos, kad ;T < N < ¢T, ir

T N N2 NT

"2 Va1t

Ny = Ni(T)



Be to, tegul
arsinh(z) = log(z + V1 + z?)

ir
f(T,m) = 2T arsinh(, / %) + V2rmT + w2m? — %

Apibréziame sumas

V2 Vm

X <arsinh ( 7;;)) <27rfm + i) B cos(f(T,m))

B d(m) T \' T ™
5 (T) = -2 Z i <log 27rm> cos (Tlog e T+ 4> .

’I’TLSNl

ir

Cia, kaip jprasta, d(m) yra dalikliy funkcija. Tuomet F. V. Atkinsonas jrodé,
kad
E(T) = S1(T) + Xo(T) + O(log* 7).

Atkinsono formulés jrodymas taip pat pateikiamas ir [6] monografijoje. M.
Jutila pasiulé [7] nauja Atkinsono formulés varianta su silpnesniu apribojimu
csTO < N < e T?,6>0,¢3 >0, ¢4 >0, dydziui N ir liekamuoju nariu, priklau-
san¢iu nuo N. T. Miormanas (Meurman) gavo [17] vidurkinj Atkinsono formulés
variantg su lickamuoju nariu O(T~% log T). Y. Motachagis taip pat pasiulé [18]
nauja Atkinsono formulés versija su mazu liekanuoju nariu. m. Jutila atrado
[8] nauja Atkinsono formulés jrodyma, besiremiantj Laplaso transformacijomis.

T. Miormanas [16] jrodé Atkinsono formulés analogg Dirichlé L-funkcijoms
L(s, x). Miormano formulé duoda funkcijos

T

1
BT = 3 [ 1L+ itoP
x(modgq) 0
2

¢ (q) qT logp
- 2T | log 2= 270 + 1
" og2ﬂ+zp_1+ Yo +

riq

Cia yra sumuojama pagal visus Dirichlé charakterius moduliu ¢, o ¢(q) yra
Oilerio funkcija.

Disertacijos pirmame skyriuje yra jrodoma Atkinsono formulé funkcijai ¢y (s)
kritinéje tieséje. Primename, kad pusplokstuméje o > 1 funkcija ()(s) yra
apibréziama Dirichlé eilute

2miAm

CA(S)ZZe —, A€R.

m

m=1

Nesunku matyti, kad ‘
Ga(s) = XA (A, 8),

¢ia L(A,«,s), 0 < a < 1, yra Lercho dzeta funkcija, pusplok§tuméje o > 1
apibréziama eilute
2miAm

L\ a,s) = Z (67

— m+ )’



ir atveju A ¢ Z yra analiziskai pratesiama i visa s plokstuma, todél ir funkcija
¢ (8), A ¢ Z, yra analizigkai pratesiama j visa s plok§tuma. Jei A € Z, tai
(x(s) tampa Rymano dzeta funkcija, todél disertacijoje yra nagrinéjamas atvejis
A ¢ 7. Siuo atveju dél periodigkumo galima laikyti 0 < A < 1.

Yra 7inoma [13], kad su visais 0 < A < 1

/|C>\( +it)]Adt = TlogT + T(vo + ¢(A) — 1 — log 27) + O(T= log T).

Cia konstanta ¢(\) yra apibréziama lygybe

1 1
=1 — .
Z o ogn+c(a)+0(n), n — oc

Tegul A = % su sveikaisiais skaiCiais a ir ¢, 1 < a < g, ir

Z/ +zt|dt

Apibréziame
T
B(q,T) = 1(q,T) = qT(log & + 270 — 1).

Atkinsono formulé funkcijai (5 (s) kritinéje tieséje o = £ duoda funkcijos E(q, T)
i§reikstinj pavidala. Tegul

! 1 . Tqm.
(g, T) =272 Z (=1)?™d(m)(gm) 2 (arsinh quT) 1
m<N

( d +i)_4cosf(T,qm)

2wgm

ir

Sa(q.T) = =2 Y d(m)(gm)~%(log 5— )"

T ¢gN gN\2 gNT\3
V=Nt =a( - () +50)7)
@T.N)=a\ gz + 3 5 ) T
Disertacijos pirmojo skyriaus pagrindinis rezultatas yra §i teorema.

Teorema 1 Tarkime, jog q yra teigiamas sveikas skaic¢ius. Tuomet

E(q,T) = q(S1(q, T) + %2(q, T)) + O(g? log> T)
+0(qT™h).

Kai g < T? log4 T, tai i§ 1 teoremos seka, jog
1
E(q,T) = ¢(Z1(q,T) + Za(q,T)) + O(q= log T).

1 teorema leidzia ivertinti E(q,T).



Isvada 1 Tarkime, jog 0 < € < % yra fiksuotas skaicius, o T° €« H < T=.

Tuomet
(—=1)*™d(m)(gm)~ %

m§T1+e

1
. mgm\ 1 T 1\ 2
X (arsmh, / ﬁ) (27rqm + 4> cos f(T,qm)|.

Atkinsono formulé funkcijai ) (s) yra zinoma ir kritinéje juostoje % <o <1

E(q,T) < qHlogT +q sup
L<r<oT

Tegul

T
EA(T) = [ G0 + i)t (o) - (2mprHEE =2 e e,

ga(n) =) d*, a€C, meN,
d|n

o N ir N; yra tokie pat, kaip it atveju o = % Apibréziama

B16(1) =27 ()75 3 (F1)" o1 s (mym !
m<N

X [ arsinh Tm - i + 1 E
2T 2mm 4
x cos(2T arsinh (4 / %) +V2rmT + 72m? — %
ir

2T 1 o
Sa0(T) = =2(75)"7% 3 o1ao(mm®™!
m<Ny

T\ T ™
1 T1 -T+ —
X <0g 27rm> COS< %8 orm + 4) ’
Tuomet buvo jrodyta [14], [15], kad fiksuotiems o, £ < o < 1,

E(T) = E17¢7(T) + E2,J(T)) + O(lOgT)

Darbuose [11] ir [12] buvo gautas Atkinsono formulés analogas arti kritinés

tieses.
Antrame disertacijos skyriuje yra irodyta Atkinsono formulé funkcijai ¢, (s)

kritinéje juostoje & < o < 1. Ji duoda funkcijos

q s
EaT) =Y [ 160+ it)dt - o((20)T
a=1 0

L ¢(20)(20 — 1) sin(wo) 220

l1—0

isreikstinj pavidalg. Cia I'(s) yra Oilerio gama funkcija. Tegul N ir N’ yra tie
patys, kaip ir atveju o = % Apibréziame

o1yt (T N o—1 : mn.,_,
Ti0(q,T)=¢q""272 <27T> Z (=1)"01_25(n)n? " (arsinh ﬁ)
n<N
1
T 1\ * /
<27an + 4> cos(2T arsinh( %) + /2mqnT + 72(qn)? — %)

9



ir

T\’
So,0(q,T) = —2¢"" < > Z 120 ()0

o
n<N’
qT )—1 ( qT 7r)
X (log — Tlog — - T+ —
( %% 9mn S\ 8o + 4/’
Tuomet 2 skyriuje jrodytas toks tvirtinimas.

Teorema 2 Tarkime, jog q yra teigiamas sveikas skaicius. Tuomet

Eo'(an) = El,a(q)T) + ZZ,J(an)
+ O(qz"*% log qT') + O(q)-

2 teoremos jrodyme atskirai yra nagrinéjami atvejai % <o < % ir % <o<1.
Tikimybiniy metody taikymo dzeta funkcijy teorijoje idéja priklauso H.
Borui. Jis kartu su B.Jesenu Rymano dzeta funkcijai irodé teoremas, prime-
nancias §iuolaikines ribines teoremas silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo
prasme.
Tuomet jie jrodé [2], kad srityje o > 1 egzistuoja riba o > 1. Tarkime, jog
My yra Zordano matas realiyjy skaitiy tieséje

T—oo

1
lim me{t € [0,T),log (o +it) € R} =% W (o, R),

¢ia R yra sta¢iakampis kompleksinéje plokstumoje su krastinémis, lygiagretiomis
asims. Po dviejy mety jie §j rezultata isplété [3] i pusplok$tume o > %

Véliau Boro-Jeseno tyrimus tesé A. Vintkeris (Wintcar), A. Selbergas (Sel-
berg), A. Gosas (Gosh), P.D.T.A. Elijotas (Elliott), B. Bag¢is (Bagchi), A. Lau-
rin¢ikas, K. Macumotas (Matsumoto), B. Garunkstis, J. Stoidingas (Steuding),
J.L. Mokleras (Mauclaire) ir kiti Zymus matematikai.

Praéjusio amziaus viduryje buvo sukurta tikimybiniy maty silpno konver-
gavimo teorija, tapo patogu dzeta funkcijoms tikimybinio pobudZzio rezultatus
formuluoti ribiniy teoremy pavidalu. Tegul B(S) yra erdvés S Borelio aibiy
klas¢, o P,, n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (S, B(S)). Primename,
jog P,, kai n — oo, silpnai konverguoja i tikimybinj mata P, jei su kiekviena
realia, tolydzia, aprézta funkcija f erdvéje S

lim | fdP, = / fdP.
S S

n—o0
Tarkime, jog v = {s € C: |s| = 1} yra vienetinis apskritimas kompleksinéje

plok§tumoje, o
Q= H’Ypa
b

¢ia 7p = <y su visais pirminiais p. Pagal Tichonovo teorema, begaliniamatis
toras yra kompaktiné topologiné Abelio grupé. Todél erdvéje (2, B(€2)) gal-
ime apibrézti tikimybinj Haro (Haar) mata my;. Gauname tikimybine erdve
(Q,B(Q),my). Tegul w(p) yra elemento w € 2 projekcija i koordinatine erdve
vp- Tikimybinéje erdvéje (2, B(2), my,) apibréZiame kompleksines reiksmes jgyjanti
atsitiktinj elementa ((o,w) formule

(o) =]] <1—°"(”)>1, o> %

o
» p

10



Begaliné sandauga, apibréZianti ((o,w), beveik su visais w € Q konverguoja
tolygiai kompaktinése pusplok§tumés aibése o > % Tegul, trumpumo délei,

vp(...) = %meas{t €0,7],...}.

Cia meas{A} yra aibés A Lebego matas, o vietoje daugtaskio jrasoma salyga,
kurig tenkina ¢. Tuomet Boro - Jeseno rezultaty $iuolaikinis pavidalas yra toks
[9]. Tarkime, jog o > . Tuomet

vr(C(o +it) € A), A€ B(A),

kai T' — oo, silpnai konverguoja i atsitiktinio elemento (o, w) pasiskirstyma.

Treciame disertacijos skyriuje yra jrodoma ribiné teorema kompleksinéje
plokstumoje funkcijai {(s) su bet kuriuo parametru A, 0 < A < 1. Funkcija
w(p) pratesiame i visa aibe N formulés

wim) =[] w*®@, meN,

p||m

pagalba. Cia p® || m reiskia, kad p®|m, bet p®t' { m. Tikimybinéje erdvéje
(2, B(Q),my) apibréZiame kompleksines reikSmes jgyjanti atsitiktinj elementa
(x(o,w) formule

O _2midm

Oow) =Y e Mulm) .

, 0> —.
m=1

2

mO’
Pastaroji eiluté konverguoja su beveik visais w € Q. Tegul P® yra atsitiktinio

elemento () (o,w) pasiskirstymas, t.y.,

PE(A) =mp{w e Q: (\(o,w) € A}, A€ B(C),

PE(A) = vp{C (0 +it) € A}, A€ B(C).
Tuomet turime tokj tvirtinima.
Teorema 3 Tarkime, kad o > % Tuomet tikimybinis matas P%, kai T — oo,
silpnai konverguoja j Pg.

Paskutiniame, ketvirtajame disertacijos skyriuje pateikiama ribiné teorema
analiziniy funkcijy erdvéje funkcijai (\(s). Tegul D = {s € C: 0 > 1}, 0
H(D) yra analiziniy srityje D funkcijy erdvé su tolygaus konvergavimo kom-
paktinése aibése topologija. Tikimybinéje erdvéje (Q,B(Q),my) apibréZiame
H(D) - reiksmj atsitiktinj elementa

Pastaroji eiluté konverguoja tolygiai pusplokstumés D kompaktinése aibése su
beveik visais w € Q. Tegul Pg yra atsitiktinio elemento () (o, w) pasiskirstymas,

t.y.,
Pg(A) =mp{w € N: (\(s,w) € A}, A€ B(H(D)).

Apibréziame
PH(A) = vp{C\(s+iT) € A}, A€ B(H(D)).
Cia 1
vp(...) = Tmeas{T €0,7],...},
o vietoje daugtaskio jraSoma salyga, kuria tenkinta 7. Svarbiausias ketvirtojo
skyriaus rezultatas yra §i teorema.

11



Teorema 4 Tikimybinis matas PH, kai T — oo, silpnai konverguoja j Pg.

3 ir 4 teoremy jrodymas yra tradicinis, taciau disertacijoje jis yra supa-
prastintas, pavyzdziui, néra naudojami Dirichlé polinomai.

ISvados. Disertacijoje nustatytos tokios periodinés dzeta funkcijos ) (s) savybés:

1. Funkcijos () (s) su racionaliuoju parametru A antrojo momento liekamajam
1

nariui yra teisinga vidurkiné Atkinsono formulé, kritinéje tieséje o = 3.
2. Funkcijos (\(s) su racionaliuoju parametru A antrojo momento lickamajam
nariui kritinéje juostoje % < o < 1 yra teisinga vidurkiné Atkinsono formulé.

3. Funkcijai ) (s) pusplokstuméje o > % galioja ribiné teorema silpnojo tikimybiniy
maty konvergavimo prasme kompleksinéje plokstumoje.

4. Funkcijai (,(s) galioja ribiné teorema silpnojo tikimybiniy maty konver-

gavimo prasme funkcijy, analiziniy pusplok§tuméje o > %, erdvéje su tolygaus
konvergavimo kompaktinése aibése topologija.
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Aprobacija. Disertacijos rezultatai buvo pristatyti 4-oje tarptautinéje konfer-
encijoje "Analiziniai ir tikimybiniai metodai skai¢iy teorijoje" (Palanga, 2006),
4-oje tarptautinéje konferencijoje "Analiziné skai¢iy teorija ir erdvés mozaika"
(Kijevas, 2008), tarptautinéje skaiciy teorijos konferencijoje (Siauliai, 2008),
Lietuvos matematiky draugijos konferencijose (2007, 2008, 2009), o taip pat
Vilniaus universiteto skai¢iy teorijos seminare.

Labai dékoju moksliniam vadovui prof. habil. dr. Antanui Laurinc¢ikui
uZ parama ir supratima rengiant disertacija. Esu dékinga Vilniaus universiteto
Tikimybiy teorijos ir skai¢iy teorijos katedros kolektyvui uz dalykine ir moraline
parama. Taip pat esu dékinga uz visokeriopa pagalba savo mamai.
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Summary. The periodic zeta-function ()(s), s = +it, with parameter A € R is
defined, for ¢ > 1, by

2miAm

:Zems . AER,

m=1

and by analytic continuation elsewhere. If A\ € Z the function () (s) reduces to
the Riemann zeta-function ((s)., while, for A ¢ Z, (,(s) is an entire function.
In the latter case, one can suppose 0 < A < 1.

The first part of the thesis is devoted to the Atkinson type formulae with
rational A = g, a, e N,1<a<ygq. Let

qT
Z/ +zt|dt—qT(log—+2fyo—1)

where 7 is the Euler constant. Then, in chapter 1, the explicit expression for
E(q,T) is given.
Now let 1 < o <1 be fixed, and

q T .
n=3 | 16+ inpae—acenr

n (20 — 1)I'(20 — 1) sin(7o)

l1—-0

(1)
(qT)>~27,

where I'(s) denotes the Euler gamma-function. Then, in Chapter 2, the explicit
expression for E,(q,T) is presented.

The second part of the thesis deals with limit theorems in the sense of weak
convergence of probability measures for the function {,(s). In Chapter 3, the
probability measure

%meas{t €10,T],¢h (0 +1it) € A}, A e B(C),

where meas{A} is the Lebesgue measure of a measurable set A € R, and B(C
denotes the class of Borel sets of the space S, is considered. It is proved that
the above measure, for o > %, converges weakly to the distribution of a certain
explicitly given complex-valued random element as 7' — oo.

Chapter 4 contains a limit theorem for () (s) in the space of analytic functions
H(D), D ={s € C:0 > 3}. It is proved that the probability measure

Zmeas{r € [0,T),x(s +i7) € A}, A € BH(D)),

converges weakly to the distribution of an explicitly given H (D) -valued random
element as T — oo.
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