
�IAULIU� UNIVERSITETAS

MATEMATIKOS IR INFORMATIKOS FAKULTETAS

MATEMATIKOS KATEDRA

Vaida Jonu²ait
e
matematikos specialyb
es
neakivaizdinio skyriaus

II kurso magistrant
e

Jungtin
e ribin
e teorema paraboliniu� formu�
dzeta funkcijoms

Magistro darbas

Magistro darbo vadovas
prof. A.Laurin£ikas

�iauliai

2008



Turinys

1. I�vadas .......................................................................................................... 3

2. Parabolin
es formos ............................................................................... 6

3. Dirichl
e eilu£iu� teorijos elementai ................................................10

3.1. Teorema apie tolygu� Dirichl
e eilut
es konvergavim¡ ........10

3.2. Dirichl
e eilut
es konvergavimo sritis ........................................ 12

4. Silpnasis matu� konvergavimas ....................................................... 14

5. Prochorovo teorijos panaudojimas .............................................. 19

6. Pagrindin
e teorema ............................................................................. 22

I²vados ............................................................................................................. 24

Summary ........................................................................................................ 25

Literat	ura ....................................................................................................... 26

2



1. I�vadas

Tegul SL(2,Z) yra pilnoji modulin
e grup
e, o F (z) yra svorio κ parabolin
e forma
grup
es SL(2,R) atºvilgiu. Papildomai reikalaujame, jog F (z) b	utu� visu� Heck
es
operatoriu� normuota tikrin
e funkcija. Tuomet funkcijos skleidinys Furj
e eilute turi
pavidal¡

F (z) =
∞∑
m=1

c(m)e2πimz, c(1) = 1.

Su forma F (z) yra susiejama Dirichl
e eilut
e

ϕ(s, F ) =
∞∑
m=1

c(m)

ms
, s = σ + it,

o jos suma ϕ(s, F ) yra vadinama parabolin
es formos dzeta funkcija. Pastaroji eilut
e
absoliu£iai konverguoja pusplok²tum
eje σ > k+1

2
. Be to, funkcija ϕ(s, F ) yra analiz-

i²kai prat¦siama i� vis¡ s- plok²tum¡, t. y. ji yra sveikoji funkcija. Funkcija ϕ(s, F )
tenkina funkcin¦ lygti�

(2π)−sΓ(s)ϕ(s, F ) = (−1)
κ
2 (2π)s−κΓ(κ− s)ϕ(κ− s, F ).

�ia, kaip i�prasta, Γ(s) yra Oilerio gama funkcija. Kompleksin
es plok²tumos C dalis
{s ∈C: κ−1

2
≤ σ ≤ κ+1

2
} yra vadinama funkcijos ϕ(s, F ) kritine juosta, o ties
e σ = κ

2

- kritine tiese. Pusplok²tum
eje σ > κ+1
2

funkcija ϕ(s, F ) gali b	uti uºra²yta Oilerio
sandauga pagal pirminius skai£ius p:

ϕ(s, F ) =
∏
p

(
1− α(p)

ps

)−1(
1− β(p)

ps

)−1

.

�ia α(p) ir β(p) yra kompleksiniai skai£iai, tenkinantys lygyb¦

c(p) = α(p) + β(p).

Straipsnyje [3] buvo i�rodyta ribin
e teorema funkcijai ϕ(s, F ). Jos formulavimui yra
reikalinga viena topologin
e strukt	ura. Tegul γ = {s ∈ C : |s| = 1} yra vienetinis
apskritimas kompleksin
eje plok²tumoje, o

Ω =
∏
p

γp,

kur γp = γ visiems pirminiams p, yra Dekarto sandauga pagal visus pirminius
skai£ius. Pagal Tichonovo teorem¡ begaliniamatis toras su sandaugos topologija
ir pata²kin
es daugybos operacija yra kompaktin
e topologin
e Abelio grup
e. Simboliu
B(S) ºym
esime erdv
es S Borelio aibiu� klas¦. Tuomet erdv
eje (Ω,B(Ω)) galima
apibr
eºti tikimybini� Haro mat¡ mH . Gauname tikimybin¦ erdv¦ (Ω,B(Ω),mH).
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Tegul ω(p) yra elemento ω ∈ Ω projekcija i� koordinatin¦ erdv¦ γp. Tuomet ω(p) yra
kompleksinis atsitiktinis dydis, apibr
eºtas tikimybin
eje erdv
eje (Ω,B(Ω),mH). Kai
σ > k

2
, tikimybin
eje erdv
eje (Ω,B(Ω),mH) apibr
eºiame kompleksini� atsitiktini� dydi�

ϕ(σ, ω, F ) =
∏
p

(
1− α(p)ω(p)

pσ

)−1(
1− β(p)ω(p)

pσ

)−1

,

ir tegul Pϕ yra jo skirstinys, tai yra Pϕ yra tikimybinis matas, nusakomas formule

Pϕ(A) = mH(ω ∈ Ω : ϕ(σ, ω, F ) ∈ A), A ∈ B(C).

Simboliu meas(A) ºymime ma£ios aib
es A ⊂ R Lebego mat¡. Be to, kai T > 0,

νT (. . . ) =
1

T
meas{t ∈ [0, T ], . . . }.

�ia vietoje daugta²kio yra ra²oma s¡lyga, kuri¡ tenkina t. Darbe [3] buvo na-
grin
ejamas tikimybinio mato

νT (ϕ(σ + it, F ) ∈ A), A ∈ B(C), (1)

silpnasis konvergavimas, kai T → 0, ir i�rodyta tokia teorema.

1.1 teorema. Tarkime, jog σ > κ
2
. Tuomet tikimybinis matas (1), kai T →∞,

silpnai konverguoja i� mat¡ Pϕ.
Magistro darbo tikslas yra gauti 1.1 teoremos jungtini� variant¡, t.y. i�rodyti ribin¦

teorem¡ paraboliniu� formu� rinkinio dzeta funkcijoms.
Tegul kiekvienam j = 1, ..., r, r > 1, Fj(z) yra svorio κ normuota tikrin
e

parabolin
e forma

Fj(z) =
∞∑
m=1

cj(m)c2πimz,

o

ϕ(s, Fj) =
∞∑
m=1

cj(m)

ms
=
∏
p

(
1− αj(p)

ps

)−1(
1− βj(p)

ps

)−1

,

cj(p) = αj(p) + βj(p), yra j¡ atitinkanti dzeta funkcija.
Tegul Cr = C× ...× C︸ ︷︷ ︸

r

ir

PT (A) = νT ((ϕ(σ1 + it, Fj), ..., ϕ(σr + it, Fj)) ∈ A), A ∈ B(Cr).

Tikimybin
eje erdv
eje (Ω,B(Ω),mH), kai min
1≤j≤r

σj > κ
2
, apibr
eºiame Cr- reik²mi�

atsitiktini� element¡ ϕ(σ1, ..., σr, ω, F ) formule

ϕ(σ1, ..., σr, ω, F1, ..., Fr) = (ϕ(σ1, ω, F1, ..., ϕ(σr, ω, Fr)),
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kur

ϕ(σj, ω, Fj) =
∏
p

(
1− αj(p)ω(p)

pσj

)−1(
1− βj(p)ω(p)

pσj

)−1

, j = 1, ..., r.

Tegul Pϕ yra atsitiktinio elemento ϕ(σ1, ..., σr, ω, F ) skirstinys, t.y.

Pϕ(A) = mH(ω ∈ Ω : ϕ(σ1, ..., σr, ω, F1, ..., Fr) ∈ A), A ∈ B(Cr).

Magistro darbo pagrindinis rezultatas yra tokia teorema.

6.1 teorema. Tarkime, jog min
1≤j≤r

σj >
κ
2 . Tuomet tikimybinis matas PT , kai T →∞,

silpnai konverguoja i� mat¡ Pϕ.
�is rezultatas rodo tam tikr¡ dzeta funkciju� ϕ(s, F1), ..., ϕ(s, Fr) asimptotinio elgesio

reguliarum¡.
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2. Parabolin
es formos

Tegul Z yra visu� sveiku�ju� skai£iu� aib
e, o

SL(2,Z) = {
(
a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1}.

Tuomet ai²ku, kad matricu� daugybos operacijos atºvilgiu aib
e SL(2,R) yra grup
e, nes:
1◦ Dvieju� matricu� su sveikais elementais sandauga v
el yra matrica, kurios elementai

yra sveikieji skai£iai. Kadangi matricu� sandaugos determinantas yra lygus sudauginamu�ju�
matricu� determinantu� sandaugai, tai ir sandaugos determinantas yra lygus 1.

2◦ Vienetinis elementas yra matrica(
1 0
0 1

)
.

3◦ Kadangi SL(2,R) matricu� determinantas lygus vienetui, tai kiekviena tokia matrica
turi atvirk²tin¦, kurios elementai yra sveikieji skai£iai, o determinantas taip pat lygus
vienetui.

4◦ Asociatyvumo d
esnis matricu� daugybai taip pat galioja. Grup
e SL(2,R) yra vadi-
nama piln¡ja moduline grupe. Tegul q yra sveikas teigiamas skai£ius, o

Γ0(q) = {
(
a b
c d

)
∈ SL(2,R) : c ≡ 0 (mod q)}.

Tuomet Γ0(q) yra grup
es pogrupis. Tikrai, tegul(
a1 b1
c1 d1

)
∈ Γ0(q) ir

(
a2 b2
c2 d2

)
∈ Γ0(q), t.y. c1 ≡ 0 (mod q) ir c2 ≡ 0 (mod q).

Tada (
a1 b1
c1 d1

)(
a2 b2
c2 d2

)
=
(
a1a2+b1c2 a1b2+b1d2
c1a2+d1c2 c1b2+d1d2

)
∈ Γ0(q),

nes c1a2 + d1c2 ≡ 0 (mod q).
Pogrupis Γ0(q) yra vadinamas pilnosios modulin
es grup
es SL(2,R) Heck
es pogrupiu.
Tegul C yra kompleksin
e plok²tuma, o U = {z ∈ C : z = x+ iy, i =

√
−1, y > 0}

yra vir²utin
e pusplok²tum
e kartu su∞. Racionalieji ta²kai ir∞ yra vadinami paraboliniais
ta²kais.

Tegul dabar κ yra teigiamas lyginis skai£ius, o funkcija yra analizin
e pusplok²tum
eje
U ir visoms matricoms (

a b
c d

)
∈ SL(2,R)

tenkina funkcin¦ lygti�

F

(
az + b

cz + d

)
= (cz + d)κF (z). (2)
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Tuomet ji begalyb
eje turi Furj
e skleidini�

F (z) =
∞∑

m=−∞
c(m)e2πimz.

Funkcija F (z) yra vadinama analizine begalyb
eje, jei c(m) = 0 visiems m < 0, ir nyk-
stan£ia begalyb
eje, jei c(m) = 0 visiems m ≤ 0. Funkcija F (z) yra analizin
e ir nykstanti
paraboliniuose ta²kuose, jei funkcija

(cz + d)−κF
(
az + b

cz + d

)
yra atitinkamai analizin
e ir nykstanti begalyb
eje visoms matricoms

(
a b
c d

)
∈ SL(2,R).

Jeigu funkcija F (z) yra analizin
e parabolinuose ta²kuose, tuomet ji yra vadinama svorio κ
moduline forma. Ji turi toki� Furj
e skleidini�

F (z) =
∞∑
m=0

c(m)e2πimz.

Jeigu svorio κ modulin
e forma F (z) yra nykstanti paraboliniuose ta²kuose, tada ji yra
vadinama svorio κ paraboline forma ir begalyb
eje turi toki� Furj
e skleidini�

F (z) =
∞∑
m=1

c(m)e2πimz.

Jeigu (2) lygtis galioja visoms matricoms(
a b
c d

)
∈ Γ0(q),

tai tuomet parabolin
e forma F (z) yra vadinama svorio κ ir lygmens q paraboline forma.
Pavyzdºiui, yra ºinoma, kad

∆(z) = e2πimz
∞∏
m=1

(1− e2πimz)24 =
∞∑
m=1

τ(m)e2πimz

yra svorio 12 parabolin
e forma pilnosios modulin
es grup
es atºvilgiu. Ji yra vadinama
garsaus indu� matematiko Ramanudºano (Ramanujan) paraboline forma, o aritmetin
e funkcija
τ(m) vadinama Ramanudºano funkcija.

Tegul Sκ(Γ0(q)) yra visu� svorio κ ir lygmens q paraboliniu� formu� erdv
e. Elementas
F ∈ Sκ(Γ0(1)) yra vadinamas Heck
es eigenforma, jei jis yra visu� Heck
es operatoriu�

(F |τ(m))(z) = mκ−1
∑

0<d|m
ad=m

d−κF

(
az + b

d

)
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tikrin
e funkcija su tikrin
emis reik²m
emis c(m). Tuomet yra i�rodoma, kad c(m) 6= 0, ir
funkcij¡ F (z) galima normuoti, t. y.

F (z) =
∞∑
m=1

c(m)e2πimz, c(1) = 1,

yra jos Furj
e skleidinys begalyb
eje.
Tegul s = σ + it yra kompleksinis kintamasis. Su kiekviena normuota eigenforma yra

susiejama dzeta funkcija ϕ(s, F ), apibr
eºiama Dirichl
e eilute

ϕ(s, F ) =
∞∑
m=1

c(m)
ms

. (3)

Tegul d(m) yra dalikliu� funkcija, t. y.

d(m) =
∑
d|m

1.

Tuomet P. Delinis (Deligne) i�rod
e, jog yra teisinga nelygyb
e

|c(m)| ≤ m
κ−1

2 d(m).

I² jos i²plaukia, jog (3) eilut
e konverguoja absoliu£iai pusplok²tum
eje σ > κ+1
2 ir £ia

apibr
eºia analizin¦ funkcij¡. Be to, funkcija ϕ(s, F ) yra analizi²kai prat¦siama i� vis¡ s -
plok²tum¡ (yra sveikoji funkcija) ir tenkina funkcin¦ lygti�

(2π)−sΓ(s)ϕ(s, F ) = (−1)
κ
2 (2π)s−κΓ(κ− s)ϕ(κ− s, F ).

�ia, kaip visada, Γ(s) yra Oilerio gama funkcija, srityje σ > 0 apibr
eºiama formule

Γ(s) =

∞∫
0

e−xxs−1dx,

o kitur - analizinio prat¦simo pagalba. Ji yra meromor�n
e funkcija, ta²kai s = −m,
m = 0, 1, 2, ..., yra jos paprastieji poliai ir

Res
s=−m

Γ(s) =
(−1)m

m!
.

Aritmetin
e funkcija c(m) yra multiplikatyvi, t.y. c(1) = 1 ir c(m·n) = c(m)c(n) visiems
m,n ∈ N, (m,n) = 1. �ia N = 1, 2, . . .. Be to, visiems pirminiams p

c(pm+1) = c(p)c(pm)− pk−1c(pm−1).

Tod
el srityje σ > κ+1
2 funkcija ϕ(s, F ) yra uºra²oma Oilerio sandauga pagal pirminius

skai£ius:

ϕ(s, F ) =
∏
p

(
1− c(p)

ps
+

1
p2s−k+1

)−1

=
∏
p

(
1− α(p)

ps

)−1(
1− β(p)

ps

)−1

.
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�ia c(p) = α(p) + β(p) ir |α(p)| ≤ p
k−1
2 , |β(p)| ≤ p

k−1
2 .

Paraboliniu� formu� teorija yra pateikta, pavyzdºiui, [2] monogra�joje.
Kaip jau buvo min
eta i�vade, funkcija ϕ(s, F ) turi ribini� pasiskirstym¡, jai [3] darbe

buvo i�rodyta tokia teorema.

2.1 teorema. Tarkime, jog σ > κ
2 . Tuomet tikimybinis matas

νT (ϕ(σ + it, F )), A ∈ B(C),

kai T →∞, silpnai konverguoja i� atsitiktinio elemento

ϕ(σ, ω, F ) =
∏
p

(
1− α(p)ω(p)

pσ

)−1(
1− β(p)ω(p)

pσ

)−1

skirstini�.
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3. Dirichl
e eilu£iu� teorijos elementai

Paraboliniu� formu� dzeta funkcijos yra apibr
eºiamos Dirichl
e eilute. Tod
el aptarsime
kai kuriuos Dirichl
e eilu£iu� teorijos klausimus.

Tarkime, jog {λm} yra grieºtai did
ejanti teigiamu� skai£iu� seka, o am yra duoti kom-
pleksiniai skai£iai. Tuomet eilut
e

∞∑
m=1

ame
−λms (4)

yra vadinama Dirichl
e eilute. Skai£iu� teorijoje daºniausiai pasitaiko paprastosios Dirichl
e
eilut
es

∞∑
m=1

am
ms

, (5)

gaunamos i² (4) eilut
es, kai λm = logm.

3.1 Teorema apie tolygu� Dirichl
e eilut
es konvergavim¡

3.1 teorema. Tarkime, kad (5) Dirichl
e eilut
e konverguoja ta²ke s = s0, o δ yra bet
koks teigiamas skai£ius, maºesnis uº π

2 . Tuomet ²i eilut
e konverguoja tolygiai s plok²tumos
srityje, apibr
eºtoje nelygybe

| arg(s− s0)| ≤ π

2
− δ.

I�rodymas. Nesunku matyti, kad pakanka i²nagrin
eti tik atveji� s0 = 0. Tikrai, jei
a
′
m = amm

−s0 , s
′

= s− s0, tai

∞∑
m=1

am
ms

=
∞∑
m=1

amm
−s0

ms−s0 =
∞∑
m=1

a
′
m

ms′
.

Ai²ku, kad paskutinioji eilut
e konverguoja ta²ke s
′

= 0, jei pradin
e (5) eilut
e konverguoja
ta²ke s = s0.

Taigi tarkime, jog (5) eilut
e konverguoja ta²ke s = 0, t.y. konverguoja eilut
e

∞∑
m=1

am. (6)

Imkime jos liekan¡

rn =
∞∑

m=n+1

am.
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Kadangi (6) eilut
e konverguoja, tai rn → 0, kai n → ∞. Tegul N ir M, N > M, yra du
nat	uriniai skai£iai. Tuomet

N∑
m=M

am
ms

=
N∑

m=M

rm−1 − rm
ms

=
N∑

m=M

rm

(
1

(m+ 1)s
− 1
ms

)
+
rM−1

M s
− rN

(N + 1)s
. (7)

Be to, kadangi |us| = uσ, tai

∣∣∣∣ 1
(m+ 1)s

− 1
ms

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣s

m+1∫
m

du

us+1

∣∣∣∣ ≤ |s|
m+1∫
m

du

uσ+1
=
|s|
σ

(
1
mσ
− 1

(m+ 1)σ

)
. (8)

Kadangi rn → 0, tai, pa
em¦ bet koki� ε > 0, rasime toki� n0 = n0(ε), kad su visais n ≥ n0

bus patenkinta nelygyb
e

|rn| <
ε

2( 1
sin δ + 1)

def
= ε1. (9)

Tarkime, kad M > n0. Tuomet i² (7) lygyb
es bei (8) ir (9) nelygybiu� i²plaukia, kad∣∣∣∣ N∑
m=M

am
ms

∣∣∣∣ <
ε1|s|
σ

N∑
m=M

(
1
mσ
− 1

(m+ 1)σ

)
+

ε1
Mσ

+
ε1

(N + 1)σ

<
ε1|s|
σ

(
1
Mσ
− 1

(N + 1)σ

)
+ 2ε1 <

2ε1|s|
σ

+ 2ε1. (10)

I² teoremos s¡lygu� turime, kad | arg s| ≤ π
2 − δ. Vadinasi, |arctg

t
σ | ≤

π
2 − δ arba |

t
σ | ≤ ctgδ.

I² £ia randame, kad

|s|
σ

=
1
σ

√
σ2 + t2 =

√
1 +

t2

σ2
≤
√

1 + ctg2δ =
1

sinδ
,

nes 0 < δ < π
2 ir tod
el sinδ > 0. Taigi, sugri�º¦ prie (10) nelygyb
es, gauname, kad su visais

M > n0 ∣∣∣∣ N∑
m=M

am
ms

∣∣∣∣ < 2ε1

(
1

sin δ
+ 1
)

= ε.

Kadangi n0 nepriklauso nuo s, tai i² £ia ir i²plaukia teoremos tvirtinimas.

3.2 teorema. Jei Dirichl
e eilut
e konverguoja ta²ke s0 = σ0 + it0, tai ji konverguoja ir
visuose ta²kuose s = σ + it, jei σ > σ0.

I�rodymas. Kadangi σ − σ0 > 0, tai visada atsiras toks skai£ius δ > 0, kad

| arg(s− s0)| =
∣∣∣∣arctg t− t0σ − σ0

∣∣∣∣ ≤ π

2
− δ.

Tod
el teoremos tvirtinimas i²plaukia i² 3.1 teoremos.
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3.2 Dirichl
e eilut
es konvergavimo sritis

Vienas svarbiausiu� funkciniu� eilu£iu� teorijos uºdaviniu� yra nustatyti ju� konvergavimo
sriti�. Pusplok²tume vadinsime vis¡ s- plok²tum¡ ir tu²£i¡ aib¦. �iame skyrelyje nurodysime
Dirichl
e eilut
es konvergavimo sriti�. �iam tikslui bus reikalinga Dedekindo teorema.

3.3 teorema. Dirichl
e eilut
es konvergavimo sritis yra pusplok²tum
e.
I�rodymas. Padalykime visas realias σ

′
reik²mes i� dvi klases A

′
ir A. Tarkime, jog

klasei A
′
priklauso tos σ

′
reik²m
es, su kuriomis Dirichl
e eilut
e konverguoja, kai σ > σ

′
,

o klasei A priklauso likusios σ
′
reik²m
es. Pagal teoremos apie tolygu� Dirichl
e eilut
es

konvergavimo i²vad¡, kiekvienas klas
esA skai£ius yra maºesnis uº bet kuri� klas
esA
′
skai£iu�,

ir kiekvienas realus skai£ius patenka i� vien¡ ir tik vien¡ i² aibiu� A ir A
′
. Taigi turime realiu�

skai£iu� aib
es pj	uvi� A|A′ . Pagal Dedekindo teorem¡ egzistuoja realus skai£ius σ0, atliekantis
²i� pj	uvi�. �is skai£ius σ0 yra didºiausias klas
eje A, arba maºiausias klas
eje A

′
. Ai²ku, kad

Dirichl
e eilut
e konverguoja, kai σ > σ0, ir diverguoja, jei σ < σ0. Taigi, Dirichl
e eilut
es
konvergavimo sritis yra pusplok²tum
e σ > σ0.

Apibr
eºimas. Skai£ius σ0 yra vadinamas Dirichl
e eilut
es konvergavimo abscise.
Yra Dirichl
e eilu£iu�, kurios konverguoja su visomis s reik²m
emis. �iuo atveju sakome,

jog σ0 = −∞. Pasitaiko taip pat eilu£iu�, kurios diverguoja su visomis s reik²m
emis, t.y.
σ0 = +∞.

Apie Dirichl
e eilut
es konvergavim¡ ties
eje σ = σ0 nieko negalima pasakyti. Ji gali ir
konverguoti, ir diverguoti. Kiekvienu konkre£iu atveju konvergavim¡ ties
eje σ = σ0 reikia
nagrin
eti atskirai.

Tarkime, jog σ0 yra (5) eilut
es konvergavimo abscis
e, o f(s) - jos suma. Taikymuose
naudinga ºinoti funkcijos f(s) analizines savybes. Papras£iausias tokio tipo tvirtinimas
yra ²i teorema.

3.4 teorema. Funkcija f(s) yra analizin
e pusplok²tum
eje σ > σ0.
I�rodymas. Kiekvienas (5) eilut
es narys amm−s su visais s yra analizin
e funkcija. Be

to, bet kuris ta²kas s = σ + it, kuriam σ ≥ σ0 + ε, su pakankamai maºu skai£iumi δ > 0
tenkina nelygyb¦

| arg(s− s0)| ≤ π

2
− δ.

�ia s0 = σ0 + it
′
. Pagal prie² tai nagrin
eto skyrelio teorem¡ visi tokie ta²kai priklauso

eilut
es tolygaus konvergavimo sri£iai. Vadinasi, (5) eilut
e konverguoja tolygiai pusplok²-
tum
eje σ ≥ σ0 + ε. I² £ia ir i² ºinomos Vejer²traso teoremos apie tolygiai konverguojan£ios
analiziniu� nariu� eilut
es sumos analizi²kumo, gauname, jog f(s) yra analizin
e funkcija pus-
plok²tum
eje σ ≥ σ0 + ε. Kadangi ε - bet koks teigiamas skai£ius, tai i² £ia i²plaukia
teoremos tvirtinimas.

Apibr
eºimas. Sakome, jog (5) Dirichl
e eilut
e konverguoja absoliu£iai, jei konverguoja
eilut
e

∞∑
m=1

|am|
mσ

. (11)
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3.5 teorema. Dirichl
e eilut
es absoliutaus konvergavimo sritis yra pusplok²tum
e.
I�rodymas. Jei (11) eilut
e konverguoja su kuria nors σ reik²me σ1, tai ji konverguoja

ir su visomis reik²m
emis σ > σ1, nes ji yra neneigiamu� nariu� skaitin
e eilut
e ir

|am|m−σ < |am|m−σ1 .

Kaip ir 3.3 teoremos i�rodyme, atlik¦ realiu� skai£iu� aib
es pj	uvi�, gauname, kad egzistuoja
toks skai£ius σ0, kad (6) eilut
e konverguoja, kai σ > σ0, ir diverguoja, kai σ < σ0. Tai
rei²kia, kad (5) eilut
e konverguoja absoliu£iai pusplok²tum
eje σ > σ0.

Apibr
eºimas. Skai£ius σ0 yra vadinamas Dirichl
e eilut
es absoliutaus konvergavimo
abscise.

Pastaba. Dirichl
e eilut
es konvergavimo abscis
e σ0 ir absoliutaus konvergavimo abscis
e
σ0 gali b	uti skirtingi skai£iai. Ai²ku, kad σ0 ≤ σ0.

Kitas Dirichl
e eilu£iu� savybes galima rasti [5] knygel
eje.
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4. Silpnasis matu� konvergavimas

Tegul Ω yra bet kokia netu²£ia aib
e.

4.1 apibr
eºimas. Aib
es Ω poaibiu� sistema F yra vadinama σ - k	unu (Borelio k	unu),
jeigu tenkina s¡lygas:

1◦ Ω ∈ F;
2◦ Jei A ∈ F, tai ir Ac = Ω\A ∈ F;

3◦ Jei seka A1, A2, . . . ∈ F, tai ju� s¡junga
∞⋃
m=1

Am ∈ F.

Sistemoje F galima apibr
eºti tikimybini� mat¡.

4.2 apibr
eºimas. Neneigiama aib
es funkcija P, apibr
eºta sistemoje (Ω,F) ir tenki-
nanti s¡lygas:

1◦ P(Ω) = 1;

2◦ P
( ∞⋃
m=1

Am

)
=

∞∑
m=1

P (Am), visiems A1, A2, . . . ∈ F, Am
⋂
An 6= 0, m 6= n, yra

vadinama tikimybiniu matu.

4.3 apibr
eºimas. Trejetas (Ω,F,P) yra vadinamas tikimybine erdve.

4.4 apibr
eºimas. Funkcija X : Ω → R visoms A ∈ B(R), tenkinanti s¡lyg¡ {ω ∈
Ω : X(ω) ∈ A} ∈ F, yra vadinama atsitiktiniu dydºiu, apibr
eºtu tikimybin
eje erdv
eje
(Ω,F,P). �ia B(R) yra erdv
es R Borelio aibiu� klas
e, tai yra aibiu� klas
e, generuota atviru�
intervalu� sistemos.

Tegul A yra kuri nors aibiu� sistema.
4.5 apibr
eºimas. Minimalus σ - k	unas, kuriam priklauso aibiu� sistema A, yra vad-

inama σ - k	unu, generuotu sistemos A. Minimalus suprantamas tokia prasme. Imame
visus σ - k	unus, kuriems priklauso sistema A ir imame ju� sankirt¡. �i sankirta v
el bus σ -
k	unas. Tai ir bus minimalus σ - k	unas, kuriam priklauso sistema A.

Tegul X - bet kokia netu²£ia aib
e.
4.6 apibr
eºimas. Aib
e X yra vadinama metrine erdve, jei yra apibr
eºta funkcija

ρ : X ×X → R, tenkinanti s¡lygas:
1◦ ρ(x, y) ≥ 0, ρ(x, y) = 0⇐⇒ x = y;
2◦ ρ(x, y) = ρ(y, x), ∀x, y ∈ X;
3◦ ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y), ∀x, y, z ∈ X.
Funkcija ρ(x, y) yra vadinama metrika (atstumu). Erdv
eje R metrik¡ galime apibr
eºti

taip:

ρ(x, y) = |x− y|.

Tegul S yra metrin
e erdv
e. Pn, n ∈ N, ir P yra tikimybiniai matai erdv
eje (S,B(S)).
Sakome, kad Pn, kai n→∞, silpnai konverguoja i� mat¡ P , jeigu kiekvienai f ∈ C(S) yra
teisingas s¡ry²is ∫

S

fdPn −−−→
n→∞

∫
S

fdP,
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kur C(S) yra realiu�, apr
eºtu�, tolydºiu� funkciju� klas
e erdv
eje S.
Silpnasis matu� konvergavimas yra ºymimas Pn ⇒ P . Pastebime, kad Pn negali silpnai

konverguoti i� dvi skirtingas ribas (matus). Tarkime, prie²ingai, Pn ⇒ P ir Pn ⇒ Q.
Tai rei²kia, kad kiekvienai f ∈ C(S)∫

S

fdPn −−−→
n→∞

∫
S

fdP,

ir ∫
S

fdPn −−−→
n→∞

∫
S

fdQ.

Ta£iau skai£iu� seka
∫
S

fdPn gali tur
eti tik vien¡ rib¡. Tod
el kiekvienai f ∈ C(S), turime

∫
S

fdP =
∫
S

fdQ.

I² £ia i²plaukia, jog P = Q (matai sutampa).

4.1 teorema. Tegul Pn ir P yra tikimybiniai matai erdv
eje (S,B(S)). Tuomet ²ie 5
tvirtinimai yra ekvivalent	us:

1◦ Pn ⇒ P ;
2◦
∫
S

fdPn −−−→
n→∞

∫
S

fdP visoms apr
eºtoms, realioms, tolygiai tolydºioms funkcijoms f

erdv
eje S;
3◦ lim

n→∞
supPn(F ) ≤ P (F ) visoms uºdaroms aib
ems F ;

4◦ lim
n→∞

inf Pn(G) ≥ P (G) visoms atviroms aib
ems G;

5◦ lim
n→∞

Pn(A) = P (A) visoms mato P tolydumo aib
ems A, t.y. P (∂A) = 0, kur ∂A
yra aib
es A kra²tas.

Teoremos i�rodymas yra duotas [1] monogra�joje.

4.2 teorema. Jei Pn ⇒ P , tai Pnh−1 ⇒ Ph−1 kiekvienai realiai, ma£iai funkcijai h,
tenkinan£iai s¡lyg¡ P (Dh) = 0.

�ia Dh yra funkcijos h tr	ukio ta²ku� aib
e.
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Tegul P yra tikimybiniu� matu� ²eima erdv
eje (S,B(S)).
Apibr
eºimas. �eima P yra vadinama reliatyviai kompakti²ka, jei kiekvienas elementu�

i² ²eimos P posekis turi savyje silpnai konverguojanti� poseki�. Tai rei²kia, kad, jei {Pn} ⊂
P, tai egzistuoja posekis {Pn1} ir matas Q, apibr
eºtas erdv
eje (S,B(S)) (bet neb	utinai
priklausantis ²eimai P) tokie, kad Pn1 −−−−→n1→∞

Q, Q(S) = 1.

Tarkime, jog Pn ⇒ P , tai tuomet kiekvienas posekis Pn1 ⇒ P . Taigi, {Pn} yra
reliatyviai kompakti²ka.

Apibr
eºimas. Tikimybiniu� matu� ²eima P erdv
eje (S,B(S)) yra vadinama suspausta,
jeigu kiekvienam ε > 0 egzistuoja kompakti²ka aib
e K ⊂ S, kad visiems matams P ∈ P

galioja nelygyb
e

P (K) > 1− ε.

Tikimybiniu� matu� ²eimos reliatyvus kompakti²kumas ir suspaustumas yra susijusios s¡-
vokos. Tai tvirtina Prochorovo teoremos.

4.3 teorema. (Tiesiogin
e). Jeigu tikimybiniu� matu� ²eima P erdv
eje (S,B(S)) yra
suspausta, tai ji yra ir reliatyviai kompakti²ka.

I�rodymas. Nagrin
esime tik erdv¦ S = Rk. Tegul {Pn} yra ²eimos P seka. Apibr
eºiame
atitinkamas pasiskirstymo funkcijas

Fn(x) = Pn{y : y ≤ x}, x ∈ Rk,

kur
x = (x1, . . . , xk),
y = (y1, . . . , yk);
x ≤ y, xi ≤ yi, i = 1, . . . , k.

Pagal Helio teorem¡: (Tegul {Fn} yra pasiskirstymo funkciju� seka erdv
eje Rk. Tuomet
egzistuoja posekis {Fn1} ir funkcija F , kuri yra tolydi i² vir²aus (k = 1, i² de²in
es),
0 ≤ F (x) ≤ 1 ir nemaº
ejanti, bet neb	utinai F (x) → 1, x → ∞ (neb	utinai F (x) yra pa-
siskirstymo funkcija), kad lim

n1→∞
Fn1(x) = F (x) visuose F (x) tolydumo ta²kuose) gauname,

kad seka {Fn} turi poseki� {Fn1}, kuris konverguoja lim
n1→∞

Fn1(x) = F (x), visuose F (x)

tolydumo ta²kuose. �ia F (x) tolydi i² vir²aus, nemaº
ejanti, bet neb	utinai pasiskirstymo
funkcija.

I² bendro tikimybiu� teorijos kurso ºinoma, kad egzistuoja toks matas µ intervale (a, b],
kuris i²sirei²kia funkcijos F (x) reik²miu� tiesine kombinacija. Tegul hi = bi − ai, a =
(a1, . . . , ak), b = (b1, . . . , bk). Tuomet

µ(a, b] = F (a1 + h1, . . . , ak + hk)− F (a1, a2 + h2, . . . , ak + hk)−

− F (a1 + h1, a2, a3 + h3, . . . , ak + hk) + . . .+

+ F (a1, a2, a3 + h3, . . . , ak + hk) + . . .+ (−1)kF (a1, a2, . . . , ak). (12)

Jei i�rodysime, kad µ(Rk) = 1, tai tuomet i² (12) i²plauks, kad Pn1 ⇒ µ.
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Tegul ε > 0 yra duotas. Tuomet galima rasti erdv
es Rk kompakti²k¡ aib¦ K, kad
visiems n1 galiotu� nelygyb
e

Pn1(K) > 1− ε.

Taip galime padaryti, nes ²eima P yra suspausta. Dabar parenkame vektorius a ir b
taip, kad K ⊂ (a, b], ir kad visos 2k to intervalo (sta£iakampio) vir²	uniu� b	utu� funkcijos
F (x) tolydumo ta²kai. Taip padaryti galima, nes tik baigtinis arba skaitus (k − 1) -
ma£iu� hiperplok²tumu� skai£ius turi teigiam¡ mat¡. Kadangi pagal apibr
eºim¡ Pn1(a, b]
yra funkcijos Fn2(x) skirtumai, kaip ir (12) formul
eje, tai turime, kad

Pn1(a, b]→ µ(a, b], (13)

nes

Fn1(a1 + h1, a2 + h2, . . . , ak + hk)− Fn1(a1, a2 + h2, . . . , ak + hk)− . . .−

−Fn1(a1 + h1, . . . , ak−1 + hk−1, ak) + Fn1(a1, a2, a3 + h3, . . . , ak + hk) + . . .+

+Fn1(a1 + h1, . . . , ak−2 + hk−2, ak−1, ak) + . . .+ (−1)kFn1(a1, . . . , ak)

−−−−→
n1→∞

F (a1 + h1, a2 + h2, . . . , ak + hk)− F (a1, a2 + h2, . . . , ak + hk)− . . .−

−F (a1 + h1, . . . , ak−1 + hk−1, ak) + F (a1, a2, a3 + h3, . . . , ak + hk) + . . .+

+F (a1 + h1, . . . , ak−2 + hk−2, ak−1, ak) + . . .+ (−1)kF (a1, . . . , ak).

I² intervalo (a, b] parinkimo turime, kad

Pn1(a, b] ≥ Pn1(K) > 1− ε.

I² £ia ir (13) gauname, kad µ(a, b] ≥ 1− ε. Kadangi ε > 0 bet koks, tai

µ(Rk) = 1.

Tai rei²kia, kad Pn1 ⇒ µ, tai yra, kad ²eima P yra reliatyviai kompakti²ka. Tolesni ²ios
teoremos i�rodymo etapai yra tokie:

1◦ Atvejis S = R∞.
2◦ Atvejis, kai erdv
e S yra σ - kompakti²ka, tai yra, ji yra skaiti kompakti²ku� aibiu�

s¡junga.
3◦ Bendras atvejis. (Rk → R∞ → S − σ - kompakti²ka → Bendras atvejis)

M	usu� atveju pakanka Rk, nes topologija erdv
eje Cr yra tokia pat, kaip ir erdv
eje R2r.
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4.4 teorema. (Atvirk²tin
e teorema). Tegul erdv
e S yra separabili ir pilna, o tikimybiniu�
matu� ²eima P erdv
eje (S,B(S)) yra reliatyviai kompakti²ka. Tuomet ²eima P yra suspausta.

I�rodymas. Tarkime, kad kiekvienas ε > 0 ir δ > 0 egzistuoja baigtin
e δ - rutuliu� aib
e
A1, . . . , An, kad

P

⋃
i≤n

Ai

 > 1− ε visiems P ∈ P.

Duotam ε > 0 ir bet kuriam k ∈ N parenkame 1
k - rutulius Ak1 , Ak2 , . . . , Akn taip, kad

visiems P ∈ P b	utu� teisinga nelygyb
e

P

 ⋃
i≤nk

Aki

 > 1− ε

2k
.

�ia 1
k yra rutulio spindulys. Imame aib¦⋂

k≥1

⋃
i≤nk

Aki . (14)

�ios aib
es uºdarinys ⋂
k≥1

⋃
i≤nk

Aki

yra pilnai apr
eºta aib
e, nes j¡ padengia baigtinis 1
k - rutuliu� skai£ius.

Panaudosime teorem¡: jei erdv
e pilna, o aib
e pilnai apr
eºta, tai jos uºdarinys yra
kompakti²ka aib
e. I² £ia i²plaukia, jog aib
e

K =
⋂
k≥1

⋃
i≤nk

Aki

yra kompakti²ka erdv
eje S. Vertiname

P (S \K) = P

S \ ⋂
k≥1

⋃
i≤nk

Ai

 ≤ P
S \ ⋂

k≥1

⋃
i≤nk

Ai

 ≤ P
⋃
k≥1

S \ ⋃
i≤nk

Aki



≤
∑
k≥1

P

S \ ⋃
i≤nk

Aki

 = ε
∑
k≥1

1
2k

= ε
1
2

1− 1
2

= ε

visiems P i² P. I² £ia gauname, kad P (K) > 1 − ε visiems P i² P, tai yra, ²eima P yra
suspausta.

Parodysime, kad, jei prielaida apie rutuliu� egzistavim¡ negalioja, tai ²eima P negali
b	uti reliatyviai kompakti²ka. Tarkime, kad egzistuoja ε > 0 ir δ > 0, kad kiekvieno δ -
rutuliu� aib
e A1, . . . , An tenkina s¡lyg¡

P

⋃
i≤n

Ai

 ≤ 1− ε
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kuriam nors P ∈ P. Kadangi erdv
e S yra separabili, tai ji yra atviru� δ - rutuliu� A1, A2, . . .
s¡junga. Tegul Bn =

⋃
i≤n

Ai. Mat¡ Pn ∈ P parenkame taip, kad galiotu� nelygyb
e:

Pn(Bn) ≤ 1− ε. (15)

Tegul {Pn1} ∈ P toks, kad Pn1 ⇒ Q. Kadangi aib
e Bm yra atvira (kaip baigtin
e atviru�
rutuliu� s¡junga), tai pagal 4.1 teoremos (4◦) turime, kad kiekvienam m ∈ N

Q(Bm) ≤ lim inf
n1→∞

Pn1(Bm). (16)

Ta£iau pakankamai dideliems n1, galioja s¡ry²is Bm ⊂ Bn1 . I² £ia ir (16) nelygyb
es turime,
kad

Q(Bm) ≤ lim inf
n1→∞

Pn1(Bn1) ≤ 1− ε.

Ta£iau taip negali b	uti, nes Bm yra did
ejanti seka i� erdv¦ S, o Q(S) = 1. Prie²taravimas
rodo, jog prielaida klaidinga. Teorema i�rodyta.

5. Prochorovo teorijos panaudojimas

Pirmiausia i�rodysime, kad tikimybiniu� matu� ²eima {PT : T > 0} yra

PT (A) = νT ((ϕ(σ1 + it, F ), ..., ϕ(σr + it, F )) ∈ A), A ∈ B(Cr),

kai min
i≤j≤r

σj >
κ
2 , yra reliatyviai kompakti²ka.

5.1 lema. Tikimybiniu� matu� ²eima {PT : T > 0} yra reliatyviai kompakti²ka.
I�rodymas. Kiekvienam j = 1, . . . , r apibr
eºiame tikimybini� mat¡

PjT (A) = νT (ϕ(σj + it, Fj) ∈ A), A ∈ B(Cr).

Pagal 2.1 teorem¡ tikimybinis matas PjT , kai T → ∞, silpnai konverguoja i� atsitiktinio
elemento

ϕ(σj , ω, Fj) =
∞∑
m=1

cj(m)ω(m)
mσj

skirstini�, j = 1, . . . , r. I² £ia i²plaukia, kad tikimybiniu� matu� ²eima {PjT } yra reliatyviai
kompakti²ka, j = 1, . . . , r. Ta£iau erdv
e C yra pilna separabili metrin
e erdv
e. Tod
el i² £ia
ir 4.4 teoremos gauname, kad ²eima {PjT } yra suspausta, j = 1, . . . , r. Tegul ε yra bet koks
teigiamas skai£ius. Tuomet pagal suspaustumo apibr
eºim¡ egzistuoja tokia kompakti²ka
aib
e Kj ⊂ C, kad visiems T > 0 galioja nelygyb
e

PjT (Cj \Kj) <
ε

r
, j = 1, . . . , r. (17)
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Kurioje nors tikimybin
eje erdv
eje (Ω̃,F,P) apibr
eºiame atsitiktini� dydi� θT , turinti� skirstini�

P(ηT ∈ A) =
1
T

T∫
0

IA(t)dt, A ∈ B(R).

�ia IA yra aib
es A indikatorius, t.y.

IA(t) =

{
1, jei t ∈ A,
0, jei t /∈ A.

Naudodami atsitiktini� dydi� θT , apibr
eºiame C - reik²mius atsitiktinius elementus ϕjT (σj)
formule

ϕjT (σj) = ϕ(σj + iθT ), j = 1, . . . , r,

ir tegul

ϕT (σ1, . . . , σr) = (ϕ1T (σ1), . . . , ϕrT (σr)),

min
1≤j≤r

σj >
κj
2
.

Tuomet ϕT (σ1, . . . , σr) yra Cr - reik²mis atsitiktinis elementas, apibr
eºtas tikimybin
eje
erdv
eje (Ω̃,F,P). Be to, i² (17) nelygyb
es ir atsitiktinio dydºio θT apibr
eºimo turime, kad

P(ϕjT (σj) ∈ Cj \Kj) <
ε

r
, j = 1, . . . , r. (18)

Dabar tegul K = K1 × . . . ×Kr. Kadangi aib
es K1, . . . ,Kr yra kompakti²kos erdv
eje C,
tai aib
e K yra kompakti²ka erdv
eje Cr. Be to, i² (18) nelygyb
es gauname, kad visiems
T > 0 galioja

PT (Cr \K) = P(ϕT (σ1, . . . , σr) ∈ Cr \K) = P

 n⋃
j=1

(ϕjT (σj) ∈ Cj \Kj)


≤

r∑
j=1

P(ϕjT (σj) ∈ Cj \Kj) < ε.

Pastaroji nelygyb
e rei²kia, kad tikimybiniu� matu� ²eima {PT : T > 0} yra suspausta. Taigi,
pagal 4.3 teorem¡ ji yra reliatyviai kompakti²ka. Lema i�rodyta.

Dabar tegul σ
′
j >

κj
2 , ir apibr
eºiame σ̂j = κj

2 − σ
′
j < 0, j = 1, . . . , r. Be to, tegul

uj , j = 1, . . . , r, yra bet kokie kompleksiniai skai£iai, ir, kai σ > max
1≤j≤r

σ̂j , apibr
eºiame

ξ(s) =
r∑
j=1

ujϕ(s+ σ
′
j , Fj)

ir

ξ(s, ω) =
r∑
j=1

ujϕ(s+ σ
′
j , ω, Fj).
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Simboliu D−→ ºym
esime konvergavim¡ pagal pasiskirstym¡.
5.2 lema. Tarkime, kad σ > max

1≤j≤r
σ̂j. Tuomet

ξ(σ + iθT ) D−→
T→∞

ξ(σ, ω).

I�rodymas. Tegul σ > max
1≤j≤r

σ̂j + 1
2 . Tuomet σ+σ

′
j > max

1≤j≤r
(κj2 −σ

′
j)+σ

′
j + 1

2 >
κj
2 + 1

2 .

Ta£iau funkcija ϕ(s, Fj), kai σ >
κj
2 + 1

2 , yra uºra²oma absoliu£iai konverguojan£ia Dirichl
e
eilute

ϕ(s, Fj) =
∞∑
m=1

g(m)
ms

, j = 1, . . . , r.

Vadinasi, kai σ > max
1≤j≤r

σ̂j + 1
2 ,

ξ(s) =
r∑
j=1

uj

∞∑
m=1

cj(m)

ms+σ
′
j

=
∞∑
m=1

1
ms

r∑
j=1

uj
cj(m)

mσ
′
j

=
∞∑
m=1

bm
ms

,

kur

bm =
r∑
j=1

uj
cj(m)

mσ
′
j

.

Pastaroji lygyb
e rodo, jog srityje σ > max
1≤j≤r

σ̂j + 1
2 funkcija ξ(s) yra uºra²oma absoliu£iai

konverguojan£ia Dirichl
e eilute. Kadangi srityje σ >
κj
2 funkcija ϕ(s, Fj) yra baigtin
es

eil
es ir galioja i�vertis [3]

T∫
0

∣∣∣∣ϕ(σ + it, Fj)
∣∣∣∣2dt = O(T ), T →∞, j = 1, . . . , r,

tai pakartoj¦ 2.1 teoremos i�rodym¡, gauname, kad srityje σ > max
1≤j≤r

σ̂j matas,

νT (ξ(σ + it) ∈ A), A ∈ B(C),

kai T →∞, silpnai konverguoja i� atsitiktinio elemento

∞∑
m=1

bmω(m)
mσ

=
r∑
j=1

uj

∞∑
m=1

cj(m)

mσ+σ
′
j

=
r∑
j=1

ujϕ(σ + σ
′
j , ω, F ) = ξ(σ, ω)

pasiskirstym¡. Pastarasis tvirtinimas yra ekvivalentus lemos tvirtinimui, t.y. turime, kad

ξ(σ + iθT ) D−→
T→∞

ξ(σ, ω).
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6. Pagrindin
e teorema

�iame skyrelyje pateiksime pagrindini� darbo rezultat¡.

6.1 teorema. Tarkime, jog min
1≤j≤r

σj >
κ
2 . Tuomet tikimybinis matas PT , kai T →∞,

silpnai konverguoja i� mat¡ Pϕ.
�is rezultatas rodo tam tikr¡ dzeta funkciju� ϕ(s, F1), ..., ϕ(s, Fr) asimptotinio elgesio

reguliarum¡.
I�rodymas. Pagal 5.1 lem¡, tikimybiniu� matu� ²eima {PT : T > 0} yra reliatyviai

kompakti²ka. Tod
el egzistuoja toks posekis {PTk} ⊂ {PT }, kad PTk , kai k → ∞, silpnai
konverguoja i� kuri� nors mat¡ P̂ erdv
eje (Cr,B(Cr)). Vadinasi, egzistuoja toks Cr - reik²mis
atsitiktinis elementas, tarkime,

ϕ̂ = ϕ̂(σ1, . . . , σr) = (ϕ̂1(σ1), . . . , ϕ̂r(σr)),

apibr
eºtas kurioje nors tikimybin
eje erdv
eje ir turintis pasiskirstym¡ P̂ . I² £ia, prisimin¦
atsitiktinio elemento ϕT apibr
eºim¡, turime, kad

ϕTk
D−→

k→∞
ϕ̂. (19)

Funkcij¡ u : Cr → C apibr
eºiame formule

u(z1, . . . , zr) =
r∑
j=1

ujzj , zj ∈ C, j = 1, . . . , r.

Kadangi funkcija u yra tiesin
e, ji yra tolydi. Tegul σj = σ+σ
′
j su σ > max

1≤j≤r
σ̂j ir σ

′
j >

κj
2 .

Tuomet turime, kad σj >
κj
2 . I² (19), funkcijos u tolydumo ir 4.2 teoremos gauname, kad

u(ϕTk) D−→
k→∞

u(ϕ̂).

�ia

u(ϕTk) =
r∑
j=1

ujϕjTk(σ + σ
′
j , Fj).

I² £ia ir funkcijos ξ(s) apibr
eºimo i²plaukia, jog

ξ(σ + iθTk) D−→
k→∞

u(ϕ̂). (20)

Ta£iau pagal 5.2 lem¡

ξ(σ + iθTk) D−→
k→∞

ξ(σ, ω).

Tod
el i² (20) s¡ry²io gauname, kad

ξ(σ, ω) D= u(ϕ̂). (21)
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�ia X D= Y rei²kia, jog atsitiktiniai elementai X ir Y turi t¡ pati� skirstini�. Dabar (21)
s¡ry²yje imame σ = 0. Tai yra galima, kadangi σ̂j < 0, j = 1, . . . , r, ir max

1≤j≤r
σ̂j < 0.

Kadangi

ξ(σ, ω) =
r∑
j=1

ujϕ(σ + σ
′
j , Fj)

ir

u(ϕ̂) =
r∑
j=1

ujϕ̂j(σ + σ
′
j),

tai su σ = 0 gauname, kad

r∑
j=1

ujϕ(σ
′
j , Fj)

D=
r∑
j=1

ujϕ̂j(σ
′
j) (22)

bet kokiems kompleksiniams skai£iams uj , j = 1, . . . , r. Yra ºinoma [1], kad erdv
es
R2r daliu� ²eima, generuota visu� hiperplok²tumu�, sudaro matus apibr
eºian£i¡ klas¦. I² £ia
i²plaukia, jog ²i ²eima taip pat sudaro apibr
eºian£i¡ klas¦ ir erdv
eje Cr. �i pastaba kartu su
(22) s¡ry²iu parodo, kad Cr - reik²miai atsitiktiniai elementai (ϕ(σ

′
1, F1), . . . , ϕ(σ

′
r, Fr)) ir

(ϕ1(σ
′
1), . . . , ϕr(σ

′
r)) turi t¡ pati� pasiskirstym¡. Pagal apibr
eºim¡, σ

′
j >

κj
2 , j = 1, . . . , r.

Taigi, turime, kad

ϕ
D= ϕ̂.

Vadinasi, pagal (19)

ϕTk
D−→

k→∞
ϕ,

arba, kitais ºodºiais tariant, tikimybinis matas PTk , kai k → ∞, silpnai konverguoja i�
atsitiktinio elemento ϕ skirstini�. Kadangi tikimybiniu� matu� ²eima {PT } yra reliatyviai
kompakti²ka ir atsitiktinis elementas ϕ nepriklauso nuo posekio parinkimo, tai turime, kad
matas PT , kai T → ∞, silpnai konverguoja i� atsitiktinio elemento ϕ skirstini�. Teorema
pilnai i�rodyta.
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I²vados

Tegul

Fj(z) =
∞∑
m=1

cj(m)e2πimz, j = 1, . . . , r,

yra svorio κ normuotu� tikriniu� paraboliniu� formu� rinkinys, o

ϕ(s, Fj) =
∞∑
m=1

cj(m)
ms

, j = 1, . . . , r,

yra atitinkamu� dzeta funkciju� rinkinys. Magistro darbe nustatyta, kad dzeta funkcijos
ϕ(s, F1), . . . , ϕ(s, Fr) turi jungtini� ribini� pasiskirstym¡ kompleksin
eje plok²tumoje. Tai
rei²kia, kad tikimybinis matas

1
T
meas{t ∈ [0, T ] : (ϕ(σ1 + it, F1), ..., ϕ(σr + it, Fr)) ∈ A}, A ∈ B(Cr),

kai min
1≤j≤r

σj >
κ
2 ir T → ∞, silpnai konverguoja i� kuri� nors tikimybini� mat¡ erdv
eje

(Cr,B(Cr)). �ia meas{A} yra ma£ios aib
es A ⊂ R Lebego matas, C yra kompleksin
e
plok²tuma, Cr = C× ...×C︸ ︷︷ ︸

r

, o B(Cr) yra erdv
es Cr Borelio aibiu� klas
e.

Galima nurodyti ir ribinio mato pavidal¡. Jis yra atsitiktinio elemento(∏
p

(
1− α1(p)ω(p)

pσ1

)−1(
1− β1(p)ω(p)

pσ1

)−1

, . . . ,
∏
p

(
1− αr(p)ω(p)

pσr

)−1(
1− βr(p)ω(p)

pσr

)−1
)

skirstinys. �ia αj(p) + βj(p) = cj(p), j = 1, . . . , r, o ω(p) kiekvienam pirminiam p yra
toro ∏

p

γp,

kur γp = {s ∈ C : |s| = 1} visiems p, elemento ω projekcija i� koordinatin¦ erdv¦ γp.
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Summary

A joint limit theorem for zeta functions of cusp forms

Let

Fj(z) =
∞∑
m=1

cj(m)e2πimz, j = 1, . . . , r,

be a collection of normalized eigenforms of weight κ, and

ϕ(s, Fj) =
∞∑
m=1

cj(m)
ms

, j = 1, . . . , r,

be a collection of corresponding zeta - functions. We prove a joint limit theorem for the
functions ϕ(s, F1), . . . , ϕ(s, Fr) on the complex plane. Denote by meas{A} the Lebesgue
measure of a measurable set A ⊂ R, let C be the complex plane, Cr = C× ...×C︸ ︷︷ ︸

r

, and let

B(Cr) stand for the class of Borel sets of the space Cr. Then we prove that the probability
measure, for min

1≤j≤r
σj >

κ
2 ,

1
T
meas{t ∈ [0, T ] : (ϕ(σ1 + it, F1), ..., ϕ(σr + it, Fr)) ∈ A}, A ∈ B(Cr),

converges weakly to some probability measure on (Cr,B(Cr)) as T →∞.
Also, we indicate the explicit form of the limit measure in the above theorem. It

coincides with the distribution of the random element(∏
p

(
1− α1(p)ω(p)

pσ1

)−1(
1− β1(p)ω(p)

pσ1

)−1

, . . . ,
∏
p

(
1− αr(p)ω(p)

pσr

)−1(
1− βr(p)ω(p)

pσr

)−1
)
.

Here αj(p) + βj(p) = cj(p), j = 1, . . . , r, and ω(p), for each prime p, is the projection
of an element ω of the torus ∏

p

γp,

where γp = {s ∈ C : |s| = 1} for all primes p.

25



Literat	ura

1. P. Billingsley, Convergence of Probability Measures, John Wiley, New York, 1968.
2. H. Iwaniec, Topics in Classical Automorphic Forms, Amer. Mafh. Soc., Providence,

1997.
3. A. Ka£
enas, A. Laurin£ikas, On Dirichlet series related to certain cusp forms, Lith.

Math. J. 38(1), 64�76 (1998).
4. A. Laurin£ikas, Rymano dzeta funkcijos teorijos pagrindai. Vilniaus universiteto

leidykla (1992), 3�11.
5. A. Laurin£ikas, R. Macaitien
e, I�vadas i� Dirichl
e eilu£iu� teorij¡. �iauliu� universiteto

leidykla (2008).

26


