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1. Ivadas

Tegul SL(2,7Z) yra pilnoji moduliné grupé, o F'(z) yra svorio x paraboliné forma
grupés SL(2,R) atzvilgiu. Papildomai reikalaujame, jog F'(z) buty visy Heckeés
operatoriy normuota tikriné funkcija. Tuomet funkcijos skleidinys Furjé eilute turi
pavidala

o0

F(z) =Y c(m)e”™™ (1) =1.

m=1

Su forma F'(z) yra susiejama Dirichlé eiluté

= ¢(m) .
s, F) = s=o0+1t
SO( ’ ) YnZZI ms Y + I
o0 jos suma (s, F') yra vadinama parabolinés formos dzeta funkcija. Pastaroji eiluté
absoliuciai konverguoja pusplokStumeéje o > % Be to, funkcija (s, F') yra analiz-
iskai pratesiama j visa s- plok§tuma, t. y. ji yra sveikoji funkcija. Funkcija ¢(s, F)
tenkina funkcine lygtj

(2m) T (s)e(s, F) = (—1)%(27T)S_”F(/f —s)p(k —s, F).

Cia, kaip jprasta, ['(s) yra Oilerio gama funkcija. Kompleksinés plokstumos C dalis
{s €C: 5% < o < =H} yra vadinama funkcijos (s, F') kritine juosta, o tiesé¢ o = %
- kritine tiese. PusplokStuméje o > RTH funkcija (s, F') gali buti uzrasyta Oilerio

sandauga pagal pirminius skaicius p:

aon=TI(-57) (-57)

p

Cia a(p) ir B(p) yra kompleksiniai skai¢iai, tenkinantys lygybe
c(p) = a(p) + B(p).

Straipsnyje |3] buvo jrodyta ribiné teorema funkcijai (s, F'). Jos formulavimui yra
reikalinga viena topologiné struktura. Tegul v = {s € C : |s| = 1} yra vienetinis
apskritimas kompleksinéje plokstumoje, o

Q= HV}N
p

kur v, = v visiems pirminiams p, yra Dekarto sandauga pagal visus pirminius
skaicius. Pagal Tichonovo teoremg begaliniamatis toras su sandaugos topologija
ir pataskinés daugybos operacija yra kompaktiné topologiné Abelio grupé. Simboliu
B(S) zymésime erdvés S Borelio aibiy klase. Tuomet erdvéje (€2, B(€2)) galima
apibrézti tikimybinj Haro mata mpy. Gauname tikimybine erdve (2, B(Q2),my).
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Tegul w(p) yra elemento w € Q2 projekcija j koordinatine erdve ~,. Tuomet w(p) yra
kompleksinis atsitiktinis dydis, apibréztas tikimybinéje erdvéje (2, B(2), my). Kai
o> g, tikimybinéje erdveéje (2, B(2), my) apibréziame kompleksinj atsitiktini dydj

-1 —1
oo F) =] (1 3 a(p)w(p)) (1 B ﬂ(p)w(p)) |
7 jud
p
ir tegul P, yra jo skirstinys, tai yra P, yra tikimybinis matas, nusakomas formule
P,(A) =mpweQ:plo,w F)eA), AecB(C).

Simboliu meas(A) Zymime macios aibés A C R Lebego mata. Be to, kai T > 0,
1
vp(...) = ?meas{t e€o,7],...}.

Cia vietoje daugtaskio yra raSoma salyga, kuria tenkina ¢. Darbe [3] buvo na-
grinéjamas tikimybinio mato

vr(p(o +it, F) € A), A€ B(C), (1)
silpnasis konvergavimas, kai 7" — 0, ir jrodyta tokia teorema.

1.1 teorema. Tarkime, jog o > 5. Tuomet tikimybinis matas (1), kai T — oo,
silpnai konverguoja § matqg P,.

Magistro darbo tikslas yra gauti 1.1 teoremos jungting variantq, t.y. grodyti ribine
teoremq paraboliniy formy rinkinio dzeta funkcijoms.

Tegul kiekvienam j = 1,...,r, r > 1, F;(2) yra svorio k normuota tikriné
paraboliné forma

) = Y empen

cj(p) = a(p) + B;(p), yra ja atitinkanti dzeta funkcija.
TegulC"=C x ... x C ir
—_————

r

PT(A) = VT(((p(Ul + 1, F}), e gO(O'r + 1, F})) S A), Ae B((CT)

Tikimybinéje erdvéje (2, B(Q2),my), kai 11@12 o; > %, apibréziame C'- reiksmy
ST

atsitikting elementq p(oy, ...,0.,w, F') formule

o(01, .y oy w, F, o FY) = (p(o1,w, i,y . (0, w, FL)),
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kur

oz ) =TI (1- oq(p)w(p))l (L @-(p)w(p))l’ P

» p p
Tegul P, yra atsitiktinio elemento p(o1, ..., 0., w, F) skirstinys, t.y.

P,(A) =mg(weQ:p(o1,....,00n,w, F1,....F) € A), AeB(C).

Magistro darbo pagrindinis rezultatas yra tokia teorema.
6.1 teorema. Tarkime, jog 11311<1 oj > 5. Tuomet tikimybinis matas Pr, kai T — oo,
<j<r
silpnai konverguoja 3 matq Pp,.
Sis rezultatas rodo tam tikrg dzeta funkcijy ¢(s, F1),...,p(s, Fy) asimptotinio elgesio
requliarumg.



2. Parabolinés formos

Tegul Z yra visy sveikyjy skaiciy aibé, o
SL(2,7Z) = {(‘ég) ca,bye,d € Z, ad—bc=1}.

Tuomet aisku, kad matricy daugybos operacijos atzvilgiu aibé SL(2,R) yra grupé, nes:

1° Dviejy matricy su sveikais elementais sandauga vél yra matrica, kurios elementai
yra sveikieji skai¢iai. Kadangi matricy sandaugos determinantas yra lygus sudauginamuyjy
matricy determinanty sandaugai, tai ir sandaugos determinantas yra lygus 1.

2° Vienetinis elementas yra matrica

(07)

3° Kadangi SL(2,R) matricy determinantas lygus vienetui, tai kiekviena tokia matrica
turi atvirkStine, kurios elementai yra sveikieji skaiciai, o determinantas taip pat lygus
vienetul.

4° Asociatyvumo deésnis matricy daugybai taip pat galioja. Grupé SL(2,R) yra vadi-
nama pilnaja moduline grupe. Tegul ¢ yra sveikas teigiamas skaicius, o

To(q) = {<‘Cl Z) € SL(2,R):¢c=0 (mod q)}.

Tuomet T'y(q) yra grupés pogrupis. Tikrai, tegul

(2 Zi) €lo(q) ir <‘;§ gi) €To(g),t.y. ¢1 =0 (mod q) ir ca =0 (mod q).

Tada
ai b a2 bo |\ _ [ aiaz+bica  aiba+bids
<C1 d1> <62 d2) - <61a2+d102 61b2+d1d2> € Fo(q),

nes ciag + dicg =0 (mod q).

Pogrupis I'g(¢) yra vadinamas pilnosios modulinés grupés SL(2,R) Heckés pogrupiu.

Tegul C yra kompleksiné plokstuma, o U = {z € C: z =2 +iy, i=+—1, y >0}
yra virSutiné pusplokstumé kartu su oco. Racionalieji taskai ir oo yra vadinami paraboliniais
taskais.

Tegul dabar k yra teigiamas lyginis skaic¢ius, o funkcija yra analiziné pusplokstuméje
U ir visoms matricoms

<gg> € SL(2,R)

tenkina funkcine lygtj

F (Zig) — (cz + d)FF(2). 2)
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Tuomet ji begalybéje turi Furjé skleidinj

o0

F(z)= Z c(m)e?™imz,

m=—o0o
Funkcija F'(z) yra vadinama analizine begalybéje, jei ¢(m) = 0 visiems m < 0, ir nyk-

stancia begalybéje, jei ¢(m) = 0 visiems m < 0. Funkcija F'(z) yra analiziné ir nykstanti
paraboliniuose tagkuose, jei funkcija

az +b
d)"F
(cz +d) (cz—i—d)

yra atitinkamai analiziné ir nykstanti begalybéje visoms matricoms

<‘g g) € SL(2,R).

Jeigu funkcija F(z) yra analiziné parabolinuose taskuose, tuomet ji yra vadinama svorio x
moduline forma. Ji turi tokj Furjé skleidinj

Jeigu svorio k moduliné forma F(z) yra nykstanti paraboliniuose taskuose, tada ji yra
vadinama svorio k paraboline forma ir begalybéje turi toki Furjé skleidinj

F(z)= Z c(m)e?™ M=

m=

—_

Jeigu (2) lygtis galioja visoms matricoms

(24) € rato)

tai tuomet paraboliné forma F(z) yra vadinama svorio k ir lygmens g paraboline forma.
Pavyzdziui, yra zinoma, kad

0o 00
A(Z) — 627rimz H (1 _ 627Timz)24 — Z T(m)627rimz
m=1 m=1

yra svorio 12 paraboliné forma pilnosios modulinés grupés atzvilgiu. Ji yra vadinama
garsaus indy matematiko Ramanudzano (Ramanujan) paraboline forma, o aritmetiné funkcija
7(m) vadinama Ramanudzano funkcija.

Tegul S, (T'o(q)) yra visy svorio & ir lygmens ¢ paraboliniy formy erdvé. Elementas
F € 5,(Tp(1)) yra vadinamas Heckeés eigenforma, jei jis yra visy Heckés operatoriy

(F|r(m))(z) = m~~1 Z I~ F <az;— b>

0<d|lm
ad=m
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tikriné funkcija su tikrinémis reik§meémis ¢(m). Tuomet yra jrodoma, kad c(m) # 0, ir
funkcija F(z) galima normuoti, t. y.

—_

m=

yra jos Furjé skleidinys begalybéje.
Tegul s = o + it yra kompleksinis kintamasis. Su kiekviena normuota eigenforma yra
susiejama dzeta funkcija (s, F'), apibréziama Dirichlé eilute

ols, F)= 3 4T, 3)

mS

m=1

Tegul d(m) yra dalikliy funkcija, t. y.

. - . . . . . . Lo . o .. I
I§ jos iSplaukia, jog (3) eiluté konverguoja absoliuciai pusplokstuméje o > "3~ ir Cia

apibrézia analizine funkcija. Be to, funkcija (s, F') yra analiziskai pratesiama j visa s -
plokstuma (yra sveikoji funkcija) ir tenkina funkcine lygtj
(2m) T (s)ip(s, F) = (=1)2 (21)" "I (k — 5) (s — s, F).

Cia, kaip visada, I'(s) yra Oilerio gama funkcija, srityje o > 0 apibréziama formule

I'(s) = /e_mxs_ldx,
0

o kitur - analizinio pratesimo pagalba. Ji yra meromorfiné funkcija, taskai s = —m,
m =0,1,2,..., yra jos paprastieji poliai ir
_1)ym
Res I'(s) = (=1) )
s=—m m!

Aritmetiné funkeija ¢(m) yra multiplikatyvi, t.y. ¢(1) = 1ir ¢(m-n) = ¢(m)c(n) visiems
m,n €N, (m,n)=1. CiaN=1,2.... Be to, visiems pirminiams p

m+1) k—1 m—l).

c(p = c(p)e(®™) —p" clp

Todél srityje o > ”%rl funkcija (s, F') yra uzrasoma Oilerio sandauga pagal pirminius

skai¢ius:

Aen=I(1=5P ) SL(-52) (-5F)

p p




Cia c(p) = a(p) + B(p) i |a(p)|<p =z, [B)|<p 7.

Paraboliniy formy teorija yra pateikta, pavyzdziui, [2] monografijoje.

Kaip jau buvo mineéta jvade, funkcija ¢(s, F') turi ribinj pasiskirstyma, jai [3] darbe
buvo jrodyta tokia teorema.

2.1 teorema. Tarkime, jog o > 5. Tuomet tikimybinis matas

vr(p(o +it, F)), A e B(C),

kar T — oo, silpnai konverguoja 3 atsitiktinio elemento

ol ) = ] (1 C22) 7 (A0l

o
p p

skirsting.



3. Dirichlé eiluciy teorijos elementai

Paraboliniy formy dzeta funkcijos yra apibréziamos Dirichlé eilute. Todél aptarsime

kai kuriuos Dirichle eiluciy teorijos klausimus.
Tarkime, jog {A\,} yra grieztai didéjanti teigiamy skaiciy seka, o a,, yra duoti kom-
pleksiniai skaic¢iai. Tuomet eilutée

00
Z amef/\ms (4)
m=1

yra vadinama, Dirichlé eilute. Skaic¢iy teorijoje dazniausiai pasitaiko paprastosios Dirichlé

eiluteés

> (5)
m=1

gaunamos i§ (4) eilutes, kai A, = logm.
3.1 Teorema apie tolygy Dirichlé eilutés konvergavima

3.1 teorema. Tarkime, kad (5) Dirichlé eiluté konverquoja taske s = so, 0 O yra bet
koks teigiamas skaicius, maZesnis uZ 5. Tuomet $i eiluté konverguoga tolygiai s plokstumos
srityje, apibréztoje nelygybe

|arg(s — sp)| < g —9.

Irodymas. Nesunku matyti, kad pakanka iSnagrinéti tik atvejij sg = 0. Tikrai, jei

. =a,m~ 0, s =s— 50, tai

m
0o 0o —so oo 7
S EE Y =
s ms—s0 s

m=1 m=1 m=1

/7

a

3

Aigku, kad paskutinioji eiluté konverguoja taske s =0, jei pradiné (5) eiluté konverguoja
taske s = sg.
Taigi tarkime, jog (5) eiluté konverguoja taske s = 0, t.y. konverguoja eiluté

S an (6)
m=1

Imkime jos liekana



Kadangi (6) eiluté konverguoja, tai r,, — 0, kai n — oo. Tegul N ir M, N > M, yra du
naturiniai skai¢iai. Tuomet

ms — ms B — "\ (m+1)s  ms Ms (N +1)s

Be to, kadangi |u®| = u?, tai

m+1d H 1
u S
—‘ / | <l [ ot = a(mo‘<m+1>a>' ®)

Kadangi r,, — 0, tai, paéme bet kokj ¢ > 0, rasime tokj ng = no(¢), kad su visais n > ng
bus patenkinta nelygybe

1
o o

e def
Irp| < ——— =¢1. (9)
" 2(si1115 +1)

Tarkime, kad M > ng. Tuomet i§ (7) lygybés bei (8) ir (9) nelygybiy iSplaukia, kad

N
>
ms
m=M

m=M
eils| (1 1 2e1]s]
< —_—— 21 < 2e1. 10
- (MU N1 17 + 2¢1 pa (10)
I8 teoremos salygy turime, kad |arg s| < 5 — 4. Vadinasi, \arctg§| < 5 —darba ]g] < ctgo.
18 ¢ia randame, kad

\/02+t2—\/ <V1+ctg?s = in 5

nes 0 < 0 < 7 ir todél sind > 0. Taigi, sugrjze prie (10) nelygybés, gauname, kad su visais

M > nyg
1
< 25—:1<,+1> =
sin

Kadangi ng nepriklauso nuo s, tai i§ ¢ia ir iSplaukia teoremos tvirtinimas.

S
g

N
am
Z ms

m=M

3.2 teorema. Je: Dirichlé eiluté konverguoja taske so = oo + itg, tai ji konverguoja ir
visuose taskuose s = o + it, jei o > oy.

Irodymas. Kadangi 0 — gg > 0, tai visada atsiras toks skai¢ius § > 0, kad

arctg

m
a — = < — —.
| arg(s — so)| |53

Todeél teoremos tvirtinimas isplaukia i§ 3.1 teoremos.
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3.2 Dirichleé eilutés konvergavimo sritis

Vienas svarbiausiy funkciniy eiluéiy teorijos uzdaviniy yra nustatyti ju konvergavimo
sritj. Pusplok§tume vadinsime visa s- plokStuma ir tuscia aibe. Siame skyrelyje nurodysime
Dirichlé eilutés konvergavimo sritj. Siam tikslui bus reikalinga Dedekindo teorema.

3.3 teorema. Dirichlé eilutés konvergavimo sritis yra pusplokstume.

Irodymas. Padalykime visas realias o reikdmes j dvi klases A ir A. Tarkime, jog
klasei A" priklauso tos ¢ reik§més, su kuriomis Dirichle eiluté konverguoja, kai o > o,
o klasei A priklauso likusios o reiksmes. Pagal teoremos apie tolygy Dirichlé eilutés
konvergavimo i§vada, kiekvienas klasés A skai¢ius yra mazesnis uz bet kurj klasés A’ skaiciy,
ir kiekvienas realus skai¢ius patenka j viena ir tik vieng i§ aibiy A ir A Taigi turime realiy
skaiciy aibés pjuvj A|A Pagal Dedekindo teorema egzistuoja realus skaicius 00, atliekantis
§i pjuvi. Sis skaitius o yra didziausias klaséje A, arba maZiausias klaséje A'. Aigku, kad
Dirichlé eiluté konverguoja, kai o > gq, ir diverguoja, jei 0 < o¢. Taigi, Dirichlé eilutés
konvergavimo sritis yra pusplokstumé o > og.

Apibrézimas. Skaitius oy yra vadinamas Dirichlé eilutés konvergavimo abscise.

Yra Dirichlé eiludiy, kurios konverguoja su visomis s reikSmémis. Siuo atveju sakome,
jog o9 = —oo. Pasitaiko taip pat eiluciy, kurios diverguoja su visomis s reik§mémis, t.y.
op = +00.

Apie Dirichlé eilutés konvergavima tieséje 0 = o( nieko negalima pasakyti. Ji gali ir
konverguoti, ir diverguoti. Kiekvienu konkreéiu atveju konvergavima tieséje o = o reikia
nagrinéti atskirai.

Tarkime, jog oo yra (5) eilutés konvergavimo absciseé, o f(s) - jos suma. Taikymuose
naudinga zinoti funkcijos f(s) analizines savybes. Papras¢iausias tokio tipo tvirtinimas
yra §i teorema.

3.4 teorema. Funkcija f(s) yra analiziné pusplokstuméje o > oy.

Irodymas. Kiekvienas (5) eilutés narys a,,m~° su visais s yra analiziné funkcija. Be
to, bet kuris tagkas s = o + it, kuriam o > 0g + ¢, su pakankamai mazu skai¢iumi é > 0
tenkina nelygybe

|arg(s — sp)| < g — 4.
Cia sg = oo + it . Pagal prie§ tai nagrinéto skyrelio teorema visi tokie taskai priklauso
eilutés tolygaus konvergavimo sric¢iai. Vadinasi, (5) eiluté konverguoja tolygiai pusploks-
tumeéje o > gg +¢. 13 ¢a ir i§ Zinomos Vejerstraso teoremos apie tolygiai konverguojancios
analiziniy nariy eilutés sumos analiziSkumo, gauname, jog f(s) yra analiziné funkcija pus-
plok§tuméje 0 > o9 + . Kadangi € - bet koks teigiamas skaicius, tai i§ ¢a igplaukia
teoremos tvirtinimas.

Apibrézimas. Sakome, jog (5) Dirichlé eiluté konverguoja absoliuciai, jei konverguoja
eiluté

8

(11)

m=1
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3.5 teorema. Dirichlé eilutés absoliutaus konvergavimo sritis yra pusplokstume.
Irodymas. Jei (11) eiluté konverguoja su kuria nors o reik§me o1, tai ji konverguoja
ir su visomis reikSmémis o > o1, nes ji yra neneigiamuy nariy skaitine eiluté ir
|am|m ™7 < |am|m™ L.
Kaip ir 3.3 teoremos jrodyme, atlike realiy skai¢iy aibés pjuvi, gauname, kad egzistuoja
toks skai¢ius 7, kad (6) eiluté konverguoja, kai o > 7y, ir diverguoja, kai o < 7. Tai
reigkia, kad (5) eiluté konverguoja absoliu¢iai pusplok§tumeéje o > .

Apibrézimas. Skai¢ius oy yra vadinamas Dirichlé eilutés absoliutaus konvergavimo
abscise.

Pastaba. Dirichlé eilutés konvergavimo abscisé o ir absoliutaus konvergavimo abscisé
o gali buti skirtingi skaiciai. Aigku, kad o9 < 7.

Kitas Dirichlé eiluc¢iy savybes galima rasti [5] knygeléje.
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4. Silpnasis maty konvergavimas

Tegul 2 yra bet kokia netus¢ia aibe.

4.1 apibrézimas. Aibés (2 poaibiy sistema F yra vadinama o - kunu (Borelio kunu),
jeigu tenkina salygas:
1° Qe F;
2° Jei A€ F, taiir A°=Q\A € F;
(o.9]
3° Jei seka Aj, Ay, ... € F, tai ju sajunga |J An, € F.

m=1

Sistemoje F galima apibrézti tikimybinj mata.

4.2 apibrézimas. Neneigiama aibés funkcija P, apibrézta sistemoje (2,F) ir tenki-
nanti salygas:
1° ]P’(Q) =1;

(U A) ZP( m), visiems Aj, As,... € F, An(An #0, m #n, yra

vadinama tikimybiniu matu
4.3 apibrézimas. Trejetas (2, F,P) yra vadinamas tikimybine erdve.

4.4 apibrézimas. Funkcija X : @ — R visoms A € B(R), tenkinanti salyga {w €
Q: X(w) € A} € F, yra vadinama atsitiktiniu dydziu, apibréztu tikimybinéje erdvéje
(Q,5,P). Cia B(R) yra erdvés R Borelio aibiy klasé, tai yra aibiy klasé, generuota atviry
intervaly sistemos.

Tegul A yra kuri nors aibiy sistema.

4.5 apibrézimas. Minimalus ¢ - kunas, kuriam priklauso aibiy sistema A, yra vad-
inama o - kunu, generuotu sistemos A. Minimalus suprantamas tokia prasme. Imame
visus ¢ - kunus, kuriems priklauso sistema A ir imame juy sankirtg. Si sankirta vel bus o -
kunas. Tai ir bus minimalus ¢ - kunas, kuriam priklauso sistema A.

Tegul X - bet kokia netuscia aibé.

4.6 apibrézimas. Aibé X yra vadinama metrine erdve, jei yra apibrézta funkcija
p: X x X — R, tenkinanti salygas:

1° p(z,y) 20, plz,y) =0z =1y;

2° p(z,y) = p(y,x), Vz,y€X;

3° plz,y) < pl.2) +p(2,9), Va2 € X.

Funkcija p(z,y) yra vadinama metrika (atstumu). Erdvéje R metrika galime apibrézti
taip:

p(x,y) = |z —yl

Tegul S yra metriné erdvé. P,, n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (S, B(S)).
Sakome, kad P, kai n — oo, silpnai konverguoja j mata P, jeigu kiekvienai f € C(S) yra
teisingas sarysis

/ fap, n—> fap,
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kur C(S) yra realiy, aprézty, tolydziy funkcijy klasé erdvéje S.

Silpnasis maty konvergavimas yra Zymimas P, = P. Pastebime, kad P, negali silpnai
konverguoti j dvi skirtingas ribas (matus). Tarkime, priefingai, P, = P ir P, = Q.
Tai reigkia, kad kiekvienai f € C(S)

/fdanS/fdP,

S

ir

/fdanS/fdQ.

S

Tadiau skaiciy seka [ fdP, gali turéti tik vieng ribg. Todél kiekvienai f € C(S), turime
S

/fdP—/fdQ.
S S

I ¢a isplaukia, jog P = @ (matai sutampa).

4.1 teorema. Tegul P, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (S, B(S)). Tuomet Sie 5
tvirtinimai yra ekvivalentus:

1° P, = P;
2° [ fdP, —— [ fdP visoms apréztoms, realioms, tolygiai tolydzioms funkcijoms f
S n—oo S
erdvéje S,

3° lim sup P,(F) < P(F') visoms uzdaroms aibéms F;

4° nl?n?lo inf P,(G) > P(G) visoms atviroms aibéms G;

5° nl?n?lo P,(A) = P(A) visoms mato P tolydumo aibéms A, t.y. P(0A) = 0, kur 0A
yra aib%;ﬁ kragtas.

Teoremos jrodymas yra duotas [1] monografijoje.

4.2 teorema. Jei P, = P, tai P,h™' = Ph™! kickvienai realiai, maciai funkcijai h,

tenkinanciai sqlyga P(Dy,) = 0.
Cia Dy, yra funkcijos h trukio tasky aibé.
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Tegul P yra tikimybiniy maty Seima erdvéje (.S, B(S)).
Apibrézimas. Seima P yra vadinama reliatyviai kompaktigka, jei kiekvienas elementy
is Seimos P posekis turi savyje silpnai konverguojantj posekj. Tai reiskia, kad, jei {P,} C
P, tai egzistuoja posekis {P,, } ir matas @, apibréztas erdvéje (S,B(S)) (bet nebutinai
priklausantis Seimai P) tokie, kad P,, — Q, Q) =1
1—

Tarkime, jog P, = P, tai tuomet kiekvienas posekis P,, = P. Taigi, {P,} yra
reliatyviai kompaktiska.

Apibrézimas. Tikimybiniy maty Seima P erdvéje (S, B(S5)) yra vadinama suspausta,
jeigu kiekvienam ¢ > 0 egzistuoja kompaktiska aibé K C S, kad visiems matams P € P
galioja nelygybé

P(K)>1—¢.

Tikimybiniy maty Seimos reliatyvus kompaktiskumas ir suspaustumas yra susijusios sa-
vokos. Tai tvirtina Prochorovo teoremos.

4.3 teorema. (Tiesioginé). Jeigu tikimybiniy maty Seima P erdvéje (S,B(S)) yra
suspausta, tai 51 yra ir reliatyviai kompaktiska.

Irodymas. Nagrinésime tik erdve S = R¥. Tegul {P,} yra Seimos P seka. Apibréziame
atitinkamags pasiskirstymo funkcijas

Fuz)=P{y:y <z}, =zecR"

kur
x=(z1,...,2),

y= (Y1, Yr);
xﬁy, xiﬁ?ﬁv Z:].,,k

Pagal Helio teorema: (Tegul {F,,} yra pasiskirstymo funkcijy seka erdvéje R*. Tuomet
egzistuoja posekis {F,,} ir funkcija F, kuri yra tolydi i§ virSaus (k = 1, i§ desinés),
0 < F(z) <1 ir nemaZzéjanti, bet nebutinai F'(z) — 1, z — oo (nebutinai F'(x) yra pa-
siskirstymo funkcija), kad nlimoo F,,(z) = F(x) visuose F'(x) tolydumo taskuose) gauname,

1—

kad seka {F,} turi posekj {F,,}, kuris konverguoja lim F,, (x) = F(x), visuose F(x)
ni1—oo

tolydumo taskuose. Cia F'(x) tolydi i§ virSaus, nemazéjanti, bet nebutinai pasiskirstymo

funkcija.

I8 bendro tikimybiy teorijos kurso Zinoma, kad egzistuoja toks matas u intervale (a, b],
kuris iSsireiskia funkcijos F'(x) reik§miy tiesine kombinacija. Tegul h; = b; — a;, a =
(aty...,ar), b= (b1,...,b;). Tuomet

u(a,b] = Flai+hi,...,ax + hg) — Fai,a2 + ha, ..., ax + hi)—
— F(a1—|—h1,a2,a3+h3,...,ak+hk)—|—...—|—
+ F(al,ag,ag 4+ hs,...,ar + hk) +...+ (*1)kF(6L1, as, ..., ak). (12)

Jei jrodysime, kad ,u(Rk) = 1, tai tuomet i§ (12) i8plauks, kad P,, = pu.
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Tegul € > 0 yra duotas. Tuomet galima rasti erdvés R* kompaktigka aibe K, kad
visiems n; galioty nelygybé

P, (K)>1—¢.
Taip galime padaryti, nes Seima P yra suspausta. Dabar parenkame vektorius a ir b
taip, kad K C (a,b], ir kad visos 2" to intervalo (staciakampio) virsaniy buty funkcijos
F(x) tolydumo tagkai. Taip padaryti galima, nes tik baigtinis arba skaitus (k — 1) -
maciy hiperplokstumy skai¢ius turi teigiama mata. Kadangi pagal apibrézima P, (a,b]
yra funkcijos F,,,(z) skirtumai, kaip ir (12) formuléje, tai turime, kad
Py (a,0] — p(a, b], (13)

nes

Fnl(al—i—hl,ag—i—hg,...,ak—l—hk)—Fnl(al,ag—i—hg,...,ak—i—hk)—...—

—Fy (a1 + hy, ... ap—1 + hg—1,a) + Fy (a1, a2,a3 + hs, ... ap + hg) + ...+

+Fp (a1 + R, .. o+ hy—o, ap—1,ax) + .o+ (=1)FE, (a1, ap)

—>F(al—i—hl,ag—i—hg,...,ak—i—hk)—F(al,ag—i—hg,...,ak—i—hk)—...—

nij—oo

—F(al—l—hl,...,ak_l—{—hk_l,ak)+F(a1,a27a3+h3,...,ak—i—hk)—l—...—|—

+F(ay 4+ h1,... a2+ hgp_o,ap_1,ar) + ...+ (—1)kF(a1, e, AR).
I intervalo (a, b] parinkimo turime, kad
Pp,(a,b] > Py (K)>1—c¢.
I ¢ia ir (13) gauname, kad p(a,b] > 1 —e. Kadangi € > 0 bet koks, tai
PR =1.

Tai reigkia, kad P,, = pu, tai yra, kad Seima P yra reliatyviai kompaktiska. Tolesni 8ios
teoremos jrodymo etapai yra tokie:

1° Atvejis S = R™.

2° Atvejis, kai erdvé S yra o - kompaktigka, tai yra, ji yra skaiti kompaktisky aibiy
sajunga.

3° Bendras atvejis. (R¥ — R® — § — o - kompaktiska — Bendras atvejis)

Musy atveju pakanka Rk, nes topologija erdveéje C" yra tokia pat, kaip ir erdvéje R?".
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4.4 teorema. (Atvirkstiné teorema). Tegul erdvé S yra separabili ir pilna, o tikimybiniy
maty Seima P erdvéje (S, B(S)) yra reliatyviai kompaktiska. Tuomet Seima P yra suspausta.

Irodymas. Tarkime, kad kiekvienas € > 0 ir § > 0 egzistuoja baigtiné ¢ - rutuliy aibé
Al, N ,An, kad

P UAi >1—¢ wvisiems P eP.
i<n
Duotam ¢ > 0 ir bet kuriam k € N parenkame % - rutulius Ay, Ag,, ..., A, taip, kad

visiems P € P buty teisinga nelygybé

P UAkz >1—2ik.

i<ng

Cia % yra rutulio spindulys. Imame aibe

N U A (14)

k>1i<ng

Sios aibés uzdarinys

U 4.

E>14<ng
yra pilnai aprézta aibé, nes ja padengia baigtinis % - rutuliy skai¢ius.
Panaudosime teorema: jei erdvé pilna, o aibé pilnai aprézta, tai jos uzdarinys yra
kompaktigka aibé. IS ¢ia isplaukia, jog aibé

K= U
k>1i<ny

yra kompaktigka erdvéje S. Vertiname

PS\K) = PlS\(YUJ4a|<P[s\OYUa]|<r|J[5 U 4

k>1i<ny k>1i<ng k>1 i<ng

1
S Ps\ U A _522116_5121_6

E>1 i<ng E>1 T2

IN
[N}

visiems P i§ P. I8 ¢ia gauname, kad P(K) > 1 — ¢ visiems P i§ P, tai yra, Seima P yra
suspausta.

Parodysime, kad, jei prielaida apie rutuliy egzistavima negalioja, tai Seima P negali
buti reliatyviai kompaktiska. Tarkime, kad egzistuoja € > 0 ir § > 0, kad kiekvieno ¢ -
rutuliy aibé Aj,..., A, tenkina salyga

P UA, Sl—E

i<n
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kuriam nors P € P. Kadangi erdvé S yra separabili, tai ji yra atviry § - rutuliy Ay, As, ...
sajunga. Tegul B, = |J A;. Mata P, € P parenkame taip, kad galioty nelygybé:
i<n

Py(B,) <1—c¢. (15)

Tegul {P,,} € P toks, kad P,, = Q. Kadangi aibé B,, yra atvira (kaip baigtiné atviry
rutuliy sajunga), tai pagal 4.1 teoremos (4°) turime, kad kiekvienam m € N

Q(By,) < liminf Py, (Bm). (16)

n1—00

Taciau pakankamai dideliems ny, galioja sarysis By, C By, . I8 ¢iair (16) nelygybeés turime,
kad

Q(By,) < liminf Py, (By,) <1 —e.

ni—o00

Taciau taip negali buti, nes B,, yra didéjanti seka j erdve S, o Q(S) = 1. Priestaravimas
rodo, jog prielaida klaidinga. Teorema jrodyta.

5. Prochorovo teorijos panaudojimas

Pirmiausia jrodysime, kad tikimybiniy maty Seima {Pr : T' > 0} yra
Pr(A) = vr((¢(or +it, F), .o plor +it, F)) € A), A€ B(C),

kai z'I<nji£r o; > &, yra reliatyviai kompaktiska.

5.1 lema. Tikimybiniy maty Seima {Pp : T > 0} yra reliatyviai kompaktiska.
Irodymas. Kiekvienam j = 1,...,r apibréziame tikimybinj mata

P; (A) = VT(QD(O']‘ + it Fj) €A, Acec B(CT)

Pagal 2.1 teoremg tikimybinis matas Pjr, kai T" — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio
elemento

o ¢j(mw(m)
‘ N\ Glmw(m)
QO(O-Java])_ Z moi
m=1
skirstinj, 7 = 1,...,r. I8 ¢ia i8plaukia, kad tikimybiniy maty Seima {P;r} yra reliatyviai
kompaktiska, j = 1,...,r. Tac¢iau erdvé C yra pilna separabili metriné erdvé. Todél i$ ¢ia
ir 4.4 teoremos gauname, kad Seima { Pj7} yra suspausta, j = 1,...,r. Tegul € yra bet koks

teigiamas skai¢ius. Tuomet pagal suspaustumo apibrézima egzistuoja tokia kompaktiska
aibé K; C C, kad visiems T' > 0 galioja nelygybe

PjT(Cj\Kj)<§, j=1,...r (17)
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Kurioje nors tikimybinéje erdvéje (2, F, P) apibréziame atsitiktinj dydj 0, turintj skirstinj

1

P(nr € A) I,(t)dt, A€ B(R).

D\’ﬂ

Cia I4 yra aibes A indikatorius, t.y.
1,jei teA,
La(t) =4 7"
0,jei t¢ A.

Naudodami atsitiktinj dydj 67, apibréziame C - reiksmius atsitiktinius elementus ¢;r(o;)
formule

oir(oj) =¢(o;+i0r), j=1,...,r

ir tegul
SOT(O-D s 7JT) = ((101T(0-1)7 R QDTT(O-T)%
min > g
oi > —.
1<j<r 7702
Tuomet ¢r(01,...,0.) yra C" - reikfmis atsitiktinis elementas, apibréztas tikimybinéje

erdvéje (Q,F, P). Be to, is (17) nelygybés ir atsitiktinio dydzio 67 apibrézimo turime, kad
€ .
]P((pjT(O'J'> E(Cj\Kj) < ;, j=1...,r (18)

Dabar tegul K = K; x ... x K,. Kadangi aibés K1, ..., K, yra kompaktiskos erdveje C,
tai aibé K yra kompaktiska erdvéje C". Be to, i§ (18) nelygybés gauname, kad visiems
T > 0 galioja

Pr(C"\ K) P(pr(o1,...,0.) € C"\ K) = U oir(oj) € C;\ K;)

r

< ) P(pjr(o;) € Cj\ Kj) <«

=1

Pastaroji nelygybeé reiskia, kad tikimybiniy maty Seima {Pp : T' > 0} yra suspausta. Taigi,
pagal 4.3 teorema Jl yra reliatyviai kompaktiska. Lema jirodyta.

Dabar tegul 0 > 2', ir apibréziame 6; = %J — 0 <0, j=1,...,r. Be to, tegul
uj, j=1,...,r, yra bet kokie kompleksiniai ska1c1a1 ir, kai o > max 0j, apibréziame
<j<r

T
= Z ujp(s + oj, Fy)
j=1
ir
T
w) = Zujw(s +0j,w, F).
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Simboliu 2> Zymeésime konvergavima pagal pasiskirstyma.

5.2 lema. Tarkime, kad 0 > max ;. Tuomet
1<j<r

§(o +ibr) T%o E(o,w).

rodymas. Tegul ¢ > max 6, + 2. Tuomet o +0,; > max (% —¢.)+0,+3 > % 41
brody & 1<<r 72 3> (3 o)t ta > g

Taciau funkcija (s, F}), kai o > %J + %, yra uzraSoma absoliuciai konverguojancia Dirichlé
eilute

o(s, Fy) = Z g(m)’ J=1,...,r

mS
m=1
Vadinasi, kai ¢ > max 0j+ 2,
1<5<r
o T o
¢ 1 cj(m) b
s i ( _ us _ m
9 / - ms ¥l 0/ - PR
95 m=1 j=1 m-J m=1
kur
b _ C] (m)
m — J o
]:1 moJ

Pastaroji lygybeé rodo, jog srityje o > max oj + % funkcija £(s) yra uzrasoma absoliu¢iai
<j<r

konverguojancia Dirichlé eilute. Kadangi srityje o > % funkcija ¢(s, Fj) yra baigtinés
eilés ir galioja jvertis [3]

T
/‘gp (o +it, F})
0

tai pakartoje 2.1 teoremos jrodymg, gauname, kad srityje o > max 0j matas,
<j<r

2
dt=0(T), T—oo, j=1,...,1

vr(&(o+it) € A), Ae B(C),

kai T' — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento

Z ZUJZ Cj . ZUJQDO'_'_U;?W?F):g(U?w)
m=1

mlm

Kv

pasiskirstyma. Pastarasis tvirtinimas yra ekvivalentus lemos tvirtinimui, t.y. turime, kad

§(U+19T) 2, f(o w).
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6. Pagrindiné teorema

Siame skyrelyje pateiksime pagrindinj darbo rezultatg.

6.1 teorema. Tarkime, jog 11§le<1 oj > 5. Tuomet tikimybinis matas Pr, kai T — oo,
<j<r
silpnai konverguoja § matq P,.

Sis rezultatas rodo tam tikra dzeta funkcijy ¢(s, F1), ..., o(s, F}) asimptotinio elgesio
reguliaruma.

Irodymas. Pagal 5.1 lema, tikimybiniy maty Seima {Pr : T" > 0} yra reliatyviai
kompaktiska. Todél egzistuoja toks posekis {Pr } C {Pr}, kad Pp, kai k — oo, silpnai
konverguoja j kurj nors matg P erdvéje (C", B(C")). Vadinasi, egzistuoja toks C" - reiksmis
atsitiktinis elementas, tarkime,

@ = ()27(0—17 ] UT) = (()51(0—1)7 R 7957'(0-7"))7
apibréztas kurioje nors tikimybinéje erdveéje ir turintis pasiskirstyma P. Iz Cia, prisimine
atsitiktinio elemento ¢ apibrézima, turime, kad

D .

k—oo

Funkecijg u : C" — C apibréziame formule

T
w(z1y ...y 2r) :Zujzj, zeC, j=1,...,n
j=1
Kadangi funkcija u yra tiesiné, ji yra tolydi. Tegul o; = o + a;- suo > max 0jir 0;- > %J
<j<r
Tuomet turime, kad o; > %] 5 (19), funkcijos u tolydumo ir 4.2 teoremos gauname, kad

ulpr,) —-u(@).

k—o0

T
u(pr,) = Z ujpir, (0 + 0j, Fy).
j=1

I8 ¢a ir funkcijos &(s) apibrézimo isplaukia, jog
. D .
§(o +ifn,) —u(@). (20)
k—o0
Taciau pagal 5.2 lema
(o +ibr,) = E(o,w).
k—oo
Todél i (20) sarysio gauname, kad
D .
§(o,w) = u(p). (21)
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CiaXx 2y reiskia, jog atsitiktiniai elementai X ir Y turi ta patj skirstinj. Dabar (21)

sarySyje imame o = 0. Tai yra galima, kadangi 6; < 0, j=1,...,r, ir max o; < 0.
<j<r

Kadangi
r
E(o,w) = Z ujp(o + U;, F;)
j=1
ir
-
u(@) =D uidilo+0y),
j=1
tai su 0 = 0 gauname, kad
r r
> (o) F) 2 (o) (22)
j=1 J=1

bet kokiems kompleksiniams skai¢iams w;, j = 1,...,7. Yra zinoma [1], kad erdveés
R*" daliy Seima, generuota visy hiperplokstumy, sudaro matus apibréziancia klase. IS cia
isplaukia, jog §i Seima taip pat sudaro apibréziancia klase ir erdvéje C'. Si pastaba kartu su
(22) sarysiu parodo, kad C" - reikSmiai atsitiktiniai elementai (p(o7, F1), ..., @(0,, F})) ir
(1(0}),...,¢r(0.)) turi ta patj pasiskirstyma. Pagal apibrézima, O';- >5, j=1,...,r
Taigi, turime, kad

19

Vadinasi, pagal (19)

D
Pr, — ¢
k—o0
arba, kitais ZodZiais tariant, tikimybinis matas Pr,, kai & — oo, silpnai konverguoja j
atsitiktinio elemento ¢ skirstinj. Kadangi tikimybiniy maty Seima {Pr} yra reliatyviai
kompaktigka ir atsitiktinis elementas ¢ nepriklauso nuo posekio parinkimo, tai turime, kad
matas Pr, kai T" — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento ¢ skirstinj. Teorema
pilnai jrodyta.
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Isvados

Tegul

yra svorio k normuoty tikriniy paraboliniy formy rinkinys, o

o ¢j(m)
@(&E)ZZ 2 ) jzl,...,T’,

mS

m=1

yra atitinkamy dzeta funkcijy rinkinys. Magistro darbe nustatyta, kad dzeta funkcijos
o(s, F1),...,¢(s, F,) turi jungtinj ribinj pasiskirstyma kompleksinéje plokstumoje. Tai
reigkia, kad tikimybinis matas

1
Tmeas{t € 10,77 : (p(o1 +it, F1),...,p(0r +it, F.)) € A}, A e B(C"),

kai lr<rli£1 oj > 5 ir T — oo, silpnai konverguoja j kurj nors tikimybinj mata erdvéje
<jsr

(C", B(C")). Cia meas{A} yra macios aibés A C R Lebego matas, C yra kompleksiné
plokstuma, C" = C x ... x C, o B(C") yra erdves C" Borelio aibiy klasé.
————

M
Galima nurodyti ir ribinio mato pavidala. Jis yra atsitiktinio elemento

<H <1—W>_1 <1—W>_1,..., H(l—OW)_I <1‘W>_1>

p p

skirstinys. Cia aj(p)+Bi(p) =cj(p), j=1,...,7, o w(p) kiekvienam pirminiam p yra
toro

H'Ypa
p

kur v, = {s € C: |s| = 1} visiems p, elemento w projekcija j koordinating erdve ~,.
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Summary

A joint limit theorem for zeta functions of cusp forms

Let

be a collection of normalized eigenforms of weight &, and

- ci(m)
@(S7E7)ZZ ] ) j:]‘?"'?r?

mS

m=1

be a collection of corresponding zeta - functions. We prove a joint limit theorem for the

functions (s, F1),..., (s, Fy) on the complex plane. Denote by meas{A} the Lebesgue

measure of a measurable set A C R, let C be the complex plane, C" = C x ... x C, and let
—_———

B(C") stand for the class of Borel sets of the space C". Then we prove that the probability

measure, for min o; > 3,
1<j<r

1
Tmeas{t € 10,77 : (p(o1 +it, F1),...,p(0r +it, F)) € A}, A e B(C"),
converges weakly to some probability measure on (C", B(C")) as T — oc.

Also, we indicate the explicit form of the limit measure in the above theorem. It
coincides with the distribution of the random element

(H (1—W)1 (1—W>1,.._, H(l_o@@)l <1_W>1>.

p p

Here oj(p) + Bi(p) = cj(p), j=1,...,7, and w(p), for each prime p, is the projection
of an element w of the torus

H'Ypa
P

where 7, = {s € C : |s| = 1} for all primes p.
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