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1 Ivadas

Magistro darbe yra nagrinéjamos sumos, j kurias jeina aritmetiné funkcija

o.(m) = Z d".

dlm
Si funkcija daznai yra vadinama apibendrintaja dalikliy funkcija.

Skai¢iuojant Rymano dzeta funkcijas ((s), s = o + it, kvadrato vidurkj

t
1 .
/\C(§+6—|—zt) * dt
0
su mazu teigiamu skai¢iumi o, reikia turéti sumos

Do(x,8) = > 6_s(m)

m<x

asimtotine formule, kai * — oco. Aritmetiné funkcija o,(m) yra klasikine,
todeél jos vidurkius nagrinéjo daugelis autoriy. Jvairus vidurkio pobudZzio
rezultatai funkcijai o,(m) yra gauti [4] straipsnyje, kuriame naudojami meto-
dai yra labai sudétingi.

Tegul ¢ > 0, 0 < § < 3, o I'(s) yra Oilerio gama funkcija. Darbe yra

nagrinéjamas Ryso vidurkis

Dy 1 (x,) = ﬁ S (@ — m) T _s(m).

m<x
Minétame [4] straipsnyje buvo nagrinétas tik sveikojo ¢ atvejis. Rezultaty
formulavinui yra reikalingos Beselio funkcijos J,(2), I,(s), T.J,(2,0), T1,(z,9).

Tegul

1 z

A(z,0) = %(g)_”_(s(fu—a(Z) +J-5(2)) = 5 ()7 u(z,0) =T Ju(2,0)).

Beselio funkcijy apibrézimai bus pateikti 6 skyrelyje.



Pagrindinis darbo rezultatas yra §i teorema.

9.1 teorema. Tegul z > 0 néra sveikasis skai¢ius, o ¢ > % + 0. Tuomet

yra teisinga tapatybe

129 29¢(1+6) 29791 —6)I(1—9)
_§C(5)F(q) * I'(1+40) T(1+q—9)
$q(2ﬂ.)1+6 >

" as(m)A(4ny/mz, ).

sin(;) —

Dq—l(xa 5) =

Sios teromos jrodymui yra naudojamas modifikuotas A. L. Diksono (Dixon)

ir W. L. Ferario (Ferrar) metodas [1].



2 Funkcija o,(m)

Siame skyriuje prisiminsime funkcijos o,(m) savybes.

2.1 apibrézimas. Funkcija, kurios apibrézimo sritis yra visy sveikyjy
teigiamy skai¢iy aibé N = {1,2,3,...} yra vadinama aritmetine funkcija.

Simboliu (m,n) zymésime bendrajj didziausiajj skaic¢iy m ir n daliklj.

2.2 apibrézimas. Aritmetiné funkcija g(m) yra vadinama multiplikatyviaja,
jeigu:

19 g(1) =1,

20 g(m-n) = g(m) - g(n) visiems m,n € N, (m,n) = 1.

Pavyzdziui, funkcija g(m) = m?® yra multiplikatyvioji. Tegul a yra bet

koks kompleksinis skaic¢ius. Tuomet
oa(m) => " d"
dlm
Jei a =0, tai

oo(m) = Z 1

dm

yra skaic¢iaus m dalikliy skaicius. Jei a = 1, tai

oi(m)=> d
dlm

yra skaic¢iaus m dalikliy suma.

2.3 teorema. Funkcija o,(m) yra multiplikatyvi.

[rodymas. I8 apibrézimo aisku, kad o,(1) = 1. Tegul (m,n) = 1. Tuomet
kiekvienas sandaugos m - n daliklis d turi pavidalg d = d; - ds. Cia d; yra

skai¢iaus m, o ds skaiciaus n daliklis. Todél

ga(m-n) =Y "d*=> (di-d)* =) d}» d§=04(m)-0u(n).

dm-n dlmn di|m da|n

Multiplikatyvios funkcijos yra pilnai nusakomos jy reik§mémis pirminiy skaiciy

4



laipsniuose. Tegul p® || m Zymi, kad p | m, taciau p** f,,. Cia p yra pirminis
skaicius.
2.4 teorema. Visiems m € N teisinga lygybeé
(a+1)a _ 1
To(m) = P -

pr—1

p|lm

[rodymas. I8 funkeijos o,(m) multiplikatyvumo turime, kad

04(m) = H aq(p”). (2.1)

p*|lm

Taciau

p(a+1)a -1

o.(p*) = L4+ pt4p* 4. =p¥ = (2.2)

pr—1
Cia mes pasinaudojome geometrinés progresijos sumos formule. I3 (2.1) ir

(2.2) isplaukia teoremos tvirtinimas.
Pavyzdziui,
20 -1 3%9—1

03(18) = 03(2)03(3?) = 1 P 1 (2°+1)(3°+3*+1) =9-37 = 333.




3 Dirichle eilutes

Tegul s = o+it yra kompleksinis kintamasis, o {a,, }- kompleksiniy skai¢iy
seka. Eilute

[e.9]

> (3.1)

m=1

yra vadinama Dirichlé eilute. Dirichlé eilutés knvergavimo sritis yra pus-

plokstumeé. Egzistuoja toks skic¢ius oy, kad visiems s, kuriems o > oy, (3.1)
eiluté konverguoja, o visiems s, kuriems o < o¢ (3.1) eiluté diverguoja.

Skaicius og yra vadinamas Dirichlé eilutés konvergavimo abscise. Jis gali
buti lygus ir +o00, ir —oo. Pirmuoju atveju eiluté visiems s diverguoja, o
antruoju - visiems s konverguoja.

Sakome, jog (3.1) eiluté konverguoja absoliuciai, jeigu konverguoja eiluté

mo
m=1
(3.1) eilutés absoliutaus konvergavimo sritis yra taip pat pusplokstumeé. Egzis-

tuoja toks skiacius o,, vadinamas (3.1) eilutés absoliutaus konvergavimo ab-
scise, kad srityje ¢ > g,, (3.1) eiluté konverguoja absoliu¢iai. Sie ir kit
tvirtinimai apie Dirichlé eilutes yra jrodyti [3] knygeléje.

Pagrindinés teoremos jrodymui mums bus reikalingas tvirtinimas apie

Dirichlé eilutés koeficienty israiska jos suma.

3.1 lema. Tegul ¢ > 0 ir g > 0, o eilute

Als) =y =,
m=1

kai ¢ = ¢, konverguoja absoliuc¢iai. Tuomet visiems = > 1, x € N, teisinga

lygybe
c+1i00

1 g 1 A(s)T(s)xsTe .
F(g+1)7§am($_n) 2mi I(s+q+1)

c—100

Lema yra vienas i§ Perono formulés varianty.



4 Oilerio gama funkcija

Tegul 0 > 0. Tuomet Oilerio gama funkcija I'(s) yra apibréziama integralu

oo
[(s) = /e””:r:31dx.
0
Is 8io apibrézimo turime, jog funkcija I'(s) yrta analiziné pusplokstuméje
o> 0.

Funkcija I'(s) yra meromorfiskai pratesiama j visa s-plokStuma. Yra

teisingas toks tvirtinimas.

4.1 teorema. Funkcija I'(s) yra analiziné visoje s-plokstumoje, isskyrus
tskus s = —m, m € Ny, Ng = {0,1,2,...}. Tie taskai yra funkcijos I'(s)

paprasti poliai su reziduumais, lygiais

(-1

m)

Prisimename, jog funkcija, analiziné bet kurioje baigtinéje s-plokstumos

srityje, yra vadinama sveikaja funkcija.

4.2 teorema. Funkcija yra sveikoji funkcija.

1
I(s)
Funkcijai I'(s) yra teisinga visa aibé formuliy.

4.3 teorema. (Funkciné lygtis). Su visais s teisinga lygybeé
[(s+1)=sI(s).

4.4 teorema. (Papildymo formulé). Tegul s néra sveikasis skaicius.

Tuomet
T

Ls)'(1—s) =

sinms’

4.5 teorema. Su visais s teisinga formulé

['(s)[(s + %) = 2/T27%T(2s).



Taikymuose daznai reikia zinoti funkcijos I'(s) elgesi, kai | s |— oo. Tokia

informacija teikia Stirlingo formule.

4.6 teorema. (Stirlingo formulé). Tarkime, jog 6 > 0 ir
—nm40 <args <m—96.

Tuomet
1 1
logT'(s) = (s — 5) logs — s+ log V21 + O(ﬁ)
s

Cia imama pagrindiné logaritmo reikSme, o konstanta priklauso tik nuo 9.
I8 Stirlingo formulés (4.6 teorema) iSplaukia tokia formulé.

4.7 teorema. Tegul | t |— oo. Tuomet tolygiai pagal o kiekviename

baigtiniame intervale

| (o +it) |= e~ | £ 773 /a(1 + o(1)).

Visus paminéty tvirtinimy apie funkcija I'(s) jrodymus galima rasti [8]

knygoje.



5 Rymano dzeta funkcija

Rymano dzeta funkcija ((s), s = o + it, pusplok§tuméje o > 1 yra

apibréziama Dirichleé eilute

)=

ms’
m=1

Funkcija ((s) yra analiziskai pratesiama j visa s-plokstuma, isskyrus taska
s = 1, kuris yra jos paprastasis polius su rezidiumu, lygiu 1.

5.1 teorema. [7]. Funkcija ((s) tenkina lygtj

1-s 1 —s

TE(G)G(s) = 7 T I

)G(1 —s).

Si@ funkcine lygtj galima uzrasyti kitokiu pavidalu. Tegul

(2m)°

*s) = 2I'(s) cos 5

Tuomet

((s) = X(s)¢(1 = 5).

Funkecija ((s) yra aproksimuojama baigtine suma. Yra teisingas toks tvir-

tinimas.
5.2 teorema. [7]. Tegul 0 < 0p <o < 2ir z > @ Tuomet
1 xl—s Y
C(s):Z—+ +O0(z77).

ms  s—1
m<x

Konstanta simbolyje O priklauso tik nuo oy.
Atskiru atveju, kai ¢ = 0 turésime tokj jvertj.

5.3 teorema. Tegul 0 < 0y < 0 < 2. Tuomet visiems y > 1



Mums bus reikalinga sandaugos ((s)((s — a) iraiska.

5.4 teorema.|[7]. Tegul ¢ > maxz(1, Rea + 1). Tuomet

a(m)

C(s)C(s —a) = 3 2

ms
=1

Visos 8io skyrelio formulés yra jrodytos [?] monografijosje.

Dabar gausime funkcijos o_s(m) asimtotine formule.

5.5 teorema. Tegul x > 1 ir § > 0. Tuomet

[N

=0 — 1
Z o_s(m) = z7¢=9) +2¢(1+9)+ O(z272).

I

m<x

Irodymas. I8 funkcijos o_s(m) apibrézimo turime, kad

ZO'_(;(’ITL) = Z Zm_‘sz Z Z m™° (5.1)

m<a mn<z n<yEm<\/z

+ > w1+ Y Y i E s st

m<y/z Vz<n<z/m n<yz Jz<m<z/m

Tegul [u] yra skaic¢iaus u sveikoji dalis. Tuomet turime, kad

Sl = [\/5] Z m_5
m<+/x

r

So= > m([]-Val).

m
m<\/x

Vadinasi is 5.3 teoremos gauname, kad
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Sit5 = Ymt=e Y qn B Y mt (62)

m<yE m<VE m</E
e
= :17(((1 +0) — % + B:U_%_%)#—Bx%_g.

Kadangi su kuria nors teigiama konstanta A

xl—é
dom =1t A0,

m<x

tai vel i§ 5.3 teoremos randame, kad

Sy = 2:((5)1_5 ! —(\/5)176#—1—3:6’57154—81"%)

n 1—9 1-9
n<yz
1-46 1-2 L
= f_6§(1—5)+x5 + Bri s,

I ¢ia ir (5.1), (5.2) gauname teoremos tvitinima.

Svarby vaidmenj funkcijos ((s) teorijoje vaidina Sios funkcijos jverciai, kai
| t |— co. Zinoma Lindeliofo (Lindeldf) hipotezé tvirtina, kad su kiekvienu
e>0

(G +in=0(tF),

| t |> to > 0. Mes naudosimes tokiais zinomais jverciais.

5.6 teorema.|7|. Tegul | ¢ |> ¢ty > 0. Tuomet

O(| t 2" log | ¢ ), kai—b<o <0,
Clo+it)=cO0(t|zlog|t]), kai 0<o<1,
O(log | t ), kai o > 1.
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6 Beselio funkcijos

Beselio funkcijos J, (2), I, (2), K, (z) yra apibréziamos tokiomis formulémis

m( )2m

ZFm—I—l I'(m+v+1)

m=0

(2)2m

1/ 2
ZFm+1Fm+u+1)

m=

o

KZ,(Z) _ EI,V(Z) B Iv(’Z)‘

2 sin v

Magistro darbe mes naudosime dar tokias funkcijas, susijusias su Beselio

funkcijomis:
7 2 - 1-)m(5)*"
mX:%F m+1+5)F(m+y+1)
+I (Z 5):(E>u§: (%)2m
e 20 = T(m+1+6l(m+v+1)
M) = () ums2) + dus(2) = 2 (2) U Llz0) = ulz.0)).

Cia indeksas v gali buti bet koks kompleksinis skai¢ius.

Dar apibrésime Beselio funkcija Y;,(2) :

1,0J,(2) aJ_(2)

Y(2) = — (5= = ()" =" ) e -

Beselio funkcijoms galioja tokie jverciai.

6.1 teorema. Tegul z — oco. Tuomet




J_u(z) = Cf/(zu) cos(z + % — %) +0O(z72)
Y, (2) = Cs3(v) sin(z — o Z) +0(z7%).

NG 2 4

Cia Cy(v), Cy(v) ir Cs(v) yra funkeijos, apibréztos visoms z ir v reikiméms, o

konstantos simbolyje O nepriklauso nuo v bet kurioje baigrtinéje v-plokstumos

srityje.

6.2 teorema. Teisingos lygybes

Jy(2) = Joa(z) = 5(

Beselio funkcijy teorija yra placiai isdéstyta [8] monografijoje.
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7 Atvejis q>3-0

Siame skyrelyje jrodysime pagrindine teorema, kai ¢ > 3 — 4. Irodyma

pradésime tokia lema. Tegul

:L.erCI*l

fa(s) = ,
o) L(s+0)(s+q) cos%cos@

5<c<%ir

—c+ico
1
= — . 1
Jq 27T'l / fq(s)ds (7 )

7.1 lema.Tarkime, jog ¢ > 3 — ¢ ir > 0. Tuomet

2 q
0,2V, 6).
WSIDT

Jg =

Jrodymas. Kadangi cos %> = 0, kai z = 2k + 1, k € Ny, ir

5

kai s =2k 41— 9, | € Ny, tai funkcija f,(s) turi paprastus polius taskuose

s=2k+1, keNy
ir

s=2+1-6, €N,
Tegul L1 ={s €D :0=—¢|t|<R}ir Ly={s € D:s=—c+ Re",|
¢ |< 5} Kadangi

61’3 + 671'5
COS S = T,

14



tai i§ 4.7 teoremos isplaukia, kad

lim L/fq(s)als = 0.

R—o0 271
Lo
Todél
1 —c+100
5 / fq(s)ds = — / fq(s)ds
—c—i00 LiULs

Tegul z = s — (2k + 1) — 0. Tada pastebime, jog

s 2k+1)m 7z Tz

cos = = cos(~———— + =) = (1)*'sin -5 = (=1 11+ o(1)),

2 2
ir panasiai, kaiw =s— (21 + 1 —9) — 0, tada

003@ - (—1)’@*1%(1 +o(1)).

Todeél, pritaike reziduumy teorema, is (7.1) gauname, kad

J, = — Z Ress—opt1fq(s) — Z Ress=zi+1-o(5)
k=0 k=0

P2 N p2hta
= —(-1) ;Zp(zk+1+5)F(2k+ +1) (2k+1+46)m
k=0 q CoS
NEESS
7 £ D(2k + )0 (2k + g + 1 — 8) cos 241=27
Taciau
CcoS w — (_1)k—1 Sin2ﬂ-5
r
CcOoS 71'(2k+1—(5) — (_1)k31n27T(;

I3 ¢ia ir (7.2) turime, kad
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2 0 x2k+§

J, = —
I wsin P = T2k + 1+ 0)0(2k + ¢+ 1)
9 ) e x2k+q—6
= sin — . 7.3
TR ;F(2k+1)1“(2k+q+1—6) (7.3)

Taciau i§ Beselio funkcijy J,(2), I,(2) ir jy modifikicijy *J,(2), T 1,(z) apibrézimy

matome, kad

(\/E)4k—25 _1 s
2 T(2k+1+0)(2k+q—0) 5 (V) T (s (2v/) + 1y5(2V/2))

oo

k=0

1r

,; L(2k +1 Jf\(S/)_lz(Zk+q+ 5y = VB (V) + 1(2v).

I8 ¢a ir (7.3) isplaukia lemos tvirtinimas.

7.2 lema. Tarkime, kad ¢ > 3 — . Tuomet yra teisingas 9.1 teoremos

tvirtinimas.

Irodymas. Remdamiesi 5.4 ir 4.8 teoremomis, galime parasyti, kad visiems
c>1

Dy +(,6) = % C(s)((s ?23_(2)):[“(1 ds' (7.4)

c—100

Tegul § < b < % Tuomet is 4.7 teoremos isSplaukia jvertis

L(s)I ' (s+q)=B|t] " (7.5)

kuris yra teisingas pakankamai dideliems | ¢ | juostoje —b < o < c¢. lvertis

(7.5) kartu su 5.6 teorema leidzia jvertinti pointegraline funkcija i$ (7.4) for-
mulés integrale gauname, kad su bet kuriuo € > 0 pakankamai dideliems | ¢ |

juostoje b < o < ¢ yra teisingas jvertis

16



(()C(s + )T ()arot
I'(s+q)

O t]779). (7.6)

Kadangi funkcija ((s) taske s = ¢ turi poliy, o funkcija 0(s) taske s = 0 turi

poliy, tai minéta funkcija taskuose s = 0, s = 1 ir s = 1 — § turi polius.

Todél, pritaike reziduumy teorema, galime parasyti, kad

(), a%(148) | a1 5)P(1— )

Dyal.0) = =50 T Ta <0 Titq—a) 7
—b+ioco
( )Is-i-q 1
—b/zoo C (S * q) Tera

Is 5.1 teoremos iSplaukia, kai

~ (2n) B B
((s) = qu —5) = X(s)¢(1 - ).
Tai kartu su 5.4 teorema, kai ¢ = —b, duoda formule
4
((5)G(s +8) = — LTV gD Z .

AT(s)T (8—1—5 cos B2

I3 ¢ia, (7.6) ir 7.1 lemos gauname lemos tvirtinima.
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8 Atvejis q>% +0

Pradésime nuo funkcijos \,(z,0) asimtotikos.

8.1 lema. Tegul z — oco. Tuomet

M(2,8) = 205 Sin%s(Al(q, 5) cos(z — @ -5
+45(q, 0) cos(z + @ = g) + As(q, ) sin(z — @ _ %

) )
—|—Bz_q_5_% sin % + Bz"%*sin %

Cia dydziai Ai(q,0), j = 1,2,3, yra apibrézti visiems z ir ¢, o konstanta,
jeinanti j O nepriklauso nuo ¢ bet kurioje baigtinéje ¢-plokstumos dalyje.

Irodymas. Tegul n yra didelis sveikas teigiamas skaiCius ir

—n+%+ioo

def 1 (2/2)%ds
27i I'(s+140)'(s+q+1)sinmssinm(s + 9)

—n—i—%—ioo

I funkcijy I'(s) ir sin s savybiy turime, kad pointegraliné funkcija turi polius

taskuose
s =k, k=0,1,2, ...,
s=k—0,k=0,1,2,...,
k=1,2,...n—1,jet q € Z,
s = —k,
k=1,2,....q,jei q € Z.

I8 cia, reziduumy teoremos ir 4.7 teoremos turime, kad

1) = mims((z) L (20) = (5) 7 Lyes(2)
(2/2)" %
+ZF (—k+1+90)I(— k+q+1)>' (8.1)

I$ kitos puseés, tiesiogiai i§ I,(z) apibrézimo, kai z — oo, gauname jvertj

18



I(z) = Bz~

I$ ¢ia, (8.1) ir 4.4 teoremos randame, kad

2\ _q N N - Sin 78 o (2/2)"26 (= 1)*T(k — 6)

+Bz " sin 6. (8.2)

Jei ¢ yra sveikas teigiamas skaicius, tai (8.2) formulé yra tiksli

00 2)2k 2q > 7q75[
E:Fk+1 —q+1+®_%? a-o(2)

k=q
; q—1 ~/9)2k
:(5)_(1_6]—%-5(2) (2) - 51 QqZF k+1 /2—)(]4—1—5).
Atskiru atveju, jei ¢ = 1, tai
)7+ 00 = G hoale) = ()7 ele) — hosl) ~ ()
_ %Sin ROKy 5(2)(5)
Z,_9 1
_<§) NG} (8.3)

Toliau nagrinésime integrala

—n+%+ioo

I Y L / (2/2)*2ds
 2mi ['(s+d0)'(q+ s)sin(m + s)sinwssinm(s +0)

fnJr%fioo

I$ pradziy tegul skai¢iai ¢ ir ¢ — 0 néra sveiki. Tuomet integralas J(s) yra

lygus pointegralinés funkcijos reziduumy taskuose
s=k, k=12 ..
s=k—9, k=1,2,...,

19



s=k—q, k=1,2,...,
s=—k, k=0,1,...n—1

sumai. Todél analogiskai integralo I(z) atveju randame, kad

1 z 1 e
7rsm7rqsm7r5(2) T Jo(z0) + msinmdsinm(q — 9) (1) Ja-s(2)
1 z
_ “\—q—06
wsinmgsinm(qg — 0) (2> J-q-5(2)
n—1 _
L
7 8in 7é sin g — [(—k+ 0T (—=k+q)
Is ¢ia isplaukia, kad
CRESACH BC VNS
_ sinmg 2\ g s o sinmd oz
(Sim(q ) 1)(2) Ja-a(2) sinm(g — 0) <2> Tq-5(2)
sm ) (2/2)7%T(k —6) Bsinnd | sinnq |
. 4
m kZ (—k+q+1) ~2n+2 (8.4)

Aigku, jog (8.4) formulé lieka teisinga ir kai ¢ yra sveikas skaicius. Tuomet
néra lickamojo nario.

Jeigu ¢ — § yra sveikas skai¢ius, tai, naudodami Beselio funkcijos Y;,(z)
apibrézima, (8.4) lygybe galime uzrasyti taip:

£0) = (5)7 0 pes(2)

cos 8 — 1)Jy-5(2) + (5) 7Y, 5(2)

+sm776 " (2/2)"%*T(k —6) Bsinné |sinmq |

— 2n+2
m = D(-k+q+1) z

(
~

(8.5)

Pasinaudoje 6.1 teoremos jver¢iu, i§ (8.5) ir (8.2) gauname lemos tvirtinima.

8.2 lema. Tarkime, kad ¢ > % + 0. Tuomet yra teisingas 9.1 teoremos

tvirtinimas.
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Irodymas. Kai ¢ > % + 0, i8 8.1 lemos turime, kad eiluté, jeinanti j
D,—1(z,0) iSraiska 9.1 teoremoje, konverguoja absoliudiai ir tolygiai atzvilgiu
x kiekviename uzdarame intervale, kuriam nepriklauso 0. Be to, fiksuotam x
konvergavimas yra tolygus ¢ atzvilgiu, kai Req > %+5 +¢ su kiekvienu € > 0.
Todeél 9.1 teoremos lygybés abi puseés yra analizinés funkcijos pusplokstumeéje

3

Req > 4 + 0. Taigi, lemos tvirtinimas iSplaukia i§ 7.2 lemos ir analizinio

pratesimo.
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9 Pagrindiné teorema

Siame skyriuje pilnai jrodysime 9.1 teorema.
9.1 teorema. Tegul x > 0 néra sveikasis skaicius, o g > % + 0. Tuomet

yra teisinga tapatybe

1 o7t 29¢(1408) 27791 - 6)I(1 —6)

Dyr(2,0) = _56(5)F(q) T Tato) [(1+q-0)
xq 27T 140 Z 0-5 471\/_ 5)

SlIl

9.1 teoremos jrodymui mums dar reikés funkcijos \;(z, d) isreiskimy.

9.2 lema. Teisinga lygybe
/ Zy—1 Zy-1
)\y<z76)y(§) Au(275)+(§) )\V,1(2,5>.

[rodymas. I§ 6.2 teoremos ir funkcijy *.J,(z,0) ir T,(z,0) apibrézimo

randame, kad

I (2,0) = J,_1(2,6) — %(g) S ,(2,0), (9.1)
T1(2,8) =+ I,_1(2,0) —g(g) 1,(2,0). (9.2)

Todél lemos tvirtinimas yra 6.2 teoremos ir (9.1), (9.2) lygybiy isvada.

9.3 lema. Teisinga lygybe

N2, 8) = (54 02)(0) Mz 0) (5 = 2)(0) ha(2,0) + ()P Au ol )

Irodymas. Lemos tvirtinimas gaunamas diferencijuojant 7.2 lemos ly-
gybe.

9.1 teoremos jrodymas. Tegul
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)

ri(a) = [ ra(t)it = 3 (a=m)o ™ (m) = (148 T 2C0)

2

m<x

Imame sveikus teigiamus skai¢ius M ir N, M < N, ir funkcija f(z), kuri

intervale [M, N] turi tolydZia antra isvestine. Tuomet

N

S f(m)o_s(m) =

m=M+1

f(t)dDo(t,0)

S S —=

F(t)dro(t) + / SO+ 8) + 75¢(1 — 8))dt
= @) 1 — SO0 1 + / £ty (1)t

+/f(t)(§(1 +6) +t7°C(1 = 0))dt. (9.3)

Kadangi 0 < 6 < %, tai i 5.5 teoremos iSplaukia jvertis

Dabar tegul f(t) = t°A,(4mV/zt,0). Tada i§ (9.4) ir (9.5) jveréiy ir 9.2 ir
8.1 lemy pakankamai dideliems M ir z € [zg, X, zo > 0 ir X yra fiksuoti

skaiciai, randame jvercius
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(F@O)ro(t) = f(Ora(t)) [§r= BM 3% sin =, (9.6)

r

/f COL+6) +479¢(1 — 6))dt = BM—4+5+%, (9.7)
Is 8.2 lemos isplaukia, kad

t2(2ﬂ.)1+5 0
)= ——5— Z op(m)As(dmvmt, d).
Sln7 o
Lema 8.1 parodo, jog pastaroji eilutée konverguoja absoliuc¢iai ir tolygiai

atzvilgiu t, t € [M, N]. Todél

/ () () dt = fm)Hb N / P2 2g 4/t 6)dt (9.8)

[ 9.2, 9.3 ir 8.1 lemy randame, kad

o) = ot TG (0. 0) x cosanir - T2 T
m(¢g—2-90) «

+Cy(t, x,q,6) cos(4mv/tx + 5 4)
+Cy(t, 7, ¢, ) sin(dm/iz — W—TQ—‘” -1

g 8.1, _q 5 7 . TO 94 . T
+Br 2 2tat 2Tz 431n7+3x 240 4sm?.

Cia dydziai C;(t,z,q,0), j = 1,2,3, yra aprézti visiems ¢, = ir ¢, o konstanta
simbolyje O nepriklauso nuo ¢ kiekvienoje baigtinéje g-plokstumos dalyje.

Kadangi = néra sveikas, 0 0 < 6 < 1, i§ (9.3), (9.6)-(9.8) bei 8.1 lemos

isplaukia, kad visiems ¢ > % + 9 eiluté

Z os(m)\)q(4mv/mz, d)

konverguoja tolygiai atzv1lg1u x € [xg, Xo]. Be to, fiksuotam z konvergavimas

yra tolygus atzvilgiu g bet kurioje baigtinéje pusplokstumeéje Req > %—l—é +e,

e > 0. I8 ¢ia, 8.2 lemos ir analizinio pratesimo gauname teoremos tvitinima.
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10 ISvados

Tegul

o_s(m)=>_d~,

dlm

['(s) yra Oilerio funkcija, ¢ > 0, 0 < § < % ir

Dys(2.8) = 75 Do =)o s(m)

m<x
yra aritmetinés funkcijos o_s(m) Ryso vidurkis. Darbe nustatyta, kad vidurk-

iui Dy_q(x, ) yra teisinga formulé

1wttt a1 +6) | a1 -6 (1 —6)
Dya(w,0) = _54(5)1“@) * I'(1+96) T'(14q—0)
29(97r )1+ X2
% > os(m)Ag(dmy/mz, 8).

Cia ((s) yra Rymano dzeta funkcija, o Ag(2z,6) yra Beselio funkcijy 1,(2),

J,_s(z) ir modifikuoty Beselio funkcijy *1,(2), T.J,_s(z) kombinacija:

M(20) = () Ts(2) + T s(2) = 5 (2) (L (2,6) = (2, 0),

DO |
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12 Summary

The Riesz mean of the generalized divisor function
o_s(m)=>_d~,
dlm
denote the generalized divisor function, I'(s) be the Euler gamma - function,

q>0,0<5<%,andlet

Dyt (2,6) = —— S (2 — m)r!

Iq) 2= 7-s{m)

be the Riesz mean of the function o_s(m). It is obtained put for D,_;(z, ¢)

the formula

129 29¢(1+6) 27791 —6)I(1—9)
_§C(5)F(q) * I'(1+90) T(1+q—9)
$q(27r)1+6 e

" as(m)A(4ny/maz, ).

SIH(T) —

Dq—l(xa 5) =

is true. Here ((s) is the Rieman zeta - function, while A\;(z,d) is a combina-

tion of the Bessel functions I,(z), J,_s(z) and the modified Bessel functions
t1(2), TJ,_s(2):

M(2,8) = () Tsl2) + Tus(2)) = 5 (2)(L(26) = (2, 0).
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