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Disertacinio darbo aprašymas

1 Tyrimo objektas

Tiesinė rekurenčioji seka {xn}, n= 0, 1, . . . , yra apibrėžiama rekurenčiuoju sąryšiu

xn = ad−1xn−1 +ad−2xn−2 + · · ·+a0xn−d, n > d,

ir pradiniais nariais x0, x1, . . . , xd−1. Čia a0, a1, . . . ,ad−1 yra fiksuoti sveikieji skaičiai,
o d – natūralusis skaičius. Jei a0 6= 0, tai sekos {xn}, n = 0, 1, . . . eilė yra lygi skaičiui
d. Pradiniai nariai x0, x1, . . . , xd−1 gali būti pasirenkami laisvai.

Sudėtiniais skaičiais vadinsime natūraliuosius skaičius, kurie nėra pirminiai ir
nelygūs 1.

Disertacijos tyrimo objektas yra tiesinės rekurenčiosios sekos {xn}, n = 0, 1, . . . ,
kurių kiekvienas narys |xn| yra sudėtinis skaičius.

2 Darbo struktūra ir apimtis

Disertaciją sudaro šeši skyriai ir literatūros sąrašas. Įvade supažindinama su
disertacijos tyrimo objektais, nagrinėjamais uždaviniais ir gautais rezultatais. Lite-
ratūros apžvalgoje aptariami žinomi rezultatai ir susiję uždaviniai. Kituose trijuose
skyriuose formuluojami gauti moksliniai rezultatai, pateikiami detalūs jų matemati-
niai įrodymai. Paskutiniame skyriuje suformuluojamos išvados. Darbo apimtis 68p.
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3 Pagrindiniai uždaviniai

Disertacijoje buvo keliami tokie uždaviniai:

1. Antros eilės rekurenčiosios sekos. Trečiajame disertacijos skyriuje nagri-
nėjamos sekos apibrėžtos antros eilės rekurenčiuoju sąryšiu xn = axn−1 +bxn−2,
n = 2, 3, . . . . Ar su visais sveikaisiais skaičiais a ir b egzistuoja tokie tarpusavy-
je pirminiai sveikieji skaičiai x0 ir x1, kad |xn| būtų sudėtinis skaičius su visais
n = 0, 1, 2, . . .?

2. Tribonačio tipo sekos. Ketvirtajame disertacijos skyriuje nagrinėjamas at-
skiras trečios eilės rekurenčiųjų sekų atvejis, t. y. sekos apibrėžtos rekurenčiuoju
sąryšiu xn = xn−1 + xn−2 + xn−3, n = 3, 4, 5, . . . . Ar egzistuoja tokie tarpusavyje
pirminiai pradiniai nariai x0, x1, x2, kad kiekvienas sekos {xn} narys yra su-
dėtinis skaičius? Uždavinio motyvacija kyla iš Graham’o rezultato. Jis įrodė,
kad egzistuoja Fibonačio tipo seka, t. y. seka, apibrėžta rekurenčiuoju sąryšiu
xn = xn−1 + xn−2, n = 2, 3, 4, . . . , sudaryta iš sudėtinių skaičių.

3. Aukštesnių eilių rekurenčiosios sekos. Penktasis disertacijos skyrius yra
skirtas apibendrinti ir išplėsti tribonačio tipo sekoms gautus rezultatus. Diser-
tacijoje tyrinėjama su kuriais k egzistuoja tokie tarpusavyje pirminiai pradi-
niai nariai x0, x1, . . . , xk−1, kad seka, apibrėžta rekurenčiuoju sąryšiu xn =

xn−1+xn−2+ · · ·+xn−k, n = k, k+1, k+2, . . . , yra sudaryta tik iš sudėtinių skai-
čių. Nurodyta begalinė tokių k seka.
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4 Tyrimų metodika

Tiriant tiesines rekurenčiąsias sekas, dažnai naudojama visus sveikuosius skai-
čius dengianti liekanų sistema (covering system). Pirmasis tokią sistemą panaudojo
Erdős’as 1950 m. Dengianti liekanų sistema yra baigtinė aibė liekanų klasių, ku-
rių sąjunga dengia visus sveikuosius skaičius, t. y. kiekvienas sveikasis skaičius n

priklauso bent vienai liekanų klasei.
Nagrinėjant tiesinę rekurenčiąją seką {xn} sudarytą iš sudėtinių skaičių siekiama

rasti dengiančiąją liekanų sistemą su šiomis savybėmis:

• kiekvienas sveikasis skaičius priklauso bent vienai liekanų klasei;

• jei m priklauso liekanų klasei R, tada xm dalijasi iš pirminio skaičiaus pR, kuris
priklauso tik nuo liekanų klasės R, bet ne nuo m.

Naudojant dengiančiąją liekanų sistemą tiesinėms rekurenčiosioms sekoms tirti,
dažnai prireikia kompiuterinių skaičiavimų. Pirmiausia mes sugeneruojame dengian-
čiąją liekanų sistemą, tenkinančią tam tikras savybes. Tai nėra lengva užduotis, ypač
kai liekanų klasių yra daug. Antra užduotis yra išspręsti lyginių sistemą naudojant
kinų liekanų teoremą. Sprendiniai dažnai būna milžiniški skaičiai. Šie algoritmai yra
įgyvendinti naudojant formalių skaičiavimų sistemą PARI/GP.

Nagrinėjant antros eilės rekurenčiąsias sekas naudosimės dalių sekų savybėmis,
kai kuriais kūnų teorijos faktais, bei Dirichlet teorema apie pirminius skaičius arit-
metinėje progresijoje.
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5 Moksliniai rezultatai

5.1 Antros eilės tiesinės rekurenčiosios sekos sudarytos iš
sudėtinių skaičių

Pilnai išnagrinėtos antros eilės tiesinės rekurenčiosos sekos.

1 teorema. Tegu a ir b yra sveikieji skaičiai, o seka {xn}, n = 0, 1, 2, . . . tenkina
rekurentųjį sąryšį xn = axn−1 +bxn−2, n = 2, 3, 4, . . . , su kažkokiais pradiniais nariais
x0 ir x1. Tarkime, kad b 6= 0 ir (a, b) 6= (−2,−1), (2,−1). Tada egzistuoja tokie du
tarpusavyje pirminiai sveikieji skaičiai x0, x1, kad |xn| yra sudėtinis skaičius su visais
n = 0, 1, 2, . . . .

Pagal apibrėžimą b 6= 0, nes mes nagrinėjame antros eilės rekurenčiąsias sekas.
Jei (a, b) = (−2,−1) arba (a, b) = (2,−1), tai su bet kuriais tarpusavyje pirminiais
pradiniais nariais x0 ir x1 seka {|xn|}, n = 0, 1, 2, . . . , turi be galo daug pirminių narių.

Kai kuriais specialiais atvejais, kur netiko bendra įrodymo schema, sekos pradiniai
nariai buvo suskaičiuoti kompiuterio pagalba:

• (a, b) = (−1, 1), (x0, x1) = (71020044435, 106276436867);

• (a, b) = (−3,−1), (x0, x1) = (35, 3294);

• (a, b) = (3,−1), (x0, x1) = (35, 3399).

5.2 Tribonačio tipo seka sudaryta iš sudėtinių skaičių

Išnagrinėta tribonačio tipo seka, t. y. seka {xn}, n = 0, 1, 2, . . . , tenkinanti re-
kurentųjį sąryšį xn = xn−1 + xn−2 + xn−3, n = 3, 4, 5, . . . . Įrodyta, kad egzistuoja to-
kie pradiniai nariai x0, x1, x2, tenkinantys sąlygą gcd(x0, x1, x2) = 1, kad seka {xn},
n = 0, 1, 2, . . . yra sudaryta tik iš sudėtinių skaičių.

2 teorema. Jei tribonačio tipo sekos {xn}, n = 0, 1, 2, . . . pradiniai nariai yra

x0 = 99202581681909167232,

x1 = 67600144946390082339,

x2 = 139344212815127987596,

tada DBD(x0, x1, x2) = 1 ir seka {xn}, n = 0, 1, 2, . . . yra sudaryta tik iš sudėtinių
skaičių.
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Šios sekos kiekvienas narys turi bent vieną pirminį daliklį iš aibės:

{2, 7, 11, 17, 19, 29, 79, 107, 1151, 1621, 8819}.

5.3 Aukštesnių eilių tiesinės rekurenčiosios sekos sudarytos
iš sudėtinių skaičių

Išplėsti tribonačio tipo sekoms gauti rezultatai. Kiekvienam k galima apibrėžti
sveikųjų skaičių seką {xn}, n = 0, 1, 2, . . . tenkinančią rekurentųjį sąryšį xn = xn−1 +

xn−2+ · · ·+xn−k. Šią seką žymėsime Sk(x0, x1, . . . ,xk−1), nes pradiniai nariai x0, x1, . . . ,

xk−1 ją vienareikšmiškai apibrėžia.

3 teorema. Kiekvienam k = 4, 5, . . .10 ir kiekvienam teigiamam skaičiui k ≡ 79
(mod 120) egzistuoja tokie pradiniai nariai (x0, x1, . . . ,xk−1), tenkinantys sąlygą
DBD(x0, x1, . . . ,xk−1) = 1, kad seka Sk(x0, x1, . . . ,xk−1) yra sudaryta tik iš sudėtinių
skaičių.

Kiekvienam k = 4, 5, . . . ,10 sukonstruoti sekų pavyzdžiai.

• k = 4

{xn}=S4(6965341197997216603441345255549082199598,

10958188570324452297588339728720332112233,

3338506596043156696233507996784908854102,

11794350400878505028751078386520701499400).

• k = 5

{xn}=S5(1670030, 2329659, 907322, 2009158, 580558).

• k = 6

{xn}=S6(14646825659441969908161645620, 17528323654959029482507167866,

34890970296357954582882737564, 26873338145021062044773578613,

51550231534183425910033499205, 42628449155999760197422601556).

• k = 7

{xn}=S7(49540, 32691, 13932, 18650, 9962, 31004, 21990).
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• k = 8

{xn}=S8(4540180821663595548672, 4698078862727331233761,

6155103797589406562086, 6372283045103453008950,

2279826085324947150546, 1997011623084108165756,

2558082925488023201996, 1574529020466071641536).

• k = 9

{xn}=S9(56233156963124, 2686035354591, 59483968596828,

9266206975260, 5763383142928, 2968317519550,

56580150371822, 38270799500006, 16687306893378).

• k = 10

{xn}=S10(2757357, 684913, 197119, 5440883, 4628571,

6208094, 871487, 2421952, 1064430, 5329024).

Pažymėkime

{x(0)n }=S79(121,782,145,902,289,710,264,493,865,693,731,560,66,697,195,

407,34,310,484,663,325,803,306,205,121,357,230,902,884,30,264,

408,695,693,476,50,66,867,535,407,544,395,484,323,580,803,221,

35,121,102,655,902,119,370,264,918,780,693,136,305,66,782,365,

407,289,820,484,493,920,803,731,120,121,697,910,902,34,200,264).

Jei k = 79+120t, t = 0, 1, 2, . . . , tada seka

S120t+79(x
(0)
0 ,x(0)1 , . . . ,x(0)120t+78)

sudaryta tik iš sudėtinių skaičių. Čia x(0)0 ,x(0)1 , . . . ,x(0)120t+78 yra sekos {x(0)n } nariai.
Nesunku pastebėti, kad taip sukonstruotos sekos kiekvienas narys dalijasi iš 5,

11 arba 17.
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Remiantis empiriniais skaičiavimais iškelta hipotezė:

1 hipotezė. Tarkime k > 2 yra fiksuotas sveikasis skaičius. Tada egzistuoja tokie
sveikieji skaičiai a0, a1, . . . ,ak−1, kad seka Sk(a0, a1, . . . ,ak−1) yra sudaryta tik iš su-
dėtinių skaičių.

Iš aukščiau paminėtų rezultatų išplaukia, kad hipotezė teisinga su be galo daug
skirtingų k.
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6 Rezultatų aprobavimas

Disertacijos rezultatai buvo pristatyti šiose tarptautinėse konferencijose:

• 27th Journées Arithmétiques, Vilnius, 2011, birželio 27 – liepos 1 dienomis;

• Fifteenth International Conference on Fibonacci Numbers and Their Applica-
tions, Eger, Vengrija, 2012, birželio 25 – 30 dienomis.

Rezultatai buvo pristatyti ir aprobuoti Vilnius universiteto Matematikos ir informa-
tikos fakulteto Tikimybių teorijos ir skaičių teorijos katedros moksliniame seminare
2013 m. gegužės 5 d.

7 Rezultatų naujumas ir vertė

Disertacijoje gauti rezultatai yra nauji. Kai kurie teiginiai buvo žinomi ir anks-
čiau, tačiau disertacijoje pateikti įrodymai yra originalūs. Kompiuterinių skaičiavimų
pagalba gaunamos konkrečios sekos tenkinančios nurodytas sąlygas.

Nors lieka neatsakytų klausimų, tikimės, kad gauti rezultatai bus naudingi toles-
niems tyrinėjimams.
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9 Summary

The main objects studied in this thesis are linear recurrence sequences of com-
posite numbers. The linear recurrence sequence {xn}, n = 0, 1, . . . is defined by the
linear recurrence equation

xn = ad−1xn−1 +ad−2xn−2 + · · ·+a0xn−d, n > d,

where ad−1, ad−2, . . . ,a0 are some constants and d is a positive integer.

• We have studied the second order (binary) linear recurrence sequences. Let
(a,b) ∈ Z2, where b 6= 0 and (a,b) 6= (±2,−1). We have proved that then the-
re exist two positive relatively prime composite integers x0,x1 such that the
sequence given by xn = axn−1 +bxn−2, n = 2, 3, . . . , consists of composite terms
only, i.e., |xn| is a composite integer for each n∈N. In the proof of this result we
have used certain covering systems, divisibility sequences and, for some special
pairs (a,±1), computer calculations. It extended the result of Graham who
proved this theorem in the special case of the Fibonacci-like sequence, where
(a,b) = (1,1).

• We have found three positive integers x0, x1, x2 satisfying gcd(x0,x1,x2) = 1 such
that the sequence {xn}, n= 0, 1, . . . given by xn = xn−1+xn−2+xn−3 for n> 3 con-
sists of composite numbers only. The initial values are x0 = 9920258168190916
7232, x1 = 67600144946390082339, x2 = 139344212815127987596. This is also a
natural extension of a similar result of Graham for the Fibonacci-like sequence.

• We have investigated the k-step Fibonacci-like sequence i.e., the sequence of
integers {xn}, n = 0, 1, 2, . . . , satisfying the following relation

xn =
k

∑
i=1

xn−i

for n = k, k+ 1, k+ 2 . . . . We have proved that for each positive integer k in
the range 2 6 k 6 10 and for each positive integer k ≡ 79 (mod 120) there is
a k-step Fibonacci-like sequence of composite numbers and some examples of
such sequences are given.

In order to establish the results on binary linear recurrence sequence, we have
used the properties of divisibility sequences, some elements of the field theory, also
Dirichlet’s theorem on prime numbers in arithmetic progression.
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We have used covering systems to construct higher order linear recurrence sequen-
ces of composite numbers.

The investigation of recurrence sequences using covering system requires compu-
ter algorithms. These algorithms were implemented using a computer algebra system
PARI/GP.

We hope that the results of this thesis will be useful for further research.
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