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I�vadas

Sakykime, s = σ + it yra kompleksinis kintamasis, R bei C yra atitinkamai realiu�ju� ir
kompleksiniu� skai£iu� aib
es. Eilut
e

∞∑
m=1

ame−λms , (1)

kur am ∈ C ir λm ∈ R, 0 < λ1 < λ2 < ..., lim
m→∞

λm = +∞, vadinama bendr¡ja Dirichl
e
(Dirichlet) eilute su koe�cientais am ir eksponent
emis λm. Jeigu λm =logm, turime pa-
prast¡ Dirichl
e eilut¦

∞∑
m=1

am

ms
.

Gerai ºinoma [4], jog Dirichl
e eilut
es konvergavimo ir absoliutaus konvergavimo sritys
yra pusplok²tum
es. Tarkime, kad (1) eilut
e absoliu£iai konverguoja pusplok²tum
eje σ >
σa, kur σa yra baigtinis skai£ius. Tuomet (1) eilut
es suma f(s) yra analizin
e funkcija
pusplok²tum
eje σ > σa.

Funkcijos f(s) reik²miu� pasiskirstymas yra sud
etingas, tod
el ²iu� problemu� sprendimui
buvo prad
eti taikyti tikimybiniai metodai. Funkcijoms, i²reik²toms Dirichl
e eilut
emis
tikimybinius rezultatus patogu formuluoti ribin
emis teoremomis tikimybiniu� matu� silpno
konvergavimo prasme. �i id
eja priklauso H. Borui (H. Bohr), kuris kartu su B. Jesenu (B.
Jessen) [2], [3] i�rod
e ribin¦ teorem¡ Rymano dzeta funkcijai. V
eliau daugelis matematiku�
(A. Vintneris (A. Wintner), V. Bor£senis (Borchsenius), A. Selbergas (A. Selberg), A.
Go²as (A. Ghosh), P.D.T.A. Eliotas (P.D.T.A. Elliott), E. Stankus, D. Dºoineris (D.
Joyner), D. Hedºhalas (D. Hejhal), E. M. Niki²inas (E. M. Nikishin), B. Bag£is (B.
Baghchi), K. Matsumoto, W. �varcas (W. Schwarz), J. �taudingas (J. Steuding), A.
Laurin£ikas, R. Garunk²tis, R. �leºevi£ien
e, R. Ka£inskait
e, J. Ignatavi£i	ut
e, I. Belovas
(I. Belov), J. Genys, R. Macaitien
e ir kt.) prat¦s
e ir apibendrino Boro-Jeseno rezultatus.
Paprastu�ju� Dirichl
e eilu£iu� tikimybiniu� reik²miu� pasiskirstymas yra i²studijuotas gana
pla£iai, tuo tarpu tokio pob	udºio rezultatu� bendrosioms Dirichl
e eilut
ems n
era daug.

Reik
etu� pasteb
eti, kad bendru�ju� Dirichl
e eilu£iu� atvejis yra labiau komplikuotas, kadan-
gi funkcijos f(s) savyb
es artimai susijusios su seka {λm}, tod
el analogu� tarp bendru�ju� ir
paprastu�ju� Dirichl
e eilu£iu� sunku rasti. Tam tikrus tikimybinius rezultatus bendrosioms
Dirichl
e eilut
ems yra pateik¦s E. Niki²inas (E. M. Nikishin). Prie² de²imtmeti� A. Lau-
rin£ikas gavo pirm¡sias tikimybines ribines teoremas bendrosioms Dirichl
e eilut
ems, o
v
eliau gautus rezultatus i²pl
etojo kartu su J. �taudingu, V. �varcu ir J. Geniu. Ta£iau
min
eti autoriai nagrin
ejo tolydaus tipo ribines teoremas.
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Darbe nagrin
esime funkciju�, apibr
eºiamu� bendrosiomis Dirichl
e eilut
emis diskretu�
reik²miu� pasiskirstym¡. �iose teoremose kompleksinio kintamojo menamosios dalies post	u-
miai i�gyja reik²mes i² tam tikros aritmetin
es progresijos

Tegul
µN(...) =

1

N + 1
#{0 ≤ m ≤ N : ...},

kur ta²ku� vietoje ra²oma s¡lyga tenkinanti m.
Be to, tegul γ yra vienetinis apskritimas kompleksin
eje plok²tumoje, t.y. γ = {s ∈ C :

|s| = 1}, o
Ω =

∞∏
m=1

γm,

kur γm = γ visiems m ∈ N. Pagal Tichanovo teorem¡, su sandaugos topologija ir
pata²kine daugyba, begaliniamatis erdvinis toras Ω yra kompaktin
e topologin
e Abelio
grup
e (i�rodym¡ galima rasti [2]), tod
el erdv
eje (Ω,B(Ω)) egzistuoja tikimybinis Haro
matas mH . Gauname tikimybin¦ erdv¦ (Ω,B(Ω),mH). Tegul ω(m) yra elemento ω ∈ Ω
projekcija i� koordinatin¦ erdv¦ γm.

Tarkime, G yra kompleksin
es plok²tumos sritis. Paºym
ekite H(G) analiziniu� srityje
G funkciju� erdv¦ su tolygaus konvergavimo ant kompaktu� topologija.

Absoliutaus konvergavimo pusplok²tum¦ paºym
ekime

Da = {s ∈ C : σ > σa},
ir tarkime, kad funkcija f(s) meromor�²kai prat¦siama i� sriti� σ > σ1, kur σ1 < σa, ir visi
poliai ²ioje srityje priklauso kompaktinei aibei. Pusplok²tum¦ σ > σ1 paºym
ekime

D = {s ∈ C : σ > σ1}.
Be to, tegul srityje D galioja i�ver£iai

f(σ + it) = O(|t|α), |t| ≥ t0, α > 0, (2)

kur t0 � �ksuotas teigiamas skai£ius ir

1

2T

T∫

−T

|f(σ + it)|2dt = O(T ), T →∞. (3)

Tegul C∞ = C∪{∞} yra Rymano sfera ir d(s1, s2) yra metrika apibr
eºiama formul
emis

d(s1, s2) =
2|s1 − s2|√

1 + |s1|2
√

1 + |s2|2
, d(s,∞) =

2√
1 + |s|2 , d(∞,∞) = 0,

kur s, s1, s2 ∈ C. Paºym
ekime M(G) meromor�niu� srityje G funkciju� g : G → (C∞, d)
erdv¦ su tolygaus konvergavimo ant kompaktu� topologija. �ioje topologijoje seka {gn :
gn ∈ M(G)} konverguoja i� funkcij¡ g ∈ M(G), jeigu

d(gn(s), g(s)) → 0, n →∞,
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tolygiai kompakti²kuose srities G poaibiuose.
2004 m. R. Macaitien
e kartu su A. Larin£iku i�rod
e diskre£ias ribines teoremas ben-

drosioms Dirichl
e eilut
ems meromor�niu� funkcinu� erdv
eje [3]. Rezultatus pateiksime A ir
B teoremose.

A teorema (A. Laurin£ikas, R. Macaitien
e, 2004). Tegul h > 0 ir funkcija f(s)
tenkina (2) ir (3) s¡lygas. Tuomet erdv
eje (H(D),B(H(D))) egzistuoja tikimybinis matas
P toks, kad matas

PN(A) = µN(f(s + imh) ∈ A), A ∈ B(M(D)),

kai N →∞, silpnai konverguoja i� P .
�ioje teoremoje pateiktas tik ribinio mato egzistavimas, ta£iau taikymamas svarbu

ºinoti ribinio mato pavidal¡. Ribinio mato i²reik²tin
es formos uºra²ymas yra pakankamai
sud
etingas procesas.

Apibr
eºkime funkcij¡

f(s, ω) =
∞∑

m=0

amω(m)e−λms, s ∈ D. (4)

A. Laurin£ikas, V. �varcas ir J. �taudingas bendrame darbe [5] i�rod
e, jog jei λm tenkina
papildom¡ s¡lyg¡.

λm ≥ c(log m)δ, (5)
kur c ir δ yra teigiamos konstantos, tuomet f(s, ω) yra H(D)-reik²mis atsitiktinis elemen-
tas tikimybin
eje erdv
eje (Ω,B(Ω),mH).

Paºym
ekime Pf atsitiktinio elemento f(s, ω) skirstini�, t.y.

Pf (A) = mH(ω ∈ Ω : f(s, ω) ∈ A), A ∈ B(M(D)).

B teoremoje pateikiama ribinio mato P i²rai²ka.
B teorema (A. Laurin£ikas, R. Macaitien
e, 2004). Tegul exp{2π

h
} yra racionalu-

sis skai£ius. Tarkime, kad {λm} yra algebriniu� skai£iu� tiesi²kai nepriklausomu� vir² raciona-
liu�ju� skai£iu� k	uno seka, tenkinanti (4) s¡lyg¡. Be to, tegul funkcija f(s) tenkina (2) ir (3)
s¡lygas. Tuomet tikimybinis matas PN , kai N →∞, silpnai konverguoja i� Pf .

Darbo tikslas yra prapl
esti sekos λm pasirinkim¡ B teoremoje, t.y. pakeisti (5) s¡lyg¡
eilut
es ∞∑

m=1

|am|2e−2λmσlog2m (6)

konvergavimu ir i�rodyti diskre£i¡ ribin¦ teorem¡ bendru�ju� Dirichl
e eilu£iu� poklasiui mero-
mor�niu� funkciju� erdv
eje.
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Pagrindin
e teorema. Tegul exp{2π
h
} yra racionalusis skai£ius. Tarkime, kad {λm}

yra algebriniu� skai£iu� tiesi²kai nepriklausomu� vir² racionaliu�ju� skai£iu� k	uno seka, tenki-
nanti (6) s¡lyg¡. Be to, tegul funkcija f(s) tenkina (2) ir (3) s¡lygas. Tuomet tikimybinis
matas PN , kai N →∞, silpnai konverguoja i� Pf .

Kad darbas b	utu� lengviau skaitomas pirmajame skyriuje pateikiami analiz
es, tikimybiu�
bei ergodin
es teorijos s¡vokos bei tvirtinimai, kurie bus naudojamai teoremu� formulavi-
muose bei i�rodymuose.

Antrajame skyriuje i�rodoma diskreti ribin
e teorema tikimybiniu� matu� silpnojo kon-
vergavimo prasme bendrosioms Dirichl
e eilut
ems meromor�niu� funkciju� erdv
eje.

Tre£iajame skyriuje i�rodoma diskreti ribin
e teorema su pagerinta s¡lyga bendru�ju�
Dirichl
e eilu£iu� poklasiui meromor�niu� funkciju� erdv
eje.

Darbo pabaigoje pateikiamos i²vados, santrauka anglu� kalba, literat	uros s¡ra²as bei
ºym
ejimai.
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1 Pagrindiniai apibr
eºimai ir s¡vokos

1.1 Matematin
es analiz
es ir tikimybiu� teorijos s¡vokos
1.1.1 apibr
eºimas. Funkcij¡ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) vadinama tolydºi¡ja funkcija

ta²ke z0 ∈ E (E yra kokia nors kompleksin
es plok²tumos ta²ku� aib
e, z0 = x0 + iy0), jei
∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0, kad

|f(z)− f0(z)| < ε, kai |z − z0| < δ.

Tolydºios funkcijos riba ta²ke lygi funkcijos reik²mei tame ta²ke, t.y.

lim
z→z0

f(z) = f(z0).

1.1.2 apibr
eºimas. Tarkime, jog Sk(z) = f1(z) + f2(z) + ... + fk(z), k = 1, 2, ....
Funkciju� eilut
e konverguoja aib
eje D, jei kiekviename ²ios aib
es ta²ke z jos daliniu� sumu�
seka {Sn(z)} konverguoja i� funkcij¡ S(z), t.y. jei kiekvien¡ z ∈ D reik²m¦ ir bet koki�
teigiam¡ skai£iu� ε atitinka toks numeris N = N(z, ε), kad

|Sn(z)− S(z)| < ε, kai n > N.

�ia D konvergavimo sritis.
1.1.3 apibr
eºimas. Sakoma, kad aib
eje D funkciju� eilut
e Sk(z) = f1(z)+f2(z)+ ...+

fk(z), k = 1, 2, ... tolygiai konverguoja i� funkcij¡ S(z), jei ∀ε > 0 atitinka toks numeris
N = N(ε), kad su visais z ∈ D

|Sn(z)− S(z)| = |
∞∑

k=n+1

fk(z)| < ε, kai n > N.

1.1.4 apibr
eºimas. Funkcija f , diferencijuojama C prasme visuose aib
es E ⊂ C
ta²kuose vadinama analizine aib
eje E.

1.1.5 apibr
eºimas. Jei funkcija f : C→ C yra analizin
e kompleksin
eje plok²tumoje,
i²skyrus, gal b	ut, jos poliu� ta²kus, tai ji vadinama meromor�ne funkcija.
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1.2 Tikimybiniu� matu� silpnas konvergavimas
1.2.1 apibr
eºimas. Tegul Ω yra netu²£ia aib
e. Jos poaibiu� sistema F yra vadinama

Borelio k	unu (σ-k	unu), jei

• Ω∈F ,

• Ac∈F , kai A∈F ,

•
∞⋃

m=1

Am ∈ F , kai Am∈ F , m = 1, 2, ...

�ia AC yra aib
es A papildinys.
1.2.2 apibr
eºimas. Neneigiama aib
es F funkcija P tenkinanti savybes

• P (Ω) = 1,

• P (
∞⋃

m=1

Am) =
∞∑

m=1

P (Am) su visais Am ∈ F tokiais, kad Ak ∩ Al = ®, k 6= l,
vadinama tikimybiniu matu.

1.2.3 apibr
eºimas. Trejetas (Ω,F ,P) vadinamas tikimybine erdve.
1.2.4 apibr
eºimas. Tarkime, A yra aibiu� sistema. Maºiausias σ-k	unas, kuriam

priklauso ²i sistema, vadinamas aibiu� sistemos A generuotu σ-k	unu.
1.2.5 apibr
eºimas. Jei S - metrin
e erdv
e, tai jos visu� atviru� aibiu� sistemos generuo-

tas σ-k	unas vadinamas erdv
es S Borelio aibiu� klase ir ºymimas B(S).
Tikimybiniu� metodu� taikymo id
eja, nagrin
ejant funkciju�, apibr
eºiamu� Dirichl
e eilut
ems,

reik²miu� pasiskirstym¡, yra paremta tikimybiniu� matu� silpnu konvergavimu, kuris yra
vienas i² pagrindiniu� asimptotiniu� metodu�.

Tegul Pn ir P tikimybiniai matai erdv
eje (S,B(S)).
1.2.6 apibr
eºimas. Matas Pn, kai n →∞, silpnai konverguoja i� mat¡ P , jeigu

∫

S

fdPn →
∫

S

fdP, n →∞,

kiekvienai realiai, apr
eºtai tolydºiai funkcijai f i² S.
Yra ºinomi tam tikri tikimybiniu� matu� silpno konvergavimo ekvivalent	us tvirtinimai.
1.2.1 teorema. Tegul Pn ir P yra tikimybiniai matai erdv
eje (S,B(S)). Ekvivalent	us

²ie tvirtinimai:

• Pn ⇒ P ;

• lim
n→∞

Pn(A) = P (A) visoms mato P tolydumo aib
ems;

• limn→∞Pn(G) ≥ P (G) visoms atviroms aib
ems G.
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1.2.2 teorema. Pn ⇒ P tada ir tik tada, kai i² kiekvieno posekio {Pn′} galima i²skirti
toki� poseki� {Pn′′}, kad Pn′′ ⇒ P .

Teoremos i�rodym¡ galima rasti [1].
Prokhorovo teoremos vaidina lemiam¡ vaidmeni� tikimybiniu� matu� silpno konvergavimo

teorijoje. Ju� formulavimui reikalingos tikimybiniu� matu� reliatyvaus kompakti²kumo ir
suspaustumo s¡vokos.

1.2.7 apibr
eºimas. Apibr
eºtu� erdv
eje (S,B(S)) tikimybiniu� matu� ²eima {P} vadi-
nama reliatyviai kompakti²ka, jei kiekviena elementu� i² {P} seka turi silpnai konverguojan-
ti� poseki�.

1.2.8 apibr
eºimas. Apibr
eºtu� erdv
eje (S,B(S)) tikimybiniu� matu� ²eima {P} vadi-
nama suspausta, jeigu ε > 0 egzistuoja kompakti²ka aib
e K, kad P (K) > 1− ε visiems P
i² {P}.

1.2.3 teorema. Jei tikimybiniu� matu� ²eima {P} yra suspausta, tai ji yra reliatyviai
kompakti²ka.

1.2.4 teorema. Tegul S yra pilnai separabili metrin
e erdv
e. Jei apibr
eºtu� erdv
eje
(S,B(S)) tikimybiniu� matu� ²eima {P} yra reliatyviai kompakti²ka, jei ji yra ir suspausta.

1.2.3 ir 1.2.4 teoremu� i�rodymus galime rasti [1].
Tegul S1 metrin
e erdv
e ir B(S1) yra jos Borelio aibiu� klas
e.
1.2.9 apibr
eºimas. Funkcija h : S → S1 yra mati, jeigu h−1B(S1) ⊂B(S), t.y.

pirmavaizdis h−1A ∈ B(S) visiems A ∈B(S1).
Tarkime, kad S1 ir S2 yra dvi metrin
es erdv
es. Tegul h : S1 → S2 yra mati funkcija.

Tada kiekvienas tikimybinis matas P , apibr
eºtas erdv
eje (S1,B(S1)) indukuoja erdv
eje
(S2, B(S2)) vieninteli� tikimybini� mat¡ Ph−1, kuris apibr
eºiamas lygybe Ph−1(A) = P (h−1A),
A ∈B(S2).

1.2.10 apibr
eºimas. Funkcija h : S1 → S2 yra tolydi, jei aib
e h−1G2 yra atvira
erdv
eje S1 kiekvienai atvirai aibei G2 ∈ S2.

1.2.5 teorema. Jeigu atvaizdis h : S1 → S2 yra tolydus ir Pn ⇒ P , n → ∞, tai
tuomet ir Pnh−1 ⇒ Ph−1.

Teoremos i�rodym¡ galima rasti [1].

1.3 Atsitiktiniai elementai
Tegul (Ω,F ,P) yra tikimybin
e erdv
e ir (S,B(S)) - metrin
e erdv
e su savo Borelio aibiu�

klase.
1.3.1 apibr
eºimas. Tegul X : Ω → S. Jei {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A} ∈ F visoms

A ∈ B(S), tada X vadinamas S-reik²miu atsitiktiniu elementu, apibr
eºtu erdv
eje (Ω,F ,P).
Pvz.: jeigu S = R sakome, kad X yra atsitiktinis dydis.

9



1.3.2 apibr
eºimas. S-reik²mio atsitiktinio elemento X skirstiniu vadinamas apibr
eº-
tas erdv
eje (S,B(S)) tikimybinis matas P toks, kad

P (A) = P(X−1A) = P{ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A}

visoms aib
ems A ∈ B(S).
1.3.3 apibr
eºimas. Atsitiktiniu� elementu� seka {Xn}, kai n →∞, konverguoja pagal

skirstini� i� atsitiktini� element¡ X ºymima (Xn
D→ X), jei elementu� Xn skirstiniai silpnai

konverguoja i� elemento X skirstini�.
Tegul ρ yra metrika erdv
eje S, Xn ir Yn yra S-reik²miai atsitiktiniai elementai apibr
eºti

erdv
eje (Ω,F ,P), ir tegul erdv
eje S yra separabili.

1.3.1 teorema. Tarkime, kad Xkn
D→ Xk, kai n → ∞, kiekvienam k ir taip pat

Xk
D→ X, kai k →∞. Jeigu kiekvienam ε > 0

lim
k→∞

lim
n→∞

P{ρ(Xkn, Yn) ≥ ε} = 0

tai Yn
D→ X, n →∞.

1.3.2 teorema. Tegul Xn ir Yn yra S-reik²miai atsitiktiniai elementai, apibr
eºti
erdv
eje (Ω,F ,P) ir tegul erdv
e S yra separabili. Jei Xn

D→ X, n → ∞, ir kiekvienam
ε > 0

P(ρ(Xn, Yn) ≥ ε) → 0, n →∞,

tai Yn → X, n →∞.

1.3.4 apibr
eºimas. Atsitiktinio elemento X vidurkis EX apibr
eºiamas

EX =

∫

Ω

X(ω)dP

jeigu egzistuoja integralas Bohnerio prasme.
1.3.5 apibr
eºimas. Atsitiktiniai elementai X ir Y vadinami ortogonaliais, jei E(XY ) =

0.
1.3.3 teorema. Tarkime, atsitiktiniai elementai X1, X2, ... yra ortogonal	us ir

∞∑
m=1

E|Xm|2ln2m < ∞.

Tada eilut
e ∞∑
m=1

Xm

konverguoja beveik visur.
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1.4 Tikimybinio mato Furje transformacija
1.4.1 apibr
eºimas. Tikimybinio mato Q Furje transformacija g(k1, ..., km) matas Q

apibr
eºiama lygybe

g(k1, ..., km) =

∫

γm

xk1
1 ...xkm

m dQ,

kur kj ∈ Z, xj ∈ γ, j = 1, ..., m.

1.4.1 teorema. Tegul {Qn} yra tikimybiniu� matu� apibr
eºtu� erdv
eje (γm, B(γm)) seka
ir tegul {gn(k1, ..., km)} yra atitinkamu� Furje transformaciju� seka. Tarkime, kad kiekvienai
sveiku�ju� skai£iu� aibei (k1, ..., km) egzistuoja riba

g(k1, ..., km) = lim
n→∞

gn(k1, ..., km).

Tuomet erdv
eje (γm, B(γm)) egzistuoja tikimybinis matas Q, toks kad Qn ⇒ Q. Be to,
g(k1, ..., km) yra mato Q Furje transformacija.

Teoremos i�rodym¡ galima rasti [6].

1.5 Haro matas
1.5.1 apibr
eºimas. Tegul aib
eje G yra apibr
eºta grup
es bei topologin
e strukt	ura. Aib
e

G vadinama topologine grupe, jeigu funkcija h : G×G → G, apibr
eºiama lygybe h(x, y) =
xy−1 yra tolydi.

1.5.2 apibr
eºimas. Topologin
e grup
e vadinama kompakti²ka, jeigu jos topologija yra
kompakti²ka.

1.5.3 apibr
eºimas. Borelio matas P , apibr
eºtas kompakti²koje topologin
eje grup
eje
G vadinamas invariantiniu, jeigu P (A) = P (xA) = P (Ax), visiems A ∈B(G) ir x ∈ G.
�ia xA ir Ax ir atitinkamai ºymi aibes {xy : y ∈ A} ir {yx : y ∈ A}.

1.5.4 apibr
eºimas. Invariantinis Borelio matas, apibr
eºtas kompakti²koje topolo-
gin
eje grup
eje, vadinama Haro (Haar) matu.

1.5.1 teorema. Kiekvienoje kompakti²koje topologin
eje grup
eje egzistuoja vienintelis
tikimybinis Haro matas.

Teoremos i�rodyma galima rasti [2].

1.6 Ergotin
es teorijos elementai
1.6.1 apibr
eºimas. Tegul (Ω,F ,P) yra tikimybin
e erdv
e, o T yra parametru� aib
e.

Baigtin
e reali funkcija X(τ, ω), τ ∈ T , ω ∈ Ω, yra atsitiktinis procesas, jeigu kiekvienam
�ksuotam τ ∈ T , X(τ, ·) yra atsitiktinis dydis. Kai ω ∈ Ω yra �ksuotas, tai funkcija
X(·, ω) vadinama atsitiktinio proceso trajektorija.
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1.6.2 apibr
eºimas. Tegul τ1, ..., τn yra bet kokia τ reik²miu� aib
e. Tada atsitiktiniu�
dydºiu� X(τ1, ω), ..., X(τn, ω) skirstiniai

P(X(τ1, ω) < x1, ..., X(τn, ω) < xn),

vadinami proceso X(τ, ω) baigtiniama£iais skirstiniais. �ia τj yra galimos τ reik²m
es.
Tegul Y yra visu� baigtiniu� realiu� funkciju� y(τ), τ ∈ T erdv
e. Yra ºinoma, kad kiekvieno

atsitiktinio proceso baigtiniama£iai skirstiniai erdv
eje (Y,B(Y )) apibr
eºia tikimybini� mat¡
Q. Tada tikimybin
eje erdv
eje (Y,B(Y ), Q) post	umis gu gali b	uti apibr
eºiama funkcija, kuri
perveda y(τ) ∈ Y i� y(τ + u). Post	umiai gu, u ∈ R, sudaro grup¦.

1.6.3 apibr
eºimas. Atsitiktinis procesas X(τ, ω) vadinamas grieºtai stacionariuoju
procesu, jei visi jo baigtiniama£iai skirstiniai yra invarianti²ki post	umiu� dydºiu u atºvilgiu.

Yra ºinoma, kad jeigu atsitiktinis procesas X(τ, ω) yra grieºtai stacionarus, tai post	umis
gu yra i²laikantis mat¡, t.y. kiekvienai aibei A ∈B(Y ) ir visiems u ∈ R yra teisinga lygyb
e
Q(A) = Q(Au), kur Au = gu(A).

1.6.4 apibr
eºimas. Aib
e A ∈B(Y ) vadinama proceso X(τ, ω) invariantine aibe, jeigu
kiekvienam u, aib
es A ir Au skiriasi viena nuo kitos nulinio mato aibe, t.y. Q(A∆Au) = 0.

Nesunku pamatyti, kad visos invariantin
es aib
es formuoja σ-lauk¡, kuris yra B(Y )
sub-σ-laukas i² B(Y ).

1.6.5 apibr
eºimas. Grieºtai stacionarus procesas X(τ, ω) yra ergodi²kas, jei jo
invariantiniu� aibiu� σ-k	un¡ sudaro aib
es, kuriu� matas Q lygus 0 ar 1.

1.6.1 teorema. Tarkime, procesas X(τ, ω) yra ergodi²kas, E|X(τ, ω)| < ∞, ir tegul
trajektorijos yra integruojamos Rymano prasme bet kokiame baigtiniame intervale. Tada

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

X(τ, ω)dτ = EX(0, ω).

Tai yra klasikin
e Birkhofo-Kin£ino teorema, jos i�rodym¡ galima rasti [11].

12



2 Ribin
e teorema bendrosioms Dirichl
e
eilut
ems meromor�niu� funkciju� erdv
eje

2.1 Ribin
e teorema Dirichl
e polinomams
Kadangi visi funkcijos f(s) poliai srityje D priklauso kompakti²kai aibei, ²iu� poliu�

skai£ius yra baigtinis. Paºym
ekime juos s1, ..., sr, ir tegul

f1(s) =
r∏

j=1

(
1− eλ1(sj−s)

)
.

Funkcija f1 yra Dirichl
e polinomas ir f1(sj) = 0, j = 1, ..., r. Be to, tegul

f2(s) = f1(s)f(s).

I² £ia matome, jog f2(s) yra reguliari srityje D. Aib
es A elementu� skai£iu� paºym
ekime
|A|. Tuomet σ > σa,

f2(s) =
r∏

l=1

(
1− eλ1(sj−s)

) ∞∑
m=1

ame−λms

=
∑

A⊆{1,...,r}

∞∑
m=1

ame−λ1sj(−1)|A|e−(λm+|A|λ1)s

=
r∑

j=0

∞∑
m=1

amje
−(λm+jλ1)s,

£ia koe�cientai amj tenkina s¡lyg¡ amj = O(|am|), m ∈ N, j = 0, 1, ..., r, o pirmoji suma
yra pagal visus aib
es A poaibius {1, ..., r}.

Funkcijos f2(s) apibr
eºimas ir (2) bei (3) s¡lygos duoda, jog pusplok²tum
eje σ > σ1

yra teisingi i�ver£iai
f2(s) = O(|t|α), |t| ≥ t0, α > 0, (7)

ir
T∫

−T

|f2(σ + it)|2dt = O(T ), T →∞. (8)

Tegul S1 ir S2 yra dvi metrin
es erdv
es. Mums bus reikalingas kitas teiginys.
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2.1.1 lema. Tegul P , Pn yra tikimybiniai matai erdv
eje (S1,B(S1)) ir h : S1 → S2

yra tolydi funkcija. Tuomet i² mato Pn silpno konvergavimo i� P seka Pnh−1 silpnas
konvergavimas i� Ph−1, kai n →∞.

I�rodymas. Lema yra atskiras 5.1 teoremos i² [1] atvejis.

Mes prad
esime nuo ribin
es teoremos Dirichl
e polinomui

pn(s) =
r∑

j=0

n∑
m=1

amje
−(λm+jλ1)s.

2.1.2 lema. Tarkime, kad {λm} yra algebriniu� skai£iu�, tiesi²kai nepriklausomu� vir²
racionaliu�ju� skai£iu� k	uno seka. Tuomet erdv
eje (H(D),B(H(D))) egzistuoja toks tikimy-
binis matas Ppn, kad matas

PN,pn(A) = µN(pn(s + imh) ∈ A), A ∈ B(H(D)),

kai N →∞ silpnai konverguoja i� Ppn.
I�rodymas. Tegul

Ωn =
n∏

m=1

γm,

kur γm = γ su visais m = 1, ..., n. Apibr
eºkime funkcij¡ u : Ωn → H(D) formule

u(x1, ..., xn) =
r∑

j=0

r∑
m=1

amje
−(λm+jλ1)sx−j

1 x−1
m , (x1, ..., xn) ∈ Ωn.

Tuomet mes turime, kad u yra tolydi funkcija ir

pn(s + imh) = u(eiλ1mh, ..., eiλnmh). (9)

Dabar erdv
eje (Ωn,B(Ωn)) nagrin
esime tikimybini� mat¡ P ′
N

P ′
N(A) = µN((eiλ1mh, ..., eiλnmh) ∈ A).

Tikimybinio mato P ′
N Furje transformacija gN(k1, ..., kn), k1, ..., kn ∈ Z, pagal apibr
eºim¡

(1.4.1 apibr
eºim¡) yra nusakoma formule

gN(k1, ..., kn) =

∫

Ω

xik1
1 ...xikn

n dP ′
N =

1

N + 1

N∑
m=0

e
imh

n∑
l=1

klλl

.

Kadangi {λm} yra algebriniu� skai£iu�, tiesi²kai nepriklausomu� vir² racionaliu�ju� skai£iu�
k	uno, sistema ir h turi ank²£iau pamin
etas savybes, remdamiesi [8] gauname, kad

gN(k1, ..., kn) =





1, kai (k1, ..., kn) = (0, ..., 0),

1
N+1

1−exp{i(N+1)h
n∑

l=1
klλl}

1−exp{ih
n∑

l=1
klλl}

, kai (k1, ..., kn) 6= (0, ..., 0).
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Vadinasi,
lim

N→∞
gN(k1, ..., kn) =

{
1, kai (k1, ..., kn) = (0, ..., 0),
0, kai (k1, ..., kn) 6= (0, ..., 0).

(10)

Remdamiesi 1.3.19 teorema [2] gauname, kad matas P ′
N silpnai konverguoja i� Haro

mat¡ mn erdv
eje (Ωn,B(Ωn)), kai N → ∞. Vadinasi, funkcijos u tolydumas, (10) ir
2.1.1 lema duoda, kad tikimybinis matas PN,pn, kai N → ∞ silpnai konverguoja i� Ppn =
mnHu−1.

Dabar tegul g(m),m ∈ N yra kompleksiniai skai£iai, tokie kad |g(m)| = 1 su visais
m ∈ N. Apibr
eºkime

pn(s, g) =
r∑

j=0

n∑
m=1

amjg(m)e−(λm+jλ1)s.

2.1.3 lema. Tikimybinis matas

P̃N,pn(A) = µT (pn(s + imh, g) ∈ A), A ∈ B(H(D)),

taip pat silpnai konverguoja i� mnHu−1, kai N →∞.
I�rodymas. Tegul θm =argg(m),m = 0, 1, ..., n ir tegul funkcija u1 : Ωn → Ωn

apibr
eºiama taip:

h1(x1, ..., xn) = (x1e
−iθ1 , ..., xne−iθn), (x1, ..., xn) ∈ Ωn.

Tuomet mes turime, kad

pn(s + imh, g) = u(u1(e
iλ1mh, ..., eiλnmh)).

Remdamiesi 2.1.2 lemos i�rodymu, i² £ia gauname, jog matas PT,pn, kai N →∞ silpnai
konverguoja i� mnH(uu1)

−1.
Kadangi Haro matas yra invarianti²kas post	umiu� atºvilgiu, matas PN,pn , kai N →∞,

silpnai konverguoja i�
(mnHu−1

1 )u−1 = mnHu−1.

2.2 Aproksimavimas vidurkiu
�ioje dalyje aproksimuosime funcij¡ f2(s), apibr
eºt¡ 2.1. skyriaus pradºioje, absoliu£iai

konverguojan£iomis Dirichl
e eilut
ems. Tegul σ2 = σα − σ1. Apibr
eºkime funkcij¡

ln(s) =
s

σ2

Γ

(
s

σ2

)
eλn+jλ1)s, σ ∈ [−σ2, σ2],

kur, kaip i�prasta, Γ(s) yra gama funkcija. Akivaizdu, jog, σ2 > 0. Dabar pusplok²tum
eje
σ > σ1 apibr
eºkime funkcij¡

gn(s) =
1

2πi

σ2−i∞∫

σ2+i∞

f2(s + z)ln(z)
dz

z
.
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2.2.1 lema. Funkcija gn(s) galime i²skleisti eilute

gn(s) =
r∑

j=0

∞∑
m=1

amjexp{−e−(λm−λn)σ2}e−(λm+jλ1)s, (11)

kuri absoliu£iai konverguoja pusplok²tum
eje σ > σ1.
I�rodymas. Kadangi σ2 = σα−σ1, i² £ia seka, kad σ +σ2 > σα, kai σ > σ1. Tod
el tiems

z, kuriu� Rez = σ2,

f2(s + z) =
r∑

j=0

∞∑
m=1

amje
−(λm+jλ1)(s+z).

Paºym
ekime

kn(m) =
1

2πi

σ2−i∞∫

σ2+i∞

ln(s)e−(λm+jλ1)s ds

s
,

ir nagrin
ekime eilut¦
r∑

j=0

∞∑
m=1

amjkn(m)e−(λm+jλ1)(s+z). (12)

Kadangi,

kn(m) = O


e−(λm+jλ1)σ2

∞∫

−∞

|ln(σ2 + it|dt


 = O

(
e−(λm+jλ1)σ2

)
,

(12) eilut
e konverguoja absoliu£iai pusplok²tum
eje σ > σα − σ2, kai σ > σ1. Vadinasi,
mes galime sukeisti sumavim¡ ir integravim¡ funkcijos gn(s) apibr
eºime. I² £ia turime,
jog

gn(s) =
r∑

j=0

∞∑
m=1

amje
−(λm+jλ1)s 1

2πi

σ2−i∞∫

σ2+i∞

ln(z)e−(λm+jλ1)z dz

z

=
r∑

j=0

∞∑
m=1

amjkn(m)e−(λm+jλ1)s, (13)

Pasinaudoj¦ lygybe

1

2πi

c+i∞∫

c−i∞

Γ(s)b−sds = e−b, c > 0, b > 0,

randame, kad
1

2πi

σ2+i∞∫

σ2−i∞

s

σ2

Γ

(
s

σ2

)
e−(λm−λn)s ds

s
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=
1

2πi

σ2+i∞∫

σ2−i∞

Γ

(
s

σ2

)
e
−(λm−λn)

(
− s

σ2

)
σ2d

s

σ2

= exp{−e(λm−λn)σ2}.

I² £ia ir (12) lygyb
es i²plaukia lemos tvirtinimas.
2.2.2 lema. Tegul T0 ir T ≥ δ > 0 yra realieji skai£iai, T yra baigtin
e aib
e intervale

[T0 + δ
2
, T0 + T − δ

2
]. Be to, tegul

Nδ(x) =
∑

t∈T ,|t−x|<δ

1,

o S(x) yra kompleksines reik²mes i�gyjanti tolydi intervale [T0, T + T0] funkcija, turinti
tolydºi¡ i²vestin¦ intervale (T0, T + T0). Tuomet

∑
t∈T

N−1
δ (t)|S(t)|2 ≤ 1

δ

T0+T∫

T0

|S(x)|2dx +




T0+T∫

T0

|S(x)|2dx




1
2



T0+T∫

T0

|S ′(x)|2dx




1
2

I�rodymas. Tai yra 1.4 lema i² [9].
2.2.3 lema. Tegul T →∞. Tuomet,

T∫

0

|f ′2(σ + it)|2 = O(T ), σ > σ1.

I�rodymas. Remdamiesi Ko²i formule, turime, jog

f ′2(s) =
1

2πi

∫

|z−s|=δ

f2(z)

(z − s)2
dz,

kur apskritimas |z − s| = δ guli pusplok²tum
eje σ > σ1. Tuomet σ′ > σ1 ir apr
eºtam τ ,
pagal (8) lygyb¦

T∫

0

|f ′2(σ + it)|2dt =

T∫

0

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫

|z−s|=δ

f2(z)

(z − s
dz

∣∣∣∣∣∣∣

2

dt = O




∫

0

T |f2(σ
′ + it + iτ)|2dt


 = O(T ).

2.2.4 lema. Tegul K yra kompakti²kas D poaibis. Tuomet

lim
n→∞

lim sup
N→∞

1

N + 1

N∑
m=0

sup
s∈K

|f2(s + imh)− gn(s + imh)| = 0.

I�rodymas. Pakeiskime gn(s) integravimo kont	ur¡. Narys po integralu turi paprast¡
poliu� ta²ke z = 0. Tarkime, σ ∈ [σ1 + η, σ4], η > 0, kai s ∈ K ir paºym
ekime σ3 = σ1 + η

2
.

Tuomet, pagal reziduumu� teorem¡ mes randame, jog

gn(s) =
1

2πi

σ3−σ+i∞∫

σ3−σ−i∞

f2(s + z)ln(z)
dz

z
+ f2(s). (14)
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Tegul L yra paprastas uºdaras kont	uras srityje D, apimantis aib¦ K ir tegul δ yra
atstumas nuo L iki K. Tada pagal Ko²i formul¦, kai s ∈ K, mes turime, jog

f2(s + imh)− gn(s + imh) =
1

2πi

∫

L

f2(z + imh)− gn(z + imh)

z − s
dz.

Tod
el

sup
s∈K

|f2(s + imh)− gn(s + imh)| ≤ 1

2πi

∫

L

|f2(s + imh)− gn(s + imh)||dz|.

Vadinasi, pakankamai dideliems N , mes gauname

1

N + 1

N∑
m=0

sup
s∈K

|f2(s + imh)− gn(s + imh)|

= O


 1

N

N∑
m=0

1

2πi

∫

L

|f2(z + imh)− gn(z + imh)||dz|



= O


 1

N

∫

L

|dz|
2N∑

m=0

|f2(Rz + imh)− gn(Rz + imh)|) + O(
1

Nδ




= O

(
1

Nδ

)
+ O

(
1

N
sup
s∈L

2N∑
m=0

|f2(σ + imh)− gn(σ + imh)|
)

. (15)

I² £ia ir (14) lygyb
es, turime, jog

f2(s + imh)− gn(s + imh) = O




+∞∫

−∞

|f2(σ3 + imh + iτ)||ln(σ3 − σ + iτ)|dτ


 .

Vadinasi, pa
em¦ u = [ |τ |
h

] + 1, kur [x] ºymi sveik¡j¡ x dali�, mes gauname, kad

1

N

2N∑
m=0

|f2(σ+imh)−gn(σ+imh)| = O




+∞∫

−∞

|ln(σ3 − σ + iτ)| 1
N

2N+u∑
m=−u

|f2(σ3 + imh)|dτ


 .

Pagal 2.2.2 ir 2.2.3 lemas bei (8) i�verti�

2N+u∑
m=−u

|f2(σ + imh)|2 ≤ 1

h

(2N+u)h∫

−uh

|f2(σ + it)|2dt

+




(2N+u)h∫

−uh

|f2(σ + it)|2dt

(2N+u)h∫

−uh

|f ′2(σ + it)|2dt




1
2

= O(2N + 2u).
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Be to, Ko²i-�varco nelygyb
e duoda, jog

1

N + 1
sup
s∈L

2N∑
m=0

|f2(σ + imh)− gn(σ + imh)| =

O


sup

s∈L

+∞∫

−∞

|ln(σ3 − σ + iτ)|dτ

(
1

N + 1

2N+u∑
m=−u

|f2(σ3 + imh)|2
) 1

2


 = (16)

O


sup

s∈L

+∞∫

−∞

|ln(σ3 − σ + iτ)|2N + 2u

N + 1
dτ


 = O


sup

s∈L

+∞∫

−∞

|ln(σ3 − σ + iτ)|(1 + |τ |)dτ


 .

Skai£iu� δ mes galime pasirinkti toki�, kad b	utu� tenkinama nelygyb
e σ3−σ ≤ −η
4
, s ∈ L.

�iuo atveju, pagal ln(s) apibr
eºim¡, mes turime, kad

lim
n→∞

sup
σ≤− η

4

∞∫

−∞

|ln(σ + it)|(1 + |t|)dt = 0.

Taigi, (15) ir (16) seka lemos tvirtinimas.
Tegul ah = {e−iλmh : m ∈ N}, h > 0. Tuomet ah yra vienparametrin
e grup
e. Aib
eje

Ω apibr
e²kime transformaciju� ²eim¡ ϕh, kur ϕh(ω) = ahω, kai ω ∈ Ω. Taigi, turime, kad
{ϕτ : τ ∈ R} yra ma£iu�ju� transformaciju� aib
eje Ω vienparametrin
e grup
e.

Dabar prisiminsime ergotin
es teorijos kai kuriuos pagrindinius faktus, (pla£iau, ºr.
[11]). Tegul G yra kompakti²ka topologin
e Abelio grup
e su Haro matu mG. Tegul {G}
yra i²matuojamu� transformaciju� erdv
eje G grup
e. Aib
e A ∈ B(G) vadinama invariantine
grup
es {Gh} atºvilgiu, jei visiems h, aib
es A ir Ah = Gh(A) skiriasi viena nuo kitos nulinio
mato mG aibe, t.y. mG(A∆Ah) = 0, kur A∆Ah ºymi aibiu� A ir Ah simetrini� skirtum¡.
Vienparametrin
e grup
e {Gh} vadinama ergodine jei jos invariantiniu� aibiu� σ-k	un¡, kuriu�
matas mG lygus 0 arba 1.

2.2.5 lema. Vienparametrin
e grup
e ϕh yra ergodin
e.
I�rodymas. Lemos i�rodym¡ galima rasti [6].
Tegul s ∈ D ir

f2(s, ω) =
r∑

j=0

∞∑
m=1

amωj(1)ω(m)e−(λm+jλ1)s.

Tuomet mes turime, kad f2(s, ω) yra dvieju� H(D)-reik²miu� atsitiktiniu� elementu�
f1(s, ω) ir f2(s, ω) sandauga, kur

f1(s, ω) =
r∏

j=1

(1− ω(1)eλ1(sj−s))

o f(s, ω) yra H(D)-reik²mis atsitiktinis elementas.
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Atsitiktinio elemento ξ vidurki� paºym
ekime Eξ.
2.2.6 lema. Tegul T yra ma£iu� ergodiniu� transformaciju� tikimybin
eje erdv
eje (Ω,F ,m)

grup
e. Tada ∀g ∈ L1(Ω,F ,m) ir beveik visiems ω ∈ Ω̂

lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

g(T kω) = Eg.

I�rodymas. �i lema yra gerai ºinoma Birkhofo-Kin£ino teorema (Birkho�-Khinchine)
[12].

2.2.7 lema. Tegul σ > σ1 ir N →∞. Tada beveik visiems ω ∈ Ω,
N∑

m=0

|f2(σ + imh, ω)|2 = BN.

I�rodymas. Tegul m ∈ N,
fmj(σ, ω) = amjω

j(1)ω(m)e−(λm+jλ1)σ

o, �ksuotam j,

fj(σ, ω) =
∞∑

m=1

fmj(σ, ω).

Tuomet turime, jog

E(fmj, fkj) = amjakje
−(λm+jλ1)σe−(λk+jλ1)σ

∫

Ω

ωj(1)ω−j(1)ω(m)ω(k)mH(dω)

=

{ |amj|2e−2(λm + jλ1)σ, m=k,
0, m 6= k,

nes ∫

Ω

ω(m)ω(k)mH(dω) =

{
1, m=k,
0, m 6= k.

Be to, mes turime, kad atsitiktiniai dydºiai fmj(σ, ω) yra poromis ortogonal	us. [5] yra
i�rodyta, kad kai σ > σ1, ∞∑

m=1

|am|2e−2λmσ < ∞.

Vadinasi,

E|fj(σ, ω)|2 =
∞∑

m=1

E|fm,j(σ, ω)|2 = O

( ∞∑
m=1

|am|2e−2(λm+jλ1)σ

)
< ∞, j = 0, ..., r,

taigi ir,

E|f2(σ, ω)|2 =
r∑

j=0

E|fj(σ, ω)|2 < ∞. (17)
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Tuomet akivaizdu, kad

|f2(σ, ϕm
h (ω))|2 = |f2(σ, amhω)|2 = |f2(σ + imh, ω)|2. (18)

Atsiºvelg¦ i� (17) lygyb¦, bei 2.2.5 ir 2.2.6 lemas, randame, jog beveik visiems ω ∈ Ω

lim
N→∞

1

N + 1

N∑
m=0

|f2(σ + imh, ω)|2 = lim
N→∞

1

N + 1

∑
m=0

N |f2(σ, ϕm
h (ω))|2

= E|f2(σ, ω)|2 < ∞.

I² £ia turime lemos tvirtinim¡.
Tegul ω ∈ Ω ir

gn(s, ω) =
r∑

j=1

∞∑
m=1

amjω
j(1)ω(m)exp{−e−(λm−λn)σ2}e−(λm+jλ1)s.

Akivaizdu, jog, pastaroji eilut
e konverguoja absoliu£iai, kai σ > σ1.
2.2.8 lema. Tegul K yra kompakti²kas srities D poaibis. Tada beveik visiems ω ∈ Ω

lim
n→∞

lim sup
N→∞

1

N + 1

N∑
m=0

sup
s∈K

|f2(s + imh, ω)− gn(s + imh, ω)| = 0.

I�rodymas. Atsiºvelgiant i� 2.2.7 lem¡, ²ios lemos i�rodymas yra analogi²kas 2.2.4 lemos
i�rodymui.

2.3 Ribin
e teorema absoliu£iai konverguojan£ioms eilut
ems
�ioje dalyje mes nagrin
esime dvieju� tikimybiniu� matu�

PN,n(A) = µN(gn(s + imh) ∈ A),

ir
P̂N,n(A) = µN(gn(s + imh, ω) ∈ A),

kai N → ∞ silpn¡ konvergavim¡. Nagrin
ejant ²iu� matu� silpn¡ konvergavim¡, mums
reik
es metrikos, apibr
eºtos erdv
eje H(D) su indukuota joje topologija. Yra ºinoma, ºr.
pavyzdºiui 1.7.1 lem¡ i² [2]), jog srityje D egzistuoja kompakti²ku� poaibiu� seka {Kn},
tokia, kad D = ∪∞n=1Kn, Kn ⊂ Kn+1, ir jeigu K yra kompakti²kas D poaibis, tai K ⊆ Kn

visiems n. Tada
%(f, g) =

∞∑
n=1

%n(f, g)

1 + %n(f, g)
, f, g ∈ H(D),

kur
%n(f, g) = sup

s∈Kn

|f(s)− g(s)|

yra metrika erdv
eje H(D) su indukuota joje topologija.
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2.3.1 lema. Erdv
eje (H(D),B(H(D))), egzistuoja tikimybinis matas Pn toks, kad
matai PN,n ir P̂N,n kai N →∞ silpnai konverguoja i� Pn.

I�rodymas. Teigiamam sveikam skai£iui M , apibr
eºkime funkcijas

gn,M(s) =
r∑

j=0

M∑
m=1

amj exp{−e(λm−λn)σ2}e−(λm+jλ1)s,

gn,M(s, ω) =
M∑

m=1

amjω
j(1)ω(m) exp{−e(λm−λn)σ2e−(λm+jλ1)s,

ir tegul
PN,n,M(A) = µN(gn,M(s + imh) ∈ A), A ∈ B(H(D)),

PN,n,M(A) = µN(gn,M(s + imh, ω) ∈ A), A ∈ B(H(D)).

Pagal 2.1.2 ir 2.1.3 lemas matai PN,n,M ir P̂N,n,M , kai N → ∞, silpnai konverguoja
i� tam tikr¡ mat¡ Pn,M . Pana²iai kaip 5.5.2 teoremoje i² [2], gauname, kad �ksuotiems
n tikimybiniu� matu� ²eima {Pn,M} yra suspausta. Vadinasi, pagal Prokhorovo teorem¡,
(1.2.3 teorema), ji yra reliatyviai kompakti²ka.

I² gn(s) ir gn,M(s) apibr
eºimu�, turime, jog

lim
M→∞

gn,M(s) = gn(s),

ir, kadangi gn(s) eilut
es konverguoja absoliu£iai pusplok²tum
eje σ > σ1, ²is konvergavimas
yra tolygus kompakti²kuose D poaibiuose. Vadinasi, kiekvienam ε > 0,

lim
M→∞

lim sup
N→∞

µN(%(gn,M(s + imh), gn(s + imh)) ≥ ε)

≤ lim
M→∞

lim sup
N→∞

1

(N + 1)ε

∑
m=0

N%(gn,M(s + imh), gn(s + imh)) = 0. (19)

Tegul θN atsitiktinis dydis, apibr
eºtas tikimybin
eje erdv
eje (Ω̂,B(Ω̂),P), su pasiskirstymu

P(θN = mh) =
1

N + 1
, m = 0, 1, ..., N.

Paºym
ekime
XN,n,M(s) = gn,M(s + iθN).

Tuomet
XN,n,M(s)

D→
N→∞

Xn,M ,

kur Xn,M yra H(D)-reik²mis atsitiktinis elementas su pasiskirstymu Pn,M , o D→ rei²kia
konvergavim¡ pagal skirstini�. Dabar tegul

XN,n(s) = gn(s + iθN).
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Tada pagal (19) lygyb¦, kiekvienam ε > 0,

lim
M→∞

lim sup
N→∞

P(%(XN,n,M(s), XN,n(s)) ≥ ε) = 0. (20)

Kadangi ²eima {Pn,M} yra reliatyviai kompakti²ka, egzistuoja toks posekis Pn,M1 , kuris
silpnai konverguoja i� Pn, kai M1 →∞. Tuomet

Xn,M1

D→
M1→∞

Pn. (21)

�inome, jog erdv
e H(D) yra separabili. Tod
el, remdamiesi (19)−(21) ir 1.2.4 teorema
i² [2], gauname, jog

XN,n
D→

N→∞
Pn. (22)

Tai rei²kia, kad egzistuoja tikimybinis matas Pn toks kad matas PN,n kai N →∞ silpnai
konverguoja i� Pn. I² kitos, (22) rodo, kad matas Pn nepriklauso nuo posekio Pn,M1

pasirinkimo. I² ²iu� faktu� ir sekos {Pn,M} reliatyvaus kompakti²kumo i²plaukia, kad Pn,M ,
kai M →∞, silpnai konverguoja i� mat¡ Pn ir

Xn,M
D→

M→∞
Pn. (23)

Pakartoj¦ tuos pa£ius argumentus atsitiktiniams elementams

X̂N,n,M(s, ω) = gn,M(s + iθ, ω),

X̂N,n(s, ω) = gn(s + iθ, ω),

ir atsiºvelg¦ i� (23), gauname, kad matas P̂N,n, kai N →∞, taip pat silpnai konverguoja i�
Pn. Lema i�rodyta.

2.4 Ribin
e teorema funkcijai f2(s)

�ioje dalyje mes nagrin
esime tikimybiniu� matu�

PN,f2(A) = µN(f2(s + imh) ∈ A), A ∈ B(H(D)),

P̂N,f2(A) = µN(f2(s + imh, ω) ∈ A), A ∈ B(H(D)),

silpn¡ konvergavim¡.
2.4.1 Lema. Erdv
eje (H(D),B(H(D))) egzistuoja tikimybinis matas P toks kad matai

PN,f2 ir PN,f2, kai N →∞ silpnai konverguoja i� P .
I�rodymas. I�rodymo kelias yra pana²us kaip ir 2.3.1 lemoje. Pagal j¡ mat¡ PN,n ir P̂N,n,

kai N →∞, silpnai konverguoja i� t¡ pati� mat¡ Pn. Pa
em¦

XN,n(s) = gn(s + iθN),
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gausime, kad
XN,n

D→
N→∞

Xn, (24)

kur Xn yra H(D)-reik²mis atsitiktinis elementas su pasiskirstymu Pn. �eima {Pn} taip
pat yra reliatyviai kompakti²ka. Panaudoj¦ 2.2.4 lem¡, randame, kad kiekvienam ε > 0,

lim
n→∞

lim sup
N→∞

µN(%(f2(s + imh), gn(s + imh)) ≥ ε)

≤ lim
n→∞

lim sup
N→∞

1

(N + 1)ε

N∑
m=0

%(f2(s + imh), gn(s + imh)) = 0.

Dabar paºym
ekime
YN(s) = f2(s + iθN).

Tuomet tur
et¡ s¡ry²i� galime uºra²yti tokia forma:

lim
n→∞

lim sup
N→∞

P(%(XN,n(s), YN(s)) ≥ ε) = 0. (25)

I² reliatyvaus posekio {Pn} kompakti²kumo seka, kad egzistuoja posekis {Pn1} ⊂ {Pn},
kai n1 →∞, kuris silpnai konverguoja i� P , t.y.

Xn1

D→
n1→∞

P. (26)

Pasinaudoj¦ (24)− (26) ir 1.2.4 teorema i² [2], gauname, kad

YN
D→

N→∞
P.

Tai rei²kia, kad matas PN,f2 , kai N → ∞ silpnai konverguoja i� P . Reliatyvus kompak-
ti²kumas ir (26) s¡ry²is parodo, kad

Xn
D→

n→∞
P. (27)

Pakartoj¦ anks£iau min
etus argumentus ir pasinaudoj¦ (27) lygybe bei 2.2.8 lema gau-
name, kad matas PN,f2 , kai N →∞, taip pat silpnai konverguoja i� P .

Kitas m	usu� tikslas yra identi�kuoti ribini� mat¡ 2.4.1 lemoje.
Kaip ir 2.2 skyriuje apibr
eºkime

f2(s, ω) =
r∑

j=0

∞∑
m=1

amjω
j(1)ω(m)e−(λm+jλ1)s, s ∈ D,

o Pf2 tegul yra atsitiktinio elemento f2(s, ω) skirstinys.
2.4.2 lema. Matas P 2.4.1 lemoje sutampa su Pf2.
I�rodymas. Tegul A ∈ B(H(D)) yra mato P tolydumo aib
e. Tuomet pagal 2.4.1 lem¡

beveik visiems ω ∈ Ω,

lim
N→∞

µN(f2(s + imh, ω) ∈ A) = P (A). (28)
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Fiksuokime aib¦ A ir apibr
eºkime atsitiktini� dydi� θ erdv
eje (Ω,B(Ω)) formule

θ(ω) =

{
1, kai f2(s, w) ∈ A,
0, kai f2(s, w)∈A.

Tuomet

E(θ) =

∫

Ω

θdmH = mH(ω ∈ Ω : f2(s, ω) ∈ A) = Pf2(A) < ∞. (29)

I² 2.2.5 ir 2.2.6 lemu� seka, kad beveik visiems ω ∈ Ω

lim
N→∞

1

N + 1

N∑
m=0

θ(ϕm
h (ω)) = E(θ). (30)

Be to, i² θ ir ϕh apibr
eºimu�

1

N + 1

N∑
m=0

θ(ϕm
h (ω)) = µN(f2(s + imh, ω) ∈ A). (31)

I² (29)− (31) gauname, jog beveik visiems ω ∈ Ω

lim
N→∞

µN(f2(s + imh, ω) ∈ A) = Pf2(A).

I² £ia ir (28) lygyb
es turime, kad P (A) = Pf2(A) bet kuriai mato P tolydumo aibei A.
Kadangi visos tolydºios aib
es sudaro determinuojan£i¡ klas¦, vadinasi P (A) = Pf2(A)
visoms A ∈ B(H(D)). Lema i�rodyta.

2.5 Ribin
e teorema funkcijai f1(s)

Pirmiausia, mes pasteb
esime, kad

f1(s) =
r∏

j=1

(1− eλ1(sj−s)) =
r∑

m=0

bme−λ1ms

yra Dirichl
e polinomas su koe�cientais bm ir rodikliais mλ1. Apibr
eºkime H(D)-reik²mi�
atsitiktini� element¡ f1(s, ω)

f1(s, ω) =
r∏

j=1

(1− ω(1)eλ1(sj−s)) =
r∑

m=0

bmωm(1)e−λ1ms ,

ir tikimybini� mat¡

PN,f1(A) = µN(f1(s + imh) ∈ A), A ∈ B(H(D)).

2.5.1 lema. Tikimybinis matas PN,f1, kai N → ∞, silpnai konverguoja i� atsitiktinio
elemento f1(s, ω), skirstini� Pf1.

I�rodymas. Lema i�rodoma tuo pa£iu b	udu kaip 2.1.2 ir 2.4.2 lemos.
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2.6 Dvimat
e ribin
e teorema
2.4 ir 2.5 skyriuose i�rod
eme diskre£ias ribines teoremas funkcijoms f1(s) ir f2(s) erdv
eje
H(D). Dabar mes i�rodysime jungtin¦ ribin¦ teorem¡ ²ioms funkcijoms.

Tegul H2(D) = H(D)×H(D). Paºymime Pf1,f2 H2(D)-reik²mio atsitiktinio elemento
skirstini�

F (s, ω) = (f1(s, ω), f2(s, ω)), ω ∈ Ω, s ∈ D,

ir tegul

PN,f1,f2(A) = µN((f1(s + imh), f2(s + imh)) ∈ A), A ∈ B(H2(D)).

2.6.1 lema. Tikimybinis matas PN,f1,f2, kai N → ∞, silpnai konverguoja i� mat¡
Pf1,f2.

Lemos i�rodymui mums reik
es pagalbiniu� rezultatu�.
2.6.2 lema. Tikimybiniu� matu� ²eima {PN , f1, f2} yra reliatyviai kompakti²ka.
I�rodymas. 2.4.1 2.4.2 ir 2.4.3 lemose i�rod
eme, kad tikimybiniai matai PN,f1 ir PN,f2 ,

kai N →∞, silpnai konverguoja i� atitinkamus matus Pf1 ir Pf2 . Be to, tikimybiniu� matu�
²eima {PN,fj

, j = 1, 2, } yra reliatyviai kompakti²ka, o erdv
e H(D) yra pilna separabili
erdv
e. Vadinasi, pagal Prokhorovo teorem¡ ²eima {PN,fj

}, j = 1, 2 yra tir²ta. Tuomet
mes turime, kad kiekvienam ε > 0 egzistuoja kompakti²kas poaibis Kj ⊂ D toks, kad

PN,fj
(H(D)\Kj) <

ε

2
, j = 1, 2. (32)

Tegul θN yra atsitiktinis dydis apibr
eºtas 12 lemos i�rodyme ir

f1,N(s) = f1(s + iθN),
f2,N(s) = f2(s + iθN),
FN(s) = (f1,N(s), f2,N(s)).

Tada i² (32) nelygyb
es ir PN,fj
apibr
eºimo seka, kad

P(fj,N ∈ H(D)\Kj) <
ε

2
, j = 1, 2. (33)

Tegul K = K1 × K2. Tuomet K yra erdv
es H2(D) kompakti²kas poaibis. Atsiºvelg¦ i�
(33) nelygyb¦, gauname, jog

PN,f1,f2(H
2(D)\K) = P(FN ∈ H2(D)\K)

= P(
2⋃

j=1

(fj,N(s) ∈ H(D)\Kj))

≤
2∑

j=1

P(fj, N(s) ∈ H(D)\Kj) < ε. (34)

(34) s¡ry²is parodo, jog ²eima {PN,f1,f2} yra tir²ta. Pagal Prokhorovo teorem¡ ji yra
reliatyviai kompakti²ka. Lema i�rodyta.
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Tegul s1, ..., sl yra laisvai pasirenkami ta²kai srityje D ir paºym
ekime σ′ = min
1≤k≤l

Resk.
Tada σ = σ1 − σ′ < 0, ir paºym
ekime

D̂ = {s ∈ C : σ > σ̂}.

Be to, tegul ujk, j = 1, 2, 1 ≤ k ≤ l, yra laisvai pasirenkami kompleksiniai skai£iai.
Apibr
e²kime funkcij¡ υ : H2(D) → H(D) formule:

v(f1, f2) =
2∑

j=1

l∑

k=1

ujkfj(sk + s), s ∈ D̂, fj ∈ H(D), j = 1, 2, (35)

ir tegul
Wv(s) = v(f1(s), f2(s)).

2.6.3 lema. Yra teisingas s¡ry²is

Wv(s + iθN)
D→

n→∞
v(F (s, ω)).

I�rodymas. I² funkcijos v apibr
eºimo,

Wv(s) =
2∑

j=1

l∑

k=1

ujkfj(sk + s), σ > σ1

Pusplok²tum
eje σ > σα funkcijos f1(s) ir f2(s) galime uºra²yti absoliu£iai konverguo-
jan£iomis Dirichl
e eilut
emis

f1(s) =
r∏

j=1

(1− eλ1(sj−s)) =
r∑

j=0

bje
−λ1js

ir

f2(s) =
r∏

j=1

(1− eλ1(sj−s)) =
∞∑

m=1

ame−λms

=
r∑

j=0

∞∑
m=1

am,je
−(λm+jλ1)s.

Tai rodo, kad kai s ∈ D,

Wv(s) =
l∑

k=1

u1kf1(sk + s) +
l∑

k=1

u2kf2(sk + s)

=
l∑

k=1

u1k

r∑
j=0

bje
−λ1j(sk+s) +

l∑

k=1

u2k

r∑
j=0

∞∑
m=1

amje
−(λm+jλ1)(sk+s)

=
r∑

j=0

b̃je
−λ1js +

l∑

k=1

u2k

r∑
j=0

∞∑
m=1

ãmjke
−(λm+jλ1)s = Z1(s) + Z2(s),
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kur

b̃j =
l∑

k=1

u1kb̂je
−λ1sk , b̂j =

{
bj, j ≤ r,
0, j > r,

ir
ãmjk = âmje

−(λm+jλ1)sk , âmj =

{
amj, j ≤ r,
0, j>r.

Matome, jog Z1(s) yra Dirichl
e polinomas, o Z2(s) Dirichl
e eilu£iu�, tenkinan£iu� (7) ir (8)
s¡lygas, tiesin
e kombinacija. Kadangi funkcija f2(s) yra reguliari pusplok²tum
eje σ > σ1,
funkcija Z2(s) taip pat yra reguliari srityje D.

Kadangi aib
e {λm} yra algebriniu� skai£iu�, tiesi²kai nepriklausomu� vir² racionaliu�ju�
skai£iu� k	uno, sistema, ir λm tenkina (4) savyb¦, gauname, kad tikimybinis matas

µN(Wv(s + imh) ∈ A) = µN((Z1(s + imh) + Z2(s + imh)) ∈ A), A ∈ B(H(D)), (36)

kai N →∞, silpnai konverguoja i� H(D̂)-reik²mio atsitiktinio elemento skirstini�

Wv(s, ω) =
∑
j=0

rb̃jω(1)e−λ1js +
l∑

k=1

u2k

r∑
j=0

∞∑
m=1

ãm,j,kω
j(1)ω(m)e−(λm+jλ1)s (37)

�is i�rodymas yra gaunamas pana²iai kaip ir funkcijai f2(s). Pirmiausia i�rodoma ribin
e
teorema matui

µN((Z1(s) +
l∑

k=1

u2k

r∑
j=0

M∑
m=1

ãmjke
−(λm+jλ1)s) ∈ A), A ∈ B(H(D̂)).

Po to pritaikomas funkcijos Wv(s) aproksimavimas vidurkiui, o tuomet lieka pasinau-
doti ergodin
es teorijos elementais, kad gauti tiksli¡ i²reik²tin¦ ribinio mato form¡. Lieka
parodyti, kad ²is ribinis matas sutampa su atsitiktinio elemento, uºra²yto (37) forma
skirstiniu.

Be to, i² funkcijos v apibr
eºimo

Wv(s, ω) =
l∑

k=1

u1k

r∑
j=0

bjω
j(1)e−λ1j(sk+s) +

l∑

k=1

u2k

r∑
j=0

∞∑
m=1

am,j,kω
j(1)ω(m)e−(λm+jλ1)(sk+s)

=
2∑

j=0

r∑

k=1

ujkfj(sk + s, ω) = v(f1(s, ω), f2(s, ω)).

Taigi (36) matas, kai N →∞, silpnai konverguoja i� atsitiktinio elemento v(f1(s, ω), f2(s, ω))
skirstini�.

2.6.1 lemos i�rodymas. Pagal 2.6.2 lem¡, erdv
eje (H2(D),B(H2(D)), egzistuoja seka
N1 → ∞ tokia, kad matas PN,f1,f2 , kai N1 → ∞, silpnai konverguoja i� tikimybini� mat¡
P . Tegul

F1(s) = (f11(s), f12(s))
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yra H2(D)-reik²mis atsitiktinis elementas su skirstiniu P . Tada pagal N1 pasirinkim¡ mes
turime, kad

FN1

D→
N1→∞

F1. (38)

Kadangi funkcija v yra tolydi, vadinasi, pagal 2.1.1 lem¡ turime, kad

v(FN1)
D→

N1→∞
v(F1).

I² Wv(s) apibr
eºimo turime, kad

Wv(s + iθN1)
D→

N1→∞
v(F1). (39)

Paºym
ej¦ F (s) = (f1(s), f2(s)), remdamiesi 2.6.3 lema gauname, jog

Wv(s + iθN1)
D→

N1→∞
v(F ).

I² £ia ir i² (39) s¡ry²io

v(F ) = v(F1). (40)

Dabar apibr
eºkime funkcij¡ v1 : H(D̂) → C formule

v1(f) = f(0), f ∈ H(D).

Kadangi funkcija v1 yra mati, pasir
em¦ (40) gauname, jog

v1(v(F )) = v1(v(F1)),

arba
v(F )(0) = v(F1)(0).

I² v apibr
eºimo turime, jog
2∑

j=1

l∑

k=1

ujkfj(sk, ω) =
2∑

j=1

l∑

k=1

ujkf(1j)(sk) (41)

kur ujk laisvai pasirenkami kompleksiniai skai£iai. Erdv
eje R4n hyperplok²tumos generuoja
determinuojan£i¡ klas¦ [1]. Be to jos taip pat formuoja determinuojan£i¡ klas¦ ir erdv
eje
C2n. I² (41) lygyb
es matome, kad C2n-ma£iai atsitiktiniai elementai fj(sk, ω) ir f1j(sk), j =
1, 2, k = 1, ..., l, turi t¡ pati� skirstini�.

Tegul K yra erdv
es D kompakti²kas poaibis ir tegul ϕ1, ϕ2 ∈ H(D). Be to, tegul
kiekvienam ε > 0,

G = {(g1, g2) ∈ H2(D) : sup
s∈K

|gj(s)− ϕj(s)| ≤ ε, j = 1, 2}.
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Pasirinkime tir²t¡ sek¡ {sk} srityje K. Be to, tegul

Gl = {(g1, g2) ∈ H2(D) : |gj(sk)− ϕj(sk)| ≤ ε, j = 1, 2, k = 1, ..., l}.

Tuomet i² anks£iau pamin
etu� atsitiktiniu� elementu� fj(sk, ω) ir f1j(sk, ω) savybiu� turime,
kad

mH(ω ∈ Ω : F (s, ω) ∈ Gl) = P(F1(s) ∈ Gl). (42)
Kadangi seka {sk} yra tir²ta srityje K, turime, kad G1 ⊃ G2 ⊃ ... ir Gl → G, kai l →∞.
Jeigu l →∞ (42) lygyb
eje, mes turime, jog,

mH(ω ∈ Ω : F (s, ω) ∈ G) = P(F1(s) ∈ G). (43)

Kadangi erdv
e H2(D) taip pat yra separabili, tuomet (43) lygyb
e duoda, jog

F = F1.

I² £ia ir i² (38) s¡ry²io gauname
FN1

D→
N1→∞

F1. (44)

Vadinasi, matas PN1,f1,f2 , kai N →∞ silpnai konverguoja i� atsitiktinio elemento skirstini�

F = (f1(s, ω), f2(s, ω)).

kadangi pagal 2.6.2 lem¡ ²eima {PN1,f1,f2} yra reliatyviai kompakti²ka ir atsitiktinis ele-
mentas F (44) lygyb
eje nepriklauso nuo sekos N1 pasirinkimo, pagal 1.1.9 teorem¡ i² [2]
ir 2.6.2 lemos gauname lemos tvirtinim¡.

2.7 B teoremos i�rodymas
Apibr
e²kime funkcij¡ u : H2(D) → M(D) formule

u(g1, g2) =
g2

g1

, g1, g2 ∈ H(D).

Kadangi metrika d tenkina s¡lyg¡

d(g1, g2) = d

(
1

g1

,
1

g2

)
.

Tod
el funkcija u yra tolydi. Taigi, remdamiesi 2.1.1 ir 2.6.1 lemomis galime padaryti
i²vad¡, kad tikimybinis matas

PN = µN(f(s + imh) ∈ A) = PN,f1,f2u
−1

= µN(
f2(s + imh)

f1(s + imh
∈ A), A ∈ B(M(D))
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kai N →∞, silpnai konverguoja i� atsitiktinio elemento f2(s,ω)
f1(s,ω)

skirstini�. Kadangi,

f2(s, ω)

f1(s, ω)
=

r∑
j=0

∞∑
m=1

amjω
j(1)ω(m)e−λm+jλ1)s

r∏
j=1

(1− ω(1)eλ1(sj − s))

=

r∏
j=1

(1− ω(1)eλ1(sj−s))
∞∑

m=1

amω(m)e−λms

r∏
j=1

(1− ω(1)eλ1(sj−s))

= f(s, ω),

vadinasi ribinis matas yra mH(ω ∈ Ω : f(s, ω) ∈ A), A ∈ B(M(D)). Teorema i�rodyta.
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3 Pagrindin
es teoremos i�rodymas

Kaip min
ejome i�vade, m	usu� darbo tikslas yra i²pl
esti sekos {λm} pasirinkim¡ B teoremoje,
s¡lyg¡ λm ≥ c(log m)δ, c, δ > 0, pakei£iant eilut
es

∞∑
m=1

|am|2e−2λmσlog2m. (45)

konvergavimu.
Dar kart¡ priminsime pagrindin¦ teorem¡. Tegul h > 0.
Pagrindin
e teorema. Tegul exp{2π

h
} yra racionalusis skai£ius. Tarkime, kad {λm}

yra algebriniu� skai£iu� tiesi²kai nepriklausomu� vir² racionaliu�ju� skai£iu� k	uno seka, tenki-
nanti s¡lyg¡:

∞∑
m=1

|am|2e−2λmσlog2m.

Be to, tegul funkcija f(s) tenkina (2) ir (3) s¡lygas. Tuomet tikimybinis matas

µN(f(s + imh) ∈ A), A ∈ B(M(D)),

kai N →∞, silpnai konverguoja i� atsitiktinio elemento f(s, ω) skirstini�

mH(ω ∈ Ω : f(s, ω) ∈ A), A ∈ B(M(D))

I�rodymas. Teorema i�rodoma taip pat kaip ir B teorema, o eilut
es konvergavimo s¡lyga
yra naudojama atsitiktinio elemento egzistavimui i�rodyti.

I�rodysime, kad jei (45) eilut
e konverguoja, tuomet

f(s, ω) =
∞∑

m=1

amω(m)e−λms, s ∈ D, (46)

yra H(D)-reik²mis atsitiktinis elementas, t.y. (46) eilut
e konverguoja tolygiai kompak-
ti²kuose srities D poaibiuose.

Pirmiausia i�rodysime pagrindini� rezultat¡.
3.1 lema. f(s, ω) yra H(D)-reik²mis atsitiktinis elementas, apibr
eºtas tikimybin
eje

erdv
eje (Ω,B(Ω), mH).
�ios lemos i�rodymui reikalinga dar viena lema.
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Tegul, kaip i�prasta, Eϕ yra atsitiktinio elemento ϕ vidurkis.
3.2 lema. Tarkime, kad atsitiktiniai elementai X1, X2, ... yra ortogonal	us, o

∞∑
m=1

E|Xm|2(log m)2 < ∞.

Tuomet eilut
e ∞∑
m=1

Xm

konverguoja beveik visur.
�i lema yra atskiras Radema£erio (Rademacher) teoremos atvejis, kurios i�rodym¡ ga-

lime rasti [6].
3.1 lemos i�rodymas. Pirmiausia, pasiremdami 3.2 lema, i�rodysime, jog f(σ, ω) =

∞∑
m=1

amω(m)e−λmσ konverguoja beveik visiems ω ∈ Ω Haro mato atºvilgiu. Tegul

ϕm(ω) = amω(m)e−λmσ, m ∈ N, σ > σ1.

Tuomet {ϕm} yra kompleksines reik²mes i�gyjan£iu� atsitiktiniu� elementu� seka erdv
eje
(Ω,B(Ω),mH) seka. Nesunku pamatyti, kad

E|ϕm|2 = |am|2e−2λmσ, (47)
ir

E(ϕmϕk) =

∫

Ω

ϕm(ω)ϕ(ω)dmH = amake
−(λm+λk)σ

∫

Ω

ω(m)ω(k)dmH

=

{
0, kai m 6= k,
|am|2e−2λmσ, kai m = k.

Vadinasi, {ϕm} yra poromis ortogonaliu� atsitiktiniu� elementu� seka. Atsiºvelg¦ i� (45)
eilut
es konvergavim¡ bei (47) lygyb¦, gauname, jog

∞∑
m=1

E|ϕm|2log2m < ∞.

Tuomet, pagal 3.2 lem¡, eilut
e
∞∑

m=1

ϕm konverguoja beveik visur, t.y. eilut
e
∞∑

m=1

amω(m)e−λmσ

konverguoja beveik visiems ω ∈ Ω Haro mato atºvilgiu.
I² £ia gerai ºinomos Dirichl
e eilu£iu� savyb
es, pagal kuri¡ eilut
e

∞∑
m=1

amω(m)e−λms kon-
verguoja tolygiai kompakti²kuose srities D poaibiuose bei Vejer²traso teoremos [4] turime,
jog f(s, ω) yra H(D)-reik²mis atsitiktinis elementas.

Toliau pagrindin
e teorema i�rodoma visi²kai analogi²kai kaip ir B teorema.
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I²vados

Darbe nagrin
ejamas funkciju�, apibr
eºiamu� bendrosiomis Dirichl
e eilut
emis
∞∑

m=1

ame−λms ,

diskretus reik²miu� pasiskirstymas. I�rodyta diskreti ribin
e teorema bendru�ju� Dirichl
e
eilu£iu� poklasiui meromor�niu� funkciju� erdv
eje tikimybinu� matu� silpnojo konvergavimo
prasme.

Pateikta ribinio mato i²rai²ka, t.y. jei funkcija f(s) =
∞∑

m=1

ame−λms , bei rodikliai λm

tenkina tam tikras s¡lygas, tuomet tikimybinis matas

µN(f(s + imh) ∈ A), A ∈ B(M(D))

kai N →∞, silpnai konverguoja i� tam tikro atsitiktinio elemento skirstini�.
Ribin
es teoremos i�rodymas paremtas A. Laurin£iko ir R. Macaitien
es pateiktu teore-

mos i�rodymu, ta£iau darbe panaudota nauja s¡lyga rodikliams λm, kuri¡ patikrinti kur
kas paparas£iau nei min
etu� autoriu� naudojam¡ reikalavim¡ rodikliu� λm augimui.

I�rodyta teorema gali b	uti pritaikyta bendru�ju� Dirichl
e eilu£iu� diskre£iam universalu-
mui tirti.
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Summary

Let {am : m ∈ N} be a sequence of complex numbers, and let {λm : m ∈ N} be
an increasing sequence of positive numbers such that lim

m→∞
λm = +∞. We denote by

s = σ + it a complex variable. The series
∞∑

m=1

ame−λms , (1)

is called a general Dirichlet series. Suppose that series (1) absolutely converges for σ > σa

to the sum f(s). Then the function f(s) is regular in the half-plane σ > σa.
Let N ∈ N, and let

µN(...) =
1

N + 1
#{0 ≤ m ≤ N : ...},

where in place of dots a condition satis�ed by m is to be written. Let B(S) denote the
class of Borel sets of the space S. We suppose that the function f(s) is meromorphically
continuable to the region σ > σ1, σ1 < σa, and that all poles in this region are in a
compact set. Moreover, we suppose that, for σ > σ1, the estimates

f(s) = B|t|α, |t| ≥ t0, α > 0, (2)

and
T∫

−T

|f(σ + it)|2dt = BT, T →∞. (3)

are satis�ed.
Now de�ne the in�nite-dimensional torus

Ω =
∞∏

m=1

γm,

where γm = γ = {s ∈ C : |s| = 1} for all m ∈ N. With the product topology and pointwise
multiplication, Ω is a compact topological Abelian group. Therefore, the probability Haar
measure mH on (Ω,B(Ω)) exists, and this gives the probability space (Ω,B(Ω),mH). Let
ω(m) stand for the projection of ω ∈ Ω to the coordinate space γm. De�ne, for σ > σ1,

f(σ, ω) =
∞∑

m=1

amω(m)e−λmσ, (4)
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and additionally assume that the exponents λm satisfy

λm ≥ c(log m)δ (5)

with some c > 0 and δ > 0. Then in [5] it was proved that f(σ, ω) is a complex-
valued random variable de�ned on the probability space (Ω,B(Ω),mH). Denote by Pf its
distribution, i.e.,

Pf (A) = mH(ω ∈ Ω : f(σ, ω) ∈ A), A ∈ B(C).

Let h > 0 be �xed and such that exp{2π
h
} is a rational number.

Theorem. [3]. Suppose that the function f(s) satis�es conditions (2) and (3), {λm}
is a sequence of algebraic numbers linearly independent over the �eld of rational numbers
and satis�es condition (5). Then the measure

PN(A) = µN(f(σ + imh) ∈ A), A ∈ B(C),

weakly convergences to Pf as N →∞.
The aim of this work is to extend the choice of the sequence {λm} in presented theo-

rem, i.e., to replace condition (5) by the convergences of series
∞∑

m=1

|am|2e−2λmσlog2m. (6)

Proof of theorem with replaced condition (6) we obtain in the same way as with the
condition (5) because the condition (5) is necessary only for the proof on the existence of
the complex-valued random variable.
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�ym
ejimai

k, l,m, n, j - nat	uralieji skai£iai

α, β - teigiamos konstantos

N - nat	uraliu�ju� skai£iu� aib
e

Z - sveiku�ju� skai£iu� aib
e

C - kompleksiniu� skai£iu� aib
e

M(D) - meromor�niu� srityje D funkciju� erdv
e

H(D) - analiziniu� srityje D funkciju� erdv
e

B(S) - erdv
es S Borelio aibiu� klas
e

s = σ + it - kompleksinis kintamasis

Res = σ - kompleksinio kintamojo s realioji dalis

Ims = t - kompleksinio kintamojo s menamoji dalis

i - menamasis vienetas i =
√−1

meas{A} - aib
es A Lebego matas
D→ - konvergavimas pagal skirstini�

EX - atsitiktinio dydºio X vidurkis

Γ(s) - Oilerio gama funkcija (pusplok²tum
eje σ > 0 apibr
eºiama Γ(s) =
∞∫
0

e−xxs−1dx ir
analizi²kai prat¦siama i� vis¡ s plok²tum¡)
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