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Ivadas

Sakykime, s = ¢ + it yra kompleksinis kintamasis, R bei C yra atitinkamai realiyjy ir
kompleksiniy skaiciy aibeés. Eilute

Z ame (1)

m=1

kur a,, € Cir A\, e R, 0 < A\; < Ay < ..., lim \,, = +00, vadinama bendraja Dirichlé

m—00

(Dirichlet) eilute su koeficientais a,, ir eksponentémis A,. Jeigu A,, =logm, turime pa-
prasta Dirichlé eilute

(o]
Am
>
m=1
Gerai zinoma [4], jog Dirichlé eilutés konvergavimo ir absoliutaus konvergavimo sritys
yra pusplokstumeés. Tarkime, kad (1) eiluté absoliu¢iai konverguoja pusplokstuméje o >
04, kur o, yra baigtinis skai¢ius. Tuomet (1) eilutés suma f(s) yra analiziné funkcija
pusplokstumeéje o > o,,.

Funkcijos f(s) reiksmiy pasiskirstymas yra sudétingas, todél iy problemy sprendimui
buvo pradéti taikyti tikimybiniai metodai. Funkcijoms, iSreikStoms Dirichlé eilutémis
tikimybinius rezultatus patogu formuluoti ribinémis teoremomis tikimybiniy maty silpno
konvergavimo prasme. Si idéja priklauso H. Borui (H. Bohr), kuris kartu su B. Jesenu (B.
Jessen) [2], [3] irodé ribine teorema Rymano dzeta funkcijai. Véliau daugelis matematiky
(A. Vintneris (A. Wintner), V. Bor¢senis (Borchsenius), A. Selbergas (A. Selberg), A.
Gosas (A. Ghosh), P.D.T.A. Eliotas (P.D.T.A. Elliott), E. Stankus, D. Dzoineris (D.
Joyner), D. Hedzhalas (D. Hejhal), E. M. Nikisinas (E. M. Nikishin), B. Bag¢is (B.
Baghchi), K. Matsumoto, W. Svarcas (W. Schwarz), J. Staudingas (J. Steuding), A.
Laurinc¢ikas, R. Garunkstis, R. éleieviéiené, R. Kacinskaite, J. Ignataviciuté, 1. Belovas
(I. Belov), J. Genys, R. Macaitiené ir kt.) pratesé ir apibendrino Boro-Jeseno rezultatus.
Paprastyjy Dirichlé eiluciy tikimybiniy reikSmiy pasiskirstymas yra iSstudijuotas gana
placiai, tuo tarpu tokio pobudzio rezultaty bendrosioms Dirichlé eilutéms néra daug.

Reikéty pastebéti, kad bendryjy Dirichleé eiluc¢iy atvejis yra labiau komplikuotas, kadan-
gi funkcijos f(s) savybés artimai susijusios su seka {\,,}, todél analogy tarp bendryjy ir
paprastyjy Dirichlé eilu¢iy sunku rasti. Tam tikrus tikimybinius rezultatus bendrosioms
Dirichlé eilutéms yra pateikes E. Nikiginas (E. M. Nikishin). Prie$ deSimtmetj A. Lau-
rinc¢ikas gavo pirmasias tikimybines ribines teoremas bendrosioms Dirichlé eilutéms, o
veliau gautus rezultatus isSplétojo kartu su J. Staudingu, V. Svarcu ir J. Geniu. Tadiau
mineti autoriai nagriné¢jo tolydaus tipo ribines teoremas.



Darbe nagrinésime funkcijy, apibréziamy bendrosiomis Dirichlé eilutémis diskrety
reik§miy pasiskirstyma. Siose teoremose kompleksinio kintamojo menamosios dalies postu-
miai jgyja reikSmes i$ tam tikros aritmetinés progresijos

Tegul
1

T N+1
kur tasky vietoje rasoma salyga tenkinanti m.
Be to, tegul 7y yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plokstumoje, t.y. v = {s € C:

s =1}, 0
0= H Tm;
m=1

kur v,, = v visiems m € N. Pagal Tichanovo teorema, su sandaugos topologija ir
pataskine daugyba, begaliniamatis erdvinis toras € yra kompaktiné topologiné Abelio
grupé (jrodyma galima rasti [2]), todél erdvéje (£2,B(€2)) egzistuoja tikimybinis Haro
matas my. Gauname tikimybine erdve (Q,B8(2), mg). Tegul w(m) yra elemento w € §2
projekcija j koordinatine erdve 7.

pn(...) #O0<m<N:..}

Tarkime, G yra kompleksinés plokstumos sritis. PaZymékite H(G) analiziniy srityje
G funkcijy erdve su tolygaus konvergavimo ant kompakty topologija.
Absoliutaus konvergavimo pusplokstume pazymékime

D,={seC:0>0,},

ir tarkime, kad funkcija f(s) meromorfiskai pratesiama j sritj o > oy, kur o1 < g, ir visi
poliai Sioje srityje priklauso kompaktinei aibei. Pusplokstume o > o, pazymeékime

D={seC:0>o0}.
Be to, tegul srityje D galioja iverciai
flo+it)=0(t"), [t =t, a>0, (2)

kur ¢y — fiksuotas teigiamas skai¢ius ir

o7 [ e+ ioPa=0@). T o 3)

Tegul C,, = CU{oc} yra Rymano sfera ir d(s1, s2) yra metrika apibréziama formulémis

2|51 — 2
A(s1,52) = 2L = 52 d(s,50) = ———, d(50,00) =0,

VI PV s VISP
kur s, s1,s9 € C. Pazymékime M (G) meromorfiniy srityje G funkcijy g : G — (Coo, d)
erdve su tolygaus konvergavimo ant kompakty topologija. Sioje topologijoje seka {g, :
gn € M(G)} konverguoja j funkcija g € M(G), jeigu

d(gn(s),9(s)) — 0, n — oo,
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tolygiai kompaktiskuose srities G poaibiuose.

2004 m. R. Macaitiené kartu su A. Larinc¢iku jrodé diskrecias ribines teoremas ben-
drosioms Dirichlé eilutéms meromorfiniy funkciny erdvéje [3]. Rezultatus pateiksime A ir
B teoremose.

A teorema (A. Laurincikas, R. Macaitiené, 2004). Tegul h > 0 ir funkcija f(s)
tenkina (2) ir (3) sqglygas. Tuomet erdvéje (H (D), B(H(D))) egzistuoja tikimybinis matas
P toks, kad matas

Py(A) = pn(f(s +imh) € A), A€ B(M(D)),

kat N — o0, silpnai konverguoja j P.

Sioje teoremoje pateiktas tik ribinio mato egzistavimas, taciau taikymamas svarbu
zinoti ribinio mato pavidala. Ribinio mato iSreikstinés formos uzrasymas yra pakankamai
sudetingas procesas.

Apibrézkime funkcija

f(s,w) = Z amw(m)e™m* s € D. (4)

m=0

A. Laurinéikas, V. Svarcas ir J. Staudingas bendrame darbe [5] jrodé, jog jei A, tenkina
papildoma salyga.

Am = c(logm)’, (5)

kur cir ¢ yra teigiamos konstantos, tuomet f(s,w) yra H(D)-reik8mis atsitiktinis elemen-
tas tikimybinéje erdvéje (2, B(Q2), mpy).

Pazymékime Pj atsitiktinio elemento f(s,w) skirstinj, t.y.
Pi(A) =mpy(weQ: f(s,w) € A), AeB(M(D)).

B teoremoje pateikiama ribinio mato P iSraiska.

B teorema (A. Laurin¢ikas, R. Macaitiené, 2004). Tegul exp{3*} yra racionalu-
sis skaicius. Tarkime, kad {\,,} yra algebriniy skaiciy tiesiskai nepriklausomy virs raciona-
liyjy skaiciy kuno seka, tenkinanti (4) sqlygq. Be to, tegul funkcija f(s) tenkina (2) ir (3)
sqglygas. Tuomet tikimybinis matas Py, kai N — oo, silpnat konverguoja i Py.

Darbo tikslas yra praplésti sekos A, pasirinkima B teoremoje, t.y. pakeisti (5) salyga
eilutes -

> Jame"log*m (6)
m=1
konvergavimu ir jrodyti diskrecig ribine teorema bendryjy Dirichlé eiluciy poklasiui mero-
morfiniy funkcijy erdvéje.



Pagrindiné teorema. Tegul exp{3r} yra racionalusis skaicius. Tarkime, kad {\,}
yra algebriniy skaiciy tiesiskai nepriklausomy virs racionaliyjy skaiciy kuno seka, tenki-
nanti (6) sqlygq. Be to, tequl funkcija f(s) tenkina (2) ir (3) salygas. Tuomet tikimybinis
matas Py, kai N — oo, silpnai konverguoja j Py.

Kad darbas buty lengviau skaitomas pirmajame skyriuje pateikiami analizés, tikimybiy
bei ergodinés teorijos savokos bei tvirtinimai, kurie bus naudojamai teoremy formulavi-
muose bei jrodymuose.

Antrajame skyriuje jrodoma diskreti ribiné teorema tikimybiniy maty silpnojo kon-
vergavimo prasme bendrosioms Dirichlé eilutéms meromorfiniy funkcijy erdvéje.

Treciajame skyriuje jrodoma diskreti ribiné teorema su pagerinta salyga bendryjy
Dirichlé eiluc¢iy poklasiui meromorfiniy funkcijy erdvéje.

Darbo pabaigoje pateikiamos iSvados, santrauka angly kalba, literaturos saraSas bei
Zymejimai.



1 Pagrindinial apibrezimai ir sgvokos

1.1 Matematinés analizeés ir tikimybiy teorijos sgvokos

1.1.1 apibrézimas. Funkcijg f(2) = u(z,y) + iv(x,y) vadinama tolydZigja funkcija
taske zo € E (E yra kokia nors kompleksinés plokStumos tasky aibé, zo = x¢ + iyo), jei
Ve>0 3Jd=0d(g) >0, kad

1f(2) — fo(2)] <&, kailz— 2z <.
Tolydzios funkcijos riba taske lygi funkcijos reiksmei tame taske, t.y.

lim f(z) = f(z0)-

zZ—20

1.1.2 apibrézimas. Tarkime, jog Si(z) = fi(z) + fo(2) + ... + fu(2), k=1,2,...
Funkcigy eilute konverguoja aibéje D, jei kiekviename Sios aibés taske z jos daliniy sumuy
seka {S,(2)} konverguoja i funkcijag S(z2), t.y. jei kiekvieng z € D reiksme ir bet kokj
teigiama skaiciy € atitinka toks numeris N = N(z,¢), kad

|Sn(2) —S(z)] <&, kain> N.

Cia D konvergavimo sritis.

1.1.3 apibrézimas. Sakoma, kad aibéje D funkcijy eiluté Sp(2) = fi(2)+ fo(2) +... +
fe(z), k=1,2,... tolygiai konverguoja i funkcijq S(z), jei Ve > 0 atitinka toks numeris
N = N(e), kad su visais z € D

|Sn(2) = S(2)] = | Z fr(z)] <e, kain > N.

k=n+1

1.1.4 apibrézimas. Funkcija f, diferencijuojama C prasme visuose aitbés E C C
taskuose vadinama analizine aibéje E.

1.1.5 apibrézimas. Jei funkcija f : C — C yra analiziné kompleksinéje plokstumoje,
1$skyrus, gal but, jos poliy taskus, tai ji vadinama meromorfine funkcija.



1.2 Tikimybiniy maty silpnas konvergavimas

1.2.1 apibrézimas. Tegul Q) yra netu$céia aibé. Jos poaibiy sistema F yra vadinama
Borelio kunu (o-kunu), jei

o QeF,

o A°cF, kai AeF,

o U An€F, kait Ape F, m=12, ...
m=1

Cia AC yra aibés A papildinys.
1.2.2 apibréZimas. Neneigiama aitbés F funkcija P tenkinanti savybes

e P(Q2) =1,

o P( U An) = Z P(A,,) su visais A,, € F tokiais, kad Ay N A, = @, k # 1,

vadmama tzkzmybzmu matu.

1.2.3 apibrézimas. Trejetas (Q,F,P) vadinamas tikimybine erdve.

1.2.4 apibrézimas. Tarkime, A yra aibiy sistema. MaZiausias o-kunas, kuriam
priklauso §i sistema, vadinamas aibiy sistemos A generuotu o-kunu.

1.2.5 apibrézimas. Jei S - metriné erdvé, tai jos visy atviry aibiy sistemos generuo-
tas o-kunas vadinamas erdvés S Borelio aibiy klase ir Zymimas B(S).

Tikimybiniy metody taikymo idéja, nagrinéjant funkcijy, apibréziamy Dirichlé eilutéms,
reikS§miy pasiskirstyma, yra paremta tikimybiniy maty silpnu konvergavimu, kuris yra
vienas i§ pagrindiniy asimptotiniy metody.

Tegul P, ir P tikimybiniai matai erdvéje (S,B(S)).

1.2.6 apibrézimas. Matas P, kai n — oo, silpnai konverguoja 3 matg P, jeigu

/fdPn—>/fdP, n — 00,
5 S

kiekvienai realiai, apréztai tolydziai funkcijai f is S.
Yra zinomi tam tikri tikimybiniy maty silpno konvergavimo ekvivalentus tvirtinimai.
1.2.1 teorema. Tegul P, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (S, B(S)). Ekvivalentus
Sie tvirtinimai:
o P, = P,

e lim P,(A) = P(A) visoms mato P tolydumo aibéms;

n—oo

o lim, P,(G)> P(G) visoms atviroms aibéms G.

—n—00



1.2.2 teorema. P, = P tada ir tik tada, kai i$ kiekvieno posekio { Py} galima isskirti
tokj poseks { Py}, kad P,» = P.

Teoremos jrodyma galima rasti [1].

Prokhorovo teoremos vaidina lemiama vaidmenj tikimybiniy maty silpno konvergavimo
teorijoje. Jy formulavimui reikalingos tikimybiniy maty reliatyvaus kompaktiskumo ir
suspaustumo savokos.

1.2.7 apibrézimas. Apibrézty erdvéje (S,B(S)) tikimybiniy maty Seima {P} vadi-
nama reliatyviai kompaktiska, jei kiekviena elementy i§ { P} seka turi silpnai konverguojan-
tj poseky.

1.2.8 apibrézimas. Apibrézty erdvéje (S,B(S)) tikimybiniy maty Seima {P} vadi-
nama suspausta, jeigu € > 0 egzistuoja kompaktiska aibé K, kad P(K) > 1 — ¢ visiems P
i§ {P}.

1.2.3 teorema. Jei tikimybiniy maty Seima {P} yra suspausta, tai ji yra reliatyviai
kompaktiska.

1.2.4 teorema. Tequl S yra pilnai separabili metriné erdvée. Jei apibrézty erdvéje
(S, B(9)) tikimybiniy maty Seima {P} yra reliatyviai kompaktiska, jei ji yra ir suspausta.

1.2.3 ir 1.2.4 teoremy jrodymus galime rasti [1].

Tegul S; metriné erdveé ir B(S;) yra jos Borelio aibiy klasé.

1.2.9 apibréZimas. Funkcija h : S — Sy yra mati, jeigu h=*B(S1) CB(S), t.y.
pirmavaizdis h™*A € B(S) visiems A €B(S1).

Tarkime, kad S7 ir Sy yra dvi metrinés erdvés. Tegul h : S; — Sy yra mati funkcija.
Tada kiekvienas tikimybinis matas P, apibréztas erdvéje (S1,B(S1)) indukuoja erdvéje
(Sa, B(S,)) vienintelj tikimybinj mata Ph~!, kuris apibréZiamas lygybe Ph='(A) = P(h™1A),
A GB(SQ)

1.2.10 apibréZimas. Funkcija h : S; — Sy yra tolydi, jei aibé h™'Gy yra atvira
erdvéje Sy kiekvienai atvirai aibei Gy € Ss.

1.2.5 teorema. Jeigu atvaizdis h : Sy — Sy yra tolydus ir P, = P, n — o0, tai
tuomet ir P,h~' = Ph™'.

Teoremos jrodyma galima rasti [1].

1.3 Atsitiktiniai elementai
Tegul (2, F,P) yra tikimybiné erdvé ir (S, B(S)) - metriné erdvé su savo Borelio aibiy
klase.

1.3.1 apibrézimas. Tegul X : Q@ — 5. Jei {w € Q : X(w) € A} € F visoms
A € B(S), tada X vadinamas S-reiksmiu atsitiktiniu elementu, apibréztu erdvéje (Q0,F,P).

Pvz.: jeigu S = R sakome, kad X yra atsitiktinis dydis.



1.3.2 apibrézimas. S-reiksmio atsitiktinio elemento X skirstiniu vadinamas apibréz-
tas erdvéje (S, B(S)) tikimybinis matas P toks, kad

P(A) =P(X'A) =P{w € Q: X(w) € A}

visoms aibéms A € B(S).

1.3.3 apibrézimas. Atsitiktiniy elementy seka {X,}, kai n — oo, konverguoja pagal
skirsting § atsitikting elementq X Zymima (X, KA X), jei elementy X,, skirstiniai silpnai
konverguoja j elemento X skirsting.

Tegul p yra metrika erdvéje S, X, ir Y,, yra S-reikSmiai atsitiktiniai elementai apibrézti

erdvéje (2,F,P), ir tegul erdvéje S yra separabili.

1.3.1 teorema. Tarkime, kad Xy, KA Xk, kai n — oo, kiekvienam k ir taip pat
Xk KA X, kai k — oco. Jeigu kiekvienam € > 0

lim Tim P{p(Xpn, V,) > €} =0

k—o0 n—o0

. D
tat Y, — X, n — oo.

1.3.2 teorema. Tequl X, ir Y, yra S-reiksmiai atsitiktiniai elementai, apibrézti
erdvéje (U, F,IP) ir tequl erdvé S yra separabili. Jei X, KA X, n — oo, ir kiekvienam
e>0

P(p(Xn,Yn) >€) =0, n— oo,

tai Y, — X, n — oo.

1.3.4 apibrézimas. Atsitiktinio elemento X wvidurkis EX apibréZiamas

EX = Q/X(w)dIP’

jetgu egzistuoja integralas Bohnerio prasme.

1.3.5 apibrézimas. Atsitiktiniai elementai X ir'Y vadinami ortogonaliais, jei E(XY) =

1.3.3 teorema. Tarkime, atsitiktiniai elementai X1, Xo, ... yra ortogonalus ir

Z E|X,,|*1n%*m < co.

m=1
Tada eilute -
> X
m=1

konverguoja beveik visur.



1.4 Tikimybinio mato Furje transformacija

1.4.1 apibrézimas. Tikimybinio mato @ Furje transformacija g(ki, ..., kn) matas Q
apibréziama lygybe

gk, .. k) = /x’;l...xjjyzdcg,
,ym

kur k; € Z, xz;€7, j=1,...,m.

1.4.1 teorema. Tequl {Q,} yra tikimybiniy maty apibrézty erdvéje (v™, B(y™)) seka
ir tequl {gn (K1, ..., k) } yra atitinkamy Furje transformacijy seka. Tarkime, kad kiekvienai
sveikyjy skaiciy aibei (ky, ..., kn) egzistuoja riba

9(krs i) = 1 g (Ry, o ).
Tuomet erdvéje (4™, B(y™)) egzistuoja tikimybinis matas Q, toks kad Q, = Q. Be to,
g(k1, ..., km) yra mato Q Furje transformacija.

Teoremos jrodyma galima rasti [6].

1.5 Haro matas

1.5.1 apibrézimas. Tequl aibéje G yra apibrézta grupés bei topologiné struktura. Aibé
G vadinama topologine grupe, jeigu funkcija h : G X G — G, apibréZiama lygybe h(z,y) =
xy~ yra tolydi.

1.5.2 apibrézimas. Topologiné grupé vadinama kompaktiska, jeigu jos topologija yra
kompaktiska.

1.5.3 apibrézimas. Borelio matas P, apibréztas kompaktiskoje topologinéje grupéje
G: vadinamas invariantiniu, jeigu P(A) = P(xA) = P(Ax), visiems A €B(G) ir x € G.
Cia xA ir Ax ir atitinkamai Zymi aibes {xy :y € A} ir {yx:y € A}.

1.5.4 apibrézimas. Invariantinis Borelio matas, apibréztas kompaktiskoje topolo-
ginéje grupéje, vadinama Haro (Haar) matu.

1.5.1 teorema. Kiekvienoje kompaktiskoje topologinéje grupéje egzistuoja vienintelis
tikimybinis Haro matas.

Teoremos jrodyma galima rasti [2].

1.6 Ergotinés teorijos elementai

1.6.1 apibrézimas. Tegul (QQ,F,P) yra tikimybiné erdvé, o T yra parametry aibé.
Baigtiné reali funkcija X(T,w), 7 € T, w € Q, yra atsitiktinis procesas, jeigu kiekvienam
fiksuotam T € T, X(7,-) yra atsitiktinis dydis. Kai w € Q yra fiksuotas, tai funkcija
X (+,w) vadinama atsitiktinio proceso trajektorija.
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1.6.2 apibrézimas. Tegul 11,...,7, yra bet kokia T reiksmiy aibé. Tada atsitiktiniy
dydziy X (1, w), ..., X (7, w) skirstiniai

P(X(m,w) < 21, ., X(Th, w) < ),

vadinami proceso X (T,w) baigtiniamaciais skirstiniais. Cia 7; yra galimos T reik§mes.

Tegul Y yra visy baigtiniy realiy funkciju y(7), 7 € 7 erdvé. Yra Zinoma, kad kiekvieno
atsitiktinio proceso baigtiniamagciai skirstiniai erdvéje (Y,B(Y")) apibrézia tikimybinj mata
Q. Tada tikimybinéje erdvéje (Y.B(Y), Q) postumis g, gali buti apibréziama funkcija, kuri
perveda y(7) € Y i y(7 + u). Postumiai g,,u € R, sudaro grupe.

1.6.3 apibrézimas. Atsitiktinis procesas X (T,w) vadinamas grieztai stacionariuoju
procesu, jei visi jo baigtiniamaciai skirstiniai yra invariantiski postumiy dydziu u atZvilgiu.

Yra Zinoma, kad jeigu atsitiktinis procesas X (7, w) yra grieZtai stacionarus, tai postumis
gy yra islaikantis mata, t.y. kiekvienai aibei A €B(Y") ir visiems u € R yra teisinga lygybé
Q(A) = Q(A,), kur A, = g,(A).

1.6.4 apibrézimas. Aibé A €B(Y) vadinama proceso X (1,w) invariantine aibe, jeigu
kiekvienam u, aibés A ir A, skiriasi viena nuo kitos nulinio mato aibe, t.y. Q(AAA,) = 0.

Nesunku pamatyti, kad visos invariantinés aibés formuoja o-lauka, kuris yra B(Y)
sub-o-laukas i§ B(Y).

1.6.5 apibrézimas. GrieZtai stacionarus procesas X(T,w) yra ergodiskas, jei jo
invariantiniy aibiy o-kung sudaro aibés, kuriy matas Q lygus 0 ar 1.

1.6.1 teorema. Tarkime, procesas X(7,w) yra ergodiskas, E|X(T,w)| < oo, ir tequl
trajektorijos yra integruojamos Rymano prasme bet kokiame baigtiniame intervale. Tada

1 (T
Tlgrolof/o X(1,w)dr = EX(0,w).

Tai yra klasikiné Birkhofo-Kin¢ino teorema, jos jrodyma galima rasti [11].
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2 Ribine teorema bendrosioms Dirichle
eillutems meromorfiniy funkcijy erdveje

2.1 Ribiné teorema Dirichlé polinomams
Kadangi visi funkcijos f(s) poliai srityje D priklauso kompaktiskai aibei, $iy poliy
skaicius yra baigtinis. Pazymékime juos sq, ..., s, ir tegul

T

fi(s) = H (1 . €>\1(Sj—8)) )

j=1
Funkcija f; yra Dirichlé polinomas ir fi(s;) =0, j =1,...,7. Be to, tegul

fa(s) = fi(s)f(s).
I$ ¢ia matome, jog fa(s) yra reguliari srityje D. Aibés A elementy skaic¢iy pazymékime
|A|. Tuomet o > oy,

T

o) = 10 e
m=1

=1

- Z Z e 1% (—1) A= CmF AR

AC{1,...,r} m=1

T o0
s E g amjef()‘m“i’j/\l)s’

=0 m=1
¢ia koeficientai a,,; tenkina salyga am; = O(lan|), m € N, j = 0,1, ...,7, o pirmoji suma
yra pagal visus aibés A poaibius {1, ...,r}.

Funkcijos f2(s) apibrézimas ir (2) bei (3) salygos duoda, jog pusplokStuméje o > o
yra teisingi jverciai

fals) = O(t]*), [t = to, 0 >0, (7)
/ |fo(o +it)|’dt = O(T), T — oo. (8)

Tegul S; ir Sy yra dvi metrinés erdves. Mums bus reikalingas kitas teiginys.
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2.1.1 lema. Tegul P, P, yra tikimybiniai matai erdvéje (S1,B(S1)) ir h : S; — Ss
yra tolydi funkcija. Tuomet i§ mato P, silpno konvergavimo j P seka P,h~' silpnas
konvergavimas 3 Ph™, kai n — oo.

Irodymas. Lema yra atskiras 5.1 teoremos i§ [1] atvejis.

Mes pradésime nuo ribinés teoremos Dirichlé polinomui

Z Z —(Am+iA1)s

7=0 m=1

2.1.2 lema. Tarkime, kad {\,,} yra algebriniy skaicéiy, tiesiskai nepriklausomy virsg
racionaliyjy skaiciy kuno seka. Tuomet erdvéje (H(D),B(H(D))) egzistuoja toks tikimy-
binis matas P, , kad matas

Prp,(A) = pn(pn(s +imh) € A), A e B(H(D)),

kai N — oo silpnai konverguoja j P, .

Irodymas. Tegul
Qn = H Ymis
m=1

kur 7y, = 7 su visais m = 1,...,n. Apibrézkime funkcija u : 2,, — H(D) formule
w(ry, ..oy Tp) = Z Z amje_(’\mﬂ)‘l)sxl_jx;ll, (T1, .0y ) € Q.
j=0 m=1
Tuomet mes turime, kad v yra tolydi funkcija ir
pu(s +imh) = u(e1™ .. eAnmh), 9)
Dabar erdvéje (2, B(£2,)) nagrinésime tikimybinj mata P},
PL(A) = py((e™mh . enmhy € A).

Tikimybinio mato Py Furje transformacija gy (k1, .., kn), k1, ..., kn, € Z, pagal apibrézima
(1.4.1 apibrézima) yra nusakoma formule

l imh i ki
gy ki, k) = /gkl...g;;kndpjv_ Ze =
=0

Q

Kadangi {\,,} yra algebriniy skai¢iy, tiesiskai nepriklausomy vir§ racionaliyjy skaiciy
kuno, sistema ir h turi anks¢iau paminétas savybes, remdamiesi [8] gauname, kad
1, kai (K1, ..., k) = (0, ...,0),

gy (b, ky) = | 1meelVHDR S kid
N+1

- . Xai (kg ... k) 2 (0, .., 0).
1—exp{ihl§1 ki\} ( ! ) # ( )
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Vadinasi,
. [ 1, kai (ki,....,k,) = (0,...,0),
]\}1_:()11009]\;(/@1, o Fn) = { 0, kai (ki,...,k,) # (0,...,0).

Remdamiesi 1.3.19 teorema [2] gauname, kad matas P}, silpnai konverguoja j Haro
maty m, erdvéje (Q,,B(2,)), kai N — oo. Vadinasi, funkcijos u tolydumas, (10) ir
2.1.1 lema duoda, kad tikimybinis matas Py, , kai NV — oo silpnai konverguoja j P, =
mnHu’l.

Dabar tegul g(m), m € N yra kompleksiniai skai¢iai, tokie kad |g(m)| = 1 su visais

m € N. Apibrézkime

(10)

Puls.9) =3 Y aig(m)e Comtiros,

7=0 m=1
2.1.3 lema. Tikimybinis matas
Py, (A) = pr(pa(s +imh, g) € A), A€ B(H(D)),

taip pat silpnai konverguoja § mppu=", kai N — oo.
Irodymas. Tegul 0,, =argg(m),m = 0,1,..,n ir tegul funkcija u; : Q, — Q,
apibréziama taip:

hy(zy, .y xy) = (2127 xe ™), (24, ., 20) € Q.

Tuomet mes turime, kad

iA1mh
e s ey

Pu(s +imh, g) = u(ui( eAnmh).

Remdamiesi 2.1.2 lemos jrodymu, i§ ¢ia gauname, jog matas Pr, , kai N — oo silpnai
konverguoja j m, g (uuy) L.

Kadangi Haro matas yra invariantiS§kas postumiy atzvilgiu, matas Py, kai N — oo,
silpnai konverguoja j

(Mpmu; e~ = mygut.

2.2 Aproksimavimas vidurkiu

Sioje dalyje aproksimuosime funcija fo(s), apibrézta 2.1. skyriaus pradzioje, absoliuciai
konverguojanc¢iomis Dirichlé eilutéms. Tegul 09 = 0, — 01. Apibrézkime funkcija
s

Io(s) = —T (

) e)‘”ﬂh)s, o € [—09,09],
02

02
kur, kaip jprasta, I'(s) yra gama funkcija. Akivaizdu, jog, oo > 0. Dabar pusplokstuméje
o > o1 apibrézkime funkcija

gn(s):% / f2(3+z)ln(2)%.

o9+100
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2.2.1 lema. Funkcija g,(s) galime iSskleisti eilute

= D0 amgeap{—e Oy B, (11)

=0 m=1

kuri absoliuciai konverquoja pusplokstumeje o > o;.

Jrodymas. Kadangi 0o = 0, — 01, i8 ¢ia seka, kad 0+ 05 > 0,, kai 0 > ;. Todél tiems

z, kuriy Rez = o3,
S + 2) Z Z o (Am+3A1)(s+2)

7=0 m=1
Pazymékime
09 —100 d
1 s
kn(m) = — L,(s)e~Amtir)s
n(m) 271 n(s) s
o9+100

ir nagrinékime eilute

Z Z (ki —(Am+jiAi)(s+2) (12)

7=0 m=1

Kadangi,
kn(m) =0 6_()‘m+j)\l)02 / ‘ln(O—Q + it’dt =0 (e—()\m—i-j)\l)ag) :

(12) eiluté konverguoja absoliu¢iai pusplokstumeéje o > o, — 09, kai ¢ > o7. Vadinasi,
mes galime sukeisti sumavima ir integravima funkcijos g,(s) apibrézime. I$ ¢ia turime,
jog

02 —100

r 00 . 1 ' A=
= o= (AmtiA)s_ = l —(Am+ir)z <
gn<8) Z Z Qmje o / n<Z>€
j=0 m=1 o9+100
= D anghalme O (13
7j=0 m=1
Pasinaudoje lygybe
1 c+100
5 L(s)b*ds=e" ¢>0, b>0,
e
randame, kad
o2+100
b / S5 o-mmrns 48
02 —100
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oo+i0c0
_ L / T (i) e—(Am—/\n)(—%>agdi _ eXp{_e(Am—)\n)az}'
2mi (0P 02
09 —100
I$ ¢ia ir (12) lygybeés iSplaukia lemos tvirtinimas.
2.2.2 lema. Tegul Ty ir T' > § > 0 yra realieji skai¢iai, 7 yra baigtiné aibé intervale
[To + $,To + T — §]. Be to, tegul
Ns(z)= > 1,

teT ,|t—x|<d

o S(x) yra kompleksines reikSmes jgyjanti tolydi intervale [Ty, T + Tp] funkcija, turinti
tolydZzia iSvestine intervale (T, T + Tp). Tuomet

1 To+T To+T 5 To+T %
> NSt |2<5 / 1S(2)|*dx + /|S(m)|2dx /|5’ )|2dz
teT T To

Irodymas. Tai yra 1.4 lema i3 [9].
2.2.3 lema. Tegul T' — oco. Tuomet,

T
/!fé(a +it)|* = O(T), o> o;.
0

Irodymas. Remdamiesi Kogi formule, turime, jog
1 fa(2)
————d
f2( ) 271'2 / (Z _ 8)2 Z,
|z—s|=0

kur apskritimas |z — s| = § guli pusplok§tuméje o > o7. Tuomet o’ > oy ir apréztam 7,
pagal (8) lygybe
2
T

T
/ . 1 f2<z) / . . 2
|fy(o +it)|?dt = | |=— ———dz| dt=0 T|fa(o" + it +ir)|dt | = O(T).
iy /

271 (z—s
0 ‘z—s|:§ 0

2.2.4 lema. Tequl K yra kompaktiskas D poaibis. Tuomet

lim lim Sup Z sup | f2(s + imh) — gn(s + imh)| = 0.

n—00 N—ooo SEK

Irodymas. Pakeiskime g,(s) integravimo kontura. Narys po integralu turi paprasta
poliy taske z = 0. Tarkime, o € [0 +7,04],1 > 0, kai s € K ir pazymékime o3 = 01 + 2.
Tuomet, pagal reziduumy teorema mes randame, jog

guls) = = / Pl + 2Mal2) 2+ 1o(s) (14)
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Tegul L yra paprastas uzdaras konturas srityje D, apimantis aibe K ir tegul 0 yra
atstumas nuo L iki K. Tada pagal Kosi formule, kai s € K, mes turime, jog

h) — gn(z 4+ imh)

z— S

dz.

fals +imh) — gu(s + imh) = %/fa(zﬂ'm

Todél

1
sup | fo(s + imh) — g,(s + imh)| §2—/f2 (s + imh) — g,(s +imh)||dz|.
seK

L

Vadinasi, pakankamai dideliems NV, mes gauname

+imh) — ga(s + imh
NHZESIQ%S imh) — gu(s + imh)]

N
1 1
NE 2_/]]”2 z +imh) — g, (z + imh)||dz|

/\dz|2\f2 R+ imh) — gu(Rz + imh)|) + Ol o= -

seL

O<N5) +O<%sup2|f2 U+zmh)—gn(a+@mh)|> (15)

I$ ¢ia ir (14) lygybeés, turime, jog

fa(s +imh) — g,(s +imh) = O / | fo(os + imh + i7)||l, (03 — o +iT)|dT

— OO

Vadinasi, paéme u = [‘—}TL'] + 1, kur [z] zymi sveikaja = dalj, mes gauname, kad
1 2N 1 2N+u
~ Z | fo(o+imh) — gp (o +imh)| = /\z 05— 0 +17)| Z | fo(os + imh)|dr

Pagal 2.2.2 ir 2.2.3 lemas bei (8) jvertj

2N +u (2N+“)h
S (o +imh)? < - h / | folo + it)|adt
m=-u —uh
(2N+u)h (2N+u)h 3
+ / | fo(o + it)[?dt / \fo(o +it)2dt | = O(2N + 2u).
—uh —uh

18



Be to, Kogi-Svarco nelygybé duoda, jog

2N

1
sup > _ |fa(o +imh) — go(o + imh)| =
=0

N+1 seL

(SIS

2N+u
1
sup/]l o3 — o +iT)|dT (N—l—l Z | fa( 03+zmh)]> = (16)

seL m——

2N + 2u
sup/u oy — o i) 22 sup/u (03— o +in)|(1+ |7])dr
s€L N+1 s€L

Skaiciy 0 mes galime pasirinkti tokj, kad buty tenkinama nelygybé o3 —o0 < =%, s € L.
Siuo atveju, pagal [,,(s) apibrézimg, mes turime, kad

lim sup. /]l (o +it)[(1+ |t])dt

n—oo 0'<

Taigi, (15) ir (16) seka lemos tvirtinimas.

iAmh

Tegul a, = {e” :m € N} h > 0. Tuomet a; yra vienparametriné grupé. Aibéje
Q) apibréskime transformacijy Seima ¢p, kur ¢, (w) = apw, kai w € €. Taigi, turime, kad
{¢- : 7 € R} yra maciyjy transformacijy aibéje €2 vienparametriné grupé.

Dabar prisiminsime ergotinés teorijos kai kuriuos pagrindinius faktus, (placiau, Zr.
[11]). Tegul G yra kompaktiska topologiné Abelio grupé su Haro matu mg. Tegul {G}
yra iSmatuojamy transformacijy erdvéje G grupe. Aibé A € B(G) vadinama invariantine
grupés {Gy, } atzvilgiu, jei visiems h, aibés A ir A, = Gp,(A) skiriasi viena nuo kitos nulinio
mato mg aibe, t.y. mg(AAA,) = 0, kur AAA, Zymi aibiy A ir Aj, simetrinj skirtuma.
Vienparametriné grupé {G,} vadinama ergodine jei jos invariantiniy aibiy o-kuna, kuriy
matas mg lygus 0 arba 1.

2.2.5 lema. Vienparametriné grupé o, yra ergodiné.
Irodymas. Lemos jrodyma galima rasti [6].
Tegul s € D ir o
w) = Z Z U (1w (m)e=Pmtids,
j=0 m=1

Tuomet mes turime, kad fa(s,w) yra dviejy H(D)-reikdmiy atsitiktiniy elementy
fi(s,w) ir fo(s,w) sandauga, kur

T

fils,w) = [](1 = w()e o)

Jj=1

o f(s,w) yra H(D)-reiksmis atsitiktinis elementas.
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Atsitiktinio elemento & vidurkj pazymeékime FE.

2.2.6 lema. Tegul T yra maciy ergodiniy transformacijy tikimybinéje erdvéje (0, F,m)
grupé. Tada Vg € Li(Q2, F,m) ir beveik visiems w €

n—1

1
lim — E 9(T*w) = Eg.
n—oo M,
k=0

Jrodymas. Si lema yra gerai zinoma Birkhofo-Kin¢ino teorema (Birkhoff-Khinchine)
12].

2.2.7 lema. Tegul 0 > 0y ir N — oco. Tada beveik visiems w € ),
N
Z |f2(o 4+ imh,w)|* = BN.

Jrodymas. Tegul m € N,
fmj(O', w) = amjwj(l)w(m)e_@mﬂkl)a
o, fiksuotam 7,

= Z Jmj(o,w).

Tuomet turime, jog

E(fmj,ij) = amja_kje_(Am+jA1)Ue_(Ak+jA1)U/wj(l)w_j(l)w(m)w( Ymp (dw)
Q

_ |amj|26_2()‘m + j)‘1)07 m:k;
1 0, m # k,

[ wtmomatas) - { otk

Be to, mes turime, kad atsitiktiniai dydziai f,;(o,w) yra poromis ortogonalus. [5] yra

irodyta, kad kai 0 > o,
o
Z | 2o < 0.
m=1

nes

Vadinasi,
E‘f] g, w ZE‘fm] 95 w (Z ‘ ’262()\m+j)\1)0) < o0, ] = 07 =T
m=1
taigi ir,

E|fa(o,w)]? ZE|f]aw (17)

20



Tuomet akivaizdu, kad

| fa(o, 05 (W) = [ fa(0, ampw) | = | fo(o + imh, w)|*. (18)
Atsizvelge i (17) lygybe, bei 2.2.5 ir 2.2.6 lemas, randame, jog beveik visiems w €

J&E%ON—HZUQ (0 4+ imh,w)]* = hm N—HZN|f2 (w))[?

= E|f2(07w>|2 < 0.
I$ ¢ia turime lemos tvirtinima.
Tegul w € Q2 ir

r o0

Z Z amjw] )exp{ e ()\m—>\n)0'2}€—(>\m+j)\1)s'

7j=1 m=1
Akivaizdu, jog, pastaroji eiluté konverguoja absoliuciai, kai o > 0.

2.2.8 lema. Tequl K yra kompaktiskas srities D poaibis. Tada beveik visiems w € )

N
B s 3 p s ) s+ im0

Jrodymas. Atsizvelgiant j 2.2.7 lema, $ios lemos jrodymas yra analogiskas 2.2.4 lemos
jrodymui.

2.3 Ribineé teorema absoliuciai konverguojancioms eilutéms
Sioje dalyje mes nagrinéesime dviejy tikimybiniy maty
Pyn(A) = pin(gn(s + imh) € A),

ir
Pya(A) = iy (ga(s + imh,w) € A),
kai N — oo silpng konvergavima. Nagrinéjant Siy maty silpng konvergavimg, mums
reikés metrikos, apibréztos erdvéje H(D) su indukuota joje topologija. Yra Zinoma, 7r.
pavyzdziui 1.7.1 lema i§ [2]), jog srityje D egzistuoja kompaktisky poaibiy seka {K,},
tokia, kad D = U2 | K, K,, C K41, ir jeigu K yra kompaktiskas D poaibis, tai K C K,
visiems n. Tada
on(f,9)

o(f,9) = T+ 0ulf.9)

Y f?geH(D>7

kur

on(f,g) = sup |f(s) — g(s)]

SEKTL

yra metrika erdvéje H (D) su indukuota joje topologija.
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2.3.1 lema. Erdvéje (H(D),B(H(D))), egzistuoja tikimybinis matas P, toks, kad
matai Py, 11 Py, kai N — oo silpnai konverguoja § P,.

Jrodymas. Teigiamam sveikam skaic¢iui M, apibrézkime funkcijas

gn M Z Z amj eXp{ >\m_>\n)0'2}6_(>\m+j)\1)5’

7=0 m=1

(>\m—>\n)026—(>\m+j/\1)5
’

M:

Gnm(s,w) am]wj (m) exp{—e
m=1
ir tegul

PN,n,M(A) = ,LLN(gn,M(S + th) < A), A € B(H(D)),
PN,n,M(A) = :uN(gn,M(S + imhvw) € A)v Ae B(H(D))
Pagal 2.1.2 ir 2.1.3 lemas matai Py ir ﬁNm’M, kai N — oo, silpnai konverguoja
i tam tikra mata P, ). Panagiai kaip 5.5.2 teoremoje i§ [2]|, gauname, kad fiksuotiems

n tikimybiniy maty Seima {P, y/} yra suspausta. Vadinasi, pagal Prokhorovo teorema,
(1.2.3 teorema), ji yra reliatyviai kompaktiska.

I8 gn(s) ir gn a(s) apibrézimy, turime, jog

A/lliinoo gn,M(S) = gn(S),

ir, kadangi g, (s) eilutés konverguoja absoliu¢iai pusplok§tumeéje o > o1, $is konvergavimas
yra tolygus kompaktiskuose D poaibiuose. Vadinasi, kiekvienam ¢ > 0,

lim limsup pn(0(gna (s + imh), g,(s +imh)) > ¢)

M—oo N_oo

< lim limsu

- Z No(gnm(s+imh), g.(s +imh)) = 0. (19)

Tegul Oy atsitiktinis dydis, apibréztas tikimybinéje erdvéje (Q B(Q) IP), su pasiskirstymu

P(Oy =mh) = ——, m=0,1,..,N.
(On = mh) N Mm=0L.
Pazymeékime
XNJ’L,M(S) = gn,M<S + ZQN)
Tuomet )
XN,n,M(S) N——>>oo n,M>s

kur X, s yra H(D)-reiksmis atsitiktinis elementas su pasiskirstymu P, a7, 0 D reiskia
konvergavima pagal skirstinj. Dabar tegul

Xnn(s) = gn(s+iby).
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Tada pagal (19) lygybe, kiekvienam & > 0,

lim limsup P(o(Xnnm(s), Xnn(s)) >¢) =0. (20)

M—0oo N_ o0

Kadangi Seima { P, »/} yra reliatyviai kompaktiska, egzistuoja toks posekis P, yr, , kuris
silpnai konverguoja j P,, kai M; — oo. Tuomet

Xpat, 2 P, (21)

1—00

Zinome, jog erdvé H(D) yra separabili. Todél, remdamiesi (19) — (21) ir 1.2.4 teorema
i$ [2], gauname, jog
Xyn 2 P, (22)

N—o0

Tai reiskia, kad egzistuoja tikimybinis matas P, toks kad matas Py, kai N — oo silpnai
konverguoja i P,. I8 kitos, (22) rodo, kad matas P, nepriklauso nuo posekio P,, M;
pasirinkimo. I8 §iy fakty ir sekos { P, as} reliatyvaus kompaktiskumo isplaukia, kad P, s,
kai M — oo, silpnai konverguoja j mata P, ir

Xoat > P, (23)

M—oc0
Pakartoje tuos pacius argumentus atsitiktiniams elementams
XN,n,M(Sa w) = gn,M(S + Zea CU),

)?N,n(s, w) = gn(s+i0,w),

ir atsizvelge j (23), gauname, kad matas ﬁNm, kai N — oo, taip pat silpnai konverguoja j
P,. Lema jrodyta.

2.4 Ribiné teorema funkcijai f5(s)
Sioje dalyje mes nagrinésime tikimybiniy maty
Py, (A) = pn(fa(s +imh) € A), A e B(H(D)),
P, (A) = pun(fols +imh,w) € A), A€ B(H(D)),

silpna konvergavima.

2.4.1 Lema. Erdvéje (H(D),B(H(D))) egzistuoja tikimybinis matas P toks kad matai
Py g, ir Py g,, kat N — oo silpnai konverguoja j P.

Irodymas. Jrodymo kelias yra panasus kaip ir 2.3.1 lemoje. Pagal ja mata Py, ir p\N,n;
kai N — oo, silpnai konverguoja j ta patj mata P,. Paéme

XN,n(s) = Qn(S + ZHN);
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gausime, kad
Xnm 2 X, (24)

kur X,, yra H(D)-reikimis atsitiktinis elementas su pasiskirstymu P,. Seima {P,} taip
pat yra reliatyviai kompaktiska. Panaudoje 2.2.4 lema, randame, kad kiekvienam ¢ > 0,

lim limsup puy(o(f2(s +imh), g,(s +imh)) > ¢)
n—oo N —o00

N

< lim limsup o(fa(s + imh), g,(s + imh)) = 0.

n—00 N_oo <N+1)5

m=0

Dabar pazymeékime
YN(S) = f2(8 —+ 29N>

Tuomet turéta sarysj galime uzrasyti tokia forma:

lim limsup P(o(Xnn(s), Yn(s)) >¢) =0. (25)

=00 N—oco

I3 reliatyvaus posekio { P, } kompaktiskumo seka, kad egzistuoja posekis { P,,, } C {P,},
kai ny — oo, kuris silpnai konverguoja i P, t.y.

X,, 2 P (26)

ni—00

Pasinaudoje (24) — (26) ir 1.2.4 teorema i§ [2]|, gauname, kad

Yy 2 P

N—oo
Tai reigkia, kad matas Py f,, kai N — oo silpnai konverguoja j P. Reliatyvus kompak-
tiskumas ir (26) sarysis parodo, kad

X, 2P (27)

n—oo

Pakartoje anks¢iau minétus argumentus ir pasinaudoje (27) lygybe bei 2.2.8 lema gau-
name, kad matas Py y,, kai N — oo, taip pat silpnai konverguoja j P.

Kitas musy tikslas yra identifikuoti ribinj mata 2.4.1 lemoje.
Kaip ir 2.2 skyriuje apibrézkime

fa(s,w) = Z Z (o’ (Dw(m)e~PmtiAs =g e D,

7=0 m=1
o Py, tegul yra atsitiktinio elemento f5(s,w) skirstinys.
2.4.2 lema. Matas P 2.4.1 lemoje sutampa su P, .
Irodymas. Tegul A € B(H(D)) yra mato P tolydumo aibé. Tuomet pagal 2.4.1 lema

beveik visiems w € €2,

Aliinoo un(fa(s +imh,w) € A) = P(A). (28)
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Fiksuokime aibe A ir apibrézkime atsitiktinj dydj 6 erdvéje (€2, B(€2)) formule

[ 1, kai fo(s,w) € A,
Ow) = { 0, kai fi(s,w)@A.

Tuomet

E9) = /Hde =mpy(w e Q: fo(s,w) € A) = Pp(A) < 0. (29)

I§ 2.2.5 ir 2.2.6 lemy seka, kad beveik visiems w € ()

N
L v ;9(% (w)) = E(0). (30)
Be to, i$ 0 ir vy apibrézimy
;X
N—Hm:()@(gozn(w)) = pn(fa(s +imh,w) € A). (31)

I5 (29) — (31) gauname, jog beveik visiems w € )
A}im pun(f2(s +imh,w) € A) = Py, (A).

I8 ¢a ir (28) lygybés turime, kad P(A) = Py, (A) bet kuriai mato P tolydumo aibei A.
Kadangi visos tolydzios aibés sudaro determinuojancia klase, vadinasi P(A) = Py, (A)
visoms A € B(H(D)). Lema jrodyta.

2.5 Ribiné teorema funkcijai fi(s)

Pirmiausia, mes pastebésime, kad

T

fils) = [T — o) mee—m

j=1

yra Dirichlé polinomas su koeficientais b, ir rodikliais mA;. Apibrézkime H(D)-reik§mj
atsitiktinj elementa f(s,w)

T

fl(S,CU) = H(l — w( >\1(SJ s) Z bmw —/\1ms’

j=1
ir tikimybinj mata
P]\/}f1 (A) = /LN(fl(S —+ th) € A), A € B(H(D))

2.5.1 lema. Tikimybinis matas Py y,, kai N — o0, silpnai konverguoja j atsitiktinio
elemento fi(s,w), skirsting Py, .

Irodymas. Lema jrodoma tuo paciu budu kaip 2.1.2 ir 2.4.2 lemos.
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2.6 Dvimateé ribiné teorema

2.4 ir 2.5 skyriuose jrodéme diskrecias ribines teoremas funkcijoms fi(s) ir fa(s) erdvéje
H(D). Dabar mes jrodysime jungtine ribine teorema Sioms funkcijoms.
Tegul H?(D) = H(D) x H(D). Pazymime Py, ;, H*(D)-reik§mio atsitiktinio elemento
skirstinj
F(s,w) = (fi(s,w), fas,w)), weQseD,

ir tegul
Py g1, (A) = v ((fr(s + imh), fo(s +imh)) € A), A € B(H*(D)).

2.6.1 lema. Tikimybinis matas Py, 4, kat N — 00, silpnai konverguoja j matq

Pfl ’f2 ‘
Lemos jrodymui mums reikes pagalbiniy rezultaty.

2.6.2 lema. Tikimybiniy maty Seima { Py, f1, f2} yra reliatyviai kompaktiska.

Irodymas. 2.4.1 2.4.2 ir 2.4.3 lemose jrodéme, kad tikimybiniai matai Py s ir Py f,,
kai NV — oo, silpnai konverguoja j atitinkamus matus Py, ir Py,. Be to, tikimybiniy maty
Seima {Pyy,,j = 1,2, } yra reliatyviai kompaktiska, o erdvé H(D) yra pilna separabili
erdvé. Vadinasi, pagal Prokhorovo teorema Seima {Puyy,},j = 1,2 yra tirsta. Tuomet
mes turime, kad kiekvienam e > 0 egzistuoja kompaktiSkas poaibis K; C D toks, kad

Py, (H(D)\K;) < =

=19 9
5 J=1 (32)

Tegul Oy yra atsitiktinis dydis apibréztas 12 lemos jrodyme ir

fin(s) = fi(s +iby),
fan(s) = fa(s +ibn),
Fn(s) = (fun(s), fan(s))

Tada i§ (32) nelygybés ir Py, apibrézimo seka, kad
P(f;n € HD)\K;) < % j=1,2. (33)
Tegul K = K| x Ky. Tuomet K yra erdvés H?(D) kompaktiskas poaibis. Atsizvelge j
(33) nelygybe, gauname, jog
Py p(H*(D)\K) = P(FQN € H*(D)\K)
=P J(fin(s) € HD)\K;))

J=1

< ZP(fja N(s) € H(D)\Kj;) <e. (34)

(34) sarysis parodo, jog Seima {Py.f 5} yra tirSta. Pagal Prokhorovo teorema ji yra
reliatyviai kompaktiska. Lema jrodyta.



Tegul sq, ..., s; yra laisvai pasirenkami taskai srityje D ir pazymékime o’ = m]inl Resy.
1<k<

Tada 0 = 01 — ¢/ < 0, ir pazymékime
D={seC:0>70}.

Be to, tegul uj;,j = 1,2,1 < k < [, yra laisvai pasirenkami kompleksiniai skaiciai.
Apibrégkime funkcija v : H*(D) — H(D) formule:

2 1
v(fi, o) =D wpfi(sk+s), s€D,fe HD),j=12, (35)

7=1 k=1

ir tegul
Wo(s) = v(f1(s), f2(s)).

2.6.3 lema. Yra teisingas sqrysis

W, (s +i0y) 2 v(F(s,w)).

n—od

Jrodymas. 18 funkcijos v apibrézimo,

2 1
ZZujkf] (s +s), o>o0

j=1 k=1

Pusplok$tuméje o > o, funkcijos fi(s) ir fo(s) galime uzrasyti absoliu¢iai konverguo-
janc¢iomis Dirichlé eilutémis

r

Als) = [T - o) zbe—w

j=1
ir

fa(s) = ﬁ(l Ar(sj=9)) Zame’Ams

J=1
r

e E E amﬂ.e_()‘m"".j)\l)s‘

=0 m=1

Tai rodo, kad kai s € D,
l !
Wi(s) = Z w1k f1(sk +5) + Z g fa(sk + 5)

= Z Uik Z b e~ Ai(sk+s) + Z Ung, Z Z amje—()\m“r])\l (sk+s)

7=0 m=1

= Zb e —Aujs + Z’U,Qk Z Z Clmjke (Am+jA1)s = Zl(S) + Z2(3)7

7=0 m=1
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kur l
~ ~ _ ~ b;, j<r
_ —A1s R 7 =1y
ir
~ -~ —(Am+jA1)s -~ . CL‘,jST,
Qg = Amge” Ot G = { oim j>r.
Matome, jog Z;(s) yra Dirichlé polinomas, o Zs(s) Dirichlé eiluciy, tenkinanc¢iy (7) ir (8)
salygas, tiesiné kombinacija. Kadangi funkcija f2(s) yra reguliari pusplok$tuméje o > o7,
funkcija Zs(s) taip pat yra reguliari srityje D.

Kadangi aibé {\,,} yra algebriniy skaiciy, tiesiskai nepriklausomy vir§ racionaliyjy
skai¢iy kuno, sistema, ir \,, tenkina (4) savybe, gauname, kad tikimybinis matas

un(Wy(s +imh) € A) = un((Z1(s +imh) + Zy(s +imh)) € A), A e B(H(D)), (36)

kai N — oo, silpnai konverguoja j H (ﬁ)—reikémio atsitiktinio elemento skirstinj

Wy(s,w) = Z rb w(l)e ™I 4 Z Usk Z Z U, j e’ (1 Jw(m)e~ Pmtis (37)

j=0 j=0 m=1

Sis jrodymas yra gaunamas panas$iai kaip ir funkcijai fo(s). Pirmiausia jrodoma ribiné
teorema matui

)+ Zu% Z Z~ e~ QmtNSy € A) A e B(H(D)).

7=0 m=1

Po to pritaikomas funkcijos W, (s) aproksimavimas vidurkiui, o tuomet lieka pasinau-
doti ergodinés teorijos elementais, kad gauti tikslig iSreikstine ribinio mato forma. Lieka
parodyti, kad $is ribinis matas sutampa su atsitiktinio elemento, uzrasyto (37) forma
skirstiniu.

Be to, is funkcijos v apibrézimo

l r
WU(S, W) = Z U1k Z b; uﬂ(l ~Aug(sts) + Z U2k Z Z A, j, kw ) —(Am+iAi)(sk+s)
k=1 7=0 7=0 m=1
2 r
Z Zujkfj(sk + Saw) = U(fl(S,W), fQ(Saw))'
7=0 k=1

Taigi (36) matas, kai N — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento v( fi(s,w), fa(s,w))
skirstinj.

2.6.1 lemos jrodymas. Pagal 2.6.2 lema, erdvéje (H*(D), B(H*(D)), egzistuoja seka
N; — oo tokia, kad matas Py, f,, kai N; — oo, silpnai konverguoja j tikimybinj mata

P. Tegul
Fi(s) = (fu(s), fi2(s))
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yra H?(D)-reikdmis atsitiktinis elementas su skirstiniu P. Tada pagal N; pasirinkima mes
turime, kad

Fy, 5 F. (38)

N1—o0

Kadangi funkcija v yra tolydi, vadinasi, pagal 2.1.1 lema turime, kad

U(FN1) 2) U<F1)-

N1—00

Is W,(s) apibrézimo turime, kad

Wo(s +i0y,) 2 v(F). (39)

N1—o0

Pazyméje F(s) = (fi(s), f2(s)), remdamiesi 2.6.3 lema gauname, jog

Wv(s+i6’Nl)N3 o(F).

I$ ¢ia ir 8 (39) sarysio
v(F) =v(F). (40)
Dabar apibrézkime funkcija vy : H(ﬁ) — C formule
vi(f) = f(0), feHD).

Kadangi funkcija v; yra mati, pasiréme (40) gauname, jog

vi(v(F)) = vi(v(F)),

arba
v(F)(0) = v(F1)(0).

Is v apibrézimo turime, jog

Z > ufilsew) =D Y S (L) (k) (41)

kur wj, laisvai pasirenkami kompleksiniai skaiciai. Erdvéje R*" hyperplokstumos generuoja
determinuojancia klase [1]. Be to jos taip pat formuoja determinuojancia klase ir erdvéje
C*". T3 (41) lygybés matome, kad C*"-madiai atsitiktiniai elementai f;(sg,w) ir fi;(sx),7 =
1,2,k =1,...,1, turi ta patj skirstinj.

Tegul K yra erdvés D kompaktiskas poaibis ir tegul 1,2 € H(D). Be to, tegul
kiekvienam € > 0,

G = {{g1.92) € HA(D) : 5uplo;(s) = ;(o)] < €. = 1,25
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Pasirinkime tir$ta seka {s;} srityje K. Be to, tegul
Gi={(g1,92) € H*(D) = |gj(s1) —gj(si)| S e.j = 1,2,k = 1,.... 1}

Tuomet i§ anks¢iau paminéty atsitiktiniy elementy f;(sg, w) ir f1;(sg, w) savybiy turime,
kad
mp(w € Q: F(s,w) € G;) =P(Fi(s) € G)). (42)

Kadangi seka {sy} yra tir§ta srityje K, turime, kad G; D Gy D ... ir G; — G, kai | — oc.
Jeigu | — oo (42) lygybéje, mes turime, jog,

mp(w € Q: F(s,w) € G) =P(Fi(s) € G). (43)
Kadangi erdvé H?(D) taip pat yra separabili, tuomet (43) lygybé duoda, jog
F=F.

I ¢ia ir i$ (38) sarySio gauname

A (44)

Nj—o00

Fn

1

Vadinasi, matas Py, 7, f,, kai N — oo silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento skirstinj

F = (fi(s,w), fa(s,w)).

kadangi pagal 2.6.2 lema Seima {Px, 1, 5, } yra reliatyviai kompaktiska ir atsitiktinis ele-
mentas F' (44) lygybéje nepriklauso nuo sekos N; pasirinkimo, pagal 1.1.9 teorema is [2]
ir 2.6.2 lemos gauname lemos tvirtinima.

2.7 B teoremos jrodymas

Apibrégkime funkcija u : H*(D) — M (D) formule

u(91792):%> g1, 92 GH(D)
1
Kadangi metrika d tenkina salyga
1 1
d(g1792> =d (_7 _> .
g1 92
Todél funkcija v yra tolydi. Taigi, remdamiesi 2.1.1 ir 2.6.1 lemomis galime padaryti
iSvada, kad tikimybinis matas
Py = pn(f(s+imh) € A) = Py, pu”

Palsimh) 4y 4 e BM(DY)

i fi(s +imh
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fa(s,w)
fl (51w)

kai N — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento skirstinj. Kadangi,

>0 32 g (Lw(m)e it

filsw) _ S
fi(s,w) }jl(l oW — )
T 0060 5 anutmie
) [T (1 = w(1)eMt9)
=t

vadinasi ribinis matas yra my(w € Q: f(s,w) € A), A € B(M(D)). Teorema jrodyta.
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3 Pagrindines teoremos jrodymas

Kaip minéjome jvade, musy darbo tikslas yra isplésti sekos {\,, } pasirinkima B teoremoje,
salyga A, > c(logm)?, ¢, 6 > 0, pakeiGiant eilutés

Z | [2e™ 2 log®m. (45)

m=1
konvergavimu.
Dar karta priminsime pagrindine teorema. Tegul h > 0.

Pagrindiné teorema. Tegul exp{3X} yra racionalusis skaicius. Tarkime, kad {\,}
yra algebriniy skaiciy tiesiskai nepriklausomy virs racionaliyjy skaiciy kuno seka, tenki-
nanti sq¢lygq:

o
Z |am |27 log*m.

m=1

Be to, tegul funkcija f(s) tenkina (2) ir (3) sqlygas. Tuomet tikimybinis matas
un(f(s+imh) € A), A€ B(M(D)),
kai N — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento f(s,w) skirsting

mu(w e Q: f(s,w) € A), AeB(M(D))

Irodymas. Teorema jrodoma taip pat kaip ir B teorema, o eilutés konvergavimo salyga
yra naudojama atsitiktinio elemento egzistavimui jrodyti.
Irodysime, kad jei (45) eiluté konverguoja, tuomet

o0

f(s,w) = Z amw(m)e™* s € D, (46)

m=1

yra H(D)-reikSmis atsitiktinis elementas, t.y. (46) eiluté konverguoja tolygiai kompak-
tiskuose srities DD poaibiuose.

Pirmiausia jrodysime pagrindinj rezultata.

3.1 lema. f(s,w) yra H(D)-reiksmis atsitiktinis elementas, apibréztas tikimybinéje
erdvéje (Q, B(Q), mg).

Sios lemos jrodymui reikalinga dar viena lema.
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Tegul, kaip jprasta, Fy yra atsitiktinio elemento ¢ vidurkis.

3.2 lema. Tarkime, kad atsitiktiniai elementai X1, Xa, ... yra ortogonalus, o

> E|X,[*(logm)® < oo.
m=1

Tuomet eilute
oo
> X
m=1

konverguoja beveik visur.

Si lema yra atskiras Rademacerio (Rademacher) teoremos atvejis, kurios jrodyma ga-
lime rasti [6].

3.1 lemos jrodymas. Pirmiausia, pasiremdami 3.2 lema, jrodysime, jog f(o,w) =

o
S amw(m)e 7 konverguoja beveik visiems w € 2 Haro mato atzvilgiu. Tegul
m=1

Om(W) = apw(m)e™ meN, o> o0

Tuomet {p,,} yra kompleksines reikSmes jgyjanciy atsitiktiniy elementy seka erdvéje
(Q, B(Q2), mp) seka. Nesunku pamatyti, kad

Elpm|* = lam[?e™7, (47)

ir

E(en?) = [ oo = anaie 09 [ w(m)odmy
Q Q
B { 0, kai m # k,

|am|?e™2A 7 kai m = k.

Vadinasi, {¢,,} yra poromis ortogonaliy atsitiktiniy elementy seka. Atsizvelge i (45)
eilutés konvergavima bei (47) lygybe, gauname, jog

Z E|om|*log*m < oo.

m=1

o0
Tuomet, pagal 3.2 lema, eiluté > ¢, konverguoja beveik visur, t.y. eiluté
m=1
o0
)3 o
amw(m)e
m=1
konverguoja beveik visiems w € {2 Haro mato atzvilgiu.
o0
I§ ¢ia gerai zinomos Dirichlé eiluéiy savybeés, pagal kurig eiluté Y a,w(m)e ** kon-
m=1
verguoja tolygiai kompaktiSkuose srities D poaibiuose bei Vejerstraso teoremos [4] turime,

jog f(s,w) yra H(D)-reiksmis atsitiktinis elementas.

Toliau pagrindiné teorema jrodoma visiskai analogiskai kaip ir B teorema.
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ISvados

Darbe nagrinéjamas funkcijy, apibréziamy bendrosiomis Dirichlé eilutémis

o0

Z e

m=1

diskretus reikSmiy pasiskirstymas. Jrodyta diskreti ribiné teorema bendryjy Dirichlé
eiluc¢iy poklasiui meromorfiniy funkcijy erdvéje tikimybiny maty silpnojo konvergavimo
prasme.
o
Pateikta ribinio mato igraigka, t.y. jei funkcija f(s) = > ane ", bei rodikliai \,,
m=1

tenkina tam tikras salygas, tuomet tikimybinis matas
pn(f(s +imh) € A), A e BM(D))

kai N — oo, silpnai konverguoja j tam tikro atsitiktinio elemento skirstinj.

Ribinés teoremos jrodymas paremtas A. Laurinc¢iko ir R. Macaitienés pateiktu teore-
mos jrodymu, taciau darbe panaudota nauja salyga rodikliams )\,,, kurig patikrinti kur
kas paparas¢iau nei minéty autoriy naudojama reikalavima rodikliy A,, augimui.

Irodyta teorema gali buti pritaikyta bendryjy Dirichlé eiluciy diskre¢iam universalu-
mui tirti.
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Summary

Let {a, : m € N} be a sequence of complex numbers, and let {\,, : m € N} be
an increasing sequence of positive numbers such that lim A,, = +0o0. We denote by

m—00

5 = 0 + 1t a complex variable. The series

i ame (1)
m=1

is called a general Dirichlet series. Suppose that series (1) absolutely converges for o > o,
to the sum f(s). Then the function f(s) is regular in the half-plane o > o,.
Let N € N, and let

1

- < <N : ..
Tt sm <N,

pin(-)
where in place of dots a condition satisfied by m is to be written. Let B(S) denote the
class of Borel sets of the space S. We suppose that the function f(s) is meromorphically
continuable to the region o > o1, 01 < 0,, and that all poles in this region are in a
compact set. Moreover, we suppose that, for ¢ > o1, the estimates

£(s) = BIE®, [t >t a>0, 2)
and
T
/ f(o +it)[2dt = BT, T — oo (3)
7

are satisfied.
Now define the infinite-dimensional torus

Q= H Ym
m=1

where 7, =7 = {s € C : |s| = 1} for all m € N. With the product topology and pointwise
multiplication, €2 is a compact topological Abelian group. Therefore, the probability Haar
measure my on (2, B(2)) exists, and this gives the probability space (£2, B(f2),my). Let
w(m) stand for the projection of w € € to the coordinate space 7,,. Define, for o > o7,

o

flo.w) =) anw(m)e ™7, (4)

m=1
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and additionally assume that the exponents \,, satisfy
Am 2 c(logm)’ (5)

with some ¢ > 0 and § > 0. Then in [5] it was proved that f(o,w) is a complex-
valued random variable defined on the probability space (€2, B(2),my). Denote by P; its
distribution, i.e.,

Pi(A) =mpu(w e Q: f(o,w) € A), Ae B(C).

Let h > 0 be fixed and such that exp{2T} is a rational number.

Theorem. [3]. Suppose that the function f(s) satisfies conditions (2) and (3), {\m}
s a sequence of algebraic numbers linearly independent over the field of rational numbers
and satisfies condition (5). Then the measure

PN(A) = [,I,N(f(0'+lmh) S A), Ae B(C),

weakly convergences to Py as N — oo.

The aim of this work is to extend the choice of the sequence {\,,} in presented theo-
rem, i.e., to replace condition (5) by the convergences of series

Z |am |2 Tog*m. (6)

m=1

Proof of theorem with replaced condition (6) we obtain in the same way as with the
condition (5) because the condition (5) is necessary only for the proof on the existence of
the complex-valued random variable.
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Zymejlmal

k,l,m,n,j - naturalieji skaiciai
a, 3 - teigiamos konstantos
N - naturaliyjy skaiciy aibeé
Z - sveikyjy skaiciy aibeé
C - kompleksiniy skai¢iy aibé
M (D) - meromorfiniy srityje D funkcijy erdve
H(D) - analiziniy srityje D funkcijy erdve
B(S) - erdvés S Borelio aibiy klasé
s = 0 + 1t - kompleksinis kintamasis
Res = 0 - kompleksinio kintamojo s realioji dalis
Ims =t - kompleksinio kintamojo s menamoji dalis
i - menamasis vienetas i = \/—1
meas{A} - aibés A Lebego matas
5. konvergavimas pagal skirstinj
EX - atsitiktinio dydzio X vidurkis

['(s) - Oilerio gama funkcija (pusplokstuméje o > 0 apibréziama I'(s) = [ e “z% 'dz ir

analizigkai pratesiama j visa s plok§tuma)
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