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Jvadas

Farjus (John Farey) 1816 m. apiké seky, kuria sudaro trupmenos tarp nulio ir vieneto,
kuriy vardikliai nevirsijan. Si seka paprastai raSomadihcia tvarka. Fatjaus sekos turi daug
idomiy savybiy.

Siame darbe pagrindinisémiesys skiriamas Fgaus sel savylems analizuoti. Kartu
atsiskleidzia vis kitokios Féjaus sel interpretacijos. Taip prieinama iki Minkovskio temos.
Darbe iSnagriéti keli Sios teoremogodymo ludai.

Apskritai matematinj objeky geometrig interpretacija geriau padedgsivaizduoti, suvokiti
juos. Pati paprd@sausia Fatjaus self geometrig interpretacija — jos nariatidkjimas skaiiy
tiestje. [domesm buda, vadinam Fordo apskritimais, pateikmatematikas Fordas (Lester R.
Ford) 1938 m] Farkjaus sekas darbe yra patéita ir pro geometrijos prizen Pademonstruotas
Farjaus sel interpretavimas trikampivirsanémis.

Farjaus sely nariais gana tiksliai aproksimuojami realieji skai. Darbe paligiami ir Sie
klausimai. Pateikti MAPLE algoritmai, kuriais sudama konkr&os eiks Fagjaus sekai
priklausanti pirmoji dideshuz jvest reakji skatiu trupmena, surandamas artimiausias Siam
skatiui Farjaus sekos narys. Pateikti ir keletagilalgoritmy — Fagjaus sekos sudarymo, jos
nariy skatiaus radimo bei Fordo apskritinpieSimo.

Staufas (Heiner Stauff) matematikas ir litaras mokytojas, yra pase jog matematika
yra grazi. Siuos jo ZodZius patvirtina skyrelise§limas Fafaus sekomis".

Visa tai galima rasti Siame darbe.



Faréjaus sely istorija

Farjaus sely pavadinimas yra sugg su John Farey, hyigeologo vardu, kurio praneSimas
(laiskas) buvo publikuotaBhilosophical Magaziné816 metais.

Farjus numat, kad kiekvienas narys sekoje yra kaimyainariy atitinkamai skaitikhy ir
vardikliy suma,; gteigin jrode KoSi (Cauchy) — pramzy matematikas savo darbe ,Exercises de
mathematique® ir rezultatpriskyre Fargjaus vardui.

Farjus molkesi vietingje Woburn mokykloje iki SeSiolikos me{tuomet jis petjo i Halifax
mokykla), Yorkshire studijavo matematk

Francis, penktasis Bedford kunigaikstis, 1792 nsikyet: Farjy | Woburn dvag ekonomo
pareigas uzimti. Siame poste &as iSbuvo apie 10 m. ir tai buvo tas laikas, kubrjie
daugiausia eksperimentavo irdygeologijos srityje.

1801 m. spalio @n. tame p&ame dvare buvddarbintas Wiliam Smith, inZinierius ir
geologas, kuris geriausiai buvo zinomas shvo atradim uolieny iSsilaikymo srityje (kitaip
tariant, kaip laikui Bgant keéiasi uolienos, kaip jos iSsilaiko ir pan.).

Farjus taip pat labai dogjosi dirvozemiu, uolienomis, meki iS W.Smith, derindamas
Siuos pomgius su savo pareigomis dvare.

Su Faéjaus vardu siejami du irtlai { moksh:

Pirmas geologijos srityje: jis tatkiSmoktas iS W.Smith zinias ir atliko tam tikrusasbius
atradimus (jis sudarzenelapi dirvozemio virSutinio sluoksnio tarp Londono irigntono).

Kitas Fagjaus nuopelnas yra jo moksliniai straipsniai. Jie ypa svarhis, toctl, kad juose
jis gin¢ijosi su svarbia figra, W.Smith, geologijos pasaulyje, neitgorijas ir atradimus. Tai
buvo laikoma dgsiu poelgiu.

Nuo 1804 iki 1824 Fa&jus para8 apie 16 mokslini straipsni; daugiausiay buvo
publikuota ,Monthly Magazine” ir ,Philosophical Magine“.

Vienas iS § mums svarbus, sus§ su matematika, taip pat buvo publikuotas ,Phiibscal
Magazine* 1816 metais. Jis vadinosi nQa curious property of vulgar fractions (,Keista
paprasijy trupmenm savyla“).

Straipsn sudaro vos kelios pastraipos: pirmojojedias kalba apie, jogat,keista” trupmeny
savyly pastebjo tuomet, kai nagrigjo ,Complete decimal quotients (deSimtairkiekiy)*
lenteles, sudarytas Henry Goodwin. Antrojeéhas apibeézia eilut (taip buvo vadinama seka),
turincia ta ,keista savyle"”.

Farjus Sh seky apibkzia taip:



fiksuotam skaiiui n apibgziamos trupmenos tarp 0O ir 1, kurkizemesnj nei 1 nany, vardiklis
nevirSijan. RaSome 4i sely didéjancia tvarka, pradedant nuo maziausio. Ta ,keistojyba’
yra, jog kiekvienas sekos nario, tai yra nesupmastios trupmenos, skaitiklis ir vardiklis yra
lygiis atitinkamai iS abigjpusiy supariu trupmem skaitikliy ir vardikliy sumai.
O tretiajame paragrafe autorius pateikia pavykain = 5:

- {9&1121§Z§£}}

° |1'5'4'3'5'2'5'3'4'51

Taigi, paziirékime, kaip ,veikia“ toji ,keista savy'

2 2 1+1 1 _1+2 .
< gauname—- = ——; = ="~ irtt.

5 3+2 3 445

Paskutiniame paragrafe jis kreipiaskaitytop (manoma, jog tai buvo Kosi), kuris, kaip jau
buvo pamigta, ir pateikk Siam Faéjaus teiginiuiirodym tais p&iais metais leidinyje Exercises
de mathématiqués

Zinoma, Fagjus nebuvo pirmasis, kuris pastgh Sia savyly. Net 1802 m. Haros tai buvo
padaes; jis netgi paaiSkino, kaip sudaryti tekseks, kai n = 99 ir kaip veikia toji ,keista
savyle”, taciau anaiptol tai nebuvgodymas (kita vertus, pats Eprs apie tai tikrai nezinojo).

Ivairiai buvo atsiliepiama apie Bagjaus straipsi tafiau jau taip ¢mé istorinés aplinkyles,

jog seka, su tokia ,keista sawbbuvo priskirta jo vardui.



Faréjaus sekos

Apibr ézimas. Seka vadinama Fgaus sekaF ., kurios nariai yra tarp O ir 1; ir vardiklis
nevirsijan. Taigi E e F,,jeigu0O<h<k<n, kur (h, k):l. O skatiai 0 ir 1 yra jtrauktii seky
anavidalu9 ir }.

Pavyzdziui,

= -{9 11123 }}
*11'4’3'2'3'4"1

® 11'5'4'3'5'2'5'3'4'5'1
Pagrindires Fagjaus sekos savyhb:

_{01112132341}.
-/ - Z2=--T=2=_Z Ir t.t.

(1) jeigu K ir © yra gretimos Fa&jaus sekos trupmenos, tuomet teisinga tokia

lygybé

y h+h . h. h .
Pastaroji trupmenel\(—K yra vadinama trupmen— ir — mediante
+

Kitais Zodziais tariant, medianteiskia, jog turint dvi trupmenag < E— galima tarpy
iterpti tretia, nekeéiant pradini reikSmiy:



SekaF , yra uzauginama i§  ,, iterpiant atitinkam median¢. Fagjaus sekoje pirmoji ir
paskutinioji pradias trupmenos(I) ir % taigi ne visos trupmenasa gali kiti medianémis, bet
kiekvienas racionalus skais tarp O ir 1 gal gale auga tiksliai kaip mediant

Pradedant nuo Ogl)() irl (%), pirmiausiaiterpiame% (gaunamd-, sely); tada mediars
Y 0.1 . I . 1.1 .
iterpiamos tarp trupmqni ir 2 (mediang bus Iyglg) ir atitinkamai tarpE ir 1 (mediang

bus lygi = ) — taigi gauname Fgaus sek F , (zitréeti pavyzdzius) ir taip toliau.

Sis procesas duoda trupmegeimy, kurig sudaro racionak skatiai tarp 0 ir 1; ir Sioje
Seimoje pon zingsneli yra 2"+1 skatiy, kuriems galioja pirmoji ir antroji Fajaus sek
savyles. Visos trupmenos tarp 0 ir 1 yraga@aleiterptos, bet trupmenos su tuctpavardikliu

nebuvojterptos tame p@aame zingsnyje.

Taigi kaip matome piesinyje, iki & ,auksto” yra 9 trupmenos, kaip tik¥2+ 1 = 9.

/ \ Ay

1
l/ 2 lf\ ff\ EX\E
i 5 5 2, 1
£y FR AN & ﬂ \ T !
1 2% 34 5 5 4 =1 8 1 1 8 1 3§
578 7718 7 5 45 5433321

Paveiksle pavaizduotas Stern — Brocot medis (buvastas nepriklausomai Moriz Stern
1858 m. ir Achille Brocot 1860 m.)

Si duomen strukfira rodo, kaip seka yra statoma, pradedargl)t)(ix baigiant 1 (:1 ), imant

kitas iS eits einadias mediantes — jau Zinome, kas tai yra. Taigi pavaizduota pati
konstravimo eiga ir rezultatai. Fgaius sekos nariai nevirsija 1, tad juos reikiarausii.
Nuostabi Stern — Brocot medzio sa¥yira ta, jog j sudaro visos galimos neneigiamos

trupmenos, iSreiskid&ins zemiausius narius ir jie niekada nepasikartoja.



o m . . L .
Priminsime, kad trupmena- vadinama Zemiausiuoju nariu, jeiguir n yra tarpusavyje
n

pirminiai, tai yra BDD(n, n) = 1.



Faréjaus seky pagrindiniy savybig ekvivalentumojrodymai
Farjaus sekos savyb (1) ir (2) daznai formuluojamos ir kaip teoremos.
Pabandysimgodyti, jog Sios savys yra ekvivaletios. Tik pries tai dar keletas teigini
Teiginys.JeiguE ir % yra dvi gretimos F&jaus seko$ , trupmenos, tai

k+ k' >n

ir Siy trupmem mediang h+h yra interval h H
" Ktk Kk )

Be to, jei pateiktoji nelygyb yra teisinga, tik tuomet egzistuoja toks sekogsiakuij galima
iterpti tarp duatju trupmen.

Teiginys. Jein > 1, tuomet ®ra tokiy dvieju. gretimy trupmem, Fagjaus sekoje, jog téty ta
paf vardikl,

Jeik>1ir trupmena% eina poE Fagjaus sekoje, tuomét+ 1< h < k. Ir

h h h+1 _h . h h. h .
—<——<—<— iIr — yratarp— ir — F, sekoje.
k k-1 Kk k k-1 k k

Dabar parodysime, jog i$ pirmos sagghSplaukia antroji ir atvirk3ai.
Taigi pragtkime nuo to, jog iS (1= (2) savyls:
e jeiteigsime, jog (1) savybyra teisinga, tuomet sggkime lygtis:
kh'-hk'=1 ir k'h=h'k =1 kiekvienam h" ir k', mes gauname
h'(kh —hk')=h+h', k' (kh' —hk )=k + k', tai yra gaunama (2) lyggb
e eikime prie (2)= (1): tarkime, jog dabar (2) lyggbyra teisinga ir kad (1) teiginys yra

teisingasF, , ir padarykime iSvagl jog tai galiojaF, sekai.
Tai batina jrodyti, kad lygyleskh'- hk' = 1ir k'h'=h'k =1 yra teisingos, ka% priklauso
F._, bet neF,_, kai k" = n. Siuo atveju, i$ pateilgtteiginiy Zinome, jogk ir k' yra mazesni uz

K" ir E % yra gretimos trupmenos, , .

h h+h - _ . . . h .
Kadang|F = K yra teisinga pagal @isy priimta hipotez ir g yra nesuprastinama,
+

mes turimeh+h = 1h", k+k =4k, kur A yra bet koks sveikasis skais. Kai kir k™ yra abu

mazesni uX , tuometi turi bati 1.
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Be to, h'=h+h,

kK'=k+k',

kh'—hk" =kh —hk =1,
ir panasiai, kh—hk =1

Darbe pateikti trys §isavybi; ekvivalentumarodymai.

Pirmasis savybiy ekvivalentumojrodymas
Padarykime prielai jog (1) ir (2) savybs yra teisingos, kai n = 1 ir kai nagfjamosios
trupmenos priklausd- ;. Reikiairodyti, kad tada jos yra teisingos, kai priklausg. Taigi

remsimes matematine indukcija:
. . h._h . _h . .
Tarkime, jogE ir © yra gretimos trupmends, _,, bet nelyglosF Fagjaus sekojd= .

Tegukh —hk =r > 0ir kh —h'k =s>0.
Sprendziant Sias lygtie™ ir k" atzvilgiu, prisimenant, kakh — hk =1, mes gauname:
h'=sh+rh’, k' = sk+rk’, ¢ia (r,s)=1, kai (h",k")=1.
Apibrézkime ailg S. 4 sudaro tokios trupmenos:

H th+ Ah

= _ . kur A, ra teigiami sveikieji skaiai ir
K uk+ Ak #oy J )

tarpusavyje pirminiai.
. h' . . h . h . .
Taigi, ir trupmenar e S. Bet kuri trupmena, esanti taFl|<a ir © ir yra maziausias narys,

todel kad bendrasis daliklisl ir K dalinasi iS:
k(uh+ Ah' )= h(uk + K )= 2
W (uk + AK )= K (wh+ 4h' )=
Tada kiekviena trupmena, priklausanti aibei S &iaksar \éliau priklausys Fafjaus sekai

F.. Kaiimameu =1, A= 1, §i trupmena bus Iyg%, kur h'=h+h,k" =k+k - otaiir

irodo antgja savyle. Taiau cia deéty dar padaryti viep pastah: pastarosios lygyds réra
teisingos bet kurioms dviem IS @&l einaioms trupmenoms F&aus sekoje, bet, kaip mes

parodtme, jos visada yra teisingos, kai cendrirupmena yra tam tikros iSvaizdos.
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Antrasis savybiy ekvivalentumojrodymas
Sisirodymo Wdas rra induktyvus, prieSingai nei pirmasis, ir, bepateikia algoritm, kaip

: . h . .
konstruojamas sekantis narys EoFaréjaus sekoje.

Kai(h,k)=1, lygtiskx—hy = 1 yra iSsprendziama sveikas skais.
Priminimas:
lygtis ax + by = n yra iSsprendziama sveikais

skatiaisx ir y tada ir tik tada, kadil dalinan.
Jeigux, ir y, yra sprendinys, tai,+ rh, y,+ rk taip pat yra sprendinys bet kuriam realiajam
skatiui r.
Mes taip pat galime taip parinkti kad:
nk<y,+rk < n.

Todkl lygtieskx—hy = 1 sprendinysxy) yra toks, kad: & n—k < y< n.

. X . . . . X .
Kai trupmena— yra maziausias narys i < n ir, zinant, jog trupmena- yra Fagjaus
y y

trupmena.

Taip pat

x _h _kx-hy 1

y k K'y Ky’
kol

1 . D - kh —hk > i

k k kk' - kk
Be to,

X h kx—hy>i 1 k+y> n >i

y k ky k'y kk kky kky ky

taigi gavome prieStar Tockl X turi bati lygi % ir yra teisinga nagrijamoji lygybé
y

kh —hk =1.

Sisjrodymo tidas i3 esis pateikia algoritrp Facjaus sekos nariui eingio poE rasti.
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Pabandykime panaggn pavyzd:
Pavyzdys

Reikia surastF , sekoje sekapthai po g :

Sudarome ir sprendziame takygti (remiantis lg tik pateiktujrodymu):

X —4y=1.
Gaut, sprendin pazyntkime ,;y,), tai yra:xx, = 1,y, = 2.
Sudarome bendro pavidalo sprendinius, tai

{x= X, +hr=1+4r,

y=Y,+kr=2+09r.

Pagal duat apribojima: 0< n — k < y< n,gauname, jog reikia rasti tpk jogy
buty tarp 13-9=41ir 13.
Toks yra, jisr = 1.
Griztamej ankgiau pateiktax ir y iSraiSkas, gauname, jog:

x=1+4-1=5,
y=2+9-1=11

Tada ieSkomoji trupmena ypl%, kuri eina pog :

Grotelés

Irodingjant, jog lygyles kh' — hk =1 ir E— = % yra ekvivaledios, tr&iajamejrodyme
bus reikalingos keletas geometaimndéjy.

Imkime duot koordin&iy pradzios task O plokStumoje ir du kitus tasku® ir Q,
nekolinearius su taskQ. Tokiu bidu mes sudarome lygiagretai@PQRtaip, kad tiesi poros
OP, QR ir PQ, PR yra lygiagreios ir dalija plokStum i be galo didel skatiy lygiu
lygiagretaini.. Tokia figira bus vadinama , grotahis” (angl. ,lattice®).

Groteks yra figira sudaryta iS tiegj o kartu apibszia tasSk ailg; fiksuojant tik tuos taskus

gaunama kit sistema ,taSku groteles”. Dvi skirtingos grotés gali apimti 4 p&ia tasSk; sistem.
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Groteks, padtos ant tiegj OP, OQ ir OP, OR apibkzia ta p&ia tasSk; sistem. Tokios dvi
tokios grotets, kurios apib¥zia ta pa&ia taSky sistema, vadinamos ekvivalgfomis.

Akivaizdu, kad bet kuris iS grotalitask; gali biti paimtas kaip koordiray pradziaO ir nuo
to nuo tasko parinkimo priklauso grotelsavyles, nes keaiiasi simetrija koordin&uy pradzios
atzvilgiu.

Vienas groteli tipas yra labai svarbus, kalbant apieéars sely savybi irodyma. Tai
groteks suformuotos (kai koorditay asys yra duotos) imant tieses, lygiagae koordindiy
asSims ir atstumai nu@ jyra vienetiniai — tokiu ©du visa plokStuma yra padalinamaienetinius
kvadratus. Tokias groteles vadinsime ,fundamensadimis grotetmis” L ir taskus, ant kuui
L=uzZtemptos“ nagrigjamosios grotels, pazyndkime (x,y). Tokia sistema su taSkais vadinsime
~fundamentaliosios taskgroteks A"

Bet kokios ,taSk groteks” gali hiati apibrztos kaip vektori sistema, kuri koordinaés yra
X + iy (tai yra ir ,groteli tasSkai“) arba tai gali i ir vektoriy koordinats, pradedant nuo

koordin&iy pradzios. Jeigu tagkP ir Q koordinags atitinkamai yrax, y,) ir (X,, y,) tuomet

bet kokio kito groteli taskoS, esartio po tieemis OP ir OQ yra:
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X=mx +nX,,y=my, +ny,, iamir nyra sveikieji skaiiai.

(atitinkamai tokiu p&iu badu gali hiti sudaryta irz— oji koordinat).
Keleta svarbiausi fundamentaliju groteliy savybi, reikaling: irodymui, panagriékime:

mes jau apilizéme transformacij

X =ax+by, y=cx+dy (3)
¢iaa, b, ¢, d duoti teigiami ar neigiami sveikieji skaai. Akivaizdu, kad bet kurA task (x,y)
gali biti transformuotag kita tadky (x , y'), priklausantA.
Sprendziant (3 ir y atzvilgiu, gauname:

_ dx-by y= cx —ay
ad—bc ad —bc

(4)

JeiguA = ad — bc = 1 (vienetinis elementasdada bet kurk iry duoda x ir y reikdmes, tai yra
kiekvier ,groteliy” tadka (x , y') atvaizduojg (x,y) —i save pat

Taigi batina ir pakankamaadyga, kad (3) transformacija atvaizdyoh | p&ia save, yra
A =1 (vienetinis elementas).

Tarkime, kad tasSkaP ir Q yra groteliy taskai &, c) ir (b, d). Tuomet lygiagretainio plotas,
apibreztasOP ir OQ yra:

5= (ad-bc)=[ad-bd,

Zenklas pasirenkamas toks, kad skirtumiats beigiamas. Tadkai(, y') issictste po OP ir OQ
aprasomi = ax + byir y = cx+ dy, kurx ir y — sveikieji skatiai. Prisiminus §teiginj, bitina ir
pakankamaayga, jogA ir A buty identi3ki (tai yra sutap), yrad = 1.

Apibrézkime dar vien reikalinga savoka:
Apibr ézimas. TasSky P vadiname matomu (matomu iS koordingpradzios), jeigu ¢ra re vieno
A tasko ant tiess OP tarpO ir P.

Galima pasakyti, jeigu tasSkas, ) yra matomas, tuomeftibng ir pakankam salyga galima

- X . .
performuluoti: jog trupmena- yra Zzemiausias narys, arpay) = 1.
y

Tarkime, kad taSkap ir Q yra matomi taskai i yra keturkampial , apibgzto OP ir OQ,
plotas.

Tuomet jeigu o = 1, rera ¢ vieno tasko keturkampid viduje; jeigu 6> 1, tuomet
maziausiai vienas taskas yra keturkampiwviduje (du tokie tasSkai yra kiekviename keturkampi

trikampyje, kurie gaunami keturkarnperkirtusPQ). Sie atvejai parodyti paveiksluose:
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Treciasis savyby ekvivalentumojrodymas
TrupmenosE yra Fagjaus sekos nariai, klr <h <k <n, (h, k) = 1. Ir tegu tai yra matomo

tasko k, h) koordinats; jis yraA viduje arba ant trikampio, apiato tieemisy =0,y =X,y =n.
Jeigu mes nubsime spinddlper task O ir suksimejjaplink apie koordin&y pradzy pagal
laikrodZio rodykes krypi aplink Ox a§, tokiu badu aplankysime kiekvientaSk (k, h) (kaip
Zinome, tai yra Fajaus sekos trupmena). Jeigu tadRai P su koordinaimis , h) ir (k', h')
Zymi i$ eiks einadias Fagjaus sekos trupmenas, tuometantokio tasko trikampi®PP' viduje

arba ant jungtieBP , tai yra remiantis mitais teiginiais, gaunam&h — hk =1.
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Aproksimavimas Faréjaus sekomis

Farjaus trupmenos galidti vaizduojamos tiege, apskritime Imkime vienetinio ilgio

apskritimg C ir fiksuokime task P,, kurio atstumas nuo nulio ysa Padalinkime apskritim&

perimety Siuo idu: imkime Fagéjaus sek F,ir surandame visas mediantge&% greta
+

L hh . . . . 0+1 1 n-1+41 n
einartiy trupmem —,—. Pirmoji ir paskuti@ medianés yra = : = :
k k' 1+n n+1 n+1 n+1

Kaip Zinome, ne visos mediast priklauso nagrigamai F, sekai. Dabar kiekvien tokia
mediang x atvaizduokime taskuP,. Apskritimas, kuris taip dalinamaslankus, vadinamus

Farjaus arkomis, apima du tokius taskBs ir viena Farjaus task, kuris yra sekos=, narys.

Vadinasi, (Llilj yra Fagjaus arka, apimanti vianFagjaus tasSk 0. Fagjaus ark
n+1 n+

sankaup kartais dar vadinama Fgeius apskritimo analize.

h, h,

Tarkime, jog n.>1, jeigu P, yra Fagjaus taSkas ir—,k— yra Fagjaus sekosF,
K 1 R2

trupmenos, einaios prieéE, tuomet Fatjaus arka supantP, yra sudaryta iS dvigjdaliy,
Kk

kuriy ilgiai yra:

h h+h 1 h+h, h

- = , —-—=——"——— atitinkamai.
k k+k, k(k+k) k+k, k Kk(k+k,)

Dabar k + k; > 2n, kai k nelygusk, ir ne didesni uz. Taigi gaunamen — osios eits Fagjaus

1
k(2n—1) k(n+1)

analiz, kurn > 1, kiekvienos arkos dalies , kuri apima trupmeEq, ilgis yra

Mes apibéziame Fagjaus analiz ¢ia tam , kadrodyti paprast teorem, susijusa su realyju
skatiy aproksimakcija racionaliaisiais skiis.

» Iveréio” teorema. Jeigu & yra bet koks realusis skais ir n yra teigiamas sveikasis, tuomet
. . : .. h . -
egzistuoja tokia nesumazinama trupm?(nalog teisinga:

1

k(n+1)

<

O<k<n, ‘f—E ,kai0<<&é< 1
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Tada & yra intervale, kurriboja dvi iS eiés einagios Fagjaus sekos trupmenosE, ir % ir

maza to, Si reikStyra viename iS interval
h h+h h+h h
kK'k+k )" (k+k k')

Irodymas.TrupmenosE ir L‘— yra gretimos, priklaus#&ios Fagjaus sekai ir pasirinktasis

skatius & yra tarp & trupmeny, tai yraE <¢&< E

k
Remiantis Fafjaus sekai ddingomis savybmis ir teorema, galima parasykih — hk = 1ir
kh —hk >n+1. Sudarykime trupmenmediant h— _h+ h.
k k+k
Taigi misy pasirinktas skaius & gali bati:
h <&< h+ h| , tuomet nagriékime skirtunmy
k k+k
h h+h h kh-hk 1 1
O0<¢é-——< -——= —= — < .
k k+k k k(k+k) kk+k) k(n+d
o h+h| <§<i, tada
k+k k
£_§_£_h+h'_kh'—hk'_ 1 1
Kk kK k+k  ki(k+k) Kk(k+k) k(n+1

Minkovskio teorema ir jos jrodymai

JeiP ir Q yra grotely taskai ir atitinkamai turime du jiems simetriSkudio atzvilgiu taskus
P ir Q - tokiu bidu konstruojamas keturkamplstrys keturkampiai yra sukonstruoti ant tiesi
0OQ, OP; OP, OQ ir ant OQ, OP — taip gaunamas naujas keturkampis. Pavadinkire |
kurio centras yra koordigey pradzios taskas ir kurio plotas yda (kitaip tariant, keturis kartus
didesnis nei pradinis; Siuo atveju

Prisiminus ank&au mirétus faktus, galime pasakyti, jog jéi reikSne yra 1, tuomet yra
taSky arba iSotje, arba ant keturkampi¢ krasto, iSskyrus tagl0; jeigu 6 > 1, tuomet yra ir kit

taSky apart nul keturkampio viduje. Tai yra Zymiosios Minkovskieotemos atvejis, kuris
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parodo, kad ta pati sav§lgalioja ne tik keturkampiams, simetriSkiems kooadiy pradziai, bet
ir bet kuriai uzdarai stiai, simetriSkai koordin&y pradziai.

Atviroji sritis R yra tokia tasl aibe, kuri turi tokias savybes:

(1) jeigu taSkas’ priklauso aibeR, tuomet visi tos ais taskai, esantys arti prie
taskoP, taip pat priklauso aibé;
(2) bet kuriuos du tos a#ls tasSkus galima sujungti kreive, priklau&artai aibei.

Pirmaja savyle galima performuluoti taip, jog bet kuris a#R tasSkas yra vidinis taskas (tai
yra tai aibei priklauso su savo aplinka). Tuomeskapimo ar keturkampio vidus vadinama
atviraja sritimi.

Srities kraStasC yra tokia task aibé, kur task; aplinka priklauso aibdR, bet pats taskas jau
nebepriklauso tai aibei. Taigi apskritimo kraStes jp perimetras.

UZdaroji sritis R™ atviroji sritis su savo krastu. Mes nagjjami tik uZdaras sritis.

Pateiksime du iSkiljuy aibiy apibgzimus.

Mes galime sakyti, kad aibR (arba R") yra iSkiloji aibé, jeigu bet kokius du taskus
jungianti krei\é taip pat priklauso tai aibei.

Antrasis:R (arbaR") yraiskiloji, jeigu per kiekvien tadk galima nubgZti bent vien tiess
taip, kad visa ta aibbity tik vienoje pusje.

Taigi apskritimas ir lygiagretainis yra iSkilosiages.
Minkovskio teorema. Tegu R — A iSkiloji sritis su simetrijos centru tasSke O ir kag plotas yra
didesnis uz 4. Tuomet srityfeyra bent vienas aéls A tasSkas, nesutampantis su 0.

Pirmiausia pamiésimejrodymui reikaling teigini: tarkime, jogR, atvira sritis, turinti nulio
taSky; R, yra kongruenti ir panaSiai iSgstiusi apie bet koktasky P taip, kad gra tokiy dvieju
sriciu R,, kurios persidengia. Tuomet sritieR, plotas ne didesni nei 1. Teiginys tampa

akivaizdus, kai mes apigtiame srit R, kaip apskritina ir apribot, linjjomis x = i%, y= J_r%,

tadaR, plotas bus 1 iR su savo sienomis uzdengsavokstum.

Taigi dabar yra lengvaodyti pa&ia Minkovskio teorem. Galimi du Minkovskio teoremos

irodymai, remiantis skirtingais dviem agisgaubtumo apibzimais.
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Pirmas Minkovskio teoremosjrodymas

Remiantis pirmuoju apibzimu: tarkime, kad srities plotaR, yra didesnis nei 1. tuomet du
regionai R persidengia (pagal pries tai pateikeigin) ir yra tokie taskaiP, priklausantys

sriciy R, ir R, persidengimui. Teg@ (ziureti brezing) yra bendraRR, ir R, taskas.

JeiguOQ yra lygi ir lygiagretiPQ ir Q" yra vaizdas ta3k@ nulio atzvilgiu, tuomeQ" guli
srityje R,; ir maza to, pagal iskilosios &t apibezima, atkarposQQ' vidurio taskas taip pat

guli srityje R;, bet Sis taSkas yra @P vidurio taskas, kulP, kaip zinome, guli srityjeR, .

Antrasis Minkovskio teoremosjrodymas

Prisiminus antyji iSkilosios ailés apibgzima, tarkime, jog #ra ré vieno groteliy skatiaus
iSskyrus nul. Tuomet pragiskime aile apie nulio tadkir pavadinkimeR . O R” pavadinkime
prapksty aibe, bet joje dar yra be nulio tasko ir grotetasSkasP .
Ziureéti paveiksle:

Tada taskas® yra apskritimoC ' taskas ir ties |, einant per tagk P, |,yra lygiagreti tiesei ,

einanti per atkarpo®P vidurio task, tadal,yra R,. Akivaizdu, jogl priklauso irR, sriciai; ir
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Si tieg skiria abi tas sritis (jos yra skirtingose Siogsts pusse), vadinasi,R, ir R}
nepersidengia. Ir, kaip zinome, sritid, plotas yra didesnis nei 1, o tai jau prieStarauja
paskutiniam pamigtam teiginiui.

Taigi jrodeme Minkovskio teorem

Yra zinoma ir kit; Sios teoremogodymy biidy, pavyzdziui, Mordelio.
Minkovskio teoremosjrodymas pagal Mordej

Tarkime, jogR yra iSgaubta sritis, simetriSka nulio atzvilgiuurime Sios ais taskusP, ir

P, su koordinaimis (x;,Y;) ir (X,,Y,), tada taSkag—x,,—y,) taip pat priklauso Siai siiai, bei

taSkasM , kurio koordinats %(x1 —X,) ir %(y1 -Y,).

Tada tiess x = % y= % kurt yra teigiamas fiksuotas skais, p, q— bet kokie sk&iai,

dalinantys plokStumi kvadratus, kur plotas yraA'tEq (nes krastias yra% ir %). Tegu

N(t) yra kamp skatius R ir pazynekime raideA Sios srities plat Tuomet akivaizdu, jog
4pgt®N(t) > A, kait > .
Jeigu A> 4, tadaN(t) > t* bet kokiems dideliems.

Bet poros(p,q Huoda daugiausia skirtingt® reikdmiy, kai pir q yra dalinamit. Maza to,

minetieji du taskaiP, ir P,, priklausantysR su koordinaimis (thl : 2?1) ir (zlto2 ,2?2) tokie

kad skirtumai p, — p,ir g, —q, besidalijantys i&. Be to, taSkasVl priklausantisR yra ir
nagrircjamame plote.
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Mediantés ir trikampiai

Buvo apibgzta, kas yra laikoma Fgaus seka, kokios yra Sios sekos sagyb
Viena 1S ju prisiminsime ¢ia ir pabandysime pabhiéti, kaip tai gaéty bati susig su

geometrigmis idejomis.

Taigi kaip zinome: jeiguE, i— ir % yra trys gretimos Fé&jaus trupmenos, tuomet
teisinga:
h _h+h
k' k+k

Pastaroji trupmena yra vadinama trupmeEq ir % mediante

Taigi mediant gali biti jterpta tarp bet kokidvieju nesumazinamtrupmen. Minéta ir tai,
jog F,, yra uzauginama i¥,, taigi bet koks racionalusis skais tarp O ir 1 yra auginamas
butent kaip mediart Taigi visa tai jau buvo ka#tta pirmuose Sio darbo pirmuose puslapiuose.
Tai tik trumpas priminimas.

Sis skyrelis bus taip pat apie jassisa kiek kitokiu aspektu: Faaus trupmenas laikysime
trikampio vir§inémis ir konstruosime mediantes taip, jog yra Zindikavieju tasky koordinags
vienu momentu. Ir mediagtiterpsime tarpu dvieju tasky; atitinkamai jas sujungus, gausime
naup trikamp.

Sutvarkytomis poromis(a,,b, ) (c,,d,), (&, f,) Zymésime trikampio virnes; niisy

tikslasiterpti mediantes — taip bus gaunami naujo trikanvpsinés.

|aU,E;,U |

'QD:fD'

'CO’dO |

(@2

Naudojantis tokia konstrukcija, galima padarytiitovad:
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Teiginys. Tegu (a,,b,), (c,.d, ), (&, f,) yra sutvarkytos poros. Tuomet agitkime sekas:
(a,.b,.,)=(c, +e,d, +f)
(c,...d,.,)=(a,+e, b +f)
(e, f..)=(a, +c,,b, +d,).
Tuomet lim (EJ = Iim(c—“j = Iim(3J=w.
non (b, ) moeld, ) moel F ) (b +dy+ fy)

Irodymas. Pasinaudokime simetrija tarp taskoordina&iu {(a,,b,)}, {(c,.d,)} ir {(,, f,)}.

n?™~n n! 'n

Pastebkime, jog pirmosiosa, reikSnes, parasytos ped,, C,, €, atrodo taip:

8=

a =C +&

a, =2a,+C, +¢,
a, = 2a, + 3¢, + 3¢,

a, = 6a, + 5¢c, + 5¢,

a; =10a, +11c, +11e, ir taip toliau.
Gauname bendpavidak:

a, =X, +Y,Co +2,&,
kai imamex, =1y, = z, = Q gauname

X, = 2(xn +(- 1)'”1),

Yo = 2, +(=1)",

2., =2x +(-1)".

Taigi y, = z, kiekvienamn, tuomet visos trys iSraiskos,, y, ir z,, artinantn prie begalybs,

ir x, =y, +(-1)"". Sie faktai yra pakankami, jog gaime teigtu, kadlim X =1,
n—oo yn

Pasinaudojus simetrijos savybe, tas pats galioj&itiems koeficientamsb,,d,, f, ir

koeficienty perstatymas leidzia mums parasyti:
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X
— lag +Cy +
(A alak

=lim (( = primename, jog

" (by+d, + f,)’
[Xano+d0+foJ B+ + o)

n

H an e H (Xnao + ynCO + Zneo)
lim—"=Ilim
ey e (ano +Y,dy + 2, fo) noe

ciaz, =y,.

Kaip matome tokiu ©du Siy trupmenm reikSne nuolat magja, toctl yra natiralus klausimas,
ar yra kokia savyy kuri trupmenas paliktnesumazinamas?

Tam tikri prading trupmem savybip pasirinkimai garantuoja, kad visos trupmenos
trikampiuose isliks nesumazinamos.

Pirmiausia pragkime nuo ltinos ir pakankamos nesumazinamurjlggos:

. Co . np C, +
Teorema. Duotos pradiés trupmenosﬁ, =2 ir &, tuomet apib¥Skime & _G*&

b, dy T b do+ Ty

u_3a+a ir & _ 2y, 18, + Vi&
vV o by+b o by 2yb+yiby

Tada galime paraSyti:

ykury, =0, y,=1iry,, =Yy, +2y,, kiekvienami > 1

a'i+l _ ua1'+l *
0 : *)
1+1 Vai+1 + ri—1
Tadar,, =(-1) (a,b, —a,b,) ir vienintelis galimas bendraa,, ir b, pirminis daugiklisp,
toks, kuris dalinasi id1(a,b, —a,b, .)Dar daugiau seko, | ir {b} moduliup yra periodigs,
taigi tik baigtin skatiy nariy reikia palyginti, norint nusgsti, ar bendrap daugiklis egzistuoja.

. < & ua, < .
Teoremosjrodymas. 1S G _ Xt , gaunameva,, +1,,, =ub_,, Si lygyks sako:
Vai+l + r‘i—l

1+1
(b +B))(2y, 48, + Yiay) + 1, = (8, + ) (2, 40, + Vib) .
Be to, r, =2y, -y)@ab,—ab ) bet y =2y, - (_1)i , tada galime parasyti, jog
1= (_1)i (a1b0 - aObl) .

Tarkime, jog trupmenaaﬂ yra sumazinama. Pirminis skais p, dalinantis lygybs (*)
1+1

&, turi dalinti arbau, arba a,, - tai

Vai +1 + r‘i+l

akivaizdu. Toki p, dalinargiy u, skatius yra baigtinis. Jeigp dalinaa,,, tuomet jis turi dalinti

deSiniosios pus skaitikf ir vardikli Reiskinys

r, =t(ab, —a,b,) - taigi ir vél gaunamas baigtinis skais dalikli.
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PeriodiSkumas iSplaukia iS to, jag,, priklauso tik nuoy, ir y, ,, 0 y,,, priklauso tik nuo
y, ir y,_,, tuomet daugiausia yrp® skirtingy (yi,yi_l) por, nesikartojatiy moduliup.

« , C, . 0
ISvada. Duotos pradias trupmenos &, =2 ir &, apibezkime u=a,+c,+¢,,

by, d, fo

r=(c,+e)b,—a,(d, + f,), s=(a,+¢)d,—c,(b,+f,) ir t=(a,+c,)f,—e,+d,).
Tuomet bet kokios trupmenos centriniame trikampyyeturéti bendg rstusandaugos dalikl
Teiginys. Néra baigtinio skaiiaus kidy pasirinkti taip pradines trupmenas, kad iS ceidrin
trikampio auginant kitus trikampius, trupmenasuyonesumazinamos.
Irodymas. Jei trikampio viréiniy koordinates pirmiausia paimsime tokias: nelgginelygires,
nelygires/lyginés, lygirés/nelygires — Si strulira isliks ir kituose potrikampiuose. Taigi mes
galime teigti, jog & viena koordin&iy pora nebus lygidlyginé (nes nagrigjame tik
nesupaprastinamas trupmenas). Tai reiSkia, jogitikia nesumazinamumo savyfiai taip pat
iISplaukia ir iS prieS tai pateiktos iSvados).

Prisiminkime tai, jog auginant trupmensels, iterpiant mediantes, trupmenskatius
priklaug nuo n. Trupmenos gali iti pasirinktos taip, kad, s, tir u yra antro laipsnio. Yra

daugyle bady tai padaryti, pavyzdziui vienas IS galim

a 2-1
b, 2%
C 242
d, 2¢+3°
&_2k+1—1
f, 24'+1

Tuomet ribires reikSn¢ yra PTTE r=-4, s=8, t=-4. Taigi akivaizdu, jog kiekvienark
+

gali bati be galo daug kitoki trupmen.
Zinoma, $is teiginys galioja ir medignis: rera ré vieno galimo tokio pradimi trupmem

pasirinkimo, jog mediags visuose ,potrikampiuose‘fiby nesumazinamos.
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Fordo apskritimai

Geometrig interpretacija dazniausiai padeda gerigtvaizduoti, sukonkretinti abstralas
matematines igas. Faéjaus sely geometrig interpretacy sukonstravo 1938 m. amerikietis

Fordas.

Kiekvienam duotam taskuP ant Ox aSies (reikSm tehina B), imkime izapskritimo
q q

skersmepir centro koordinates pasirenkar(hg;z—lz), apskritimas ligiasi suOx aSimi. Taip
q

sukonstruotas apskritimas vadinamas Fordo apskritim
Kiekvienai duotain eilées Fagjaus sekai teisinga tai: jeigu mes Zgme visas
nagrirgjamas trupmenas afix asies ir béSime atitinkamai Fordo apskritimus, tuomet gausime

tokj skatiy, kiek yra toje sekoje trupmenbesilig€ianciuy apskritimy.

0 1/51/4 173 2/5 1/2  3/5 2/3 3/4 4/5 1

F., sekos Fordo apskritimai

Verta pastelti, jog Fordo apskritimai gali nesusiekti (tarp yra kiti apskritimai), gali

liestis, t&iau jie niekada nesikerta! Ar tai tik sutapimas?
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Panagrigkime atstumus tarp apskritincenta (h,K)ir (h',k'):
. 2 2
d2: L_D +( 1‘2_ 1‘2j .
k k 2k 2k

Tegu apskriting spindulyy suma bus lygi:

1
S=r+h=—+—7,
L2 k2 k2

tuomet

nagrirekime skirtun:
(hk-hk ) -1
d?-s* = I
Bet (h'k— k'h)2 >1, remiantis pagrindine Fgaus sel savybe, tod ir d*-s*>0. Taigi
atstumas tarp apskritupcentr yra didesnis arba lygus nei$pinduly suma.

Jei kﬂ % % yra trys gretimos Fajaus sekos trupmenos, tuomet apskritirﬁéhl,kl) ir
1 2 3

C(h,,k,) kertasia, taske:

h, K, 1
a, = K KOIC+KkDY KErK2 D
2 2(k2 + kl ) k2 + kl
o apskritimaiC(h,,k, ) ir C(h,,k;) «, tadke:

h,

a, =| =+ Ks 1
2k, ky(kZ+k2) KZ+KE )
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Maza to,«, priklauso pusapskritimiui, kurio skersmuo )(r%— ,Oj—(& ,Oj, o, atitinkamai

1 k2
o))
K, ks
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Keli MAPLE algoritmai

Siame skyrelyje pateikti keli MAPLE algoritmai:
e algoritmas, surandantis sekos narius ir y skaifiy. Sekos narg skai¢ius yra
vadinamas sekos ilgiu:

> Far ey: =proc(n)

local I,mj;

if n=1 then RETURN([O,1]) elif n=2 then RETURN([O, 1/2,1]) el se
| : =Farey(n-1); m =nops(l);

for j froml1lto m1l do

i f denon(l[j])+denon(l[j+1])=n then

| :=[op(l), (numer(I[j])+nunmer(I[j+1]))/n]; fi

od;
sort(l) fi
end:
>Farey(5);
111213234
l5!413)5l2151314!5!
>nops( 9 ;

11

> Far ey: =proc(n)

local |, mj;

if n=1 then RETURN([O,1]) elif n=2 then RETURN([O, 1/2,1]) el se
| - =Farey(n-1); m=nops(l);

for j fromlto m1l do

i f denon(l[j])+denon(l[j+1])=n then

l:=[op(l), (numer(I[j])+nunmer(l[j+1]))/n]; fi

od;
sort(l) fi
end:
>Farey(7);
011112123143253456
[’TGF¢T3B727BG7H567:
>nops( N ;

19

> Far ey: =proc(n)
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local |, mj;

if n=1 then RETURN([O,1]) elif n=2 then RETURN([O, 1/2,1]) el se
| : =Farey(n-1); m =nops(l);

for j froml to m1l do

i f denon(l[j])+denon(l[j+1])=n then

l:=[op(l), (numer(I[j])+nunmer(I[j+1]))/n]; fi

od;

sort(l) fi

end:

>Farey(15);

15 1413'12'11'10'9'8'15'7 13’6 115145 13 4 15117 10133 14 11 8
525345 6 7187 65473857 929 758113

135127'9'11'13'152'15'13'119 7125 138 11 14313107 11 154
17114 9 51161378 9 10111213 14 }

[0 1111111121212132314323 415 43

139'14'5’11'6’13’7’15'8'9'10'11 1213 14 15
>nops( % ;
73

e algoritmas, pieSiantis Fordo apskritimus:

>w th(plots):
War ni ng, the nane changecoords has been redefined

>w th(plottools):
War ni ng, the nane arrow has been redefined

> For d: =proc(n)

| ocal s, x,d;

s:=farey(n); d:=NULL;

for x in s do d:=d,disk([x,1/(2*denom(x)”"2)], 1/ (2*denom(x)"2),
col or=COLOR(RGB, rand() /10712, rand()/ 10712, rand()/10"12)) od,
di spl ay(d, scal i ng=constrai ned) ;

end:

>Ford(5);
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>w th(plots):
War ni ng, the nane arrow has been redefined

>w th(plottools):
War ni ng, the nane arrow has been redefined

> Ford: =proc(n)

| ocal s, x,d;

s:=farey(n); d:=NULL,

for x in s do d:=d,disk([x,1/(2*denom(x)”*2)], 1/ (2*denom x)"2),
col or=COLOR(RGB, rand() /10712, rand()/ 10712, rand()/10"12)) od,
di spl ay(d, scal i ng=constr ai ned);

end:

>Ford(7);



31

>w t h(plottools):
War ni ng, the nane arrow has been redefined

> For d: =proc(n)

|l ocal s, x, d;

s:=farey(n); d:=NULL;

for x in s do d:=d,disk([x, 1/ (2*denom(x)"2)], 1/ (2*denonm(x)"2),
col or=COLOR(RGB, rand() /10712, rand()/ 10712, rand()/10"12)) od,
di spl ay(d, scal i ng=constrai ned) ;

end:

>Ford(15);
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Taigi ¢ia jau galime rasti akivaizd¥isasaj su fraktail teorija.
e algoritmas, randantis Faréjaus sekos trupmen, didesre uz pasirinkta skaiciy:

> Far ey: =proc(n)

>|local |,mj;

if n=1 then

RETURN([ O, 1])

elif n=2 then

RETURN([ O, 1/ 2, 1])

el se

> : =Farey(n-1); m =nops(l);

>or j fromlto m1l do

> f denom(I[j])+denon(l[j+1])=n then
>l o =[op(l), (numer (1 [j])+numer (I [j+1]))/n];
fi

>0d;

>sort (1)

fi

>end:

>aa: = Farey(25);
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19 21'23'25'2'25'23'21'19°17°15°1324°11 209 2516 23 7 19 12 17 22’
31411 8 13512 7 16 9 111315217151311 9 16 7 12175

5'231813'21'8°19'11'25'14'17°20'23'3 252219 16 13 2310 17 24 7 °’
1813 8 1114173191613 10177 1811151941713 9 14195

2518 11'15'19'23'4’25'21°17°13'22'0 231419 24 5 21 16 11 17 23 6 °
211611176 1913207 22158 17 9 19 10 21 11 23 12 13 14 15 16

2519'13'20'7°22'15'23'8°25'17°9'19 10 21 '11 23 12 25 13 14 15 16 17 °
17/18 18 2C 21 22 23 24 1}

18 19'20'21'22'23'24'25"

>f:=proc(arr,t)
| ocal i;
for i in arr do
if t <i then
return i;
end if;
end do;
return "neradont;
end proc:
>sk := evalf(sqrt(5)-2);
sk:=0.23606797

>f(aa, sk);

5

21

e algoritmas, randantis Faréjas sekos trupmen, kuriai teisinga ,, Iveréio teorema*:

> Far ey: =proc(nn)

>local I, m j;

>if nn =1 then

RETURN([ 0, 1])

elif nn = 2 then

RETURN([ O, 1/2, 1])

el se

>| := Farey(nn - 1); m:= nops(l);
>for | from1l to m- 1 do

>if denon(I[j])+denon(l[]j+1])=nn then
>|l:=[op(l), (numer(I[j])+nunmer(l[j+1]))/nn];
fi

> o0d;
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>sort (1)
fi
>end:
>n = 7;
aa: = Farey(n);
n:=>7
11112123143253456
a'—[o 1}

'7°6'5'4’7'3’5'7'2'7'5374567

>f:=proc(arr,t)

| ocal i1, indx;

indx := 0O;

for i in arr do

indx := indx + 1;

if evalf(t < i) then
return i, indx;

end if;

end do;

return "neradont;
end proc:

>sk := eval f(sqrt(5)-2);
sk:=0.23606797

>rez ;= f(aa, sk);
reZ"-} 5
Pl 4,
>tnpl := aa[rez[2]];
tnp2 := aa[rez[2] - 1];
1
tmpl.-—4
1
tmp2.-—5

>tnp3 : = eval f(abs(sk - tnmpl));
tmp4 : = eval f(abs(sk - tnp2));
if (tnmp3 < tnp4) then

X = tnpl;

el se

X 1= tnp2,

end if;

k := denom(x);
>

tmpZ := 0.013932023
tmp< := 0.036067977

NN

X:
k:

>A:=evalf(1/ (k * (n+l)));
A :=0.031250000C
>A-min (tnp3, tnp4);
0.017317977C
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Taigi sudkime keleg tokiy skatiavimy i lentek:

C=

™o

Skacius n Farjaus trupmena IVercio” teoremos Skirtumas
ivertisA
J5-2 10 2 0,01010101010 -0,00374474470
9
50 4 0,001153402537 0,000379543137
17
100 17 0,0001375137514 | 0,0000943796514
72
150 17 0,00009197939662 | 0,0000488452966
72
-3 10 1 0,01298701299 0,01172252409
7
50 1 0,02801120448 0,00153663154
7
100 14 0,0001000100010 | -0,00007850259¢
9¢
150 16 0,00005860634121 | 0,000058339941
11¢
e-2 10 5 0,1298701299 0,00899089929
7
50 28 0,0005027652086 | 0,0001696551086
39
100 51 0,0001394505648 | 0,000111419364¢
71
150 51 0,00009327488107 0,00011141936
71

48

Matome, jog galima rasti pakankamai adifFagjaus sekai priklaus&m trupmen.
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PieSimas Fagjaus trupmenomis

Daznam iS msy Siais, kompiuter laikais, trupmenos yra tik blankus, mokyklos laik
prisiminimas. Tdiau mums to nepastebint paprastosiomis trupmenames naudojais
kasdien: verslo, matematikos, fizikos ar kompiut@asauliuose.

Dazniau susiduriantys su matematika, zino, joggigrazi. Meno apraiSkos galitbatrastos
maziausiai tikimose vietose. Pabandykime Siuo aspedziiréti | Fajaus sekas.

Kaip zinome, F, Zymi Fagjaus self n — tosios e#ls ir ja sudaro tokios trupmenos, kuri
reikSmes yra tarp nulio ir vieneto; vardiklio reik&mevirsSijai.

Pavyzdziui,F, nariai yra:

6 =

9£E1l2£§2§£§1}
1'6'5'4'3'5'2'5'3'4'5'6'1)

Taigi paziiréekime, kokiomis savykmis Fagjaus sekos pasizymi paveikslo (pieSinio)
aspektu.

ISskaidykime § selky tokiu hbadu: atskirkime skaitiklius nuo vardikli ir atitinkamai
pazynekime gaujsias naujas sekab, ir F,. Tuomet remiantis auk®u pateiktu pavyzdziu,
turime:

F.(6)=0,1,1,1,1,2,1,3, 2, 3,4,5,1,;
F,(6)=1,6,5,4,3,5,25,3,4,5,6, 1.

Paziirekime, kaip Sios reikSgs yra iSsidsciusios tinklelyje su langtiais (kad lity geresnis

vaizdas, imkime aukSte&s eiks Fatjaus self F, ir F, atitinkamai skaitikhy ir vardikliy

vaizdus):

EEEEN]

| o
11
T

11 L1
1T 1T 1T

11
1
11

F, (8) vardikliy sekos vaizdas
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F, 6) vardikliy sekos vaizdas

i
o

1N

ERR

|1

n_|

Kity reikSmiy atvejais strukira pieSinio yra panasi: kuo didésn reikSne, tuo ilgesnis
pieSinys. Tdiau dera pastel, jog tiek skaitikli, tiek vardikliy pieSiniuose yra simetrija.

Abi sekos tiekF,(n ) tiek F,(n)turi skirtingas reikSmes savo sekose. Vaizduojkaksis O
sekoje F, ( pali buti traktuojamagvairiai. Vienas iS bdy, pavyzdziui, yra priéti vienet prie
kiekvienos iS sekoje esén reikSmiy. ReikSmi; pasiskirstymas sekojera subalansuotas. Nulio
reikSme sekoje F,(n )yra tik viery karta ir reikSme 2 sekojeF, (n )taip pat yra tik viea karty
(zinoma, tai dra teisinga, kan = 1 arba 2, t&au tokios iSraiSkos mes ir nenagfmme, nes
tuomet negalime matyti jokio vaizdo).

Farjaus sekos ilgis auga kartu su reikdmesties rera kokios nors paprastos forms) kuri
ISreiksty Sios sekos ilg teciau jos ilgis yra apytiksliai iSreiSkiamas taip:

3(%)2 ~ 0.304x n?
Aproksimakcija yra tuo tikslegnkuon didesnis.

Buvo pateikti maz§iai fragmentai F; (8)r F,(8), taigi dabar pabandykime juos tiesiog
suklijuoti — tai ir yra pats paprésusias lidas kurti pieSijy naudojantis F&jaus sekomis. Tokiu
btdu aiSkiai matosi rastas. Taigi padkime, kaip atrodysF, (8 F,(8), atlikus poski ir

postimi:



oo
OOEOO0E |

..
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F. (8) dvigubas
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HEXL IXHXL HEL >IXHXL T

i’:n:H:=-sﬁsu@”ﬁn&”ﬂ@”@@”@n&”ﬂn&”

FiiFiiiiFiiiiiiiiiPiiiiFiiiiiiiiibiiiibiiiib

i’:n:ﬂ::=-sﬁ*’fsu@“ﬁn&”ﬂ@”@@“@n&”@&”

F, (8) dvigubas
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Pakeitimai daznai yra reikalingi tam, jog geriaitbomatomos sekos sawd pieSiniuose
arba norinfrodyti, jog kitent iS pasirinktosios sekos yra daromi pieSiniai.

Tiesa, skaitiklip sekos yra kur kas sétihgesres nei vardikli, nes skaitikp sekose daznai
kartojasi tas pats skails 1. Tai galima iSspsti jvairiai; vienas iS metad kiekviem
pasikartojantl pakeistii 0. Tokiu lidu sekos ilgis iSlieka toks pat ir atlikusp@akeitiny.
Skirtumg galime pamatyti paveiksluose:

F. (8) vietoje iS eits einakiy vienety jterpti nuliai
O bendras vaizdas gaunamas toks ( kB)pakeitimo buvo jau pateiktas adiles — ziiréti

paveikstlius, jei norima palyginti vaizg:

F. (8) su pakeitimu

Dar viena pastaba, kuri yra svarbi atliekant pakeis: pavyzdZiui, naudojani génetod, (iS

eilés einariy vienet; pakeitimas nuliais), redty prisiminti, jog skaitikliy sekoje pirmasis ir
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paskutinis narys visuomet yra O ir 1. Taigi atliekar kitokius, galimus, pakeitimus ddqy
nepamirsti Sio fakto.

Nors ir gali atrodyti, jog pakeitimskatius yra neribotas, visgi iS5 essyra tik keli atvejai,
kuriuos galima derinti, tai:

e sukimas (sriegimas);

¢ slinkimas (svarbi ir slinkimo kryptis);

e sukimo a&i skatius;

e ornamentas keiasi atitinkamai, imant skaitilkili ar vardikly sek.

Dar vienas ornamentas:

Tai yra, pavyzdziui, sekdt, (6mant skaitikliy ir vardikliy seky kombinaciy:
0,1,1,6,1,5,1,4,1,3,2,5,1,2,3,%8,3,4,4,5,5,6,1,1

(vienas narys iS skaitiklisekos, kitas iS vardikji— toks eiliSkumas).

Taigi galimy atvej; yra iSties labai daug. dto galima gauti visoki ornameni. Zinoma,

derety nepamirsti ir galim spalviniy deriniy.
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ISvados

XIX amziuje Fagjus (John Farey) apiti¢ matematin objekt - seky, kuria sudaro
trupmenos tarp nulio ir vieneto, kurvardikliai nevirSijan.

Siame darbe pateikta Rfaus sely pagrindiniy savybi, analiz, jvairios ju interpretacijos,
pavyzdziui, Fordo apskritimai.

Paliestas realjy skatiy aproksimavimo F&jaus sekomis klausimas. Naudojantis MAPLE
paketu, atlikti skaiiavimai, ,tikrinantys“ teorem apie realiju skatiy aproksimavim Fakjaus
trupmenomis. Surandama Ejaus sekai priklausanti trupmena, didesr? pasirinki reakji
skatiy. Sudaryti ir kitit MAPLE algoritmai, atskleidZiardyFagjaus sely savybes.

Naudojantis Fafjaus sekomis, galima kurti ornamentus. Tai dar akgratvirtina, jog
matematika yra grazi.
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Reziumg

Farey sequences are named after the British gebldghn Farey, whose letter about these
sequences was published in fRkilosophical Magazinen 1816. Farey conjectured that each
term in a Farey sequence is the mediant of itshiseigrs.

In this work you may find the analysis of the manmoperties of Farey sequences, different
their interpretations, examples.

Also there is considered the question of the apmakion of real number by Farey sequence.
Various situations and a few algoritms (Farey saqgadormation, Ford circles drawing) were
demonstrated using MAPLE.

These and others facts introduce the Farey segsi@sgaicturesque mathematical object.
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