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1. Ivadas

Tarkime, kad y(m) yra Dirichlé charakteris moduliu ¢, o s = o + it yra
kompleksinis kintamasis. Dirichlé L funkcija L(s, x) pusplokstuméje o > 1

yra apibréziama Dirichlé eilute

o~ x(m)

L(s,x) =

m=1

Gerai zinoma [10], kad funkcija L(s, x), kai x néra pagrindinis charakte-
ris, yra analiziskai pratesiama j visag kompleksine plokstuma, tai yra, ji yra
sveikoji funkcija. Jeigu yo yra pagrindinis charakteris, tai tuomet funkcija

L(s, xo) taske s = 1 turi paprastaji poliy su reziduumu

;)

1975 m. S. M. Voroninas(Voronin) [12] atrado labai jdomia funkcijuy
L(s, x) universalumo savybe. Grubiai kalbat, §i savybé reiskia, kad kiekviena
analiziné funkcija tam tikroje srityje gali buti norimu tikslumu aproksimuo-

jama L funkciju pastumiais L(s + i1, x), 7 € R. Tikslus Voronino teoremos

1

;> o funkcija f(s) yra tolydi

formulavimas yra toks. Tarkime, kad 0 < a <
ir neturi nuliy skritulyje |s| < a ir yra analiziné to skritulio viduje. Tuomet

su kiekvienu € > 0 egzistuoja toks realus skai¢ius 7 = 7(¢), kad
3
ﬁgx L(s + 1T X) — f(s)|<e.

Sj rezultata tais pa¢iais metais S. M. Voroninas apibendrino keliomis funk-

cijomis, tai yra jrodé Dirichlé L funkcijy jungtinj universaluma. Primename,



kad du Dirichlé charakteriai vadinami ekvivalenciais jeigu jie yra generuoti
to paties primityvaus charakterio. Jungtiné universalumo teorema Dirichlé
L funkcijoms turi tokj pavidala.

1 teorema [13]. Tarkime, kad 0 < a < §, 0 X1, ..., Xr yra kas du neek-
vivalentus Dirichlé charakteriai. Tegul f1(s), ..., [r(s) yra funkcijos, tolydZios
ir neturincios nuliy skritulyje |s| < a, ir analizinés to skritulio viduje. Tuo-

met su kiekvienu € > 0 egzistuoja toks T = 7(¢), kad visiems j = 1,..,r yra

teisinga nelygybé

3
max|L(s + 1 +it,x5) — fi(s)|< e.

ls|<a
1 teorema rodo, kad analiziniy funkcijy rinkinys tolygiai juostos D = {s €
C: % < o < 1} skrituliuose vienu metu yra tolygiai aproksimuojamas L
funkcijy rinkinio postumiais.
Kiek véliau panasius rezultatus gavo amerikie¢iy matematikas S. M. Go-
nekas (Gonek) [4] ir indy matematikas B. Bag¢is (Bagchi) [1].
Sakoma, kad aibé A C (0, 00) turi apatinj tankj d, jeigu

1
lim inf Tmeas{T €[0,T]: 7€ A} =d;

——
¢ia meas{A} Zymi macios aibés A C R Lebego mata. Bagcio teorema yra
formuluojama taip.

2 teorema [1] Tequlq € N,  x1, ..., X» yra skirtingi Dirichlé charakteriai
moduliuv q. Su kiekvienu 1 < j < r tegul K; yra silpnai jungi kompaktiné
juostos D aibé, o funkcija f;(s) yra tolydi ir neturi nuliy aibéje K; ir yra
analiziné aibés K; viduje. Tuomet aibé visy 7 € R, kuriems yra teisinga

nelygybé



sup sup |L(s +it, x;) — fi(s)] <e,

1<j<r seK;
su visais € > 0 turi teigiamq apating tank;.

Pastaruoju metu yra zinomas Siek tiek bendresnis 2 teoremos variantas,
kai x1, ..., X, yra Dirichlé charakteriai, tenkinantys 1 teoremos salygas, taciau
Sio varianto jrodymas néra niekur paskelbtas. Todél magistro darbo tikslas
yra pateikti tokios jungtinés universalumo teoremos Dirichlé L funcijoms
irodyma.

3 teorema. Tarkime, kad x1,..., X, yra kas du neekvivalentus Dirichlé
charakteriai, su kiekvienu 1 < j <r, tequl K; yra kompaktiné juostos D aibe,
turinti jungugi papilding, o funkcija f;(s) yra tolydi ir neturi nuliy aibéje K
ir yra analiziné aibés K; viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0,

1
lim inf ?meas{T € [0,T]: sup sup |L(s+i7,x;) — fi(s)| <e} > 0.

T— 00 1<j<r s€K;



2. Ribiné teorema

3 teoremos jrodymui naudosime tikimybinj metoda, kuris remiasi ribine
teorema apie silpnaji maty konvergavima analiziniy funkcijy erdvéje.
Priminsime silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo apibrézima. Tegul
X yra metriné erdve, o B(X) yra erdvés X Borelio aibiy klase, tai yra,
minimali o algebra, generuota erdvés X atviryjy aibiy sistemos. Tarkime,
(X,B(X)). Sakome, kad P,, kai n — oo, silpnai konverguoja i P, jei su
kiekviena realia aprézta tolydzia funkcija f erdvéje X yra teisinga lygybe
lim fdp, = / fdP.
n—oo Jx X
Simboliu H (D) zymésime analiziniy juostoje D funkciju erdve su toly-
gaus konvergavimo kompaktinése aibése topologija. Sioje topologijoje seka
{gn(s)} C H(D) konverguoja j funkcija g(s) € H(D) jeigu su bet kuriuo
kompaktiniu poaibiu K C D yra teisinga lygybeé

lim_sup|ga(s) — g(s)] = 0.

n—-oo scK

Erdve H(D) yra metrizuojama, tai yra, joje galima apibrézti metrika,
kuri indukuoja tolygaus konvergavimo kompaktinése aibése topologija. Yra
zinoma|6], kad egzistuoja tokia kompaktiniy aibiy seka {K; : | € N} C D,
kad

D=|JK,
=1
K; C Kjyq su visais [ € N ir, jei K yra bet kuri kompaktiné juostos D aibe,

tai tuomet K C K su kuriuo nors [ € N.



Metrika p aibéje H (D) yra apibréziami taip:

. SUDser, [91(5) — g2(s)]
Lgr) =) 27! l , g2 € H(D).
10<g1 g2) ; 1 + Supse[(l |g1 (8) _ 92(8)‘ g1, 92 ( )

Apibrézime dar vieng topologine struktura. Tegul v = {s € C : |s| = 1}
yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plokstumoje. Apibréziame Dekarto

sandauga

Q= H’yp:
p

kurioje v, =  su visais pirminiais p. Primename, kad aibe¢ € (ji vadinama
toru) sudaro visos funkcijos, kurios pirminiy skaiciy aibe atvaizduoja vieneti-
niame apskritime. Aibéje Q galima apibrézti pataskinés daugybos operacija
ir sandaugos topologija[9]. Tuomet §i aibé tampa kompaktine topologine
komutatyvine grupe. Todél [11] macioje erdvéje (€2, B(Q2)) galima apibrézti
tikimybini Haro matg my. Sis matas pasizymi invariantiskumo savybe. Tai
reiskia, kad su kiekviena aibe A € B(f2) ir bet kuriuo elementu w € Q) yra

teisingos lygybes

myg = my(wA) = mg(Aw).

Pastebime, kad Haro matas ant vienetinio apskritimo v sutampa su jpras-
tu Lebego matu. Taigi, gauname tikimybine erdve (2, B(Q2), mg). Tegul w(p)
su kiekvienu pirminiu p yra elemento w € €2 projekcija i ,. Kitaip tariant,
w(p) yra p-toji elemento w € Q komponenté.

Tegul

Tikimybinéje erdvéje (2, B(2), my) apibréziame H"(D) reikSmj atsitiktinj

elementg



formule

kurioje

L(s,w,x;) :H<1—M>_ ., j=1,...nr

p

Tegul Py, yra atsitiktinio elemento L(s,w, x) pasiskirstymas, tai yra, tikimy-

binis matas erdvéje (H" (D), B(H" (D)), apibréziamas formule
Pp(A) =mu(weQ: L(s,w,x) € A), AeB(H"(D)).
Apibréziame tikimybinj mata Pr formule
Pr(A) = meas% {r€0,T]: (L(s+ i, x1),..., L(s + i1, x)) € A},

A € B(H"(D)).

Siame skyrelyje jrodysime teorema apie mato Pp silpnaji konvergavima, kai
T — oo.

2.1 teorema. Tikimybinis matas Pr, kai T — oo, silpnai konverguoja j
matqg Pr.

Sios teoremos jrodymas yra standartinis, todél mes suformuluosime tik
pagrindinius tvirtinimus, naudojamus jrodyme ir paaisSkinsime jy sarysj.

Pirmasis tvirtinimas yra apie tikimybiniy maty, apibrézty macioje erdvéje

(Q, B()), silpnajj konvergavima. Apibréziama tikimybinj mata ()7 formule
1 A
Qr(A) = ?meas{T € [0,7]: (p : p yra pirminis) € A}, A e B(Q).

2.2 lema. Tikimybinis matas Qr, kat T — oo, silpnai konverguoja j

Haro matg my .



Lemos jrodyma galime rasti [6] monografijoje.

Tegul o1 > % yra fiksuotas skaicius ir su visais m,n € N

vp(m) = exp{— (%) }

Su visais 7 = 1, ...,r apibréziame

Lu(s,x) = ) X3 (m)vn(m)

ms
m=1

Tuomet yra zinomal6], kad pastaroji eiluté konverguoja absoliuciai pusploks-

tuméje o > % Panasiu budu yra gaunama, kad eilute

La(s,w0,x;) = 3 Xj(m)wj)izn)vn(m)

taip pat absoliuciai konverguoja pusplokstumeje o > % Apibréziame du

tikimybinius matus

Pro(A) = %meaS{T € 0,7 : (Lu(s 4 i7,X1), .o, Ln(s + i1, x,)) € A},
A€ B(H"(D)),
ir
Pr,(A) = %meas{T € [0,T] : (Ln(s+i7,wo, X1), ooy Lin (s + 07, wo, x»)) € A},
A e B(H"(D))

2.3 lema. Tikimybiniai matai Pr,, ir ﬁTm, kai T — oo, silpnai konver-
guoja § tg paty matg P,.
Irodymas. Apibréziame funkcijg h, : Q@ — H"(D) formule

hn(W) = (Ln(s,w, X1); -, Ln(s, w0, X7)), w € €1

9



Kadangi eilutés, apibréziancios funkcijas L, (s,w, x;), konverguoja absoliu-

¢iai, tai funkcija h,, yra tolydi. Be to, i$ jos apibrézimo turime, kad

hn(p~"" : p yra pirminis) = (L, (s +i7, X1), ..., Ln (5 + 47, X)) (2.1)

Toliau mums bus reikalinga tikimybiniy maty silpnojo konvergavimo sa-
vybé. Tegul (X, B(X)) ir (X1,B(X)) yra dvi macios erdves, o h : X — X,
yra B(X), B(X;) mati funkcija, tai yra,

hB(X)) C B(X).

(klasés B(X) pirmavaizdis guli klaséje B(X)). Tuomet yra zinoma, kad kiek-
vienas tikimybinis matas P erdvéje (X, B(X)) apibrézia vienintelj tikimybinj

mata Ph™! erdvéje (X1, B(X)) formule
Ph(A) = P(h'A), A € B(X1).

Be to, pasirodo, jog kai kuriais atvejais atvaizdziai islaiko silpnaji konvergavi-
ma. Yra teisingas toks tvirtinimas[2]. Tegul P,, n € N, ir P yra tikimybiniai
matai erdvéje (X, B(X)), ir P,, kai n — oo, silpnai konverguoja j P. Jei
funkcija h yra tolydi, tuomet ir P,h~!, kai n — oo, silpnai konverguoja j
Ph™t,

Dabar tesiame 2.2 lemos jrodyma. IS maty Pr, ir Qr apibrézimy ir
(2.1) turime, kad Pr,, = Qrh,'. Todél i ¢ia, 2.2 lemos ir ka tik pateiktos
silpnojo tikimybiniy maty savybés gauname, kad Pr,,, kai n — oo, silpnai
konverguoja | mata mgh,,".

Lieka iSnagrinéti mato ]3T7n silpnaji konvergavima. Apibréziame funkcija

T 1 Q — H"(D) formule

/fzn(w) = (Ln(s,ww0, X1); vy Sy Wwo, X))y w € L.

10



Tuomet, pakartoje atvejo  Pr, samprotavimus, gauname, kad ﬁTm, kai
n — oo, silpnai konverguoja j mata myh;'. Lieka jrodyti, kad myh ! =
mH/fZ;I. Tegul funkcija h : Q — Q yra duota formule h(w) = wwy, w € .

Tuomet turime, kad

I$ ¢ia, remdamiesi Haro mato invariantiSkumu, randame, kad

muh ' = my(heh) ™t = (mygh ' = myh,*

n n

ir lema jrodyta.
2.1 teoremos jrodymui lieka pereiti nuo mato Pr,, prie mato Pr. Tai pati
sudétingiausia jrodymo dalis. Pirma jrodysime dar vieng lema. Kartu su

matu Pr nagrinésime mata
Pr(A) = %meas{T € [0, 7] : (L(s+iT,w, X1), s L(s +iT,w, xpn)) € A},
Ae B(H"(D)).

2.4 lema. Tikimybiniai matai Pr ir ﬁT, kai T — oo silpnai konverguoja
¢ tq paty tikimybing matq erdvéje (H™ (D), B(H"(D)).

2.4 lemos jrodymui mums dar reikés kai kuriy savoky, susijusiy su silp-
nuoju tikimybiniuy maty konvergavimu.

Sakome, kad tikimybiniy maty Seima { P} erdvéje (X, B(X)) yra reliaty-
viai kompaktiska jeigu is kiekvienos tos Seimos sekos galima isskirti silpnai
konverguojantj posekj. Seima {P} yra vadinama suspausta, jeigu su kiekvie-

nu £ > 0 egzistuoja tokia kompaktiné erdvés X aibé K = K(¢), kad su visais

seimos { P} matais P yra teisinga nelygybé
PK)>1—e¢.

Reliatyvaus kompaktiskumo ir suspaustumo salygas surisa Prochorovo teo-

remos[3]. Tiesioginé teorema tvirtina, kad jei maty Seima yra suspausta, tai

11



ji yra ir reliatyviai kompakiska. Atvirkstinéje teoremoje yra reikalaujama,
kad erdve X buty pilna ir separabili. Tuomet iS maty Seimos reliatyvaus
kompaktiskumo isplaukia jos suspaustumas.

Tegul P, yra ribinis matas 2.3 lemoje, tai yra B, = mgh,*. Irodysime,
kad maty seima {P, : n € N} yra suspausta erdveje (H" (D), B(H"(D)).
Siam tikslui mums dar bus reikalinga konvergavimo pagal pasiskirstyma sa-
voka. Tegul yra & yra X reikSmis atsitiktinis elementas, apibréztas tikimy-
binéje erdvéje (Q, B(Q),P). Tai reiskia, kad su kiekviena aibe A € B(X) yra
teisingas sarysis

{HeQ: @) e A)) e BEO).

Elemento { pasiskirstymu yra vadinamas tikimybinis matas P, apibréziamas

erdvéje (X, B(X)) formule
P(A) =P@ e Q: ¢@) € A).

Tegul &,, n € N, ir £ yra X reikSmiai atsitiktiniai elementai, apibrezti tiki-
mybinéje erdveéje ((AZ, B(Q), P). Sakome, kad &,, kai n — oo, konverguoja i £
pagal pasiskirstyma ir zymime &, ﬁ &, jeigu elemento &, pasiskirstymas,
kai n — o0, silpnai konverguoja j elemento ¢ pasiskirstyma.

Tegul 0 yra atsitiktinis dydis, apibréztas tikimybinéje erdvéje ((AZ, B (Q), P)
ir tolygiai pasiskirstes intervale [0, 1]. Tai reiskia, kad jo pasiskirstmo funkcija
turi pavidalg

0, kai x <0,
r, kai O<z <1,

1, kai x> 1.

Erdvéje ((AZ, B(Q), IP) apibréziame H" (D) reiksmj atsitiktinj elementa

Yr,= XT,n(s) = (Yr,1(8)s s Yrr(s)) = (Ln(5+i0T, x1), ..., Ln (5407, ;1))

12



Tuomet is 2.3 lemos turime, kad
Y Y (2.2)

¢ia Y, yra H"(D) reiksmis atsitiktinis elementas, kurio pasiskirstymas yra

matas P,. Tegul

Imame kompaktinge aibe K is metrikos p erdvéje H (D) apibrézimo. Tegul

M;; yra bet koks teigiamas skaicius, j = 1,...,r, [ € N. Tuomet

P(sup |Yrn,;(s)| > M; su kuriuo nors j )
seK;

- U{SUP Y7 n,5(s)] > Mji})

—, s€K;
< Y P(sup Yo (s)] > Mj)
j=1 seK;
~ 1
= Z —meas{T € [0,T] : sup |Yr, (s +ir)| > M;}
T seK;
< sup |L,(s + 17, x;)|dr. (2.3)
seK;

Kadangi eilute
X
(5:x3) Z :

konverguoja absoliuciai pusplokstumeéje o > 5, tai is Dirichlé eiluciy savybiy

yra zinoma, kad toje pusplokstuméje

)2 [x;(m |2 p(m) _ o~ 1
lim —/]L (o +it, x;)|"dt = E J < E S < 0.
mU

T—o0 '

Pasinaudoje integraline Kosi formule bei standartiniu konturiniu integravi-

mu, i$ ¢ia gauname, kad su kuriais nors C; > 0 ir o; > % yra teisinga nelygybé

lim sup — / sup |L,(s +it, x;)|dr < CiR; (2.4)

T—o0 SGK[

13



su

1

oo 1 2

R = <Z m2‘”) < 00.
m=1

Tegul ¢ > 0 yra bet koks skaicius. Dabar skaic¢ius M parenkame taip:
Mj; = CiR;r2'e™. Tuomet i§ (2.3) ir (2.4) nelygybiy randame, kad

limsup P(sup |Y7,,;(s)] > My su kuriuo nors j)
T—o00 sEK;
- ClRl g ! g
= — N 1=—-
Z CZRZTQZE 1 217“ ; 2

IS ¢ia ir (2.2) sarysio gauname, kad

P(sup |Y,,;(s)| > Mj; su kuriuo nors j) < (2.5)

€
seK; 2
Apibréziame aibe
H,. = {(gl,...,gr) € H'(D): su}{) 19;(s)| < My, j=1,..r, ZGN}.
SEK
Tuomet aibé H. yra tolygiai aprézta juostos D kompaktinése aibése, todél ji

yra kompaktiné erdves H" (D) aibé. Be to, i$ (2.5) nelygybeés iSplaukia, kad

P, € H)=1-P(Y, ¢H)>1-¢c) m=l-ec2y=1-¢

_1
2

su visais n € N. Tai reiskia, kad maty Seima {P, : n € N} yra suspausta.
Todél pagal Prochorovo teoremg ji yra reliatyviai kompaktiné. Vadinasi,
egzistuoja toks posekis {P,, } C {P,}, kad matas P,,, kai k — oo, silpnai
konverguoja j kurj nors mata P erdvéeje (H"(D), B(H"(D))). Kitaip tariant,

gauname, kad

y -2.p (2.6)

Ln
k' k—oo

Apibréziame dar viena H"(D) reikSmj atsitiktinj elementg Y ;. formule

Y(s)=(L(s+1i0T, x1),..., L(s + 0T, x,)).

14



Tuomet su kiekvienu € > 0

lim limsup P (p(ZT(S)aZTm(S)) 2 5)

n—0o0 T_yno

1
= lim limsup —meas {7 € [0,T]: p (L(s + iT,X), L, (s +iT, X)) = €}
n—0o0 T 0 T - -
T

1
i e L . e |
< tprer f e mO Ll m)ar =7

[6] monografijoje yra gauta, kad su kiekviena juostos D kompaktine aibe K

yra teisingas sarysis
1 /7
lim lim sup — / sup |L(s +i71,x) — Ln(s +i7, x)| dr = 0.
n—o0 Ty 0 s€eK;

Pastaroji lygybe yra teisinga su bet kuriuo charakteriu y. IS ¢ia ir metrikos
p apibrézimo isplaukia, kad
1 /7
lim lim sup —/ p (L(s+it,x), L,(s + i1, x)) dr = 0.
nose sl T g X X
Sugrijze prie (2.7) formulés gauname, kad
lim limsup P (p(Y'7(s),Y7,,(5)) > €) = 0.
n—=00 T o0 ’
Si lygybeé ir (2.2) bei (2.6) sarysiai rodo jog yra ispildytos 4.2 teoremos i$ [2]

monografijos salygos. Pritaike minétg teorema, gauname, kad

Y, —2 P. (2.8)

T—o0
Pastarasis sarysis rodo, jog matas Pr, kai T" — o0, silpnai konverguoja j}
mata P. Be to, i$ (2.8) turime, kad matas P neprilauso nuo maty sekos

{P,, } parinkimo. Taigi, yra teisingas sarysis

Y, -2 P. (2.9)

n—o0

Lieka parodyti, kad matas ]3T, kai T — oo, taip pat silpnai konverguoja i

matg P. Apibréziame H" (D) reikSmis atsitiktinius elementus

[~

= Yrn(8) = (La(s + 07,0, X1), ey Ln(s + 0T, w, x»))

15



ir
Yy =Yp(s) = (L(s +i0T,w,x1), ..., L(s + i0T, w, x,)) -

Tuomet, pakartoje ankstesnius samprotavimus Siems atsitiktiniams elemen-

tams ir pasinaudoje 2.3 lema bei (2.9) sarysiu, gauname, kad

g D
y -2.p
T—o00

Sis sarysis jrodo, kad matas Pr, kai T — oo, taip pat silpnai konverguoja i
matag P.
Lema jrodyta.

2.1 teoremos jrodymas. Tegul A yra bet kuri fiksuota ribinio mato P
2.4 lemoje tolydumo aibé. Tai reiskia, kad jei 0A yra aibés A krastas, tai
P(0A) = 0. Panaudoje silpnojo tikimybiniy maty konvergavimy ekvivalenta

tolydumo aibiy terminais, i$ 2.4 lemos turime, kad

1
lim 7meas {r€[0,T]: (L(s+iT,w,X1), ..., L(s +iT,w, X)) € A} = P(4). (2.10)

T—o0

Tikimybinéje erdvéje (€2, B(€2), my) apibréziame atsitiktin dydj 6 formule

. 1, kai L(s,w,x) € A,
O(w) = B
0, kai L(s,w,x) & A.

Simboliu E(6) Zymésime atsitiktinio dydzio 6 vidurkj. I3 atsitiktinio dydzio

0 ir vidurkio apibrézimy randame, kad

E(0) = /Qédmg =mpu(w e Q: L(s,w,x) € A) = PL(A). (2.11)

Primename, kad Pp(A) yra atsitiktinio elemeneto L(s,w, x) pasiskirstymas.

Dabar pasinaudosime kai kuriais ergodinés teorijos elementais. Tegul

ar = {p~" : p yra pirminis}, 7€ R.
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Apibréziame toro 2 transformaciju Seima {p, : 7 € R} formule
or(w) = a,w, we .

Tuomet turime, kad ¢, yra maciy, matg islaikanciy toro €2 transformaci-
ju grupé. [6] monografijoje yra jrodyta, kad $i grupé yra ergodiné. IS ¢ia
iSplaukia, kad atsitiktinis procesas é(ng(w)) taip pat yra ergodinis. Todél
jam galioja klasikiné Birkhofo-Chiné¢ino ergodiné teorema [3], kuria pritaike

gauname, kad beveik visiems w € () yra teisinga lygybe
1 A
lim T/ 0(pr(w))dr = E(6). (2.12)
0

Pasinaudoje g ir ©, apibrézimais randame, kad

T
%/ 0(pr(w))dr = %meas {r€[0,T]: L(s +ir,w,x) € A}.
0

Si lygybé kartu su (2.11) ir (2.12) lygybémis parodo, kad su beveik visais

w e N

1
lim mneas {T € [0,T]: L(s +iT,w,x) € A} = PL(A).

T—00

IS ¢ia ir (2.10) turime lygybe

Aisku, kad §i lygybé teisinga su visomis mato P tolydumo aibémis A. Yra
zinoma, kad tolydumo aibés sudaro tikimybinio mato apibréziancia klase[2].
Taigi, galutinai gauname kad P(A) = Pp(A) su visomis aibémis A € B(H"(D)).

Teorema jrodyta.
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3. Ribinio mato atrama

3 teoremos jrodymas remiasi ribinio mato P 2.1 teoremoje atramos is-
reikstiniu pavidalu. Priminsime tikimybinio mato atramos apibrézima. Tar-
kime, kad X yra separabili metriné erdve, o P yra tikimybinis matas erdvéje
(X,B(X)). Mato P atrama yra vadinama minimali uzdara aibé Sp C X, su
kuria P(Sp) = 1. Aibé Sp yra sudaryta is tokiy erdvés X elmenety x, kuriy
bet kuriai atvirai aplinkai G' galioja nelygybé

P(G) > 0.

Atsitiktinio elemento atrama yra vadinama to elemento pasiskirstymo
atrama.
Siame skyrelyje nagrinésime H" (D) reik$mio atsitiktinio elemento L(s, w, x)

atrama, kuri yra ir elemento P, atrama. Apibréziame
S={g€ H(D):g '(s) € H(D) arba g(s)=0}.

3.1 teorema. Tarkime, kad x4, ..., Xr yra kas du neekvivalentus Dirichlé

charakteriai. Tuomet mato Py atrama yra aibé S™ =S x ... x S.
= ~——

Sios teoremos jrodymui yra reikalinga visa eilé papildomy rezultaty. At-

sitiktinio elemento § atramag Zymesime Sg.
3.2 lema. Tegul {X,, : m € N} yra tokiy nepriklausomy H" (D) reiks-
miy atsitiktiniy elementy seka, kad eiluté

> X,

m=1



konevrguoja beveik tikrai. Tuomet tos eilutés sumos atrama yra lygi aibés

visy tokiy elementy g € H'(D), kurie yra uzrasomi konverguojancia eilute

i
NE

’gm € SX,,”

m’ <

9
1

3
I

uZdarinius.

Lema yra 5 lemos, jrodytos [8] darbe, specialusis atvejis.

3.3 lema. Tarkime, kad seka {g :m € N} = {(gim; ..., grm) : m € N} C
H"™(D) tenkina sqlygas:

1° Tegul py, ...,y yra kompleksiniai Borelio matai erdvéje (C, B(C)), tu-

rintys kompaktines atramas, priklausancias juostai D, ir tenkinantys sqlygq

[e.9]

>

m=1

< Q.

> Gim(s)dps;(s)

J=1

Tuomet su visais j = 1,....,7 irl € Ng =NUO yra teisinga lygybé

[ stdus(s) =0
C

2° Su bet kuria kompaktine aibe K C D eiluté

D2 suplgim(s)|”

m=1 j=1
konverguoja;

3° Elilute

o0

I
1

m=

konverguoja erdvéje H" (D).
Tuomet aibé visy konverguojanciy eiluciy

o0

> ang,

m=1

su |an,| = 1 yra visur tirsta erdvéje H" (D).
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Lema yra 6 lemos, jrodytos [8], atskiras atvejis.
3.4 lema. Tegul p yra kompleksinis Borelio matas erdvéje (C,B(C)),

kurio kompaktiné atrama priklauso pusplokstumei {s € C : o > oy}, ir

o5) = [ edutz)
C
Tarkime, kad g(s) # 0. Tuomet

1
lim sup M > 0.
T—00 x

Lema yra 6.4.10 lema i$ [6] monografijos .
Dabar priminsime eksponentinio tipo funkcijos savoka. Tegul 0 < 6, <
7. Funkcija g(s), analiziné kampingje srityje |args| < 6y, yra vadinama

eksponentinio tipo funkcija jeigu tolygiai 6 atzvilgiu, |0 < 6o,

1 0
lim sup M < 00.
r—00 r

3.5 lema. Tarkime, kad g(s) yra tokia eksponentinio tipo funkcija, kad

1
lim sup M > —1.
x

z—00
Tuomet visiems [, tarpusavyje pirminiams su k,
Z |g(logp)‘: —+00.
p=l (mod k)

Lema yra 4.1 lema, jrodyta [7] straipsnyje.

Kiekvienas Dirichlé charakteris yra tolydus homomorfizmas, atvaizduo-
jantis sveiky teigiamy skaiciy aibe nelygiy nuliui kompleksiniy skaiciy mul-
tiplikatyvioje grupéje (tiksliau - vienetiniame apskritime). Todél mato Pp
atramos nagrinéjimui bus naudingas toks tvirtinimas.

3.5 lema. Tuarkime, kad hq, ..., h, yra skirtingi homomorfizmai is gru-
pés G § nelygiy nuliui kompleksiniy skaiciy multiplikatyvig grupe. Tuomet

hi, ..., h, yra tiesiskai nepriklausomi virs kompleksinio kuno C.
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Lemos jrodyma galima rasti [5] monografijoje.

3.1 teoremos jrodymas. Tegul

gip(s,w) = —=—"—=7=1,..r

Tuomet atsitiktinj elementa L(s,w, x) galima uzrasyti pavidalu

L(s,w,x) = <H(1 + glp(s,w))_l, s H(l + ng(s,w))_l). (3.1)

p p
Skritulyje |z| < 1 funkcija log(1 + 2) apibréziame formule

22 28

log(1 =z— =4+ =—....
og(l+2) ==z 2+3

Tuomet funkcija log(l + gj,(s,w)), s € D, j = 1,..,r, yra apibrézta
korektiskai, nes toje srityje |g,;(s,w)| < 1. Todél vietoje (3.1) atsitiktinio

elemento atramos galime nagrinéti patogesnio atsitiktinio elemento
< Zlog 1+ g1p(s,w) Zlog (14 grp(s, w))) (3.2)

atramg.

Sandauga

H(l + gjp(svw))_l

p

yra H (D) reiksmis atsitiktinis elementas, todél beveik visiems w € € ji kon-

verguoja tolygiai kompaktinés juostos D aibése, j = 1,...,r. Tegul

gp(s,w) = (glp(s,w), ...,grp(s,w)).
Tuomet i$ Siy pastaby turime, kad egzistuoja tokia seka b = {b, : |b,| = 1},

su kuria eiluteé

> 4(s,b) (3.3)

p
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konverguoja erdvéje H" (D). Be to, kadangi |gjp(s,l_))‘§ :z%’ tai su bet kuria
kompaktine juostos D aibe K eilute
>SS suplgp(s, )|
o ek

konverguoja. Taigi turime, kad seka {g,(s,b)} tenkina 3.3 lemos 2° ir 3°
salygas. Lieka patikrinti tos lemos 1° salyga.

Tegul py yra fiksuotas teigiamas skaicius, o kompleksiniai matai puq, ..., tt,
erdvéje (C, B(C)) su kompaktinémis atramomis juostoje D tenkina salyga

Z Z[ngp(saé)dﬂj(S)

p>po’ j=1

< 00. (3.4)

Tarkime, kad d yra charakteriy xi, ..., x, moduliy sandauga. Tuomet kiek-
vienas i$ ty charakteriy yra periodiné funkcija su periodu d. IS ¢ia ir funkcijos

9jp(s,b) apibrézimo isplaukia, kad (3.4) salyga galima uzrasyti pavidalu

S () / %dum) <o

j=1

2.

pP>po

suvisais [ = 1,...,d, (l,d) =1. Aibéms A € B(C) apibréziame

u(A) = ija)uj(A), I=1,..,d,  (L,d)=1.

Kadangi pq, ..., 1, yra kompleksiniai matai su kompaktinémis atramomis
juostoje D, tai tokig pat savybe turi ir matai 14, ..., .. Panaudoje Zyme-

nj
lz) :/eszdl/l(s), I=1,d  (Ld) =1, (3.5)
C

(3.5) salyga tuomet galima uzraSyti pavidalu

> |plogp)|<oo,  I=1,..d (I,d) = 1. (3.6)

p>Ppo
p=l (mod d)
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I$ apibrézimo matome, kad funkcija p;(2) yra eksponentinio tipo, todeél, rem-

damiesi 3.4 lema turime, kad p;(z) = 0, arba

1
lmsup 22y (I,d) = 1.
xr

T—> 00
Jeigu paskutine lygybé yra teisinga su kuriuo nors [ =1, ..., d, (I,d) =1,

tai is 3.5 lemos iSplaukia, kad tai [ reikSmei

> |n(logp)|= oo,

p>Po
p=l (mod d)

taciau tai priestarauja (3.6) salygai. Taigi, su visais [ = 1,....,d, (I,d) =1,
turi buti teisinga lygybé pi(z) = 0. IS ¢ia ir funkcijos p;(z) bei matu v,

apibrézimo randame, kad
ij(l)/eszd,uj(s) —0,  l=1,..d (Ld=1 (37
j=1 ¢

Dabar pasinaudosime prielaida, kad charakteriai xq,..., X, yra poromis
neekvivalentiis. Si prielaida leidZia remtis 3.6 lema, kuria pritaike i§ (3.7)

lygybiy gauname
/eszduj(s) =0, j=1,...,r
C
Gauta lygybe diferencijuojame z atzvilgiu ir jstatome z = 0. Si procediira

duoda lygybe

/Smd,uj(s) =0, meNy, j=1,..,r
C

Pastaroji lygybé reiskia, kad seka {gp(s, b)} taip pat tenkina 3.3 lemos 1°

salyga. Todél is 3.3 lemos isplaukia, kad aibé visy konverguojanciy eiluciy

> a(p)gy(s,b) (3.8)

P>po

su |a(p)| = 1 yra visur tirsta H"(D).
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Imame bet koki € > 0 ir bet kurig kompakting aibe K C D. Te-
gul z, = (210(8), ..., Zno(8)) yra bet kuris erdvés H"(D) elementas. Tuomet
egzistuoja toks pg, kad su bet kuriuo a = {a(p) : |a(p)| = 1}

max sup (Z Z M) < g. (3.9)

1<j<r
seK p>po k=2

I3 (3.8) eiludiy aibes tirstumo isplaukia, kad egzistuoja tokia seka a = {a(p) :

la(p)| = 1} su kuria

. €
max sup zjo(s) = 3 log(1+gip(s, 1)) = 3 a(p)gin(s:b)| < 5. (3.10)
P<po P>Po
Tegul
d<p)7 Jel D > Do,
a(p) =
17 Jel b S Do,
ir a = {a(p)}. Tuomet is (3.9) ir (3.10) randame, kad
1ax sup | jo(s) — > log(1+ gjp<s,@))|
p
< max sup |zjo(s) — > log(1+gjp(s,1) = > a(p)gjp(s, b)
SIST seK
P<po P>Po
ok ~
9ip(5,0) a(p)X; (P)by X;(p)alp)
N — e Sl Ll <.l
MRS DD Dy kD U P S h
p>po k=2 P>Ppo P>Ppo
Tai reiskia, kad aibé visy konverguojanciy eiluciy
= (log(1+ gip(s,a)), ... log(1 + grp(s, ) (3.11)

p
su |a(p)| = 1 yra visur tirsta erdvéje H" (D).

[$ toro 2 apibrézimo iSplaukia, kad {w(p)} yra nepriklausomy atsitiktiniy
dydziy, apibrézty tikimybinéje erdvéje (€2, B(€2), my), seka. IS Cia turime,
kad
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{log(1 + g1p(s,w)), -, log(1 + grp(s, w)) }
yra nepriklausomy H"(D) reikSmiuy atsitiktiniy elementy, apibrézty tikimy-
binéje erdveje (2, B(§2), mpy), seka. Kiekvieno atsitiktinio elemento w(p) at-

rama yra vienetinis apskritimas , todél aibe

{(g0,--,9,)} € H'(D) : gj(s) =log(1 + gjp(s,a)),  j=1,...,r}

sua = {a(p) : |a(p)| = 1} yra H"(D) reiksmio atsitiktinio elemento

(log(1 + g1p(s,w)), -, log(1 + grp(s, w)))
atrama.
I§ cia ir 3.2 lemos isplaukia, kad (3.2) atsitiktinio elemento atrama yra
(3.11) konverguojanciy eilu¢iy aibés uzdarinys. Taciau mes jrodéme, kad si
aibé yra visur tirsta erdvéje H"(D), todél (3.2) atsitiktiniy elementy atrama

sutampa su visa erdve H" (D).

Tegul funkcija u : H"(D) — H"(D) yra duota formule

w(gry -y gr) = (94, ., €97), (91,..,9-) € H'(D).

Aisku, kad u yra tolydzioji funkcija, vektoriui

(— Z log(1 + gip(s,w)), .o, — Z log(1 + grp(s, w)))

p p

priskirianti vektoriy

<H(1 +1og(1 + gip(s,w) ™, JJ(1 + log(1 + grp(s,w))_1> (3.12)

p P
ir atvaizduojantj erdve H"(D) i aibe (S\{0})". Tai ir (3.2) atsitiktinio ele-
mento atrama (visa erdve H"(D)) rodo, kad (3.12) atsitiktinio elemento at-

ramai priklauso (S\{0})". Kadangi atrama yra uzdara aibé, tai i ¢ia turime,
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kad (3.12) elementy atramai priklauso S”, nes aibés (S\{0})" uzdarinys yra
aibé S”. Dabar jrodysime, tvirtinimg j kita puse. Sandaugy

H(l—i—glp(s,w))_l, j=1 ..,
P

visi daugikliai yra nelygus nuliui, ir jos beveik visiems w € €2 konverguoja
tolygiai juostos D kompaktinése aibése. Todél i§ ¢ia turime, kad aibei S”
priklauso (3.12) atsitiktiniy elementy atrama. IS ¢ia ir anksciau jrodyto prie-
Singo tvirtinimo gauname, kad (3.12) atsitiktinio elemento atrama yra aibé

S”. Teorema jrodyta.
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4. Pagrindinés teoremos jrodymas

Siame skyrelyje jrodysime pagrindine magistro darbo teoremg apie jung-
tinj Dirichlé L funkcijy universaluma.

4.1 teorema. Tarkime, kad X1, ..., Xr yra kas du neekvivalentus Dirichlé
charakteriai. Su kiekvienu 1 < j <, tequl K; yra kompaktiné juostos D aibe,
turinti junguji papilding, o funkcija f;(s) yra tolydi ir neturi nuliy aibéje K;
ir yra analiziné aibés K; viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0,

1
lim inf Tmeas{T € [0,7]: sup sup |L(s+i7,x;) — fi(s)| <e} > 0.

T—00 1<j<r s€K;
Mums bus reikalingos dar dvi lemos. Pirmiausia formuluojame Mergelia-
no teoremg apie analiziniy funkcijy aproksimavima polinomais.
4.2 lema. Tegqul K yra kompaktiné aibé kompleksinéje plokstumoje, tu-
rinti junguji papilding, o funkcija f(s) yra tolydi aibéje K ir analiziné aibés

K wviduje. Tuomet kiekvienam € > 0 egzistuoja toks polinomas p(s), kad

sup [ f(s) —p(s)| <e.
seK

Lemos jrodyma galima rasti [14] monografijoje. Dar priminsime silpnojo
mato konvergavimo ekvivalentg atviryjy aibiy terminais.

4.3 lema. Tarkime, kad P,, n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje
(X,B(X)). Tuomet P,, kain — oo, silpnai konverquoja j matqg P tada ir tik
tada, kai su kiekviena atvira erdvés X aibe G yra teisinga nelygybé

liminf P,(G) < P(G).

n—oo

Lema yra 2.1 teoremos is [2] dalis.
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4.1 teoremos jrodymas. IS 4.2 lemos turime, kad egzistuoja tokie

polinomai p1<8)7 ...,pr(8>, JOg

sup sup|f;(s) —p;(s)| < £ (4.1)

1<j<r se K 4
Kadangi funkcijos f;(s) # 0 aibéje Kj, tai i$ ¢ia gauname, kad ir polinomai
p;(s) neturi nuliy aibéje K;. Todél aibéje K; galima apibrézti tolydzig lo-
garitmo log(p;(s)) saka, kuri bus analiziné aibés K; viduje. Vel pritaike 4.2
lema, gauname, kad egzistuoja tokie polinomai p;(s), ..., p.(s), kad
pis)) - &
sup sup|f;(s) — e\ < .
1<j<r seK 4

IS ¢ia ir (4.1) randame, kad

sup sup | fj(s) — "]

1<j<r se K
< sup sup|fy(s) —py(s)| + sup sup |fy(s) — PO
1<j<r se K 1<j<r seK
£ £ £
< 1t1T 5 4.2
17173 (4.2)

Apibréziame aibe
3 €
G = {(gl, ey gr) € H'(D) : sup Sup|epj(s) —g,(s)] < —}.
1<j<r seK 2

Tuomet aibé G yra atvira, todél i§ 2.1 teoremos ir 4.3 lemos gauname, kad

1
lim inf Tmeas{T €1[0,7]: (L(s+it, x1,-.., L(s +i1,xy)) € G} > P(G). (4.3)

T—o0

Pagal 3.1 teorema, (eﬁl(s), o eﬁl(s)) yra mato P, atramos elementas. Kadangi
G yra Sio elemento atviroji aplinka, tai turime, kad P(G) > 0. IS dia, aibés
G apibrézimo ir (4.3) nelygybés randame, kad

lim inf %meas{T €0,T] : |L(s+ir,x;) — el < E}

T—o0 2

Taigi, teoremos tvirtinimas yra pastarosios ir (4.2) nelygybiy isvada.
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Summary

Joint universality theorem for Dirichlet L-functions

Let x be a Dirichlet character modulo ¢, and s = ¢ + it be a complex

variable. A Dirichlet L-function L(s, x) is defined, for o > 1, by

L(s,x) = Z XT(nTrSL)’

and is analytically continued to the whole complex plane. It is known that the
function L(s, x) is universal in the sense that the shifts L(s 4 i7, x),7 € R,
approximate any analytic function. Also, Dirichlet L-functions are jointly
universal. This means that a collection L(s, x1), ..., L(s, x,-) approximate a
collection of given analytic functions.

The master work is devoted to the proof of a modern joint universality
theorem for Dirichlet L-functions. This theorem is known, however, its proof
is not given in literature. We remove this gap, and prove the following
theorem. Let meas{A} denote the Lebesgue measure of a measurable set
ACR

Theorem. Suppose that x1,..., X, are pairwise non-equivalent Dirichlet
characters. For j = 1,..,r, let K; be a compact subset of the strip {s €
C: 3 < o < 1} with connected complement, and f;(s) be a continuous
non-vanishing function on K;. Then for every e > 0,

1
lim inf pneas {7’ € [0,7]: sup sup |L(s+it,x;) — fi(s)] < 5} > 0.

T—o0 1<j<r s€K;
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