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IVADAS

Matematires statistikos metodai eksperimento duomanalizei pirmiausia pritaikyti fizikos
moksle ir ji taikymo ypatybms atskirose srityse atskleisti skirtos iSsamiosnogoafijos.
Pazynétina, kad a& metod; taikymas susgs su nemazais matematiniais skarimais ir tik
kompiuterijos lainéjimai sudaé salygas jiems paplisti technikos moksinzinerijos ir kitose srityse,
susijusiose su duomernvertinimu. Taikant praktiSkai daznai atsisakomapskimento savitumo
analizs, pirmuma teikiant vertininy unifikavimui naudojant kompiuteriniprograny paketus. Toks
supaprastintas statistini metod; taikymo duomen analizei pofiris gali gerokai pakeisti
eksperimento duomanapdorojing ir skatinti klaidingas prognozes, yp&ai jos sudaromos is
mazos duomapnimties arba skirtos eksperimentui, kurio atlikegalima, pavyzdZziui, molekuii
strukfiry jvertinimui, molekuli fizikiniy paramety nustatymui. Iia iSplaukia statistiése duomen
analizs teoriny pagrind; poreikis.

Eksperimentu gautas matuojamojo dydgiertis, be naudingos informacijos, visuomet turi
ir Salutirg, kuriositaka vertinant eksperimento rezuliagtengiamasi sumazinti taikant matemégin
statistikos metodugia susiduriama su idealizupmatematigs statistikos modaliir ju pagrindu
gauipy metod; pritaikymo realiam eksperimentui problema, kurivéi& visuomet turi b
sprendziamaikybiskai ir daznai savitai atskirose mokslo srityse

Darbo aktualumas:

Lietuvos fizikos instituto darbuotojai pagé sudaryti program kuri pakankamai tiksliai
nustatytt kokiomis Gauso funkcijomis iSreikSti aukStos kkagrietaisais gauti eksperimentiniai
duomenys.

Atskiry tos programos fragmantefektyvumas istirtas 2007m. matematikos specislyb
student) bakalauro darbuose.

Mesémémés susisteminti tuos darbus ir sudaryti gakipnogram ir ja aprobuoti.

Darbo tikslas :

* ISbandyti naujai paslyta ,splaim”, kuris sudarytas iS polinomir Gauso funkciy sandaug
sSumos.

» ISbandyti jo efektyvurpapdorojant didelius konkégis eksperimentini duomem masyvus.

e Turédami taip suglodintus eksperimentinius duomenigriggame, iS koki Gauso funkcip
su i§ anksto neZinomais pusghis, virdiniy taSkais ir aukSais sudaryta visa
eksperimentia kreivé, tai yra turime aproksimuoti eksperimentinius deoms Gauso

funkciju su neapihiZtais parametrais suma.



Darbo uzdaviniai :
* Sudaryti eksperimentiniduomem glodinimo algoritn;
» Sudaryti suglodint eksperimentini duomem aprasym Gauso funkcijomis algorita
* Realizuoti Siuos algoritmus MATHCAD programiniu paketu, kad aproksimavimo

funkcijos paklaida (standartinis nuokrypigitip minimali.

Uzdavinio formulavimas —formuluojant uzdavinius yra apdorojami fizikos e&kement;
rezultatai, kuriuose taikomi matematikos ir skavimo metodai: maziausikvadrat; metodas,
normalinio skirtinio tankio funkcija (Gauso funka&)j variaciniais iteraciniais metodais: didZiausio
nuolydzio metodas, jungtimigradient metodas. Taip pat, pasinaudodami MATHCAD

programiniu paketu, siikéme konkreia eksperimentini duomem apdorojimo program



1. APROKSIMAVIMAS

Funkcijy aproksimavimo uzdavinigausuivairiose matematikos, fizikos ir technikos srityse.
Literatiroje nagrijama daugyb funkcijy aproksimavimo uzdavinio sprendimo majodrai
paaiskinama tuo, kad praktikoje susiduriama su elaugskirting: Sio uzdavinio formuluduy.
Sudarysime metag kuriuo eksperimento duomenims — taSkams plokSgemeandama tiés(arba
kreive), einanti akiausiai vis) tasky (tam tikra prasme). Si tiegr jos lygtis vartojama prognozuoti —
apskadiuoti busimas reikSmes arba interpoliuoti — rasti tarpirgkSmes, nerastas eksperimento
metu.

Praktikoje daznai reikia Zinoti daugefunkcijos reikSmy. Tafiau daugumos funkajj
reikSmiy paprastai apské&uoti negalima. Tada naudojaés lentetmis funkcijos reikSramis arba
interpoliacine funkcija. Bet interpoliagirfunkcija, sutampanti su dug4 interpoliavimo tasSkuose,

ne visada yra jai artima kituose interva(a,b) taskuose. Mus daznai domina kaip tik toks
klausimas: rasti fg ¢(x), kurios reik3ms bity kuo artimesas f(x) reikdmems intervale(a,b). Sis
uzdavinys paprastai sprendziamas tokidu Parenkama funkaijklass M . Klastss M funkcijos
iSreiSkiamos nesutinga analizie formule. Tarp funkcij (/)(X)EM ieSkoma tokia, kad dydis
p(x,¢)=|f(x)— (x| bitu maZiausias intervale(a,b). Funkcija, kuri minimizuoja p(x,¢),
vadinama aproksimacine funkcija, o jos radimasrekgmavimu.

Jei minimizuojamas dydiségxagfp(x, (p), tai tai aproksimavimas vadinamas tolydiniu, o jei

b
minimizuojamas dydisjpz(x,(/))dx, tai aproksimavimas vadinamas kvadratiniu. Tokitdu

a

tolydinio aproksimavimo atveju ieSkome f-j%(x)e M , kuri tenkina slyga:

¢ia p(x)>0 yra svorio funkcija.

Jei funkcija f (x)iSreiksta lentele, tai ieSkome funkcijosp(x)e M , minimizuojartios dyd
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2 PilT(x)-e(x) ;
i=1
¢ia p, vadinami svoriais ir tenkinalygas
0< piglzn: p, =1
i=1

Jeigu klag M sudaro n tiesidkai nepriklausarfunkciju ¢,(x),@,(x)....,@, (x) tiesire daugdara, o
f(x) yra duota jos reikSmilentek, tai f(x) nesutampa su interpoliacine funkcija, jiix) ¢ M

Apibendrintai  funkciyp aproksimavimo uzdavin galima suformuluoti taip: turint
funkcijosy = f(x) reikSmiy lentek(x,y;) ¢iai=0,n, y; = f(x) ir % # X, kaii = ), reikia rasti
funkcijos f(x) reiksme, kai x=t, 0 t € [X; X,].

Funkcijos f(x) analizire iSraiSka paprastai yra nezinoma arba pernelygtisuya.

Atsizvelgianti y, reikSmiy tiksluma, taikomi du Sio uzdavinio sprendimo metodai:

¢ interpoliavimo metodas,

¢ suglodinimo metodas.



2. INTERPOLIAVIMAS

Pagal Siuos taskinius vertinimus informadig&nai norima paskleisti visam analizuojamam

pavirSiui. LotyniSkainter reiSkiatarp, tarpe o polire —suderinti

2.1témpoliavimo principai

® 7,
7
?7n 77'n
71 7>
@ L I >
X1 Xn Xn X n Xo

2.1.1 pav Interpoliavimo uzdavinys

Interpoliavimo principai trumpai galith nusakomi 2.1.1 pav. pateikiamu pavyzdziu. LogiSk
manyti, kadangi taskaspyra atstumo tarp.xr xs viduryje, tai ir jo zo reikdne bus Y4(z+z3), 0 3

bus artimesé z; nei 2z, kadangi ¥ arciau X nei %.

A

f (x * D 70

1 - trecio laipsnio
2-tess

3 - vidurkis

4 - atstuma

| X1 X2 X3 Xa |

do Xo do
2.1.2pav. lvairiy interpoliavimo schemijtaka gaunamiems rezultatams

Nezinomos tasko reikémsuradimui dazniausia naudojamos tik tam tikrujpaz artimiausi

taskg reikSnes. Pvz. 2.1.2 pav. interpoliavime dalyvauja taSkatpk nuo % nedaugiau kaip



atstumas gl Tikrasis, tdiau nezinomas pavirSius yra aprasomas f(x), opoleavimo metu

gaunama funkcija -f (x) .
1. f (x) yra polinomir funkcija, pravedanti kretvper 4 analizuojamo lango taskus. Gaunama

atributo reikSm taske ¥ bus 21- Tokia funkcija gali ati naudojama jei zinoma, kad rodiklio
reikSmiy kintamumas erdye pasizymi Svelniai banguojén pavirSiumi ir taSl su zinomomis
reikSmemis tankumas pakankamai didelis. Modeliuojamasrpms turi liesti duomentaskus.
Daroma prielaida, kadéera jokiy matavimo paklaid ir jokio atsitiktinumo komponento

turimuose duomenyse, arbajtaka ignoruojama. Kiekvienas duomdaskas turi vienagdsvor

nustatant regresijos koeficiameikSmes.

2. f (x) yraties, jungianti taskus (pirmo laipsnio polinomas inaevtarp 2 tadk. Naudojamas

paprasiausias tiesinio interpoliavimo metodas. Rezultgakos turi tik 2 artimiausi taskai

(svoris w=1, kity 0).

3. f (x) yra nulinio laipsnio polinomas, arba teikSne yra vig; keturiy interpoliavime

dalyvaujagiy (Siuo atveju) tadkreikSmi aritmetinis vidurkis. Vig taSk; jtaka vienoda (y¢1).
Si interpoliavimo schema naudotina esant matawlaidoms, aukstos bei Zemos reik&m
niveliuojasi.

4. Siuo atveju (krei¥ pav. neatvaizduota) duometadkai, esantys &au dominagios vietos, turi
daugiauitakos interpoliavimo rezultatams nei tolimesni. Pgar x3 wi=1, 0 % ir X4 wi=1/3, nes

(Xo-X1)=3(Xo-X2). Taigi, tasko svarba interpoliuojamai kito tagkksSmei atvirksiai proporcinga

atstumui tarp task z, reikSme apskatiuojama tasko reikSmiir sverty (w;) sandaug sung

dalijant i5 " w; .
Bendriausiu atveju tasko reiksminterpoliavimo formud yra:
Z2=2,= 2 W3

A

¢ia:  z, - bet kuriame taske su koordia@lis % ir yo apskatiuoto tasko reikSws
w; - duomen tasko reikSres svertas;
z — reikSné duomen taskei, kurio koordinags x; ir .
n — interpoliavimo procese naudojamuomen task; skatius,n=1, 2, ...n.
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Interpoliavimo algoritmai skiriasi tik sverty; jvertinimo metodais.
Siems metodams priklauso polinominiai splainairiétaip pat grindZiami atstumo tarp duomen

ir interpoliuojamy task; jtaka.
1.2 Splainai

Funkcijos panaSiog dabar apdorojamas splainais, matematikams buwamas jau seniai
net nuo Oilerio laily. Tik juy intensyvus analizavimas pragio XX amziaus viduryje.1946 m.
Isaakas Sionbergas pirmasis panaudojo termirsakaritpolinominiy splain; klas; . Iki to. splainai
buvo teoriny tyringjimy instrumentas. Po 1960 m. vystantis &ieaiimo technikos pasiekimams
splainai pradti naudoti kompiuterigje grafikoje ir modeliavime.

Splaino pavadinimas ki$ i5 angk kalbos ZodzZispling reiskiargio standzi liniuote.

Splainas — tai tolydzioji iki p-tosios éd iSvestigs imtinai funkcija, sudaryta i$ kurios nors
funkcijos dali. IstoriSkai splainai pradi konstruoti iS5 n-tosios &is polinomo dali, tocl cia,
kalbédami apie splainus, laikysime juos funkcijomis, @ytomis iS polinor daliy.

Dar naudojami splainai, angliSkai vadinami gywaits (snakey Jie konstruojami dviem etapais:
1. pasirenkama tikslo funkcija — funkcionalas;
2. taikant variacinio ska&iavimo metodus, apskauojama krei¢, minimizuojant pasirinkt
funkcionah;
3. Paprasiausias ir seniausiai naudojamas splainas yradadai pirmosios eds splainas,
kurio p=0.

Splainas, sudarytas, pavyzdZiui, iS kubinio polinataliy, vadinamas kubiniu; j@< p<2.

Splaino  apibrézimas ~ Tarkime, kad intervale [a,b] duotas tinklelis
Ara=x,<X <..<X, =b. Tada n-tosios ei¢ defekto k splainas yra funkcijay=g(x),

tenkinanti Siasaygas:

1. kiekviename intervalgx, ;x| (i =l_N) g(x) yra n-tojo laipsnio polinomas;

2. kiekviename  vidiniame  tinklelio tasSke x (i:],N—l) galioja lygyke

g"(x, —0)=g"(x +0), I =0,n—k.



2.3 Splaimp metodas

Funkcijy aproksimavimo metodai splainais pifrkarta buvo padilyti 1940 metais, t@&au
placiau pradti naudoti tik pastaruoju metu.

Pagrindinis aproksimuojampolinomy trikumas tas, kad funkcijos, apra8as duomenis
kazkurio tasko aplinkojejnesa pastebimpaklaidy ir tolimesniuose taskuose. Tddpanaudog
polinomy interpoliavimy duomenm intervale, tiksh rezultaty negausime.

Angliskas Zodis ,spline* reiSkia Jankm liniuote”. Tokia, lankstoma pagal
eksperimentinius duomertaskus funkcy gali bati apraSoma polinomais, sdlyga, kad y srities
galuose, funkcijos galai ,suklijuojami” taip kadjungimas neity uzluzes.

Toliau aptarsime splaino pritaikymoéjd. Visa aproksimavimo interval kuriame ieSkome
atkuriamyja  funkcija, suskaidome i maZesnius intervalus (zonas). Kiekvienoje zonoje
aproksimavimo funkcija iSreiSkiama Zzemo laipsniolippmmu. Be to, pareikalaujama, kad

polinomirgs funkcijos ir j iSvestires besiribojatiu zon krastuose sutapi(2.3.1 pav.).

2.3.1 pav Splainu pavaizduoti duomenys

Polinomy ,suklijavimo*” galuose slyga:
P (t) =Py &),
t. y. n-tojo laipsnio splaino funkcijos, susidedias iS duoto laipsnio polinom,gabakliv”, kurie
sujungti taip, kad gauta funkcijaity tolydi ir turéty kelet tolydziy iSvestiniy.
Tokio vaizdo splainas vadinamas ,gabalais” polinoenfunkcija. Nulinio laipsnio splainas
sutampa su laipsnine interpoliuojama funkcija, ampi laipsnio splainas — su tiesiSkali

interpoliuojama funkcija.
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Pavyzdziui, vienalyt liniuoté tvirtinama kokiuose nors 2 tasSkuose ir jai duodgroénki

pagal tuos taskus. Tokios formos kesistrym nusako tré&o laipsnio polinomas.

Tarkime, kad kubié parabo¢ duota parametrine forma
P(t) = at’ +a,t’ +at+a, (8)
praeina per 2 taskus B(ir P(), kuriuose zinomos iSvestiniP'(t,) ir P'(t,) reikSnes. Tai reiskia,
kad yra duotos 4 tinos ir pakankamos af/gos tam, kad apibZtume Kketuris nezinomus
koeficientus (8) iSraiskoje. Sitpkolinomy vadiname kubiniu Ermito interpoliaciniu polinomu.
Parametria kreives iSraiSka turi privalug) kad galime laisvai iSsirinkti norigndiapazon,
keiciant kreiwes parametrus. Nédami, kad ska&iavimo procesasitly paprastesnis, laikysime, kad
parametras t, apitittas kiekviename segmente, kinta nuo O iKDX t <1).
Nesunku pasteti, kad P(0) =a,, P() =a,+a, +a,.
Apibrésime iSvestia P'(t) : P'(t) = 3a,t> + 2at + a,.
IS to seka, kadP'(0) =a,, P'(D) =3a, +2a, +a,.
IS Siy iSraiSky galime rasti neZzinomuosiug,, a,,a,, a,
a, = P(0),
a = P'(0),
a, =3[P(1) - P(0)]-4P'(0)- P'(D),
a, =2[P(0)-P@)]+P'(0) + P'(D.

Tokia procedra yra atliekama kiekvienai tagkporai. Tokiu ldu nustdius parabals

reikSmes Pg) ir P(t) intervalo i t, galuose, reikia tas reikSmes sulyginti su intengl t; galuose

esaiomis reikSnémis. Tokia procedra vadinama susiuvimu arba suklijavimu.

2.4 Splainy interpoliavimas

Tarkime, kad funkcijay= f(x) yra apézta reiksmj lentele, y, = f(x ), i =0L...,N, ir
visame funkcijosf(x) apibezimo intervale [xo;xN] sudarykime jos interpoliacgnfunkcija is
neauksto, pirmojo arba antrojo, laipsnio interpoha; daugianax, kuriy kiekvienas yra apetas
atitinkamoje intervalo [xo;xN] dalyje. Toks interpoliavimas vadinamatalimis daugianani

funkcip interpoliavimu. Jis pravartus tuo atveju, kai didinant interpahéx daugianario laipsn

(itraukiant naujus mazgus), interpoliavimo paklaid@é@d arba nemafa; antra vertus, Sio
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interpoliavimo formuts yra nesugtingos. Pazyresime, kad dalimis daugiararnterpoliacire
funkcija yra tolydi visame intervale [xo;xn], tatiau réera diferencijuojama interpoliavimo
mazguose.

Interpoliavimo uzdavinio formulavimas. Duota funkcijos y= f(x) reikSmy lentek
(xi,yi); gGiai=0,n, y; reikSmes yra tikslios arba paklaidos tokios mazos, kadtkai ju galima
nepaisyti. Reikia rasti aproksimuojaaja funkcija y= F(x), priklausasia funkcijy klasei K ir
tenkinartia salygas

F(x)=y, i=0,n. (24.1)

Sios alygos vadinamos Lagranzo interpoliavimalygomis, o pati funkcijay= F(x) —
Lagranzo interpoliacine funkcija, arba tiesiog iptgiacine funkcija.

Jei, bef(x) reiksmiy, taske x, yra zinomos funkcijosf (x) iSvestiniy iki (mi —1)-osios eiés
imtinai reikSnes, tai galima reikalauti, kad aproksimuajanji funkcija y = F(x) tenkingy salygas

FO(x)=f"(x), i=0,n, 1=0, m-1 (2.4.2)
Simbolis(l) Zymi |-tosios eiés iSvestir. Sios glygos vadinamos Ermito interpoliavimalggomis,
o funkcija F(x) — Ermito interpoliacine funkcija.

Kaip matyti iS interpoliavimo uzdavinio formuluat, ketiant aproksimuojatiyjy funkciju klas
K bei interpoliavimo glygas, galima rasivairias interpoliacines funkcijas.

IstoriSkai pirmoji aproksimuojaiyjuy funkciju klass buvo n-tosios eits polinomy klas.

Pastaruoju metu plai naudojama splainklase. Toliau nagrigsime interpoliacini polinomy ir

interpoliaciniy splain; konstravimo beiyj reikSmi; apskatiavimo uzdavinius.

2.5 Interpoliacing polinomy konstravimas ir juy reikSmiy apskakiavimas

UZdavinio formulavimasDuota funkcijos f (x) reikSmi; lentek (xi, yl); &iai=0,n. Reikia rasti
n-tosios eiés polinom, y = F(x), tenkinant LagranZo interpoliavimoatygas.

Sis uZdavinys labai svarbus istoridkai, masgrend daugelisizymiy matematik, kaip antai:
K. F. Gausas (K. F. Gauss), I. Niutonas (l. NewtoR) V. Beselis (F. V. Bessel), Dz. Stirlingas
(J. Stirling) ir kt.

Interpoliaciniai polinomai paprastai naudojami faips reikSnéms tabuliuoti. Pavyzdziui,
elementariosios funkcijos reik®s apskaiiuojamos keliuose taskuose, o jos reikSnkituose
taSkuose randamos pagal interpoliagalinom. Pastaruoju metu, kai skaiojama kompiuteriais,
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toks elementanjy funkciju reikSmi ieSkojimo das taikomas retai. Télddgali kilti klausimas,
kodkl cia nagrirgjamas interpoliacini polinomy apskatiavimas. Atsakymai galiii keli:

¢ interpoliaciniai polinomai naudojami ne tik elemamijy funkciju reikSmems apskaiiuoti,
bet ir eksperimento duomenims apdoroti;

e interpoliaciniai  polinomai  naudojami  skaitiniam egravimui, diferencijavimui,
diferencialirems lygtims spgsti ir kt.;

¢ interpoliaciniai polinomai yra puikus glodgi kreiviu konstravimo uzdavinio sprendimo
ivadas.

Pirmasis klausimasg,kuri reikia atsakyti, yra toks: ar interpoliacinio p@imo konstravimo ir jo
reikSmes apskaiiavimo uzdavinys turi sprendiir ar Sis sprendinys yra vienintelis?

Tarkime, kad taskaix (i :O,_n) yra skirtingi, t.y. x # X, kai i#]. Tadan-tosios eiés
interpoliacinis polinomas egzistuoja ir yra viewi.

Sakykime,

Fix)=a, X'+ g, X +...+ax 3
yra ieSkomasis interpoliacinis polinomas. Jis tenkinti (2.4.1) slygas, t. y.

ax'+a X +...+ax+3=y EO N (2.5.1)

IS Sios tiesini lygciy sistemos apsk&uojami interpoliacinio polinomo koeficientai. Kaadgi
sistemos determinantas yra Vandermondo determisiakiis nelygus nuliui, kak; = X; (i # j),

tai sistemos sprendinys egzistuoja ir yra vienistel
Nors interpoliacinis polinomas yra vienintelis¢itau istoriSkai susiformavo nemazai jo iSraisSk
Lagranzo, Aitkeno, Niutono, Gauso ir kt. Skabjant kompiuteriais, Sjvairove praktiSkai gra

labai svarbi.

2.6 Interpoliaciniy polinomy konvergavimas

Skatiuotojas, naudojantis interpoliacinius polinomusta ylinkgs manyti, kad, didinant
interpoliacinio polinomoF(x) eile, tas polinomas ir aproksimuojamoji funkcij(x) vis geriau
sutampa. Téau taip esti ne visada. Yra zinomos dvi teorenkosias alygiSkai galime pavadinti

Loptimistine” ir ,pesimistine*.
1 (Vejerstraso) teorem@,optimisting”) . Kad ir kokia ity funkcija y = f(x) (x e[a; b]) visada

galima rasti tokius tasSkus e[a; b], su kuriais
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lim max |f(x) - F(x) = 0.

n—oo xe[a; b
2 (Fabero) teoremd,pesimistire®). Kad ir kokie lity taskai x e[a; b], visada galima rasti toki
funkcija y = f(x), su kuria

lim max | f(x)— F(x)| > oo,
n—oo xe[a; b

Pirmasis Siuos reiSkinius 1901 metais pagtelK. Rung (K. Runge). Jis nagréjo funkcija

y >, kurios x e[— 1;1]. Jei interpoliacinis polinomas bus konstruojanmant vienodai

T1r25¢3
nutolusius vienas nuo kito taskus, tai, didinantlinmmo eik, centrirgje intervalo dalyje
interpoliacinio polinomo ir funkcijos reik&s praktiSkai sutaps,di@u intervalo galuoseyjskirtumo
modulis arés prie begalyés.

Tagiau jei taSkai bus sutapatinami €eby3ovo polinomo $aknimis, tai, didinant interpcilgo
polinomo eit, funkcija ir polinomas praktiSkai sutaps visamteimale. AnalogisSk rezultay 1916
m. gavo S. Bernteinas, nagidamas funkcij y =[X, kuriosx  [-1;1]. Sie rezultatai ir buvo viena i§
priezasiu, del kuriy XX amziaus SeStajame deSimtmetyje funkcijoms agrokoti vietoj polinom

practtos naudoti naujos funkcijos — splainai.
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3. EKSPERIMENTINI U DUOMENU YPATYBES

3.1. Eksperimento esr&

Norint iSsiaiSkinti, duotuoju atveju, Svies surenkatiy kompleks, iSskiry i
fotosintezuojatiy bakterip membran, sugerties spekir fizikinius parametrus, kurie aprasomi
kvantires fizikos asniais, per bandiryra apSviéiamasivairaus bangos ilgio Sviesa. Registruojama,
kokia Sviesos energijos dalis buvo sugerta. Sielyaai buvo atlikti Pranizijoje ParyZiuje pagal
Lietuvos fizikos instituto specialiprogram. Siy tyrimy vykdytoja - fizikiniy moksl; daktag Vidita
Urmoniere. Bandymyu metu buvo tikslinga iSgauti kuo daugiau ir tikskss 3 matavimy

informacijos, nes Lietuvoje tokiirengimy Siems bandymas atliktéra.

3.2. Specifika

ISmatuojamas péjusios ir kritusios Sviesos enengigantykis, kuris visuomet yra teigiamas
ir ne didesnis uz viengt Pagal kvantinius fizikos énius visos Sios sugerties juostos turi
normalinio skirstinio (Gauso skirstinio) foamApdorojant tokius eksperimento duomenis Zinomais
budais, fizikams kiloitarimy, kad tos juostoséna Gauso skirstinio formos, o jos apraSomos kitomis
funkcijomis: virSutiré juostos dalis primena Gauso funkcip apati® dalis primena vadinamasias
Lorenco funkcijas; be to Si forma k&si priklausomai nuo bandinio temperats. Misy uzdavinys
— pabandyti iSreiksti eksperimentinduomem grafikus tik per Gauso funkcijas. Tuo tikslu buvo
pastilytas metodas, kuris dupfpanasius rezultatus, kuriuos duoda ,splainai, leet,splainams*
badingy trikumy. Sitas metodas ity naudingas sugerties spektidentifikavimui spesti bei
minétiems fizikiniams uzdaviniams sgati. Tyrimui pateikti eksperimentiniai duomenys phgl8
skirtingy temperairy: pradedant 4 K ir baigiant 300 K, buvo atliktsDR9mataving.
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4. SUGLODINIMAS

Nagriredami interpoliavimo uzdavinfunkcija f(x), apibézta reikSmi, lentele, stengmés
pakeisti tokia aproksimuojaiaja funkcijaF(x) (n — tojo laipsnio polinomu, splainu ir pan.adk
taskuoses (i =0,n ) F(x) reiksnes ity lygios f(x) reikdmems.

Labai daznai(x) reikSnes yra eksperimento rezultatai ir turi matavimo fneitodo paklaid.
Todkl reikalauti, kad aproksimuoj&ioji funkcija F(x) tenkiniy salyga F(x) = f(x;) (i = O,_n), baty
neprotinga. Geriau rasti tekfunkcija F(x), kuri pagal pasirinkt kriteriju geriausiai aproksimuot
f(x). Toks funkcijos F(x) apskatiavimo metodas vadinamas suglodinimu. Atsizvelgiant

suglodinimo kriteriy, galima gautivairiasF(x) iSraiskas.

Suglodinimo uzdavinio formulavimasSakykime, funkcija/=f(x) nusakyta reikSnailentele

(xi,y;ij; giai=1m. Simbolisy. rodo, kadi(x) reikémes taskuose; yra apytiksts. Taip pat

zinoma aproksimuojainsios funkcijog=(x) analizire iSraiSka: F(x, &, ...,a&); ciaa (i =ﬁ) -
nezinomi parametrai ir n<<m. Reikia rasti toki@samety a reikSmes, su kuriomis(x)
geriausiai aproksimugtfunkcija f(x).

Sprendziantisuzdavin, taikomijvairis suglodinimo kriterijai, o kartu ivairas suglodinimo

metodai.

4.1 Pasirinkty taSky metodas

Taikant § metod, IS lente¢s (xi , ij (ciai= ],_m) pasirenkamas n+1 taék%xik X y:kj (cia

k=1n), kurio y, reikSmes yra tiksliausios, ir parametraj (k = ﬁ) apskatiuojami atsizvelgiani
salyga
F(x,)=VY, ,k=0n.

Aisku, kad taip apskaiuota funkcijaF(x) sutampa su interpoliuojaija funkcija, einartia per

taskus

(Xik;y:kj1 k:O,n
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4.2 Vidurkiy metodas

Siuo metodu parametraj (k =ﬁ) apskagiuojami taip, kadf(x) ir F(x;) skirtumy suma laty lygi

nuliui, t.y.

4.3 Maziausiy kvadraty metodas

Tai dazniausiai taikomas suglodinimo metodas.ahsifiluocjamas taip: koeficientuay
(k = ﬂ) reikia apskaiiuoti taip, kad f(x; )ir F(x;) skirtumy kvadrat; suma laty pati maziausia, t.y.
minimizuoti
m ~\2
z= Z(F(xi 8,08, ) Y, j :
i=1
Toliau nagrisime maziausi kvadrat; metod.
Jei kuris nors fizikinis dydis priklauso nuo kitgd¥io, tai & priklausomyk galima iSreiksti

matuojant y, esant skirtingoms x reikdms. Mataviny sekoj gaunama éireikSmiy:

1.X2, coy Xy X
1¥2, .oy Yieeis o

IS tokiu eksperimento rezultat galime sudaryti priklausomyby= f(x). Gauta kreig
leidZia spesti apie funkcijos f(x) vaizel T&iau pastous koeficientai,ieinantysj funkcija, lieka
nezinomi. Juos nustatyti leidZzia maziausivadraty metodas. Eksperimentiniai taSkai paprastai

tiksliai nesutampa su kreive. Maziaystvadraty metodas reikalauja, kad nukrypwsiuo kreis
[y, — f(X)]* eksperimentinj tasky kvadrat; suma lity maziausia.
Praktikoje Sis metodas dazniausiai (ir pagieassiai) taikomas, esant tiesinei priklausomybei,

t. y. kada
kx arba y=a+ bx.
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4.3.1 pav. Regresijos lygties sudarymas, kai priklausoényf(x) tiesine

UZraSytoji lygtis iSreiSkia geometyivieta tasky, atitinkartiy vidutinesy; vertes, ir vadinama
regresijos lygtimi (4.3.1 pav.).

Tiesire priklausomyk placiai taikoma fizikoje, netgi tada, kai jiéma tiesit, daznai
stengiamasi sudaryti grafikaip, kad jau iSreiSkus kita funkcija, grafikagipartimas tiesei.

Pavyzdziui, jei teigiame, kad stikladio rodiklis n yra susietas su ilgiu Sviesos bangos
santykiun = a+£2, toks priklausomyés n nuok? grafikas fra tiesinis.
A

ISnagrirekime priklausomyb y = kx (ties, einanti per koordinay centn). Iveskime dyd

¢, charakterizuojafiy nukrypimy nuo tiegs kvadraf sum.
n

Q= Z(yi - k)ﬁ)z-
i=1

Dydis ¢ visada teigiamas ir jis tuo mazesnis, kudiar tiegje yra nagrigjami taskai.
Maziausiy kvadrat; metodas tvirtina, kad reikia iSrinkti tokias k k&mes, su kuriomig tampa

minimaliu:

9055y (v —kx) =0 arba k= 2% (4.3.1).

dk DX

Skatiavimai parodo, kad vidutinkvadratirt nustatomo dydzio paklaida k nustatoma tokia

Sk=\/ 1 (Z(yi—kx)sz.&Z).

iSraisSka:

(n_l) inz
ISanalizuokime kiek sudingesn atvej, kai taskus galime apskaioti formule y = a + bx

(tiesiai neinat per koordiday pradzy).
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UZduotis yra tokia: iS turimo reikSmrinkinio x;, y;, reikia rasti geriausias a ir b reikSmes.

Véliau sudarome kvadratrfunkcija ¢, lygia nukrypimy nuo task x;, y; kvadrat; sumai:
p=2 (v, —a-bx).
i=1
IS minimumo slygos, diferencijuodamp pagal parametrus, gauname 2 lygtis:

op op

=-2 b 0 =-2 b 0.
o = 22 (Vi ma-bx)= = 22X (Y —a-bx)=
Bendri Siy lygciy sprendiniai:
Z[(x )y.
-0

a=y-bx (4.3.4).

(4.3.3)

Vidutinés parametr a ir b paklaidos:

Dy - bx—) 435
SDJ(H S oy 439

D (y, —bx —a)® X2
S, = \/E — Z(x—x) . (4.3.6).

Apdorojant rezultatus Siuo metodu, patogu visusnuemis suvestii lentek, pries tai

apskatiuojant visas (4.3.1) — (4.3.6formules,jeinartias sumas.

4.4 Suglodinariiyjy splaing konstravimas maziausy kvadraty metodu

UZzdavinio formulavimasTarkime, kad funkcijay=f(x) yra nusakyta reik§milentele(xj , Jlj

(¢ia j=LM) irvisix tenkina slyga a< x; <b. Segment [a;b] aprioriskai suskaidomeN
segment, N<<M :[xg; %, L[ %, .. [xy ;% | ; ¢i@aa=xo ir b=xy. Reikia rasti toksuglodinariji

kubinj splaira y=g(x), kuris minimizuot; funkcionah

M _ 2
®(9) =) p,(glx;)-v,) (44.1)
j=1
Aisku, kad suglodninantysis splairg) priklauso nuo apriorinio tinklelio

AT X, <X <..< Xy, taip pat nuo paringtkoeficient; p; .
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Autorius tyrirgjo, kaip apskaiuojami tokie kubiniai splainai, esant nedlioms krastiams
salygoms, ir nustat, kad:
1) esant toms ggomsp; reikSmems, (4.4.1) funkcionalo reikSiabai priklauso nuo
pasirinkto tinklelioA;
2) i (i = ﬁ) reikSmes apskaiiuojamos is tiesiés lygeiy sistemos su sistemine matrica,
kuri néra juostirg;
3) svoriniai koeficientap; neturi aiSkios geometrés prasms, t. y. visip, padeda
apskadiuoti 2 punkte nurodytos matricos elementus.
Didziausias pranasumas yra tas, kad tenka fornmsgiesti mazesés apimties lygiy
sistem.
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5. GAUSO (NORMALINIS) SKIRSTINYS

Gauso (normalinis) skirstynis:

. 1 (k=K?
I\l"—T)}ooPN(k)j\/g.o-ex{ 20_2 :l

cia
0% =E(k—K)2|=Ng1-p) ir K= Np.

Tai simetrinis k atzvilgiu skirstinys, ir vadinamas Gauso arba radimiu (normaliuoju)
skirstiniu. Jis uzima pagrindirvieta matematigje statistikoje ir yp& — paklaid, teorijoje.

Kai kalbame apie Gauso skirgtifvertindami, kad\ — didelis skaiius, ir domings tik netoli
k esadiomis vertmis (taigi k kaip ir k artimi ir kartu dideli skaiiai), tai jau i binominio
skirstinio iSeina, kad pakitus per vienat Py(k) kinta nezymiai (yraétai nuo k kintanti funkcija).
Todél ja galima laikyti tolydziai kintatia netiikiojo (tolydziojo) kintamojok funkcija. Tada

dFy (k)

I f(k). Taigi Siuo atveju

tikimybe patektij interval [k; k+dk] dFu(k )=Pn(K)dKir Py (k)=

Pn(K) turi tikimybés tankio prasm
PraktiSkai nustatyta, kad kai yra pakankamai deeygiklausomy matavimo duomeny:

1) jie iSsictsto simetriSkai vidutigs veres atzvilgiu, kai matuojamas parametras turi
pastova vert (pvz., matuojant daug kartta pai fizikini kino paramet;; tomis
paiomis priemormis gaminant daug detalir tiriant joms mdingus parametrus);

2) didesni nuokrypiai nuo vidurkio pasitaiko ¢reu negu mazi, ir eksperimento

duomen skirstinys aija prie normalinio (Gauso) skirstinio.

5.1 Pagrindinés Gauso skirstinio savykbs

Normalusis skirstinys (angl. normal distributionyba Gauso skirstinys (Gaussian
distribution) — tai tolydaijy pozymiy reikSmiu skirstinys (pasiskirstymoégnis), atitinkantis tokias

salygas:

vidurkio (m), modos ir medianos reik8msutampa,

skirstinio krei\é yra simetriSka, o simetrijos asis yra ties vidurki

o skirstinio kreivés forma priklauso nuo vidurkio ir standartinio nughkio (o),
normalyji skirstin turin¢iy atsitiktiniy dydZiy suma taip pat turi normgi skirstin.
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Normalusis (Gauso) skirstinys taikomas lab&cipi ir atlieka ypating vaidmern tarp
visy skirstiniy.

Véliau busijrodyta, kad tikimybs tankis sumos nepriklausanarba silpnai priklausom
maz; (t. y. atliekadiy mazdaug vienadvaidmern) sand, (dedamjy), be galo didinaty skatiy,
gali priareti kiek norima arti prie normaliojo skirstinio, nefdausomai nuo to, kakskirstin turéjo
Sie sandai (centrinribiné teorema).

Jei tuésime galvoje, kad tikimybinis apraSymas taikomaaazusiai kaip tik tada, kai reikia
istatyti didziuly skatiy jvairiy atsitiktiniy poveikiy, turinciu mazdaug vienaditaka, tai paaisks,
kaip daznai tenka, aprasant atsitiktinius dydzusjdurti su normaliuoju skirtiniu.

Atsitiktinio dydzio, pasiskir§usio pagal normali désn, tikimybés tankis nenormuotu

pavidalu iSreiSkiamas taip:

wW(X) = Cex;{— (= T)Z]
20

¢ia m,o ir C — skirstinio parametrai.

Suraskime Siuos parametrus. Atliekame skirstiiomavima:

U

Tw(x)dx:CTex —(X2 m)° }d x=1.

(x=m)
ov2r

Pakeit t =

, gausime:

Cov2 [edt=1.
Tada skirstinio tikimybs tankisigaunajprastin savo pavidail:

(X m) } (5.1.1).

W(X) =

Pt

Parodysime, kad parametras m atitinka vigluoks® — dispersi.
Tuo tikslu susirasime atsitiktinio dydzio X, kuritkimybés tankis apraSomas formule
(5.1.2), vidurlg

M (X) =

(x—m)? 1 5 (x—m)?
\/_Iex R }X:U@_J;(x—m)ex e }dx+

m 7t (x-m?
G\/Z:[Oexr{ o }dx

22

+




Pirmasis integralas lygus nuliui, nes pointegkafimkcija yra nelygig. I1SraiSka

Iex —(X m)° }dx 1

a\/_

202

pagal normavimoabyga.
Tokiu badu,
M(X)=m,

t. y. parametras m atitinka vidurkSurasime normaliojo atsitiktinio dydzio dispegsij

1 % 2 _(X_m)z
D(X)—G\/Z:[o(x m) exp{ Erya }dx.

Pakeit t = m) , gauname

v

2 © 2
D(x) = 22 [t%e"dt = () ==

N \/i Ttd \/_(—te“)_z +GT2 Tetzdtz o2
—o T~y T T s

Vadinasi, parametrasatitinka vidutiri kvadratir nuokryf, o ¢ — dispersi.

Tikimybés tankio (5.1.1) grafikas parodytas 5.1.1 pav.

5.1.1 pav Normaliojo tolydZiojo atsitiktinio dydZio tikimys tankio grafikai,
esant skirtingiems:1,0; 0,5; 0,25
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6. PIRMOJO ETAPO ALGORITMAS

Mums pasgilyta aproksimuoti realaus eksperimento, kuriameigtts 2900 duomen
masyvu, rezultatus. Aproksimuoti eksperimentiniusrdenis taip, kad paklaidos f-ja (arba
standartinis nuokrypis)dty minimali. Be to aproksimavimo funkcijaity analitiSkai integruojama
ir bent du kartus diferencijuojama, o jos paramsekatius nevirsyt; 120.

Uzduoties vykdymo teorija
Tarkime, kad turime eksperimentinius taskus:

x |y

e

SRR
|

S Y2

..... [

x 1y
|

..... | sssans

x |y

ir ieSkome funkcijosf(a, x) , kuri yra artima eksperimentiniams taSkams. Téslui naudojami
jvairaus tipo splainai, kurimetodo esm — suskirstyti vig X aSies reikSmi intervah i atskiras
zonas ir kiekvienoje zonoje aproksimuoti polinoamis funkcijomis, kad visur, ty. ir
besiribojakiy zony ribose aproksimavimo funkcijos i jiSvestires kity ne tik tolydzios, bet ir
patenkinatios ,suklijavimo* salyga: ir funkcijos, ir ju iSvestires, apskaiuotos zom susilietimo
tasSkuose, turi sutapti.

fXn+1)= f(@n+1.Xn+1) , (6.1)
funkcijoms zom sandiros taSkuosex

)= T (@1 Xne1)  (6.2)
ju iSvestirems,
Tactiau mes, isitiking, kad splaininis aproksimavimo metodas neduoda inankuy salygu,
aproksimacigas funkcijos ieSkome tokiu pavidalu:
P

‘Xm_xl

Y= 3G, (=X e T (63

n=0 1=0
Cia p — eksponerés argumento laipsnio rodiklis,
X — vienos zonos vidurio koordirit

o1 — Gauso funkcijos standartinis nuokrypis, figifar vadinamas juostos pusfla
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Chi—neapibéztieji koeficientai, (§ bus tiek:(N + 1)(L + 1)).

N — polinominiy daugikliy prie Gauso funkcijos au&susias laipsnis;

L +1 — zom skatius.

Kadangi visos ieSkomos aproksimacijos funkcijos amedsios yra tolydzios visame duji
argumenj X intervale, tai aproksimavimo funkcijos ir jos/&stires yra tolydzios ir vienareiksts,
kitaip sakant Si funkcija patenkina visus pirmosi®formukmis iSreikStus reikalavimus.

Nuo C,, ieSkoma funkcija priklauso tiesiSkai. Kad aproksimao funkcija f(x) nusakyt tik
tiesires lygtys, turimep, X, d pasirinkti patys, ir tada aproksimavimo funkcijg) bus priklausoma
tik nuo parametr C, . Zony vidurio koordinates parenkam vienodais intervafaig, kad krastiniai
taskai lty ir intervalo galuose, pagal fornaul

X, = xl+w;(6-4)
o) parenkamas tokiudolu, kad jis faty artimas Gauso funkcijos ,pusglai®, t.y. tokiam atstumui
nuo centro, kuriame Gauso funkcijos reikshiity mazdaug du kartus mazésnegu maksimali.
Uzdavinys sprendziamas MKM (maziawskvadraty metodu), tai yra formuojant paklaidos
(optimizavimo) funkcijas, sudarytas iS kompod&ian

Om=X%)°
F(Cnyl):(COI+CJJ'(X_X|)+C2|(X_X|)2+---+CN|(X_X|)N)'G 2

¢ia yra viena aproksimavimo funkcijos dedamoji -ipoimas, padaugintas iS eksporsntVisa

paklaidos funkcija formuojama isygSkomponegiy sumos:
F (Cn,l) = Z F(Ym - ym)z‘

Suformuluokime paklaidos funkgij susumuodami paklaidkvadratus visiems eksperimentiniams

taSkams:

wln L O 2
F(Cn,l)zz ZZCnI(Xm_XI)n'e 2 _ym )
m=0| n=0 I=0
Kadangi Sioje sumoje yra kvadratas, taimes detalizuojame, kad palengvintume tolimesnius
skatiavimus, perraSydami kaip vienod sumy, bet su skirtingais indeksais, sandaug
2
[Zk:ak) =Zk:ak-2ai.
Taikydami Sia formud, sumos kvadratpaketiame sum sandauga, kai antrajame daugiklgiek,
|—i , tada:
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M L K (><m*><2|)p 7(me?<2.)'°
F(Cm) Zzzzz X| )n -e 24 - ym}{cm (Xm - Xi)k e 20 - ym . (65)

m=0n=0 |=0 k=0i=0

Kai F(Cnl) yra minimali, tai aproksimavimo paklaida bus masgia (sumuojami paklaid

kvadratai). Kadangp,, X, yra eksponegs rodiklyje, tai nuo Sit dydzuy (paramety) funkcijos

F(Cnyl) priklausomyk néra kvadratié, o kvadratig yra tik nuoC,,. Tai reiSkia, kad ieSkoma

funkcija F(C X 0') gali turti dideli skatiy lokaliniy minimumy daugiamaije erdwje. Ir tik

nl?

fiksavusd ir X bus vienintelis minimumas, nusakomas kogikmenis C, | matricos reikSmis.
Kadangi funkcija F(C) iSreikSta per C kvadratirpavidalu, tai Si funkcija turi tik vien

minimuma, kuriame visomis kryptimis iSvestig yra lygios nuliui. Norint rasti to minimumo vigt

funkcija F(Cn,) diferencijuojame pagal visu%, ir tas dalines iSvestines prilyginame nuliui:

oF _0
oc,
arba
oF 0
oC,,
Diferencijavus pagal & , tusime:
MON L (xfn;;.z)“ k (»f,n;gé)p
n - <G —
D2 2AC=X ) e T~y (%=X )e T =0 4
m=0 n=0 I=0
arba

= X)P (= X)P

33 Calty X (=X e 2 2 iizym (x._X).e @ -0

m=0n=0 I=0 m=0 n=0

Iveskime (6.6) lygiu sistemos koeficientprie nezinomju C, | matric A:

m=X)P (e =X)P

M 2 2
> (%, (Xp =X )e FT P = A (6.7)

m=0

Si matrica A tués net 4 indeksuisk, I, n
UZraSykime (5) lyg@iu sistemos laisyu nariy stulpeliomatrica B:

_(Xm_Xi)p

M -2
D Y (%=X, )6 > =B. (6.8)
m=0
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Si matrica tués 2 indeksus i, k.
Tokiu badu (6.6) tiesini lygciu sistema simboliSkai galime uzrasyti taip:
A*C=B.
Cia A ir B yra (6.7) ir (6.7) formule apskailotos matricos, o C (6.6) Iy sistemos
nezinomyy matrica.
Surag visus C, jau tursime konkréia duotojo eksperimentinio masyvo n{¥m)

aproksimavimo funkci;:

Cia ir kitur funkcija su argumentu: Y(x).
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7. ANTROJO ETAPO ALGORITMAS

Antrasis etapas , kai suglodintos késiaproksimuojamos Gauso funkcijnkiniu.
Skirtingai nuo pirmosios dalies glodinind@ aproksimuojatios Gauso funkcijos be polinomini

daugikliy ,0 ju parametrai nusakantys puspliotargumento cenriSanksto nepasiekiami.

1+ ( 4+3n)

N
SANLX.C) = cy+ —— 0.5Ga Z ( 2+3n) (X_ %+3n) '

_2H?

Juos, kad aproksimavimo paklaid@wbminimali, parenka pats programos algoritmas.
Aproksimavimas vyksta keliais etapais. Nuliniu etayiem Gauso funkcijomis po to Gauso
funkciju skatius didinamas arba viena arba dviem funkcijomy@auso funkcij vieta
parenkama ten, kur paklaida yra labiausiai neigjaomgaklaidos grafikas yra zemiausiai.
Aproksimavimo metu kuriama paklaidos funkcija sytiais paklaid kvadrat; sumos, kuri
gaunama priklausomai nuo Gauso funk@garametro reikSmi Pirmuoju etapu, kai Gauso funkgij
pusplaiai ir ju virsinés duotos: paklaidos funkcijos minimadiygga iSreiSkiama taip, kad visos
iSvestires pagal ieSkomus parametrus lygios nuliui kitaigavinys suvedamadiesiniy lygéiy

sistemos sprendigm Antrajame etape ésudaroma paklaidos funkcija

F(c) :% n—o[S(N, X, CY,, I?

IS paklaidos funkcijos minimumaiygu tiesiniy lygéiu negauname, t@tipaklaidos
funkcijos minimumai ieSkomi skaitiniais metodaigdZausio nuolydzio metodas, jungtini
gradient; metodas. Si§ metodas reikalauja, kad po kiekvipai@skos etapoih; apskatiuotas
gradientas pasirinktame taSke. Kadangi gradienteeeiptas spérausio funkcijos augimo
kryptimi, tai minimumu ieSkome prieSinga gradieat@imo kryptimi. Patgradiens sudaro
ieSkomos funkcijos iSvestis pagal kiekviemneapibézta paramets, kad veikt; gradient
(didziausio nuolydzio) metodas.

Pa&ioje programoije reikia nurodyti visas gradientoaaaktias dalires iSvestigs, o IS |1
jau formuojama aproksimuojéns funkcijos paramairpaieskos matrica. Be to reikia zinotcpa
funkcijos reikSmg kiekviename taske, tétj paieSkos matricieina ir funkcijos reikSis ir daliny
iSvestiniy reikSnes.
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8. VARIACINIAI ITERACINIAI METODAI

8.1 [idusio nuolydzio metodas

AY = F tiesini lyge¢iy sistemos sprendimas yra ekvivalentus kvadratimidionalo
B E (AX-Y), X=Y)), (1)
minimumo radimui. Sakykime, kad jau Zinomas spmeiadartinys Y'. Tikslesn artin

Y™lieskosime tokio pavidalo

+L_gm

B ¥ AY"= F,

Jeigu B =1, tai turiméreikstin didZiausiojo nuolydzZimetod, prieSingu atveju-neiSreikstin
didziausiojo nuolydzionetody. PaaisSkinsime metodo sudarymady. IS matematiés analizs kurso
Zzinome, kad funkcija lokaliai didZiausiu gtgi mazja kryptimi, prieSinga gradiento kryi, toctl
imame krypties vektoui
Q(Y) = AY"—F.
Iteracini paramets t,., rasime minimizuodami vieno kintamojo funkgij
o(9 = Q (Y'—tB™(AY"- F)).
IS (1) formuks gauname kvadratirfunkcija
(@) = (AP, P) °=2(AY"— F, P) t+ (AY"— F, Y- Y),

P=B(AY™- F).
Savo maziausgireikSne ji igyja taske
_ (AY"™-F. P
= TR R )

Matome, kad didZiausiojo nuolydZio metode nerefreti matricos BA spektro, nes
iteracinis parametras skaiojamas kaip dviegj skaliariniy sandaug santykis. I to dvigubai
padictja skatiavimu apimtis, kadangi kiekvienoje iteracijoje du kartksaitiuojame matricos A ir
vektoriaus sandauagr du kartus sprendziame tiesinygéiy sistemas su matrida

5.1 teoremabDidziausio nuolydzio metodas konverguoja, o jod@ngavimo greitigvertinamas

nelygyty
|[y=-v] LS '1""—‘r'|[A,
_1-% — A
a=1= E= P
dia A ir A yra matricosB™A spektriniaijverciai
MB< A< wB,
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o normall. [l , apibréziama nelygyb
Y13 =(AY , Y).
[rodymas Pazyng¢sime n-ojo artinio paklaid Z"=Y" - Y ,ji tenkina lygt

B I -2+ ays=,

]

Dvieju gretimy artiniy paklaidos susijusios lygybe

2™ = (1-1,uB*A) Z".
Apibréezkime matrig C ir vektory X" taip:

CAyZB_lAl/Z ’ Xn — Al/2zn .
Matrica C tenkina nelygybes

Ml <C<wml .
Apibrézdami parametr T, leisting vektoriy aibéje minimizuojame paklaidos noenll 2%l
todkl (n+1)-ojo artinio paklaid galimejvertinti nelygyke
1Z2*)12 =min_( A(1-tB?A) Z", (1 -1B?A) Z") =min_( (I-1C) X", (1-1C) X"
< min_|[I-c||* IX*1? = ¢ lIZz°]12

Kadangi C yra simetrinmatrica, tai:

g = min_ max;_ 5?.5?.”|1_ T;'\‘ :

O § uzdavin jau iSsprenéimeivertindami paprasju iteraciyp metodo konvergavimo greit

Ay

_1-& _
=1z - E=

Teoremarodyta

Pastebsime, kad virSutinis konvergavimo g jvercio rézis yra tiktai gaunamas tuo

atveju, kai pradinio artinio paklaida® Zra lygi :
0 1 I
Z_TEWJ' + \;'EWM i

Gia Wy ir Wy yra matricosB™A tikriniai vektoriai, atitinkantys maziaugh ir didZiausija tikrines
reikSmes.

IS rodytos teoremos iSplaukia, kad blogiausiu atvéjdidusiojo nuolydzio metodas
konverguoja tokiu pau grekiu kaip ir neiSreikstinis stacionarusis metodaggtimaliuoju

parametru. Galim@godyti, kad teisingos tokios nelygs

ey

1Z2 %20, < 12705, gse<.<a<q=2,

t.y. pirmosiose iteracijose paklaida r@zgretiau nei q karty. Be to, esant pakankamai dideliems

n paklaidos 2 skleidinyje lieka tik du esminiai vektoriai: Mt Wy , toctl gn= 4.
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8.2 Jungtiniy gradienty metodas

Taikydami didziausio nuolydzio metgdunkcionah Q(X) kiekvienoje iteracijoje
minimizavome priesSinga gradientui kryptimi:
=—(AY"-F).

Tagiau parinkdami P nesinaudojome informacija apie ankstesnius veksori

pe, Pt .., PoTL,
Dabar vektorius 'Pparinksime taip, kad jie tenkiptien svarbi papildom salyga. Du vektorius P
ir Q vadinamgungtiniaismatricos A atzvilgiu, jei:

(AP, Q) = 0.
Sakysime , kad vektoriai °f,...,P"*sudaro jungtini matricos A atvilgiu vektouisistena, jei:
(AP" BY=0, kai nmtk.
Jungtiniy vektoriy sis teme{P®, P%,..., P¥-1yra pilnoji erdeje RV, todtl variaciniu metodu
"=y - 1P, n=0,1,.,M-1,(7.2)

_ (AY"-E. PY)
R )

su bet kuriuo pradiniu vektoriumi®gauname tikslji AY = F tiesini; lygciy sistemos sprendin
Taciau toks metodas yra taikomas ir kaip iteracinisadas, nes reikiamas tikslumas pasiekiamas
daug gretiau negu per M iteracij Tai iSplaukia i$ tokios jungtinigradiens metod; savyles.
5.2teoremaJungtini; gradient; metodo parametrn-ojo artinio paklaida || Z*(| , yra minimali
erdwje X’+span{P? P!,... P77 1]

Pastebsime, kad (7.2) formdje paramets tn+1 parenkame minimizuodami paklaitbkalia
P" kryptimi, tatiau taip randame ir globgi minimuma. Tokio tipo algoritmai vadinami gobSiaisiais
(‘angl. greedy algorithms).

Taigi jungtiny gradieny metodo konvergavimo greitis yra nemazesnis uz@g&itinio
nestacionaraus iteracinio metodoC&by3evo parametrais konvergavimu greit

Dabar pateiksime neiSreikstinio jungtirgradienyy metod; algoritma. Tarkime, kad
pasirinkome simetrig teigiamai apibZta matrica B. Tada padauginkime AY = F Ilygs B2
ir pazynmekime:

E=p2aABY2  v=pYy . F=BYF

Gausime tiesimi lygciu sistem.
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Sk sistem sprendziame iSreikstiniu jungtipgradieny metodu. Atitinkamai parinkus matsicB
, haujos matricosA  sjlygotumo skalius gali kiti daug didesnis uz pradis matricos a
salygotumo skatiy.
Suformuluosime teoregrapie jungtini gradienty metodo konvergavimo greit
5.3 teoremaJungtini; gradieniy metodo n-ojo artinio paklaidavertinama nelygyhe

1%

ly=-¥ll; <2 (7 )" Iv° =Yg |

1+E
dia & yra matricos A sglygotumo skaiius:

MB<A<AB, &=l

A
Nagrinedami neiSreikStinpaprasiju iteracijy metod, ir neisreikstin nestacionar iteraciri metod
suCebysevo iteraciniais parametrais, naudojame pakésttikamp matrica B :
HIl+oR") (I +oR),
Cia R yra apatia trikamp: matrica, tokia, kad:
R +R.
Taciau optimalaus parametr@ pasirinkimas galimas tik tada, kai zinomi spekaijveriai:

SI<A, RR< ZA.

Galimyhbs spesti tiesiniy lygéiy sistemas, kai nezinome matricosAB spektriniy jversiy, yra
svarbi variacini metod; savyle. Tockl yra pasiilyta daug kit matriay B, kurios skmingai
naudojamos sprendziant tiesilygciy sistemas. Pateiksime tokios matricos pavyzd
ISskaidykime matrig A | apatires trikampgs, istrizaires ir virsutires trikamgs matria

sumy:

A=1+R, L=R.
Tada sudarykime mattic B :

B={GR) G(G*'+R),

Cia G yrajstrizaire matrica. 4 parinksime taip, kad sutapinatrica A ir B eildiy elemeng

sSumos:
AE =BE.
Cia E yra vektoriaus, kurio visos kompongnlygios vienetui:
E =(11,..,1).
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9. MATHCAD MATEMATINIS PAKETAS

Mathcad — tai matematinis redaktorius, leidZiantis atliktiairiausius mokslinius ir
inzinerinius skaiiavimus, pradedant elementga aritmetika ir baigiant swtingiausiais
skatiavimo metodais. Mathcad naudotojai — studentakstnoinkai, inzZinieriai,jvairiausi technikos
specialistai. Programa labai paprasta, turi dideatematini metod; biblioteka, puikias rezultat
vaizdavimo galimybes (grafikai, animacijos ir t.thocl Mathcad netruko tapti populiariausia
matematiny skatiavimy programa.

Matematinis program paketas MATHCAD yra bene universaliausias - gig.tinka tiek
mokymuisi, tiek moksliniam darbui. Be to, nereikga ypating. kompiuterio iStekli (spartos bei
atmintirés talpos). Téiau matematinio programpaketo MATHCAD simbolini skatiavimy ir
programavimo galimyds yra ribotos (t.y. labai sunku kurti savo progranmdunkcijas).

Pagrindits MATHCAD'o funkcijos yra Sios:

1) skatiavimo atlikimas su realaus tipo bei kompleksinidigamaisiais, su vektoriais,

skaliarais ir matricomis;

2) specialijy, elementarjjy, vartotojo, ir statistinj funkciju panaudojimas;

3) lyg¢iu sprendimas;

4) sumy ir integral; apskatiavimas;

5) simboliniai skatiavimai;

6) grafiky braizymas;

7) programavimas.

MATHCAD'u galima apskaiiuoti jvairias kombinatorines iSraiSkas (pvz. faktarjaeriniy
skatiy), integralus, eiltiy sumy skatiy, nubraizyti 7 tim grafikus ir kt. Taip pat MATCHAD’as
leidzia atlikti turimy duomem analiz ir parinkti geriausi nagrirtjamo objekto mod¢l Galima
ivesti bei iSvesti skaitinius it tekstinius duomebis dirbti su kintamju dimensijomis. Kartu su
standartiémis MS-OFFICE funkcijomis (FILE, EDIT, VIEW, INSERTWINDOWS) galima
naudoti MATHCAD-ojrankiy juostas MATH, MATRIX, CALCULUS, CALCULATOR, GRAPH,
SYMBOLICS ir kt.

MATHCAD’e galima apibézti ir jvestijvairiausias funkcijas:

1) trigonometrines;

2) hiperbolines;

3) atvirkstines trigopnometrines;

4) atvirkstines hiperbolines;
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5) rodyklines;

6) logaritmines.

Be elementanjy ir specialjju funkcijy dar yra ir vartotojo funkcijos. Funkcijos
apibrziamos raSant funkcijos identifikatqrir lokalinius bei globalinius kintamuosius. Varb
funkcijos lokaliniai kintamieji apraSomi specialios funkcijos aprasymo viduje, o globaliniai -
iSoreje (t.y. kintamasis, kuriam priskiriama reik&mglobalinis kintamasis). Kiekviena funkcija turi
savo identifikaton, pvz:

y :=sin (X).
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10. DARBO REALIZAVIMAS MATHCAD'U

Pateiksime bendy modeliavimui naudat programos aprasSya Didelio nepriklausomo
kintamo argumento intervalo funkgijiSreikSti polinomu ngnanoma. Toé dideli intervah
sudalinamei daug ma# intervaly. Kiekvienoje zonoje aproksimuojame polinomu. Kaebity
triikios funkcijos, gautos atskiruose intervaluose,tgikomos papildomos funkaij, suklijavimo*
salygos: hitina, kad sujungimas nety ,uzluzes” ir iSvestinyy reikSnes, gautos iS skirting
intervaly, zon kraStuose sutaypt

Misy tikslas - pasiekti ,kad aproksimacijos kikgeity kuo atiau eksperimentimi tasky kai
ty tasky kiekvieno intervalo zonoje daug daugiau, nei japsaSatiu paramety. Susiduriame su
problemomis- sprendziant $izdavin klasikiniu splainu metodu —nepatenkinamgygos du ir
daugiau kaxt diferencijuoti, nes iSvestés nebus tolydzios zarribose, gausimeaifio taskus. Toél
miasy darbe buvo pasiytas doc. Mindaugas Stakviléwis kitas metodas — ieSkoti
aproksimuojasios funkcijos iSkart visame intervale. Buvo pasitheta Gauso funkcija, nes ji patogi
tuo, kad esminiai skiriasi nuo nultik tam tikroje virdinés aplinkos zonoje, tatl vaidina & patf,
kaip intervalo dalinimasi mazesnius intervalus, vaidmerPasinaudojus maziausikvadratu,
glodinimo ir aproksimovimo metodais gauname algebriiesiniy lygciy sistem, kur nezinomieji
- polinomy dauginam iS Gauso funkcij koeficientai G . Radk juos Zinome aproksimavimo
funkcija. Misy programa susideda iS dwegtap:

1 etapas —glodinimo funkcijos radimas,

2 etapas —aproksimavimo funkcijos radimas.

35



11. METODO — PROGRAMOS APRASYMAS

11.1 Pirmojo etapo apraSymas

Sis skatiavimas atliktas i5 duomergauti matuojant 300 K tempei@ati. Analogidkas
darbas su 200K tempetisd ir kita medziaga detaliau apraSyta priede (.l
D — gautas IS eksperimentatpmatavimy masyvas, uzraSytas matricos dyisfulpeliy
D pavidalu.
D .= READPRN"Data300moldat) — komanda READPRN nuskaitome duomenis iS
masyvo ,Data300mol.dat".
Paskatiuojame, kuriuo numeriu yra pazgias matricos D stulpelio paskutinis elementas:
M =rowg(D) —1, ¢iarows(D) — matricos D stulpelio elemergkatius.
m=0.M " sunumeruojame masyv

M +1=2900masyvo task skatius,

. 30000
X =
m

D . .
m,0  perveda bangos il | daznius teregercais,
padidiname 1000 intensyvumo reikSmes, kai blidesré sveiko skaiiaus dalis,

X1 :=x e . o
¢ uzfiksuojame pirmojo masyvo elemgnl = 326.087,

X2 =X N
M paskutipmasyvo element X2 = 476.115

Ga= X2-X1 jntervalo X plotis,

X1+ X2
Xv = ) ]
2 intervalo vidurys,
N":=Z polinomo, dauginamo i§ Gauso funkcijos, laipsnis

N1:=N+1 polinomo nar skatius pirmoje dalyje,

n:=0.N" j:=0.N" sunumeruojampolinomo nan numeriai,

L1:=11 dalinany intervaliniy zony - Gauso funkcij skatius kairioje intervalo dalyje,
L"=L1-1paskutir intervalo zona,

1:=0..L polinomo, kuriuo aproksimuojame, laipsnai,

X=Ga—+xt ) o
2L intervaliny zony — gauso funkcij centi koordinagés kairiajai pusei,

q:=0.6 puspl@io koregavimo koeficientas- pasirinktas taip, kadtmgnimo paklaida bty
maziausia,
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S
" 2L1 Gauso funkcijos pusplio iSraiska,

L2:=¢ L":=L2-1 [:=0..l

qGe
2L2 analogiskai deSiniajai pusei, kur Gauso funkoifiau,

SleL1 <

L3:=L1+ Lz pendras Gauso funkgigkatius,
k=13~ 1paskutinis numeris,
I:=0..L i:=0..L numeriai’

L =15 L3N1=64 gpibrzty paramety skatius,

M .
AL NT i neNL 1= Z (X'm‘xi)J’(X'rn‘xJn'ex ‘(

m=0

X —-X. X —-X
m i m |

S.
|

S
I

=)

Tiesiniy lygciy sistemos gaunamos iS maziaukvadraty metodu koeficient prie nezinomjy C

2
J .y'm

Lygciy sistemos deSiniosios pissstulpelis.

matrica A.

X' —Xi

S.
[

M .
ZROREDY (X'm_xi)]'ex _(

m=0

cl:= Isolve( AL B} sprendini paieSkos komanda Iy sistemos AC=B sprendimas,

Cl.:=cl ... R . . :
] 1+N1-1 sprendiniai uzraSomi ne stulpelio, 0 matricos pakid

x—XI

L N'
Z1(X) :=Z Z CJLn~(x—X|)n~ex —(

I=0|n=0

2
S J . e
suglodinti sprendiniai,iSreikSti per argument

funkcija U(x),

yl, = Zl(xlm) suglodint; sprendini reik3nes duotase taskuogen.

ol :=stde( y1- Y glodinimo paklaidos standartinio nuokrypio skavimo komanda,
ol = 0.16754 standartinis nuokrypis,

L1=900keliuose taskuose pateiksime suglodifiafunkcija,

L.,=L1-1pirmoje zonoje,

k:=0..L numeriai,
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X = GaLI +X1 ) ] ]
2L pirmosios zonos suglodintask; X koordinagés,

Analogiskai antojoje zonoje,
L2:=30(
L=12-1

k:=0..L

k Ge
=Ga— + X1+ —
Xk+Ll oL
L2=L1+ Lz zon; suma visam intervalui,
K=L3-1

k:=0..K numeriali,

K +1=1200
X =476.115
Y= Zl()i()
Glodinimo pakly grafikas
]
0
yry
-1
300 350 400 450 500

X

Eksperimentirkreivé uzcktta ant glodinagios kreiws

300 350 400 450 500
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H:=4° pusplaio dydzio apribojimo parametras,
HO:=Z2 pradinis puspkio paieskos parametras,

ka:=36¢ Kkairioji ir
de =37 desinioji uzdrausto intervalo dalys, kuriuosesptimentatoti pageidavimu,negalima
ieSkoti Gauso funkaij.

11.2 Antrojo etapo aprasymas

2
N 1+ (c n)
X — XV 2 2 4+3
SIN.x.c):=cy+ 0.5Ga.cl+ Z (CZ+3D) -ex (x— C3+3n) —_—
n=0 ~2
S funkcija aproksimuojame matavimo rezultatus

1-ais ir 2 —asis narys yra tam, kad apraSytume fdith ivairiy eksperimentinj trukdzig
eksperimento duomenys is tiky yra pakelti arba nuleisti pagal tiessnpriklausomybs cesni.
Pirmasis g— nusako vidutiptrikdziy fona. Antrasis ¢ nusako trikdj tiesss pasvirim. Po sumos
zenklu yra jau tik Gauso funkcija.

Pirmasis daugiklis skliausteliuose £)* pakeltas kvadratu , kad Gauso funkcijos ampdisusagal
eksperimentoadyga gali bati tik teigiama.

Pirmasis daugiklis eksponeje (X — G.an)® - ieSkomas koeficientas B, o antrasis daugiklis -

trupmena nusako Gauso funkcijos puspkairis taip pat galiiiti tik teigiamas ir nemazesnis uz H.

(N, xc)

P(N,x,c) ==
X— XV

0.5Ga /) matrica sudaro aproksimavimo funkcija S, iSvestpagal ¢=1 ir

iSvestire pagal g.

1+ (s 4+3n)

2%, 3 ( %+3n)

" (C4+ 3n)2 1+ (G4, 3r1)2

2H? H?

- 2 2 21+(C4+3n)2 413n
( - 3+3n) '(C2+3n) eX (X_ %+3n)' > |7 2

—2H -H

. 2 2 1
P(n, xc) := (X_C3+3n)’(02+3n) -ex (x— %+3n) .

aproksimavimo funkcij iSvestires pagal Gauso funkaijparametrus.
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2
d:= H—2 -1
HO"  pradire puspl@io reikdne,

Yie=§ pradzioje tariame ,kad aproksimavimo funkcija 19gi

Paklaidos:

V= (Ve (X0 < %<4 | ivioi pus,

v, = (Yk - yk)-(de< % < xz) desnioji pus,

vl := augment x ¥

v2:=augment x ¥ - x reik8mes ir paklaidas sujungiaingenn matric,
V1:=csort( vl )

V2:=csor( v2 } - sunSiuojame paklaidas difimo tvarka,

10
0

Vig o
/9/\:: d

J _V20, 1
V%0

d formuojame paieskos koeficientus C pirmajam etapui

N.= 1 pirmame etape ieSkome per dvi Gauso funkcijas @kun),

n:=0.N numeriai,

G(x ©) :=stack R 0 xc),P(1 xc))

Gx.c) :=stack { N xc),G(x 9) jungiame matricag sprendini paieSkos matrig kad gattume ieskoti
sprendinio,

&= genfit(x y,9,6 sprendini paieskos matrica randa koeficientus C,

stdev( Y- ) = 121.9697 gprendinio paklaida,

Z(x) :==S(N,x¢) uzraSome sprendin

Y =2 .. o . L «
k (Xk) sprendinio reikSis glodinimo taskuose,
ISSifruojame C reikSmes:

An(c) := ¢
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Cn(c):= H
\/ 1+ 02
o = An(Cz+ Bn)
B

n

= C3+3F

Sin=C C4+3n)

c,=37.1331 :
0 fono lygis,

c, =-9.9116 .
1 fono pasvirimas,

Q.=augment A BCO) sujungiame rastus parametrusiera matrica ¢ ir pavaizduojame paklaidos

grafiku.

379.4285354.77916.213
| 250.8908376.64276.235

Paklaidrafikas
40
20
Y-y 0
- 20
- 40
300 350 400 450 500

V= (i yk)'[l - (kas< g < de)] sudarome paklaigvektoriy, iSmesdami uzdrausintervah,

v:=augment x vl syjungiame koordindy vektorius su paklaidos vektoriumi,

Y.;=csor(v, 3 sumiSiuojame gautmatricy pagal paklaid stulpel,

Vo1 5.9898

W=l Voo w =| 375.150
d 22.4778 sukuriame papildapC paieskos matricos dal

g:=stack ¢ W sujungiame ank$au gauj paramety matric,

=C .. ..
9 pasvirimo koeficientas lygus 0,
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N.=N + 1padidiname vienatGauso funkcij skatiy,

n:=0.N numeriai,

Glx.c) = stack & x ¢,P(N, x c)) prijungiame nauj paieSkos matrignaujam numeriui,

&x.¢) =stack { N xc),G(x 0)) pateikiame skaiavimui matriey sekagdiam skakiavimo etapui,
&= genfit(x y.9,G) sprendimo komandos,

&0 =S(N,x¢) aproksimuotos funkcijos reikSmkomanda,

Vi Z(Xk) aproksimuotos funkcijos rek&s glodninimo taskuose,
stdev( Y- ) = 16.0613gproksimavimo paklaida,

N =2 trys gauso funkcijos.

Kai N=4
Paklaidgrafikas
10
5
Y-y 0
-5
- 10
300 350 400 450 500

X
stdev( Y- y) =2.7187
o= 11.4126 c, = 3.7145

Kai N=10
Paklaidgrafikas

1
300 350 400 450 500
stdev( Y- y) = 0.2051
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Co= —20.3482 c, = 21.0525

Kai N=16
6 =0.1743 c' =0.2303
Co= 13.5891 c, = 0.5215

Paklaia grafikas

0.9
vy
- 0.5
300 350 400 450 500
"
c,=13.5801 c, =0.5215
¢ =0.2303
Visus eksperimentinius duomenys gaunamejgtictia pavaizduat grafika
500 T T T
400 [ .
Yk -'I
Ynx) [
An , Vo
e / Voo
b 209 A 1
10p ;.’ ® . 7]
o O aad-an d L P ———— I- ----- o
300 350 400 450
e Xmy Xm, Bn, X

500



pavaizduota, kaip atrodo kiekviena Gauso funkcigima spalva, aproksimavimo krefv
raudona spalva, ant jos w¥dzali eksperimentiniai taskai. Juoda linija — odytas pasSalinis
prietaiso fonas.

Y'— eksperimentié kreivé iS eksperimentini taskg,

Y, — aproksimuota kreiy,

u(n, x,,) — atskim Gauso funkcij kreives,

% — Gauso funkcij virsiiniy vietos.

Chrongilee tvarka

0 1 2 3
315.8898| 354.5501 6.8662 | 2168.957
47.1692| 379.4738 30 [1415.0759

88.4208| 377.3295 9.112| 805.6912
7.1214| 341.5258 3.4679 | 24.6968
143.9845| 375.1125 2.8357 408.29
63.7586| 354.9117 2.9614 | 188.8124
2.3904| 325.7374 2.6884 6.4265
56.1372| 379.4082 3.3888 | 190.2381
2.0595| 361.4817 0.8049 1.6576
1.8916| 348.6904 0.8312 1.5723
10 1.5434| 477.2664 2.3189 3.579
11 3.0868 | 397.4294 2.9217 9.0187
12 2.7362| 351.8206 1.5954 4.3652
13 2.6708| 420.5768 | 13.6024| 36.3288
14 4.0068| 374.1934 1.2163 4.8736
15 0.9847| 358.7944 0.3869 0.381
16 1.4227| 386.5037 1.9364 2.755
17 0.5975| 357.3415 0.8184 0.489

Ol |IN[o|a|~h|WIN|[=]|O
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Q1=

Dazndidéjimo tvarka

0 1 2 3

0 2.3904| 325.7374| 2.6884|  6.4265
1 7.1214| 3415258 3.4679| 24.6968
2 1.8916| 348.6904| 0.8312 1.5723
3 2.7362| 351.8206 15954 |  4.3652
4| 315.8898| 354.5501 6.8662 | 2168.957
5| 63.7586| 354.9117| 2.9614| 188.8124
6 0.5975| 357.3415| 0.8184 0.489
7 0.9847| 358.7944|  0.3869 0.381
8 2.0595| 361.4817|  0.8049 1.6576
9 4.0068| 374.1934 12163  4.8736
10| 143.9845| 375.1125| 2.8357|  408.29
11| 88.4208| 377.3295 9.112| 805.6912
12| 56.1372| 379.4082| 3.3888| 190.2381
13| 47.1692] 379.4738 30| 1415.0759
14|  1.4227] 386.5037 1.9364 2.755
15|  3.0868| 397.4294| 2.9217| 9.0187
16| 2.6708| 420.5768| 13.6024| 36.3288
17|  1.5434] 477.2664| 2.3189 3.579
18
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11. ISvados

. Naujai iSbandytu Kvazi- Gauso funkgigplainu apdoroti didelio masyvo eksperimentiniai
duomenys ;

2900 eksperimentiniai duomenys suglodinti 120apueety ( kiekvienoje iS 15 Gauso
funkciju zonmp po keturis kubinio polinomo parametrus) taip, lgaita paklaida nevirSija
matavimo prietaise nurodytos paklaidos;

Realizavus didziausio nuolydzio metoMATHCAD'u, nustatyta iS5 koki konkreiy 17
Gauso funkcij sudaryta eksperimentipduomenmn kreive.
. Program pavyko sudaryti taip, kad Gauso funkcgpektras buvo nustatytas atsizvelgiant

papildomas eksperimentat@salygas.
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