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TVADAS

Matematika nagrin¢ja matematines struktiras, kurias aibése apibrézia sarysiai,
tenkinantys tam tikras reikalavimus (aksiomas). Tarp matematiniy struktiiry tam tikra vieta
uzima tenzorinés stuktiros. Kai kurios i§ jy Zinomos jau nuo 19 a. vidurio. Pvz., Rymanas
nagrinéjo metrines stuktiras, kurias daugdarose apibrézia metrinis tenzorius, nors tenzoriaus
sgvoka jvesta tamprumo teorijoje fiziko Fogto tik 19 a. pabaigoje.

Panasiai fizikoje jau 19 a. buvo naudojami tiesiniai operatoriai, taciau afinorines
struktiros pradétos nagrinéti tik 20 a. po to, kai Rici, Levi, Eusteino darbuose buvo iSvystyta
tenzoriné algebra ir analizé. Kontaktinés struktiiros pradétos nagrinéti nuo 1958 m. [3], o
beveik kontaktiniy metriniy struktiiry teorijos pradininkai yra japonai Sasaki, Hatakeyama,
Tashiro, Tachibana ir kiti [5 - 7]. Beveik kontaktines metrines struktiiras daugdarose apibrézia

afinorius ¢, vektorius &, kovektorius 7 ir metrinis tenzorius g, tenkinantys tam tikras

aksiomas.

1967 m. Kazanés geometrijos mokykloje buvo pradéti nagrinéti beveik kontaktiniy
struktiiry hiperboliniai analogai [13], suteikiant zinomoms ir kiek apibendrintoms beveik
kontaktinéms struktiiroms elipsinio tipo struktiiry vardg. Taigi Kazanéje buvo pradétos
nagrinéti 2 tipy: elipsinio ir hiperbolinio ir 2 raSiy: I ir II raSies beveik kontaktinés metrinés
struktdiros, arba trumpai ((0,5,77, g )-struktﬁros, pabréziant jy bendrasias savybes ir
analogiSkuma.

Véliau japony, indy matematiskai tyringjo atskirus jy atvejus. Pvz., hiperbolinio tipo II
rusies struktliras nagrin¢jo Sato [6] ir pavadino jas parakontaktinémis metrinémis
struktiromis. Elipsinio tipo kai kurias struktiiras nagringjo Tripathi, vadindamas jas ¢ -
struktiiromis, o hiperbolinio tipo strukttiras — Lorenco struktiiromis [8].

Nuo 2001 m. buvo pradéta nagrinéti paraboliniai $iy struktiiry analogai [2]. IStirtas
savybes, pateikti tokiy struktiry pavyzdziai.

Matematikoje labai svarbu taikymai. Todél beveik kontaktiniy metriniy struktiry
teorijos taikymais fizikoje ir kitose matematikos Sakose domisi jvairiy Saliy matematikai.
Pvz., 1982 — 1987 metais buvo tyrinéta Rymano n-matés daugdaros lie¢iamosios
sluoksniuotés hiperpavirsiy struktira, kuri yra beveik kontaktiné metriné struktira [9-12].

Net ir papraSciausiais atvejais, kai bazé¢ yra n-maté Euklido erdve, ar net Euklido
plokStuma, ¢ia yra daug neiSspresty problemy.

Misy darbo tikslas - kompleksiskai istirti elipsinio ir hiperbolinio tipo I ir II rasies
beveik kontaktines metrines struktiiras ((p,f,ﬂ,g) Euklido n-matés erdvés E, lieCiamosios
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sluoksniuotés ~ T(E,) normalizuotuose hiperpavirSiuose ir iSaiskinti $iy hiperpavirsiy
geometring prasme.
Darbo uzdaviniai.
1. Rasti minétg dviejy tipy ir dviejy risiy (go,f,n,g)-struktﬁrq lie¢iamosios
sluoksniuotés T(E, ) normalizuotuose hiperpavirsiuose.
2. Istirti Sios  universalios ((0,5,77, g)-struktﬁros savybes: normaluma,
integruojamuma, kontaktiSkuma, sasakiSkumag ir kt.
3. Isaiskinti tam tikry T(En) hiperpavir$iy turinéiy jdomias savybes, geometring
prasmg¢ bazéje E .
4. Pateikti Euklido plokStumos lie¢iamojo pluosto beveik kontaktiniy metriniy
hiperpavirsiy, turinCiy ((p,.f,r], g)-stmktﬁrq su dominanc¢iomis savybémis,
pavyzdziy ir iSaiskinti jy geometring prasm¢ bazé¢je E, .
Sis darbas pratesia 2010 m. autorés atlikto bakalauro darbo ,,Elipsinio tipo B-erdviy
beveik kontaktiniai metriniai hiperpavirsiai* tyrinéjimus, apibendrina Sio darbo rezultatus kity
tipy ir rasiy (qo,f,n,g)-struktﬁroms ir pritaiko juos lieCiamyjy sluoksniuoCiy pavirSiy

teorijoje.



1. LIECIAJOJI SLUOKSNIUOTE

Apibrézimas 1. Sluoksniuote vadinamas trejetas (X,7,B). Cia X yra bet kuri

n: X — B vadinama sluoksniuotés projekcija, 7 *(b),b e B, — sluoksniu bazés taske b.

Sluoksniuote kartais vadinamas ir procesas 7, ir aibé U;z*l (b) = X.
beB

Apibrézimas 2. Jei bazé yra n-maté diferencijuojamoji daugdara M, o sluoksniu

n?

taske beM, yra to tasko lieciamoji erdvé TM,, ty. projekcija @

T(M,) = UTMb — M, atvaizduoja lieciamaja erdve TM, | taska beM, , tuomet

beM,
sluoksniuoté vadinama lie¢iamaja sluoksniuote, arba lie¢iamuoju pluostu, ir zymima T(M ).

Tarkime, kad x%,g=12,...,n, yra taSko beM,k koordinatés homeomorfizmo h:
M. — Qe R"atzvilgiu. Cia M, — elementarioji n-maté diferencijuojamoji daugdara, Q —
jungioji atviroji realiyjy skaiCiy aibés R n-tojo Dekarto laipsnio sritis. Sakykime, jog
vl =x"" yra lieGiamojo vektoriaus QETMXkoordinatés. Tada 2n dydziy x%,x" yra
lie¢iamosios sluoksniuotés T(M,) tasko Y koordinatés. Projekcija =m lieCiamosios
sluoksniuotés taska Y (x,x""")atvaizduoja j bazés M, taska b(x?). LieCiamosios

sluoksniuotés T(M,) lieCiamasis vektorius \_/F(Vq ,V”+q) taske Y projekcijos m metu
atvaizduojamas j vektoriy \7(Vq) taske x € M, . Vektoriai (O,Vqu ), kurie atvaizduojami j 0,

vadinami vertikaliais vektoriais. Jie yra sluoksniy 7 (b) = TM, lie¢iamieji vektoriai.

r
pq >

Jei bazéje M, apibrézta afinioji sietis I') , tuomet lie¢iamojoje sluoksniuotéje
T(M,) atsiranda horizontalieji vektoriai (vq,v’”q), kuriems galioja lygybé
v =—F3rx”+pvr, p,q,r,..=12,..,n
Kiekviena lie¢iamosios sluoksniuotés T(M,) vektoriy v galima iSskaidyti |
vertikaliosios ir horizontaliosios komponenciy suma:
\7(vq,v”+q)=h\7(v“,—l“grx””’v’)+V\7(0,v”+q +T0X™PV").
Tarp horizontaliyjy ir vertikaliyjy vektoriy egzistuoja bijekcija f:

h\7 q rq n+p,,r f /\7(0 q)
(VI =T X"V )e—— \V



Tarkime, jog sluoksniuotés bazé yra Euklido n-maté erdvé E_, x® yra erdvés tasko M

n?

Dekarto koordinatés ortonormuoto reperio (O, E p) atzvilgiu.

Pq

- {11 JEI p = q,

Metrinio erdvés E, tenzoriaus koordinatés Opq = E, 'Eq =0, = .
0, jei p#a.

Lieciamojoje sluoksniuotéje T(E,)galima nagrinéti jvairias metrikas [1]: Sasaki metrika,

l, O
, paverciancig
0 |1

pilno lifto metrika ir kitas. Mes nagrinésime Sasaki metrika (Gaﬂ)—(
q

I 0
erdve T(E,) 2n-mate euklidine erdve, ir nulinés signatiiros metrikg (Gaﬂ)—[(: }

-1,
pavercianc¢ig lie¢iamaja Euklido erdvés sluoksniuote indekso n psiaudoeuklidine 2n-mate

erdve. Cia | ,— g-matis vienetinis blokas.
Abi Sias metrikas galima nagrinéti kartu, jvedant pazymeéjimg o = +1:

(Gaﬂ)—[lq OJ- (1.1)

0 o
Euklido erdvés E, Kristofelio simboliai '), =0, todél lie¢iamosios sluoksniuotés
T(E,) vektoriy v galima iSreiksti tokia vertikaliosios ir horizontaliosios komponenc¢iy suma:
— h— v—
V(ve, vV (v9,0)+ V(0,v™),

h— /— v
Pasinaudoje bijekcija .V (v9,0)«—— V(O,vq ), vertikaligjg komponente V (0,v""*) pakeite

[ — I —

)=
horizontaliuoju vektoriumi  V(v"™%,0), sudéje vektorius V ir V gausime vektoriy
V =FV)=V+"V , kurio koordinatés yra (Vn+q ,Vq).

0 1
Endomorfizmo F matrica turi pavidalg (Faﬂ): El ;J a B y..=1,2, .., 2n Jei

q
P Il — « . v . , 7 7 . . .
vektoriui V pakeisime Zenklg, tuomet vektorius F(V)='V-"V turés koordinatés

0 |
(—VM,Vq ) o endomorfizmo F matrica turés pavidalg (F“ﬂ): [ | (:J |

q

V¢l abu endomorfizmo F atvejus galima nagrinéti kartu, jvedant simbolj @ ==1:



(Ff)—( ] Iq} (1.2)

Nesunku jrodyti, jog metrikai G (1.1) ir afinoriui F (1.2) galioja salygos:
F/F) =ws], o=%1, F/G, =pF/G,,, p=woc==l (1.3)

(1.3) formulés rodo [1], jog Euklido n-matés erdvés E, lieciamasis pluosStas
T(M, ) yra kompleksiné (a) = —1) arba dviguba (a) = 1) erdvé su A—metrika (p = —1) arba B—
metrika (p =1), kuriy atzvilgiu afinorius F yra kovariantiSkai pastovus. Tokia erdve
vadinama [1] elipsinio tipo (@ = —1) arba hiperbolinio tipo (@ =1) A-erdve (p =-1) arba B—
erdve (p =1).

Vadinasi, | Euklido n-matés erdvés En(xq) lieCiamaja sluoksnuote, arba lie¢iamajj
pluosta, T(E, )(Xq X = Vq) galima Zitiréti kaip j elipsinio (@ = —1) arba hiperbolinio (e = 1)
tipo A—erdve (p=-1) arba B-erdve (p=1), kurios struktiiriniai tenzoriai F/ ir G,, turi
pavidalg (1.1), (1.2) ir tenkina (1.3) salygas.

Taigi lie¢iamojoje sluoksniuotéje T(En) egzistuoja 4 Skirtingos(F,G)-struktﬁros,
kurias jvedus simbolius ®, o, p, nagrinésime kartu. Kitame paragrafe nagrinésime 2n-mates
erdves T(En)(x“), a, B, y,...= 1,2, ..., 2n , hiperpavir$iy, normalizuota normaliniu vektoriumi

n. HiperpavirSiuose indukuojasi jvairiy tipy ir riiSiy beveik kontaktinés metrinés strukttiros

[1].

Muisy tikslas surasti tas struktiiras.



2. T(E,) HIPERPAVIRSIU STRUKTURA

Euklido n-matés erdvés En(xq) lie¢iamojo pluosto T(En)(xq,x’”q) hiperpavir$iy
M., apibréSime iSreikStine lygtimi

X2 = f(x?,x"?) = f(x‘), 2.1)
i j,k,...=12,..2n-1, a,b,...=12,...,n-1, p,q,..=12,3,...,n.

Kadangi x""%yra vektoriaus \»/(vq = x"") taske M(xq)e E, koordinatés, tai (2.1)
lygybé apibrézia kiekviename erdvés E, taSke M (Xq) (n-1)-parametring vektoriy Seimag
(/(Va =x"? V" = f(Xq,X"+a)) Jei iy vektoriy atstovus atidésime Euklido erdvés E taske
M(Xq), ju galai ,,brés* erdvéje E, (n-1)-matj hiperpavirsiy, kurj vadinsime tasko M
indikatrise ir zymésime 1I,, .

Vadinasi, lie¢iamojo pluosto T(En) hiperpavirsiaus MZn_l(Xi) (2.1) geometriné
prasme bazé¢je E, — (n-1)-maciy indikatrisiy 1,, laukas.

Erdvéje T(E, ) egzistuoja (F,G)-struktira (1.1), (1.2), tenkinanti aksiomas (1.3).

Gerai zinoma [1], jog elipsinio arba hiperbolinio tipo A-erdvés (B-erdveés)
hiperpavirsiuje, normalizuotame normalinés vektoriumi n (beveik kontaktiniu vektoriumi,
apibréztu normalés vektoriumi), indukuojasi elipsinio tipo arba hiperbolinio tipo I rasies (Il
rusies) beveik kontaktiné metriné struktiira (go, én, g).

Rasime $ig strukttirg. Euklido n-matés erdvés lie¢iamojo pluosto hiperpavirsiuje (2.1).

a

HiperpavirSiaus lieCiamyjy vektoriy koordinatés B = —-yra tokios:
B, =o, + f,0,,,
Br =57 + f,62, & Bf=5"+ o0, f=00 2.2)
Brirb = 5:+b + fn+b520:1 !

Surasime vektoriy n, statmeng vektoriams Bi. Pazymékime jo koordinates

ﬁ(nl, n%,..n", .., nz”). I§ statmenumo salygos Bi-n =G,,B"n” =0, paémg i=1, 2,3,

..., 2n-1, pritaike (1.1), (2.2) iSraiSkas, gausime lygCiy sistema.
Pvz., kai i = 1, gauname lygtj

G,;B/'n” =G,,B/n' +G,,B/n* +G,B/n’ +G,,B/n* +..+ G,,,,B/"n*" =n’ +of n*" = 0.



Kai i=2,

anpB _ 1.1 1.2 1,3 1.4 2n.2n _ A2 2n _
G,B;n" =G, B;n" +G,B;n” +G,B;n” +G,Bn" +...+ G, 5, B,"'n™" =n” +of ,n™" =0.

Kai i=n,
G,;Byn” =G;,BIn" +G,B/n’ + G, ;B n° +G,BIn* +..+G,,,,B"n*" =n" +of n*" =0.
Kai i=n+1,
GaﬂBr?:lnﬂ = GllBrlHlnl +GlzBrl1+1n2 +G13Br11+1n3 + G14Br11+1n4 +.. 4+ Gypan Brir:lnzn =on" + annzn =0.

Analogiskai gaunamos lygtys, kai i=n+2,....2n-1. Taigi miisy lyg¢iy sistema turi pavidala:

n*+of n* =0, n* = -of,n*",
n® +of,n* =0, n® = —of,n*",
n" +of n®"* =0, & e =—of n*",
n+l 2n n+l 2n
on"" +of ,n"" =0, n"“=—f_,n",
on?"t +O'f2n71n2n -0 n2"t — _fzniann
Normuokime vektoriy n iki g-vienetinio vektoriaus. Jei

fP+rfr++f2 +<7(fnz+l o+ 2 +1)¢ 0, t.y., jei normalinis vektorius n néra izotopinis,

. o T . Ce L
tare, jog N> = o gauname normalinj e-vienetinj vektoriy, kurj ir vél paZzymésime n :

n(f, f, f, .. f, f of of,, -0 )-%,

n+l

(2.3)

k= \/‘ f2+f7+..+f2 +c7(fn2+l +o.+ 2 +1} # 0.

Elipsinio arba hiperbolinio tipo A-erdvés, kurioje p=ow =-1, hiperpaviriuje

elipsinio arba hiperbolinio tipo I ruSies beveik kontaktiné metriné struktiira (¢,§,n,g)

—

indukuojasi normalizuojant hiperpavir§iy normaliniu vektoriumi n, Kkuris yra beveik

kontaktinis vektorius [1]. Tuo tarpu elipsinio arba hiperbolinio tipo B-erdvés, kurioje
p = ow =1, hiperpavirSiaus normalinis vektorius n bendru atveju néra beveik kontaktinis. Jis
tampa tokiu tik tuo atveju, kai vektorius F(ﬁ) yra lie¢iamasis hiperpavirSiaus vektorius, t.y.
kai FfGﬂyn“nﬂ =0. Pritaike (1.1), (1.2) ir (2.3) formules §ig sglyga galima uzraSyti

pavidalu:



fo=ffa+hf+.+f 0, = Z fafia (2.4)

Ateityje laikysime, jog B-erdvés hiperpavirsiui (2.1) galioja (2.4) salyga, t.y. kad ir
Siuo atveju hiperpavirSiaus normalinis vektorius (2.3) yra beveik kontaktinis.

Esant tokiai salygai galima teigti, jog abiejy tipy: A arba B-erdviy hiperpavirSius mes
normalizuosime normaliniu vektoriumi (2.3). HiperpavirSiuose indukuojasi dviejy tipy
(elipsinio ir hiperbolinio) ir dviejy rosiy (I ir II) beveik kontaktiné metriné struktiira
(@,&,17,9), kurios struktiiriniai tenzoriai gaunami i$ sistemos [1]:

F(B)=¢! Bi+mn, F(n)=-¢'Bi gi=GyBy B/ (2.5)

Cia B; — hiperpavirsiaus lie¢Giamieji vektoriai, kuriy koordinatés B* = Z); turi pavidalg (2.2),

on yra normalinis hiperpavirSiaus vektorius (2.3).
Pritaike (1.1) ir (2.2) formules rasime hiperpavirSiuje metrinj tenzoriy g; =G, ;B Bjﬂ .
Pvz.
9,; = G,,BY B/ =G,,B/B} +G,,B;B} +...+ G,,B/B; +...+G,,, ,B;B/"™" +
+G,,B/B; +G,,B B} +...+ G, BB} +...+G,, ;BB +...+

+G,,,B/"B, +G,,,B"B} +...+G,,,B7"B, +...+G,,,,B/"B" =1+ of ’.

2nn

AnalogisSkai randamos kitos metrinio tenzoriaus koordinatés. Metrinio tenzoriaus

matrica yra

1+of > of,f,  off, .. off,  off., .. off,,

of 1, 1+of22 of, f, v of, f, of,f. ., wof,f,
Ofl f3 OfS f2 1+ ()1:32 Of3 fn 0f3 fn+l Of3 f2n—1

(gij)z 2 |

Ofl fn Ofn fZ Ofn fS 1+ Ofn dfn fn+1 dfn f2n—1

of, f,, of .t ofafy o ofaf, O-+O'fn2+1 of i fons

O-fl f2n—l Gon—l fz Gon—l fs Gon—l fn O'f2n+1 fn+l e OF O-fzzn—l

arba jo koordinatés turi pavidalg:
gpj = 5pj +Ofp fj ’ gn+a,n+b = aSab + Oafn+a fn+b ' (26)

Vektoriy n paveike afinoriumi F (1.2), turime vektoriy F(ﬁ), kurio koordinatés
F/n* yra:

10



-~ 1
F(n)(pfn+l pfn+2 pf2n—1 _p fl fn—l fn)'E’ (27)
p=wo ==1.

Gauta vektoriy F(n) isreiskime vektoriais Bi. 1§ (2.2), (2.5, ir (2.7) randame dydzius

i 1
é: (_ pfn+1 _pfm-z _prn—l P~ fl e fn—l)_' (28)

Paveikiame lietiamuosius vektorius Bi afinoriumi F ir gautus vektorius iSreiSkiame
tiesiskai nepriklausomais vektoriais Bi, n. I§ (1.2) israitkos pritaike (1.1), (2.2), (2.3)
formules rasime koeficientus ¢/, 7,.

Tarkime, kad i=1. Tada i§ lygybés F/Bf =¢/B/ +nmn”, kai =1, turime

. f f
F.B =¢,B, + @ B, + ¢ B +..+ @/"'B;, , +mn'. 1§ &ia @] +771?1 =0 arba ¢; = —nl?l.
.y . . b fb
Analogiskai, kai f=2,..,n-1, ¢’ =-n, o

. f ¢
Jel f=n, (01'1+771?n: flco,arba (oln :—771?”4_ fla)_

f. f
Kai g=n+1, o™ +n, 21— k 9 _1,arba ot = n1T+1
n+2 f n+2 fn+26
Kai f=n+2, ¢ +771T_0 arba ¢, = an
fn+bd

Analogigkai, kai f=n+3,..,2n-1, @[ =—p, 2~

Pagaliau, jei B =2n, ¢/ f, + @ f, +.. +¢2”1f2n1+771T0=0.

IS paskutinés lygties randame 7, :

_ f12771 _ f22771 - fn—12771 _ fnz771 rffo+rf  — fraho fn+2771 - fonaTho _9 _
K K K k L nt K K K K ’
B A o f o (o o) = —af £ - £,
7, = (a)fl f, + fn+1)k (a)fl f, + fn+1)
i —f—flo-flo—..—f2X 0o-0 k '

11



fbﬂl n_ _ fn771 +0)f n+b _ 5b _ Ofb+n771 .

k'% K 1P =0 K

Vadinasi, zinome ir ¢ =—

Panasiai randame 7,,...,77, , ., bei (p.,iz,...,(ori]_l:

(a’fz fn + fn+2) _ (wfn—l fn + f2n—1)‘9
yeens nn—l = k

n, =

b _ fbﬂa ,¢2 - _ fn77a +C()fa, ;H—b :5;) _Ofb+n77a ]
k k K

Tarkime, jog i=n. Tada F(én)=¢;§i+nnﬁ. 5 Ca (/)rl]—i-m%zo, arba

f
15 1
¢n nn k
4 : n fn n f n+1 f
Analogiskai ¢, +77n?: f,0, arba ¢, =-n, — " “+fo; o +n, k —O arba
n+1 - _ fn+16
n n k
. f f . .
Pagaliau > +7, 2”T‘lgzo, arba @'t =-— nz"T‘lg. Jei  sulyginsime

paskutinigsias lygiy vektoriy koordinates, gausime lygybe

(an +¢nf +.. +¢2n1f2n_1+77n70=1_
I$ Sios lygties randame 7, :
— f1277n _ f2277n - = fn—1277n _ fnznn + fnza)_ fn2+177n fn+2771 - = f22n—177no-_077n :1,
k k k K K K K K
’7?“(— f2 2 £ =2 20— f20—— T2 ,0-0)=1- 0,

B (1 wf2)< _(a)fnz—l)s
T %t —ff—flo—flo—. 12 o-0 Kk

Jrade 8ig 7, reik§me j ¢! iSraiska, randame

b _ fbnn n_ fnnn

of .t
= = n+b _ _ Zben'/n
¢n k 1 n k

—+aof, 0" = "

Toliau imame i=n+1. Sulyging lygiy vektoriy F(§n+l): ¢;+1§i +77n+1F1 pirmasias

A
K

f
1 1
=w, arba Py =O =Ty~

koordinates, gauname lygybe ¢!, +7, ., ”

12



. o : f
Sulyging  likusias  koordinates,  gauname ¢, +7,., ?" =f ,o, arba

f e 1 f. . fn0
Pt = _77n+1?n+ foa0,. PanaSiai @ +17,,, —"— k =0, arba o =-77,, n|+( 1o
2n-1 fona0 —0. arba 02" = fyi0
Prn tT1ha =0, arba P = Tha k .

I§ paskutiniy koordinaciy lygybés ¢ f +@2 f,+..+@ ", +n ., ? =0

randame 7, ., :

f 2 f 2 f 2
a)fl _ 1 M _ 2 M - = n-1 Thaa +a)fn+1 fn _
k k k
_ fnznml fn+177n+10 _ f22r17177n+10 _ Ol h1 =0
k k k kK
D (7 A 1] H o~ 10— £ o0 )= ot ~af,, T,
_ (_ a)f a)fn+1 fn )k _ (a)fl + a)fn+1 fn )‘9
T =42 g2 _f2 _f2 25 f2o-.-f2o-0 k '
Analogiskai gauname, jog
Ty = olfy + funfde | 53 o1
k
Hiperpavirsiuje M,, ,(x' )<= T(E, Yx*) (2.1) gavome kovektoriy
mlohf+t, ohf+t, . o f+t a1 oh+off . of +oh,,f n) (2.9)

Irase n; reikSmes | auk$¢iau gautas ¢, iSraiskas, randame

f
= of _ﬂ’ (DI’H-b — _Ofn+b77n+a .

n+a k n+a k

b b
= wo, — 1 Fhta
Pna a K %

Hiperpavirsiuje MancT( ) (2.1) gauto afinoriaus ¢, vektoriaus & (2.8),

kovektoriaus #; (2.9) ir metrinio tenzoriaus gi; (2.6) koordinates suraSome kompaktiskai |

vieng (2.10) forma:
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b__fbna n:_fnna

n+b 5b _ fb+n77ao-
— Ya

= , Qa +af,, @, ,
Pa K ® K %4 K
fon n of .l
b b’/n n n'/n n+b b+n"/n
= Q) =— +aof,, 0" =——"",
Pn K Q K ® K
b b b77n+a n fnnn+a n+b O|n+b77n+a '
— (()5 y h+a = (UfnJra -, hta — — ;
€0n+a a k k ¢ k
a 1% n 1% n+a fa .
:——f y =—, = -, 210
¢ (€ =106 ” (2.10)

(a)fn2 _1)5 n _ (fn+b fn + fb)‘%o .
k ' In+b k !

gpj = 5pj +Ofp fj ) gn+a,n+b = asab + dfn+a fn+b ’

a,brc..=12..,n-1,1,j,.=12,...,2n-1, p,q,...=1,2,...,Nn.

Irodysime, jog tenzoriai ¢,&,n,9 (2.10) tenkina salygas:

1) ¢lof =ws! + &y,

2) ¢ijfi =0,
3) ¢ln; =0, (2.11)
4) fiﬂi =—w,

5) ¢ijgjk = O = PP

6) gijfj =—pen,, o=11, p=wo ==%1, ¢ =41,

t.y. priklausomai nuo @, o, p Zenkly, apibrézia hiperpavirsiuvje M,, , < T(E,) elipsinio arba

hiperbolinio tipo I arba II r@iSies beveik kontakting metrine struktiirg [1].

1. Irodysime, jog ¢'p; =—6 + & n,. Pastebime, kad

—6/B" =-B/ =-6/B] =-6/B/ .

» Paveike (2.5); lygybe afinoriumi F, gauname, kad

FiF/B" =¢/p{B] +9/nC" —n¢'B] =B/,

wS. B =l p!B] +¢n,C" —n,EB] = 5B

Kadangi vektoriai Biirn yra tiesiSkai nepriklausomi, galima sulyginti koeficientus prie B/ :

Pl o} = ws! +m;E".
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Koeficientai prie n’ taip pat turi biti lygiis: o7, =0. Analogiskai jrodoma, kad ;¢* =0. <
1. Jrodysime, jog &', =

» Cia turime skirti du atvejus.

1) Jei p=-1,tuomet p=wo =>-1, o =—w. Kadangi &*° —% . 5”:_?1,
2
§n+a Z—E,O n, = (a)f f + fn+a) 1, = (wfn +1)5’ Moy = (a)fn+b n ) tai
k k k k
i:kiz(a)z fa n n+a+zfn+a n+a a)f +1- COZ fa fa a)z fn a n+a]
& o) &
== fof +f2(+> f f  +1|—= ff +f2+0(f f . +1))=
kz[ a HJ g n+a " n+a JG kzo_( a ' a n G( n+a " n+a ))
. . a 1 I
1) Jei p=1, tuomet o=w=x1. Tuo atveju, ¢& :_Ef“*a’ & =

fo . . .
EME = —?a, ir galioja (2.4) formule. IS ¢ia

&
L2

k

(—COZ fa n n+a mea n+a+a)f2_1 a)z fafa a)z fn a n+aj
=k2 _ZG)Z(fafm—a z b n+b +a)z a n+a Z b n+b -1- me-a n+a COZf :|

b

B kiz _Z(fma fn+a)—1_a)z fa fa _(Ofnz:| B _kaz)g [f12 +..t fn2 +a)(fn2+l Tt f22” -1 +l)]:

= ka)g[f +.. +f2+a(fn+1+ +f2nl+1)]:—

Taigi abiem atvejais &'n, = - . <

2. Toliau jrodysime (2.11)s5 formulg.

» Zinome, jog FfG/,y = prGﬁa, p =wo =*1. Taip pat Zinoma, jog g; = GaﬁBi"Bjﬂ,
G,,B7n” =0,nes Bi Ln.I5(2.5); ¢/BY = F/Bf —;,n®, todel
o =99, =9'G,,BB =G, B/ (F*B/ —n“)=G,,B/F B/ -G, ,B/nn" =

= G, FiBB] = GBI (plB +7," )= 06, B/ g\B" +0G,,BIm " = pUuk = P, .

3. Liko jrodyti, kad g;&’ =—pen; .

» Tarkime, jog i =1. Tuomet
15



gl]§J = [(1+O'f X o +0f1fz(_pfn+2)+'"+0f1fn71( Ao 1)+0f1fnp+of1fn+1( f)]+

1 1
+E[Of1 fn+2(_ f2)"'---"’Odf1 f2n—1(_ fn—l)]:E[ Pl = pof oy —apf, £, f, = —opf, f2n—1]+
1 ) 1
+E[pr1 f,—of "t —of f,f ,—..—of f,, fn—1]= E[_ owf - a)fl(fl fogt+tf -1 )]_

1 1
_E[Ofl(fl fn+1 + 1:2 fn+2 +ot f2n—1 fn—l)] k |: pfn+l of {Z fa n+a fn}_aflz fa fn+a }

a

Vel skiriami 2 atvejai:
. Jei p=wo=-1,tada w=—0, todél g,,&’ = %(fn+1 +af, )= ey,

I. Jei p=wo =1, tuomet o= o, iri§ (2.4) formulés
gljgj = ( —of Zfafmaj 1 f+1_a)f1fn)=_‘c’771'

Abiem atvejais gljfj =—pen,. Analogiskai jrodoma, jog tuo atveju, kai

i=23..2n-1 g,;&' =—pen,. <

Irodéme, jog tenzoriai ¢, & 7, g (2. 10) tenkina (¢,§,77,g)-struktﬁros aksiomas
(2.11). Tuo budu teisingas toks teiginys.

Teorema 1. Euklido n-matés erdvés E,(x) lieciamosios sluoksnuotés T(E,)
hiperpavirsiuje (2.1), normalizuotame & -vienetiniu normaliniu vektoriumi (2.3), indukuojasi
elipsinio (w=-1) arba hiperbolinio(w=1) tipo | (p=-1)arba Il(p=1) risies beveik
kontaktiné metriné struktiira (qo, &, g) (2.10).

Kitame paragrafe nagrinésime apibendrintosios ((p,f,n,g)-struktﬁros (2.10) erdves
T(En) hiperpavirSivose Mzn; (2.1) savybes ir iSaiskinsime beveik kontaktiniy metriniy

hiperpavirSiy geometring prasme bazeje Ey,.
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3. BEVEIK KONTAKTINIU METRINIU ERDVES T(E, )
HIPERPAVIRSIU SAVYBES IR GEOMETRINE PRASME

IStirsime ((p, &, g)-struktﬁros (2.10) savybes.
IS Gauso lygc¢iy [1]: GiBf’—Fi;‘Bk“ =h;n“ ir (2.2), (2.3) idraiSky iSplaukia, jog
hiperpavirsiaus M, , < T(E, ) asimptotinis tenzorius

—f. .

hij =ai|3j2n n¥o = ; g, k=1/|M|,g=sgn(M), f. =%, (3.1)

0 metrinio tenzoriaus g; (2.10), Kristofelio simboliai

p fp fij n+a Gfma fij
Fij = M ’ r'] = T1 (3'2)

M=g-k*=f>+f+.+f? Jra(fnz+1 +ot f22n_1+1),
p=L12,..,n1i,j,..=12,..,2n-1,a,b,..=12,..,n-1

Apibrézimas 1. Afinoriné¢ struktiira vadinama integruojamaja, jei afinoriaus

Nijenhuis‘o tenzorius N lygus O:
Nil; :q’ilaﬁp;( _(D;a#’ik - §0|k (a#”; _aj(DiI ): 0. (3.3)
Zinoma [1], jog elipsinio (hiperbolinio) tipo I rasies (¢,§,n,g)-stmktﬁra elipsinio
(hiperbolinio) tipo A-erdvés hiperpavirSiuje yra integruojamoji tada ir tik tada, kai galioja
viena i$ ekvivalenciy salygy:
1) h; +wlhg, +hz —Agn,)=0; (3.4)
2) hik¢:'< +a)77i¢;'<hk =0,
w=11h =h & 1=-w-hE =-ah, £EX
Elipsinio (hiperbolinio) tipo II rasies (¢,§,77, g)-struktﬁra elipsinio (hiperbolinio) tipo
B-erdvés hiperpavirSiuje yra integruojamoji tada ir tik tada, kai galioja viena i§ ekvivalenciy
lygybiy [1]:
1) hij(”kj - hkj ¢’ij +on,ph, —oneih, =0; (3.5)

2) hij :w(oiehek(”;( +w/177i77j _a)hinj _a)hjni'

Apibrézimas 2. Beveik kontaktiné metriné stuktiira vadinama normaligja, jei lygus

nuliui tenzorius S; :
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SK=NK+&(0m,—0,m,)=0. (3.6)
Beveik kontaktinés metrinés struktiiros A-erdvés (B-erdvés) hiperpavirSiuje
normalumas (3.6) ekvivalentus kiekvienai i$ lygybiy [1]:
1) Vin; —pVn, =0,
2) hyp! = phyo! =0, p=-1(+1). 3.7)
Cia V - kovariantinio diferencijavimo Zenklas, ty. V,n =0, —T)n i =T, yra
metrikos g Kristofelio simboliai.

Apibrézimas 3. Kovektorius # ((¢,&,7,g)-struktiira) vadinamas (vadinama)

kontaktiniu (kontaktine), jei 7 yra auks¢iausio rango kovektorius:

nadna..andn=0. (3.8)

1
Cia d — iSorinio diferencijavimo simbolis, A — iorinés daugybos simbolis.
Apibrézimas 4. 1-forma s vadinama uzdara, jei jos iSorinis diferencialas lygus 0:
Vin,=Vn,=0n;-0;n,=0, (3.9
t.y. jei kovektorius # yra gradientas.
Apibrézimas 5. Elipsinio arba hiperbolinio tipo | rusies ((p,cf,n, g)-struktﬁra (p=-1)
vadinama kontaktine metrine, arba beveik Sasakio struktiira, jei
Vin, —Vn, =2ap;, a=const £0, ¢; = (pikgkj =—Qji (3.10)
ir Sasakio struktiira, jei ji yra dar ir normalioji.
Atsizvelgiant i (3.7); formule, A-erdvés hiperpavirSiuje SasakiSkumas apibréziamas

lygybe

Vi, =ag;,a=const£0, g, =—¢ (3.11)

i
Kai p=-1, i§ (3.6), (3.7) ir (3.4) matome, jog abiejy tipy I risies ((p,f,n, g)-struktﬁra yra
normalioji ir integruojamoji kartu tada ir tik tada, kai galioja viena i§ ekvivalenciy salygy:

1) Vin; =0;

2) hy =—wlinn;; (3.12)

3) ho =0,4=—ah,EE .

Apibrézimas 6. Jei kovektoriui  galioja lygybé
Vin, +V;n, =0, (3.13)

vektorius ;5 vadinamas Kilingo vektoriumi.

Apibrézimas 7. Elipsinio arba hiperbolinio tipo Il rasies (@, &,7, g)-struktira (p =1)

vadinama parakontaktine metrine, arba beveik para-Sasakio, jei
18



Vi, +Vm =2ag,, a=const£0, g, =@, (3.14)
ir specialia parakontaktine metrine struktiira, arba para-Sasakio struktiira, jei
Vin, =ag;, a=const =0, ¢; =@;. (3.15)
Kai p=1, i (3.3), bei (3.7) formuliy i$plaukia, jog II risies normalioji (p,&,7,9)-
struktiira yra kartu ir integruojamoji. Taciau ji néra kontaktiné, nes 1-forma # yra uzdara
(dn = O). D¢l tos priezasties II rasies ((p, én, g)-struktﬁros, tenkinancios (3.15), (3.14)
salygas, vadinamos para-kontaktinémis strukttiromis.
Jau minéjome, jog lie¢iamosios sluoksniuotés T(En) hiperpavirsius M., , (x"), kurio
iSreikstiné lygtis yra
x> = f(x?,x"®), a=12,..n-1 p=123,..,n,
turi tokia geometring prasme bazéje E, .

Kiekviename euklidinés n-matés erdves E, taske M, (x{) (koordinatés duotos

n
ortonormuoto reperio R :(O,Ep) atzvilgiu) panagrinékime (n—l)-parametrine; vektoriy
V{Vp} Seima:

vt = f(xo",va).

Jei jy atstovus atidésime nuo tasko M, tuomet atstovy galai euklidingje erdvéje E,
,,Dres (n —1)-matj pavirSiy Iy, , kuris vadinamas tasko M, indikatrise. Indikatrisés lygtis
reperio R atzvilgiu yra

X" —x0 = f(xf,X*=x2). (3.16)

Reperio R, = (MO,E p) atzvilgiu indikatrisés lygtis bus

y" = f(xg’,ya). (3.17)
Cia y” yra kintamo indikatrisés tafko N koordinatés reperio R, atzvilgiu, 0 X ° - to tagko
koordinatés reperio R atzvilgiu.

Tarp hiperpaviriiy M,,, cT(E,) (2.1) ir indikatrisiy lauky (3.16) pobiidzio
egzistuoja priklausomybé. Tolesnis miasy tikslas klasifikuoti tuos laukus beveik kontaktiniy
metriniy struktiiry teorijos poziiriu.

Nustatysime, kokius indikatrisiy laukus apibrézia normalieji, integruojamieji,
kontaktiniai ir kitokie visy rsiy ir tipy beveik kontaktiniai metriniai erdvés T(E,)

hiperpavirsiai M, ,(2.1).
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Kadangi bendru atveju sunku pastebéti indikatrisiy lauky pobudj, tirsime atskirus
hiperpavirsiy atvejus.
1. Panagrinékime lieCiamosios sluoksniuotés T(En) hiperplokstuma IT, ,, apibrézta
iSreikstine lygtimi
X" = Ax'+A, A A = const. (3.18)
HiperplokStumai f, = A = const,, taigi f; =0 ir h; =0. Lygybés (3.4), (3.5), (3.7),
(3.9), (3.12), (3.13) yra homogeninés f; atzvilgiu, todél jos virsta tapatybémis. D¢l tos pacios
priezasties nelygybé (3.8) negali buti teisinga. Kadangi rang(goij):Zn—Z, tai matricos
((pij = (pikgkj) rangas taip pat lygus 2n-2, t.y. bitiesinés formos koeficientai ¢; negali buti visi

lygts 0. Vadinasi, lygybés (3.10), (3.11), (3.14), (3.15) negalimos.

Hiperplokstumag (3.18) atitinkantis indikatrisiy laukas | apibréziamas reperio

M (x?)
R = (0, E: Jatzvilgiu Iygtimi
X"—x0 = AXP+A (X2 —x*)+A, (3.19)
o reperio Ry, = (M, E: Jatzvilgiu lygtimi
y'=AXP+ ALY A
Matome, jog hiperplok§tumos TT,, , (x') CT(En) (3.18) geometriné prasmé bazéje
E, yra Euklido n-matés erdvés E hiperplokstumy P, , (3.19) laukas.
Sios hiperplokstumos turi ta patj normalinj vektoriy a{AM1 ,—1} bazés {E.} atzvilgiu,
todél yra lygiagrecios. Tuo buidu jrodytas toks teiginys.
Teorema 2. Lieciamosios sluoksniuotés T(En) hiperplokstumoje (3.18) indukuojasi
normalioji, integruojamoji, nekontaktiné ((p,f,n,g)-struktﬁra (2.10). 1-forma n yra uzdara,
kovektorius 7, yra gradientas, vektorius E yra Kilingo vektorius.

Si struktira negali biiti nei beveik Sasakio, nei beveik para-Sasakio struktiira.
Hiperplokstumos 11, , CT(En) (3.19) geometriné prasmé bazéje E, — lygiagreciy
hiperplokstumy P, , (3.19) laukas.

Idomus atvejis, kai A; =0, t.y. hiperpavirsiaus M, lygtis yra x*" = A x"® + A,
o ji atitinkantis indikatrisiy laukas bazéje E, reperio (M ,Ei) atzvilgiu apibréziama lygtimi

Y = ALY A
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Siuo atveju sakysime, jog indikatrisés kiekviename taske M (x”)yra ,,vienodos®.
Indikatrisiy lauko lygtis reperio R atzvilgiu yra
X"—x"=A,,(X*=x)+ A
I8 Sios lygties matome, jog tasko Ml(xlp) indikatris¢ 1, @ X" —x'= A, (X 7 - Xf)

+A  pereina | tasko Mz(xzp) indikatrisg 1y, @ X"-x7=A,, (X fa _ X;_“) atliekant

lygiagretyjj postim] vektoriumi M,M, {sz - Xl”}.
2. Panagrinékime elipsinio (@ = —1) arba hiperbolinio (o =1) tipo A-erdvés (p = -1)
T(E, ) hipersferg S, ,, kurios neisreiksting lygtis yra
(F () +.+(xf +al(x”+l)2 e +(x2")2J: c#0.
Kai o =-1, ¢ =0, turime indekso n kiigj; kai o =1, ¢ =0— taska O.
Funkcijos x*" = f(xi) apibrézimo sritis nusakoma §ia nelygybe:
(in )2 = cf-c—a(xl)2 - —a(x“)2 —(x””)2 - _(in_1)2 > 0.
D¢l patogumo tirsime puse sferos, kurios isreikstine lygtis yra
x*" = \/a~c—a(x1)2 —mo(Xf = (x-S (3.20)

Nesunku rasti $ios funkcijos dalines i§vestines:

—o-XxP —x"a 08,7 —xPxd
fp = f ' fn+a = f ! qu = f3 !
_5::;)1:2 _Xn+aXn+b _O_.prn+a
fn+a,n+b = fg ’ p,n+a = fg

I8 ¢ia ir (2.10)4 iSraiSkos matome, jog f; = % g; > 0 18 (3.2) formulés

hy=u-0;, =2 = const = 0.
Vel
Jrodysime, jog elipsinio arba hiperbolinio tipo A-erdvés hipersfera (3.20) turi
normaligjg elipsinio arba hiperbolinio I riSies (go, &, g)-struktﬁrq (2.10).
» Kadangi A-erdvés atveju p =—1, tai
hu(”kj _mkj¢ij = hij¢’kj + hkj("ij = /“gij¢kj +,ngj(Pij = /u(gij¢kj + gkj¢ij ): ,u(¢ki +¢ik): 0.
Cia mes pasireméme tenzoriaus @; antisimetriSkumu (2.11)s. I8 (3.7), formulés iplaukia

struktiros normalumas. |

Si struktiira néra integruojamoji, nes netenkina integruojamumo salygos (3.4),.
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> 0ol +onelh gt = 19,0} + om0 19,8 = tlp; + o9 E° )= upy #0,nes
rang(goij )= 2n-2. <
ISaiSkinsime hipersferos S, ;, < T(En) (3.20) geometring prasme¢ bazéje E, .
Indikatrisés |I,, kiekviename euklidinés erdves E, taske M (xP) apibréZiamas neisreikstine
lygtimi reperio (M ,Ei) atzvilgiu:
(yl)2 +(y2)2 +...+(y”)2 = ac—a(xl)2 —a(x2)2 —...—a(x”)z.
Galimi du atvejai:
1. Jei o =1, c=r?, indikatrisés egzistuoja hiperrutulio
(xl)2 +...+(x“)2 =r’ (3.21)

vidiniuose taskuose. Jos yra bazés E_. hipersferos S ,. Hipersfery S'na

n

2 2 . . . . . .
(Xl) +...+(X”) =t =const < r® tagkuose M (t) indikatrisés Iv »vienodos® hipersferos,

kuriy centrai yra taskai M €S',, o spinduliai lygiis vr? —t*. Koordina¢iy pradzios O
indikatris¢ |, turi didziausig spindulj r. TaSkui M artéjant prie sferos (3.21), indikatrisiy
spinduliai artéja j 0.

2. Tarkime, jog o=-1, ty. metrika lieCiamojoje sluoksniuotéje yra nulinés
signatiiros pseudoeuklidiné metrika.

a) Jei c<0, indikatrisés egzistuoja visuose erdvés E  taSkuose ir yra bazés

n

E, hipersferos S, ;.

b) Jei c=r?>0, indikatrisés egzistuoja hiperrutulio (3.21) iSorés taskuose;
indikatrisé taske M yra hipersfera, kurios centras taske M, o0 spindulys lygus \/W , Cla
u=OM . Hipersfery S!,: (Xl)2 +ont (x” )2 =u? taskuose visos indikatrisés ,,vienodos*.

TasSkui M artéjant prie sferos (3.21), indikatrisiy spinduliai artéja i 0.
Teorema 3. Euklido n-mateés erdvés E, lieciamosios sluoksniuotés T(E, ) hipersfera
S,.1 (3.20) turi normaligjq, neintegruojamgjq elipsinio (a): —1) arba hiperbolinio (a):l)
tipo I risies (pz—l) ((p,f,n,g)-stmktﬁrq (2.10). Hipersferos S, , geometriné prasmé
bazéje E,— hipersfery S, , laukas.
3. Panagrinékime elipsinio (w=-1) arba hiperbolinio (w=1) tipo B-erdvés

(p=1) T(E,) tenzoriy F,, = F/G, . Jo matrica turi pavidala

22



0 1
(F,,)= [pl 0 j =1 (3.22)

Cia (I n) yra n-tos eilés vienetiné matrica, o (0)- n-tos eilés nulin¢ matrica. Matrica (3.22) yra
simetring, nei$sigimusi, todél gali biiti nauju metriniu lieCiamosios sluoksniuotés T(En)
tenzoriumi.

Izotropinis kiigis $ios metrikos atzvilgiu, apibréZiamos neisreikstine lygtimi

XXM L XTI XX =0,

arba iSreiksStine lygtimi

1., n+1 n-1,,2n-1
XX T —..—X "X
x2" = . , X" 0. (3.23)
X

ISaiskinsime lie¢iamojo pluosto T(En) hiperpavirSiaus (3.23) geometring prasme
bazéje E,. Bet kurio tasko M (x”)indikatris¢ |,, yra hiperplokstuma, Kurios lygtis reperio

(M ,Ei ) atzvilgiu yra:

n-1,,n-1

YAy 1y =0 . (3.24)
Kiekvieno euklidinés erdvés E, tasko M indikatrisé I,, eina per taska M ir statmena
vektoriui W{x"}{éi} :
Istirsime kuigio (3.23) savybes.

Nesunku surasti funkcijos (3.23) dalines iSvestines:

n+a Xan+l +.+ Xn—1X2n—1 _ Xb

f = Cf o= ()'(n)z n = (3.25)
n-1

Kadangi f, :Z:fa f,.., tal Siam pavirSiui galime taikytis visas 2§ formules.

a=1

Apskaiciuojame funkcijos (3.23) antros eilés iSvestines:

1 n+a
fao =0, fupy =087 b, fopy ==, f, = ();n)z ,
_ 1, n+l n-1,,2n-1 b
fn,n = 2(X X E;(n);,i_x X )’ fn+b,n :(XXT)zi fn+a,n+b :O' (326)

Irodysime, jog hiperpavirSius (3.23) turi normaligja elipsinio (a)=—1) arba

hiperbolinio (a) :1) tipo II rusies (p :1) (go,(f,n, g)-struktﬁrq (2.10). Pasinaudosime
normalumo salyga (3.7), . Kadangi h; = —E f;, uztenka parodyti, jog f; Pl — fy @) =0.

»Tegul i =a, k =b = a. Pritaike (2.10)1, (3.25), (3.26) formules, gauname, jog
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n n+a n+a n+ X" = fn aof fn + fn+ e + of
fan(Db + fa,n+a¢b - fbn¢b - fb,n+b¢a b= (Xn)z { ( : k2 b) b}+

{ij[ofmag(wfb - fn+b)_1} b {_ f (af, f, + fn+a)g+a)fa}+in-
X

X" k2 - (Xn)z k2

O'f f f f n+a n+b
|:_ n+bg(wkaz n n+a) +li| - (X);)Z k2 [_gfnza)fb _gfn fn+b + a)fb]_ (X);)Zkz .
[_‘c’fnza)fa _‘gfn fn+a + a)fa]—i_xn—iz[w}fn fb fn+a + Ofn+a fn+b _m)fn fa 1:n+b _Ofm-a fn+b]=

Xn+a , — Xn+b Xn+ag _ Xb Xn+b ) _ Xn+a Xn+b8 _—
— S af 2. - f.—— 4 aof - + f .
(" fie? efee Xt e fee ') (e fie

et o (ff . —ff )=

b "n+a a

— n (_Xn+bxa +Xn+axb)+

& gowf
— :;1 (_ Xn+bXa+Xn+a b) . n ( n+b,,a Xn+axb)_
(x“ k? (x”) k?
an n+b,a n+a., b n+b,a n+a,b
=( 32(—x X5+ XX+ XX =X x):O <
x”) k

Analogiskai jrodoma, Kai i, k jgyja kitas reikSmes.

I8 (3.3), (3.9), (3.7)1 ir (3.8) formuliy iSplaukia, jog $i struktira yra integruojamoji,
kovektorius 7 yra gradientas, todél strukttira néra kontaktiné.

Teorema 4. Euklido n-matés erdvés lieciamojo pluosto izotropinis kiigis (3.23)
(metrikos F,, =F/G,, atzvilgiu) turi normaligjq, integruojamqjq, nekontakting elipsinio
(w=-1) arba hiperbolinio (w=1) tipo II risies (p=1) (p,&7n,9)-struktiarg (2.10).
Indikatrisiy laukas (M , IM) sudarytas is bazes hiperplokstumy, statmeny vektoriui OM ir

einanciy per taskq M.
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4. EUKLIDO PLOKSTUMOS LIECIAMOJO PLUOSTO
HIPERPAVIRSIU STRUKTUROS SAVYBES IR
GEOMETRINE PRASME

Nagrinésime Euklido plokstumg E,, kurioje apibrézta staciakampé Dekarto

koordinaciy sistema R = (O,i,i). Tasko M e E, koordinates reperio R atzvilgiu, zymésime

—

x',x? | vektoriaus V taske M koordinates bazés {i j} atzvilgiu — x3,x*. Tuomet Euklido

plokstumos lie¢iamojo pluosto T(E, )taskas Y turés koordinates (xl, X%, x°, X4). Hiperpavirsiy
M,cT (E2 ) apibrésime isreikStine lygtimi
x* = f(xl,xz,x3). (4.1)
Ankstesniy paragrafy formulés liks teisingos ir $iuo atveju, tik jos bus paprastesnés,
nes ¢ia n=2, a,b,...=1, n+a,..=3, ..=123,p,q,...=12. Pvz., (2.4) lygybe jgauna
pavidalg f, = f f,.
Pagal teoremg 1 lieCiamosios sluoksniuotés T(Eg) hiperpavirS§iuje M (Xl, x?, X3),
normalizuotame ¢ -vienetiniu normaliniu vektoriumi

a(f, f, of, —o-)-%,k=,/|M|,M=f12+f22+a(f32+1),

e=sgn(M),c==+1f = %,i=1,2,3,

(4.2)

indukuojasi elipsinio arba hiperbolinio tipo I arba II rusies ((p, &, g)-struktﬁra (2.10), kurios

struktiiriniai tenzoriai dabar turi pavidala

- fof,f,+1,) —f,(cf,f,+1f,)+oM, M-f(aff,+f)o
( ij):M —f(a) = ) —fz(a)zz—l)-l-a)Mf2 —o‘f3(a)22—1) :
M —af,(f,f,+ f,) —af,(f,f, + f)+eoMf, —of,a(f,f,+f)

i 1 £
E(-tp p —fl)E, n (ot f,+f of?-1 a)f2f3+a)fl)E, (4.3)

1+of2  of,f, of,f,
(gij): Gfle 1+O'f22 szfa '
of f, of,f, o+of]
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k= |M|,M = f12 + f22 +a(f32 +1),0=J_rl,a)=ir1,p=a)0'=J_r1,g=J_r1.

HiperpavirSiaus M, cT(Ez) (4.1) geometriné prasmé bazéje E, — kreiviy |,
laukas. Kiekviename Euklido plok§tumos taske M, kurio koordinatés reperio R = (O,i,])
atzvilgiu yra Xj,X;, indikatrisés 1, lygtis yra X?-x = f(xé,xg,Xl —Xé). Reperio
R, :(Mo,i,i) atzvilgiu tos kreivés lygtis yra y° = f(x(l),xg,yl). Cia x*, x¥* — kintamo
indikatrisés lp taSko N koordinatés reperio R atzvilgiu, yl, y2 — tasko N koordinatés reperio

Ro atzvilgiu.

Pirmajame paveiksle pateiktas Euklido plokStumoje indikatrisiy laukas, kurj apibrézia
“ v . . . . . v 4 3 2 1.,2 . .. . .
lie¢iamosios sluoksniuotés T(Ez) hiperpavirsius X" = (X ) In(X X ) Indikatrisiy egzistavimo

sritis: x*x* > 0. Indikatrisés yra parabolés, kurios hiperbolés x'x* =c = const taskuose yra

,,vienodos*.

1 pav.
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Tirsime ((p,f,n,g)-struktﬁros (4.3) savybes. Tam tikslui randame kovektoriaus 7
kovariantines iSvestines V;n; = 0,7, —Fi;‘nk. Panaudoje (4.3); ir (3.2) iSraiSkas, kai n=2,
a,b,..=1 p,q,..=121i, ] =1 2,3, apskai¢iuojame

of ,
M

f,f.
(f, f, + )+ ;/IJ -E(a}f; ~1)+

f.f. ¢
k 1%
Lin = MJ.E

f.
- k—g(a)ff +f fy v — f, 4+ ph, £2 4+ pf ).

Irodysime, jog skliaustuose esantis reiskinys lygus Maf,.
» Skiriame du atvejus.
l. Tarkime, jog p =-1, tuomet wo =—1. Tuomet
W+ ffvaff —f,— 12— f,f, = folf? + 12 —af? — o)= of,M.
. Jei p=1,tuomet f, =1 f,, wo =115 Cia
A2+ ffvafl =, + £, 82+ 1,6, = Lo(f? + £2 +of 2+ ow)= af,M. <
aof, ;M of,

Taigi Fi;‘;;k - — :( i

Dabar galime rasti tenzoriy Vi, =0,n; — l"i;‘ M-

)& _ a)f2 fll _

Vi, = %(wfnf2 +aof, fpy + F3)M —(af, f, + T, 2 =
= %[(a)fl fp+ fu )M —(af, £, + F, N, f, + F, ,y +0f, £, )],

v, =%[(a)f1 fp+ fup )M —(af, f, + £, )(F,Fpp + f, F,y +of, £, )],

V., =%[(a)f1f23 + F )M — (af, f, + £, X(F, i+ £, Fpp + of, 0],

v, :%[a)fz FuM — (= af 2 ) £,y + F, Fp + of, £,

v, =k—i[a)f2 £,,M — (L= f 2 (F, .y + T, T,y +0F, T,

V.1, =%[wa £, M = (L= af 2 ), Fu+ T, T+ of s 5],

Vi, = %[(fs fp 4+ f M —(F, fy + X, fu+ F, 0 +0f, £5)],

VZUS :%[(f3 f22 + fl?_)M _(f2 f3 + fl)(fl f12 + f2 f22 +O{3 f23)]’
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v3773 :%[(f?) f23 + flS)M _(fZ f3 + lefl f13 + f2 f23 +Of3 f33)]'

Trumpai Sias iSraiSkas galima uZzraSyti pavidalu:

& 1
Vi, :_3{(@](1 fy + fy )M __77:{Mi:|’
k 2
& 1,
vin, :F af, f,M _EﬂzMi ) (4.4)

Vin, :%{(fs f2i + fli)M _gﬂéMi} =123,

M, =2—Mi,77i/ =n, -k, k=vM, M= f2+f)+of/ +o,6=sgn M =+1.
X

Kai n =2, kovektorius 7 kontaktiskumo salyga (3.8) igyja pavidala 7 Ad#n =0 arba
771(82773 — 0471, )"’ n, (83771 — 0,77 )"’ UE (61772 - 62771) #0. (4.5)

Ateityje bus naudingas tenzorius ¢, = (pikgkj , kurj randame 1§ (4.3)1 4 iSrasky:

0 af; o
(coi,-)= af, f(o+o) of,|. (4.6)
@ of 0

Bendru atveju nagrinéti hiperpavir§iy savybes yra sudétinga, todél nagrinékime
atskirus atvejus.

I. Tyrinésime hiperpavirSius M, CT(EZ), kuriy geometrin¢ prasm¢ — ,,vienody*
indikatrisiy laukas. Siuo atskiru atveju hiperpavirsiaus lygtis yra x* = f (X3).

Atliekant Euklido plokStumos E, lygiagretyj; postim; vektorium W,
indikatris¢ |,, atvaizduojama j indikartris¢ | .

Antrajame paveiksle pavaizduotas ,,vienody“ sinusoidziy laukas, atitinkantis
lie¢iamosios sluoksniuotés T(E, ) hiperpavirsiy x* = Sin(xs) .

Nagrinéjamos funkcijos f (X3) dalinés iSvestinés yra tokios:

f="f,=f,=f;=0f,=f", f;=f"i=123 4.7)

Hiperpavirsiuje x* = f(xg) (p,&,1, g)-struktiira (3.10) turi pavidalg
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0 0
1+(f’)2
_ f/ . 1
J)=|o o (€)== 0)-,
(.) 1+(f’)2 (5) ( prp )k
o of! 0
1 0
mpﬁf—lm%(%%o 1 0 , (4.8)
0 0 oft+(r'f)
0 0 lo2
k=y1+(f'f, e=c=%L(p,)=|0 0 of']|
o of 0

IStirsime Sios struktliros savybes.
Pirmiausiai i§ (4.4) ir (4.7) formuliy surandame kovektoriaus 7 kovariantines
iSvestines:
2 1V Yenl £
V3771=F[f 0'(1+(f ))—a(f ) f =F'

e f/.l://
mmzﬁw%ﬁzkg. (4.9)

Kitos i8vestines V;n; =0. IS Cia ir (3.9) iSraSky randame butinas ir pakankamas sglygas, kad
kovektorius n bty gradientas:

_ f// f/f//
Vi, =Van, =01, =04, :T =0, V,n, =V, = "E =0,

ty. £/ =0, arba f =cx®+d, c=const, d = const.

Analogiskai i$ (3.13) ir (4.7) lygybiy iSplaukia butina ir pakankama salyga, kad &
bity Kilingo vektorius: f” =0.

Si salyga bitina ir pakankama, kad ((p, &, g)-struktﬁra (4.8) biity normalioji, t.y. kad
Vin; +pVn; =0.

Rasime struktiiros (4.8) integruojamumo kriterijy. Jrodysime, jog jis yra f” =0.

» Skirsime du atvejus.

1. p=1. Tuomet homogeninése (3.4); formulése vietoje h; = kij jiraf¢ f;;,

imdami i = j =3, turime , jog lygybé

fas +a’(f3i§i773 + fsiégiﬂs _/1773773): 0
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galioja tada ir tik tada, kai f,,=f"” =0. Kai f” =0, visos likusios (3.4); lygybés virsta
tapatybémis.

2. p=1. Naudodami (3.5) formules ir h; pakeisdami f;, turime, jog Kkai

ij?
i=1k=3,lygybe ;0] — ;0] +wmes f &" —mf f,,&™ =0 galioja tada ir tik tada, kai

/
o fw L@e o 0ty kai f, =" 0.

1+(1”)2 k

Kai f” =0, visos likusios (3.5); lygybés virsta tapatybémis. <

Jrodysime, jog 1-forma 7 (4.8)s yra kontaktiné tada ir tik tada, kai f” = 0.
» ApskaiCiuojame formulés (4.5) kairigja puse. Kadangi Kristofelio simboliai
simetriski, i§ (4.9) turime, jog

771(82773 _83772)+ 7, (63771 _61773)"'773 (81772 _azﬂl)z 771(V2773 —V3772)+ 7, (V3771 —V1773)+
f/‘?(_ﬂ]_f_ﬂ.fz—ﬁf”(“(f/)z): o

+773(V17]2—V2771)=— ks k3 K k4 1+(f/)2.

k
Sis reiskinys lygus 0 tada ir tik tada, kai f” =0.<

Tuo budu jrodytas teiginys.

Teorema 5. Hiperpavirsiuje M, CT(E2 ), kurio geometriné prasmé bazéje E, yra
Lvienody“ indikatrisiy laukas, indukuotoji ((o,rf,r], g)-struktﬁm (4.8) tenkina vieng is
ekvivalenciy salygy:

1. Sstruktiira yra normalioji;
Struktiira yra integruojamoji,
kovektorius 7 néra kontaktinis (jis yra gradientas);

vektorius & yra Kilingo vektorius;

o &~ DN

kovektorius n yra kovariantiskai pastovus

tada ir tik tada, kai funkcija f(x3), apibréZianti hiperpavirsiy M, yra tiesiné (" =0), y.

kai hiperpavirsius yra hiperplokstuma, kurios lygtis yra x* =cx® +d, ¢ =const, d = const.
Toks indikatrisiy laukas pavaizduotas 3 paveiksle. Cia ¢=2, d =—4. Lygiagretaus

postiimio AM  metu tasko A indikatrisé pereina | taSko M indikatrise. Indikatrisés taske

M(x',x*) lygtis reperio R atzvilgiu yra X%-x*= Z(Xl —xl)—4 , todel tiesés

x> —2x' —4=Db=const taskuose indikatrisés sutampa. Pvz., tiesés PM :x* =2x" -7

taskuose indikatrisés sutampa (C = —11).
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Tarkime, jog f” #0, t.y. struktiira (4.8) yra kontaktiné. Ar gali ji biiti beveik Sasakio
struktiira (p =—1) arba beveik para-Sasakio struktiira (p =1), tenkinanti salyga (Zr. (3.10) ir
(3.14) formules)

Vin, +pV i =2a¢;, a=const =0, ¢; = pg;;. (4.10)

I$ (4.8), (4.9), (4.10) formuliy, kai i =1, j =3, gauname biiting salyga

.I:// /i
O+p——=5="2a0, arba 3

b (+f f L (1) F

Si salyga ir pakankama, kad galioty (4.10) lygybé. Tuo biidu jrodyta

=2aw.

Teorema 6. Hiperpavirsiuje M, kurio lygtis yra x* = f(xs), indukuotoji (¢, &,7,9)-
struktiira (4.8) yra elipsinio (a) = —1) arba hiperbolinio (a) = 1) tipo beveik Sasakio struktiira
(p =—1) arba beveik para-Sasakio struktira (p =1) tada ir tik tada, kai vieno kintamojo x°
funkcija f tenkina diferencialine lygtj

.I: /i
) 3
LY

Si struktiira negali biiti nei Sasakio, nei para-Sasakio struktiira, nes V,7 ; #ag;. Pvz,,

=2aw, aa=const #0, ®==1.

jei i =1, j=3, desinioji pusé¢ ao =0, 0 kairioji lygi 0.

Sestojoje teoremoje pateiktos lygties bendrasis sprendinys yra

f =—2L\/1—(2a)ax3 +b)2 +C, ¢,b=const, o =const # 0, @ = +1,
wa

todél hiperpavir§ius M, < T(E2 ), kurio i8reikstiné lygtis yra

Xt = —ﬁ\/l—(ZwaXB +bf +c, (4.11)

turi beveik Sasakio struktiirg, kai @ =—1, ir para-Sasakio struktiirg, kai @ =1. LieCiamosios

sluoksniuotés T(EZ) hipercilindras (4.11) apibrézia Euklido plokStumoje ,,vienody*

pusapskritimiy lauka. Bet kurio tasko M (Xl, Xz)(ovi' ;) indikatrisés 1, Centras yra taskas yra

C[—L,cj , 0 spindulys r = i Ketvirtajame paveiksle pavaizduotas toks laukas,
200 )(u; ;) |2a)a|

kai =1, a = —% , b=1, ¢ =2, koordinatés nurodytos reperio R= (O, i ]) atzvilgiu.
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© Cp(-6,-7)

lo

® Co(-3,2)

° P(-3,-9)

4 pav.

o Cu(2,6)

M(5,4)

o Cn(7,-4)

N(10,-6)
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Il. Tirsime elipsinio tipo (w=-1) arba hiperbolinio (w=1) A-erdvés (p=-1) T(E,)

hipersfera S,, duota neiSreikstine lygtimi (Xl )2 + (X2 )2 — o-(x3 )2 — o-(x‘l)2 =c=0, arba jos

pusg, duotg iSreikstine lygtimi

x* = f(x4,x2,x° \/CG W —olxtf —o(x*f >0, (4.12)

CG—(X3)2 —a(x1)2 —0'(X2)2 >0, o=pw==1.

Apskai¢iuojame funkcijos f dalines iSvestines:

; _—ox' ¢ _ —ox? ; =X ¢ C—of 2 (%) ; — XX
1= F 2 = F 3= F 1 = £3 v 1 = F3

—ox'x® —ox?x® —f2-(x*f c
fis = 3 fo 3 ! foa = 3( ) M =—, :£ (4.13)

f f f f
1 2 3
M1=2CfO4X ' Mz_ch—ozlxi Mazz:f—)z(t’ Mi:gﬂi,g:sml\/lzsgnC:il.
X

[rase (4.13) iSraiskas j (4.4) formules, randame sferai S, kovektoriaus 7 kovariantines

-

0, = of, :XT I§ &ia galioja (3.11) ir (3.15) lygybés: V.7, = ag;, @ = ——. Vadinasi,

Ve

struktira hipersferoje S, yra Sasakio struktiira. Zinoma [1], jog ji yra kontaktiné metriné,

iSvestines. Pvz., V., =0, V.5, = -V I§ (4.6) matricos matome, jog ¢, =0,

normalioji, taiau neintegruojamoji struktiira.

Teorema 7. Euklido plokstumos E, lieciamojo pluosto T(E,) hipersfera (4.12) turi
elipsinio (a) = —1) arba hiperbolinio (a) = 1) tipo beveik Sasakio struktiirg.

Pavyzdziai.

1. Hipersferos (Xl)2 + (X2)2 + (X3 )2 + (X4 )2 =r?, turindios elipsinio tipo (a) = —1) |
rusies (p =— ) ((p,cf,n, g)-struktﬁrq (2.10) apibréztas skrituliniy indikatrisiy laukas
pavaizduotas 5 paveiksle (r=6). Euklido plokstumos  E, apskritimo «(O,r)
(xl)2 + (X2)2 —r? =0 iSor¢je indikatrisés neegzistuoja. Apskritimy (Xl)2 + (XZ)2 =d? <r?
taskuose M indikatrisés yra ,,vienodi“ apskritimai, kuriy centras yra M , 0 spindulys lygus
Vr? —d?. Taskui M artéjant prie apskritimo @, indikatrisiy spinduliai artéja j 0. DidZiausia

spindulj r turi indikatrisé 1.
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2. Hipersfera (xl)2 +(x2)2 —(x3)2 —(x“)2 =—r?, turi hiperbolinio tipo (w=1) | rasies
(p =-1= 0') ((p, &, g)-struktﬁrq. Si hipersfera bazéje E, apibrézia indikatrisiy lauka, kuris
pavaizduotas 6 paveiksle. Indikatrisés egzistuoja visoje plokStumoje E,, apskritimy
(x1 )2 + (x2 )2 =d? taskuose indikatrisés yra ,,vienodi* apskritimai. Kai d — oo, iy apskritimy

spinduliai Vr®+d? begalo didéja. Taske O (d =0) indikatris¢ turi maziausia spindulj r,

kuris paveiksle lygus 3.

6 pav.
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3. Pseudohipersfera (x1)2+(x2)2—(x3)2—(x4)2 =r? turi taip pat hiperbolinio tipo Il
risies Sasakio struktiira. Jai atitinkantis indikatrisiy laukas pavaizduotas 7 paveiksle.
Indikatrisés egzistuoja skritulio (Xl)2 + (XZ)2 =r? iSoréje. Apskritimy (Xl)2 + (XZ)2 =d?>r?
taSkuose M indikatrisés ,,vienodi* apskritimai, kuriy centras yra taskuose M , o spinduliai
lygus m . Jei d — oo, $ie spinduliai be galo didéja. Kai taskas M artéja prie skritulio,
indikatrisiy spinduliai artéja j O.

|M2

7 pav.
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[1l. Tarkime, jog bazéje E, duotas apskritimas . Koordinaciy sistemos pradzig O

patalpiname apskritimo centre. Jei apskritimo spindulys lygus r, tada $io apskritimo lygtis yra
(xl)2 + (X2)2 =r?. Kiekvienam plok3tumos E, taskui M (xl, Xz) priskirkime poliar¢ P, , t.y.
tiese X'x'+ X?x? =r?. Poliaritetas pavaizduotas 8 paveiksle. Cia (Xl, X 2) yra kintamo
poliarés tasko koordinatés reperio (O,i,]) atzvilgiu. Reperio (M ,I,]) atzvilgiu Sios poliarés
lygtis turés pavidala

(Y xt )t (Y2 4+ x2 ) =12 arba Yixt +Y2x? =r? —d?,

kur d =+ (Xl )2 + (X2 )2 yra atstumas nuo tasko M iki koordinaéiy pradzios.

Poliariy  laukui, arba poliaritetui, atitinkantis hiperpavirSius  lie¢iamojoje

sluoksniuotéje T(E,) yra
x*x2 +xMx3 =r? —(xl)2 —(xz)2 arba

2 2
r2 _(Xl) _(Xz) _xiy3

x* = f(xl,xz,x3): 2 (4.14)
Funkcijos (4.14) dalinés iSvestinés yra tokios:
oyl 3 2 1P (2 ) 1,3 ! _
LA )(X2§2x R
1 3 _ 2 (V1?13 1
flz = 2)(()(:)2)( ) f13 = X_Zlv fzz = Z(r (())((2))3 XX ), fz3 = (X)Z )2 , f33 =0 (4.15)

Kadangi f, = f, f,, nagrinésime atvejj, kai p = ow =—1.
IStirsime poliaritetui atitinkamo hiperpavirSiaus (4.14) savybes. Irodysime, jog Siame
hiperpavirsiuje indukuojasi kontaktiné elipsinio (w=—1) arba hiperbolinio (o =1) tipo |

rusies (p = —1) ((p, &, g)-struktﬁra, kuri néra normalioji ir néra integruojamoji.

39






» 1Paimkime, vieng kuri nors hiperpavirSiaus (4.14) taska, pvz,
N(X1 =0,x*=1,x*=0,x*=r? —1) . Tame tagke (4.15) i§vestinés turi pavidala:

f,=0, f,=-r>-1, f,=0, f,=-2,

f,=0, f,=-1, f,,=2r? f.=0, f,,=0. (4.16)

Taske N struktiiriniai tenzoriai ¢, &, 7 tokie:

(ij): 0 0 0f, (gj):(o -1 0)1’
o 0 0 K

()=l ole?+1f 1 O)E (4.17)

k=M[,M =(r?+1f +5 20, 6 =—w=+1.

Pritaike (4.4) ir (4.17) formules randame

— wsM

% #0.

Vi, = %[(fzsg + F M —(f, fy + £ N(f Fig+ F, fpy 4 of o, )] =
Pagal strukttiros normalumo kriterijy (3.7) struktiira néra normalioji.
2. ApskaiGiuokime taske N reiskinj y =h, ¢f +wn,eih,E”. Pritaike (3.1),
(4.16) ir (4.17) formules randame
y = ul(fus + 1003 + 11303 )+ om0 £,E° | =20 0.

Taigi integruojamumo biitina ir pakankama salyga (3.5); néra tenkinama.

3. Kovektoriaus 7 kontaktiskumas nepriklauso nuo nenulinio daugiklio ke .
Vadinasi, kontaktiskumo bitinoje ir pakankamoje salygoje (3.10) galima vietoje 7, imti
nl =&n,, ke =0.

Kadangi taske N 0,m -0, = af, T, +af,, —af f,,— . =—20=0, ir

my = olr? +1) ~120, tai (0,75 — 0315 )+ 5 @17} — 03 )+ ms @y 0,1l )=
=0+7,-20+0=20n, #0. Taigi ((p, &, g)-struktﬁra hiperpavirSiuje  (4.14) yra
kontaktine. <«

Teorema 8. Euklido plokstumos E, poliaritetas apskritimo (x')f +(x) =r?
atzvilgiu lieciamojoje sluoksniuotéje T(Ez) apibreézia hiperpavirsiy (4.14) turintj kontakting,
nenormaligjq ir neintegruojamgjg elipsinio (a): —l) arba hiperbolinio (a)zl) tipo I riusies
(p = —1) ((p, &, g)-struktﬂrq (4.3).
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IV. Panagrinékime lie¢iamojo pluosto T(Ez) hiperpavirsiy
x* = Al X2 +B(xt, x2), (4.18)
kurio geometriné prasmé bazéje yra tiesiniy indikatrisiy laukas. Tarp Siy hiperpavirsiy
ieSkosime turin€iy normaligjg ir integruojamaja abiejy tipy (a):il) I rusies (pz—l)
((p, &ng )-stmktﬁrq (4.3).

Randame funkcijos (4.18) dalines iSvestines:

fo=AX+B,, f,=A, f;;=0, f =AX+B,, f,, =A,
oA oB o*A 0°B
M=o B = o A = poaa B T g POTE2 (419

Taikome kriterijy (3.12), tik vietoje h; raSome f; =keh;. IS (4.19) iSraiSky ir
pertvarkyto kriterijaus f; =@nn,, ©=avik,1=-wh;E'E’, i¥plaukia, kad 7, =0. Bet
tada f, =0, ty. f,=A=const. Kai 7,=0, ty. kai f,f,+f =0, gauname, jog
B,A+B, =0.I5 ¢ia B= F(— Ax* +X2), kur F yra bet kuri vieno kintamojo funkcija. Siy
salygy pakanka, kad hiperpavirSius turéty normaliajg ir integruojamaja abiejy tipy (a) = il) I
rusies (,0 = —1) ((p,g‘,ﬂ, g)-stmktﬁrq.

Teorema 9. Hiperpavirsiuje M, c T(E2 ) kurio geometriné prasmé bazéje E, — bet
koks tiesiniy indikatrisiy laukas, indukuotoji elipsinio (a) = —l) arba hiperbolinio (a) = 1) tipo
I rissies (p=-1) (@,&,n,9)-struktira (4.3) yra normalioji ir integruojamoji tada ir tik tada,
kai hiperpavirsiaus lygtis turi pavidalg x* = AX® + F(— Axt + Xz), A=const, F — bet kuri

vieno kintamojo x* — Ax* funkcija.
Tokj hiperpavirSiy atitinkantis indikatrisiy laukas sudarytas i§ lygiagreéiy tiesiy.

Tieses —Ax'+x”>=d=c o n taskuose, indikatrisés sutampa. Devintajame paveiksle
. e . 1 o y
pavaizduotas tiesiniy indikatrisiy laukas, kai AZE’ F(z) =4z°. Tiesés MN taskams

indikatrisés sutampa (d =1).
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sluoksniuote

Euklido  plokStumos lieCiamaja

V. Nagrinésime E, (X1 X2 )

T(E, X!, x?,x%,x*), kaip elipsinio (hiperbolinio) tipo B-erdve. Tai reiskia, kad (4.2) - (4.6)
formulése p=wo =1, w=oc. Kadangi hiperpavirsiy x* = f(xl, XZ,X?’) normalizuosime
normaliniu beveik kontaktiniu vektoriumi, tai turi galioti salyga (2.4) ir i§ jos iSplaukiancios
lygybés:
f, =11,
fo="f f+f f,,
f,=f,f,+ff., (4.20)
f,="f, 07 +2f ff +f, {2
M=f>+f] +a(f32 +1): (fl2 +0Xf32 +1)

Esant salygoms (4.20), p=1, n=2, ((p,f,n,g)-struktﬁra (4.3) igauna paprastesnj

pavadalg.
—of, of, 1
f7+1 f2+1 f2+1
(07)- fll-af?) f,(f2+af?+2) of,(1-of?)
' M M M
1 f, o,
f’+o f’+o fi+o
i| — f3 1 - f1 2 2
& ( el j kz\/(f3 +D[f? +4],

1

0, (f(f 2 +1) slof?-1) o 0+ f;)g)E, (4.21)

g =Sgn(f12 +0)=J_r1,a)20'.
Rasime ((p, &, g)-struktﬁros (4.21) integruojamumo biiting ir pakankama salyga.
Apskaiciuosime afinoriaus ¢ Nijenhuis‘o tenzoriy. Po ilgy, elementariy skaiciavimy
pritaike (3.3), (4.21), (4.20) formules turime, jog
N, = 010,05 + 020,03 + 970,04 — 90,0} — 920,01 — 930,01 — 91 (0,08 — 0,400} )
f,(2 - of,? )[f11(1+ £2) - afyy(f2 + a)ﬂ B

03 (0,02 ~0,07)- 02(0,07 ~ 0,007 )= b (2F (17 5 o) =

IRACEA N £+ 2 —ofy(f2 + 0.

2

Analogiskai randamos kitos Nijenhuis‘o tenzoriaus koordinatés.
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— f
N133:M_1R’ N123:M—R’ Nllzz

2

trumpiau, N

= Afj R, kur tarp /1:} yra nelygiy 0.
IS ¢ia iSplaukia, jog ((p, &, g)-struktﬁra (4.21) yra integruojamoji tada ir tik tada, kai
R=0.
Rasime biting ir pakankamg salyga, kad kovektorius 7 bty gradientas, t.y. kad
oin; —0;n;, =0 .8 (4.21) ir (4.20) analogiSkai randame
- f,R
o

f -R
0111, — 0,1 :k_;R’ 01115 — 031y :F y Oyl — 031y =
Matome, jog 1-forma 7 yra gradientas tada ir tik tada, kai R =0.
Toliau galima surasti tenzoriy Si‘; = Ni'j‘ +§k(8i77 i —ajni): 0. Nesunku jrodyti, jog
Kk Kk .. Kk [ - .. -, .
Sij = #; R, kur visi g negali buti lygiis 0. Taigi normalumo biitina ir pakankama sglyga yra
R=0.
Teorema 10. Elipsinio (w=o=-1) arba hiperbolinio (w=o=1) tipo II risies
(p =1) ((0,5,77, g)-struktﬁrai (4.21) hiperpavirsiuje M, c T(EZ) galioja ekvivalencios
sqlygos:
1) struktira yra integruojamoji (N ilj( = 0);
2) struktiira yra normalioji (Si'j( = 0);
3) 1-forma n-uzdara (aﬂ?,- —0;m, =Vin; =V n, :O);
4) struktiira yra nekontaktiné (771 (82773 —0,1, )+ 7, (81773 - 0,1, )+ 7, (81772 —0,m, )= O);
5) hiperpavirsiy apibrézianti funkcija f(xl, X2,X3) tenkina diferiancialiniy lygciy
sistemq.
f, =11, (4.22)
fo(l+ 12 —af (12 + o) =0.
Si teorema elipsinio tipo (@ = —1) II ridies (p =1) struktiiroms buvo jrodyta autorés
bakalauro darbe.
Pateiksime du (4.22) lygciy sistemos sprendinius, t.y. pavyzdzius hiperpavirSiy
M, c T(E2 ), turin€iy abiejy tipy II rusies ((o, én, g)-struktﬁrq su i§vardintomis teoremoje 10

savybémis.
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1. Hiperplokstumg x* =cx® +ax' +acx® +d apibrézianti funkcija f tenkina (4.22)
salygas,nes f,=ac=ff,, f,="f,;=0.
Hiperplokstuma atitinkancios indikatrisés — lygiagrecios tiesés, kurios tiesés I
ax' +acx® +d =b = const taskuose yra ,,vienodos®. Beje, indikatrisés statmenos tieséms I.
Tiesiy t: (a—c)x" +(ac+1)x* +d =b=const taskuose indikatrisés sutampa. 10 paveiksle
pavaizduotas indikatrisiy laukas, kurj apibréZia hiperplokstuma x* = x® + 2x* +2x* —5.
2. Izotropinis kugis (X4 —-d XX2 — b)+ (Xl —afx® - C) =0 metrikos
atzvilgiu, kurio virsiné yra V(a,b,c,d), taip pat tenkina 10 teoremos

Fap =FGp = Fp

1 3
salygas. Kadangi funkcijos x* = (X aXX C)+d iSvestings yra:

x* —b
(v3 (vl 1 3
f, = )(()Z_bC)’ f, = )E)z(_bc),fzzix(—xza_);)u): fifs, f,,=0, f;;=0,

tai matome, jog jos tenkina (4.22) salygas, t.y. kiigis turi normaligja, integruojamaja,

nekontaktine abiejy tipy II rusies ((p, &, g)-struktﬁrq.

Lie¢iamojo pluosto T(Ez) izotropinio kiigio metrikos F

. = F. G, atzvilgiu

geometriné prasmé bazéje E, yra tiesiniy indikatrisiy laukas (11 pav.). Kiekvieno taSko

M(xl,xz)e E, indikatris¢ 1,, yra statmena tiesei PM ir nutolusi nuo tagko M atstumu

. ‘c(xl —a)+d(x? —b}
PM

izotropiniam kagiui atitinkantis tiesiniy indikatrisiy laukas, kai a=1,b=2,c=3,d =4. Jei

W

MM , ¢ta P(a,b)eE,. Vienuoliktajame paveiksle pavaizduotas

a=b=c=d =0, izotropiniam kiigiui atitinkame indikatrisiy lauke (12 pav.) kiekvieno tasko
M indikatris¢ |, eina per taska M ir statmena tiesei OM , ty. I, liecia apskritima
»(0,0M).

Pateikéme visy tipy ir rasiy beveik kontaktiniy metriniy lie¢iamojo pluosto T(Ez)
hiperpavirSiy su jvairiomis savybémis pavyzdziy ir iSaiSkinome ty hiperpavirSiy geometring

prasme bazéje E, .
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ISVADOS

Pradedant nuo japony matematiky darby [5-7] iki Siy dieny beveik kontaktinés
metrinés struktiiros jvairiy Saliy matematiky buvo analizuojamos, apibendrinamos, kuriami jy
analogai. Kadangi Sios struktiiros turi panasiy bruozy, visas zinomas struktiiras galima
nagrinéti kompleksiskai, pazymint jy bendruma.

Darbe tos struktiiros nagrinéjamos N-maciu atveju ir specialiose daugdarose, biitent,

Euklido  n-matés erdvés E, lie¢iamosios sluoksniuotés T(E,) hiperpavirsiuose M, .

GeometriSkesni, apCiuopiamesni rezultatai gaunami 2-maciu atveju.
Darbo rezultatai:

1.  Surasta elipsinio ir hiperbolinio tipo I ir II riiSies beveik kontaktiné metriné strukttra
((p,f,n, g) Euklido n-matés erdvés lie¢iamojo pluosto T(En) hiperpavirSiuose M,, ,,
nuormalizuotuose normaliniu vektoriumi.

2. Istirtos Sios struktiros savybés: normalumas, kontaktiSkumas, integruojamumas ir
Kitos.

3. Pateikti hiperpavirSiy M,, , < T(En) su jdomiomis savybémis pavyzdziy ir iSaiSkinta
Ju geometriné prasmé bazéje E .

4. Bendroji teorija pritaikyta atvejui n=2. Rasti visy tipy ir rasiy (¢,&,7, g)-struktiiry
savybiy kriterijai. Tai antros eilés diferencialinés lygtys su dalinémis i§vestinémis trijy
kintamyjy funkcijos, apibréZiancios hiperpavirSiy M, T(E2 ), atzvilgiu.

5. Rasti atskiri Siy diferencialiniy lyg€iy sprendiniai, tuo biidu jrodytas visy nagrinéjamy
struktliry egzistavimas.

6. ISaiSkinta nagriné¢jamy hiperpavirSiy M, T(Ez) geometriné prasmé Euklido
plokstumoje E, . Tai kreiviy (indikatrisiy) laukas.

7.  Pateikta 12 indikatrisiy lauky, kuriems atitinkami T(E,) hiperpavirsiai M, turi

Jvairiy tipy ir rasiy (qo, én, g)-struktﬁrq su mus dominanc¢iomis savybémis.
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STRUCTURE AND GEOMETRIC MEANING OF HYPERSURFACES IN
TANGENT BUNDLE OF EUCLIDEAN SPACE

SUMMARY

The aim of the master work is to investigate almost contact metric structures (o,
&, n, g) of two type (elliptic and hyperbolic) and of two kind (I and 1) together. Generalized
(o, & m, g)-structure originates in normalized hypersurfaces Mz,.; of tangent bundle T(Ep).
Geometric meaning of M,n.1 < T(Ey) in Euclidean space E, is a field of hypersurfaces Iy, Me
En, so called indicatrixes.

In the work, the generalized (o, &, n, g)-structures in normalized hypersurfaces
Man1 = T(En) are found and its properties are investigated. Geometric meaning in basis E, of
some interesting hypersurfaces (hypersphere, hyperplane, hypercone,...) is explained.

Great attention is paid to case n=2. Necessary and sufficient conditions of
normality, integrability, contacty,... of the (¢, & n, g)-structure in hypersurfaces Msc T(E2)
are found. Itis differential equations for function of three variables defining hypersurface.
Partial solutions of the equations are obtained, so existence of almost contact metric
hypersurfaces having investigated properties is proved. In Euclidean plane E;, 12 fields of
indicatrixes (curves) corresponding to almost contact metric hypersurfaces M3c T(E;) with
concerning properties are presented.

Results of the work reflect in 10 proved theorems.
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