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ĮVADAS 

 

Tikslas: įsisavinti lokalaus asimptotinio normalumo (LAN) sąvokas. 

Uždavinys: rasti bendrąsias sąlygas, kada patenkinta LAN sąlyga 

a) atstatymo procesui, 

b) nehomogeniniam Puasono procesui. 

 

 Šiuolaikinei asimptotinei parametrų įvertinimo ir hipotezių atskyrimo teorijai pradžią 

dav÷ A. Valdas, išsakęs id÷ją apie tikimybinių matų šeimų aproksimavimą Gauso skirstiniu 

lokaliai asimptotine prasme. Šią id÷ją toliau pl÷tojo Le Kamas, kuris įved÷ lokalaus asimptotinio 

normalumo (LAN) apibr÷žimą. Savo fundamentaliajame darbe, Le Kamas atskleid÷ glaudų ryšį 

tarp asimptotin÷s statistikos uždavinių ir tik÷tinumo santykio logaritmo elgesio, did÷jant 

steb÷jimų apimčiai. Le Kamas, po jo ir J. Hajekas ir kiti autoriai nustat÷, kad daugelis parametrų 

įvertinimo ir hipotezių patikrinimo statistinių procedūrų svarbiausių išvadų seka iš tik÷tinumo 

santykio logaritmo asimptotinio normalumo, esant artimoms hipotez÷ms. Kadangi šios išvados 

nepriklauso nuo steb÷jimų prigimties, o tik nuo tik÷tinumo santykio logaritmo elgesio, tai vieną 

kartą nustačius sąlygas, kurias turi tenkinti tik÷tinumo santykis konkrečiuose statistiniuose 

modeliuose, belieka patikrinti jas. Tokios sąlygos nustatomos reguliarių statistinių eksperimentų 

normuotiems tik÷tinumo santykiams ir lemiančios maksimalaus tik÷tinumo ir Bajeso įverčių 

tolygų pagrįstumą, tolygų asimptotinį normalumą ir asimptotinį minimaksiškumą.  
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1. TEORIJA 

1.1. TAŠKINIAI PROCESAI 

1.1.1. Atstatymo procesas 

 

 Apibr÷šime atstatymo procesą ir trumpai nusakysime žinomas jo savybes [2]. 

 Apibr ÷žimas. Tegu tikimybin÷je erdv÷je ��, �, �� apibr÷žta nepriklausomų to paties 

skirstinio atsitiktinių dydžių seka ��	
 � ��, �
, … tokių, kad �� � 0 su visais. Apibr÷žiame 

atstatymo procesą N(t) tokia formule: 

���� �
���
�� 0,			� � ��,1,			�� � � � �� � �
,… ,�,			�� �⋯� �� � � � �� �⋯� �� �,…

 

Atstatymo procesą galima užrašyti tokiu pavidalu: 

���� �!�"	 � ��,#
$%�  

čia "	 � ∑ ��,	�%�  

o ��, 	�
, 	 … , 	�		- teigiami ir nepriklausomai vienodai pasiskirstę.   

1.1.1.Teorema. Atstatymo proceso N(t) skirstinys nusakomas formule: 

������ � '� � (	��� ) (	 ����,			' � 0, 1, 2, … 

čia  

(	��� � � +!�� � �	
�%� ,, 

(-��� ≡ 1. 
1 išvada. Eksponentinio atstatymo proceso tikimyb÷ yra: 
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������ � '� � �0��	'! 234$,			' � 1, 2, … 

2 išvada. Geometrinio atstatymo proceso tikimyb÷ yra: 

������ � '� � 56$7	 8	96$73	, 
' � 1, 2, … 

1.1.2. Teorema. Teisinga formul÷ 

:���� � !(	���.#
	%�  

1.1.3. Teorema. Jei 0 < MXi  = a < ∞, tai  

����� 									;							<====> 1? ,			� → ∞. 
1.1.4. Teorema. Atstatymo proceso vidurkis H(t)=MN(t) apskaičiuojamas pagal formulę 

B��� �!(	���.#
$%�  

1.1.5. Teorema. (Centrin÷ ribin÷ teorema) Jei MX1 = a < ∞, DX1 = σ2 < ∞, tai  

CDE$→#�FG
���� ) $HI$JKHL � MNO � P�M�, M ∈ R, 

čia  

Φ�M� � 1√2U V23WKK X�.Y
3#  

1.1.6. Teorema. (Didžiųjų skaičių d÷snis) Jei 0 < MX1 = a < ∞, tai 

� Zlim$→#����� � 1?^ � 1. 
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1.1.2. Nehomogeninis puasono procesas ir jo pavyzdžiai 

 

 Apibr ÷žimas [2]. Atsitiktinis procesas N(t) vadinamas nehomogeniniu Puasono procesu 

su intensyvumu _�`, _�, ` ∈ a, jei  

������ � '� � bc _�`, _�$- X_d	'! ∙ 23c f�g,f�hfWi ,			' � 0, 1, 2, … 

kur _�`, _� tokia, kad  

j�`, �� � V_�`, _�X_$
- → ∞, � → ∞. 

Tuomet,  

������ � '� � �jg����	'! ∙ 2kl�$�, ' � 0, 1, 2, … 

 

 Nehomogeninis Puasono procesas, priklausomai nuo intensyvumo funkcijos, taikomas 

įvairiose fizikos srityse. 

1. Nehomogeninis Puasono procesas N(t) yra naudojamas lazerin÷je fizikoje parametro ̀  

perdavimui su tokia intensyvumo funkcija: _g��� � 0�`, �� � 0,			0 � � � ", 
čia 0 – foninis spinduliavimo intensyvumas, 0�`, �� – lazerio moduliacijos intensyvumas.   

2. Nehomogeninio Puasono procesas N(t) yra naudojamas optin÷je fizikoje su intensyvumo 

funkcija tokio pavidalo: 

_g��� � 12?�1 � cos�p� � q�� � 0, 
kur ̀ � �?, p, q, 0�, a – amplitud÷, p – dažnis, q – intensyvumo faz÷, 0 r 0. 
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3. Tegul funkcija f(t) yra dukart integruojama bet kuriame baigtiniame intervale ir lim$→# s��� 0, ` ∈ �?, t�, 0 � ? � t � ∞. Tada Nehomogeninio Puasono proceso N(t) 

intensyvumo funkcija yra tokio pavidalo: _g��� � `s��� � 0, 0 r 0, 

kur c 	s���
#- X� � ∞, dažnai naudojama asimptotinių įverčių teorijoje. 

  

1.2.   REGULIARŪS STATISTINIAI EKSPERIMENTAI 

 

 Tarkime, kad �Ω, �, �g , ` ∈ 	Θ� yra tikimybin÷ erdv÷, �w, x� – mati erdv÷, w – matus 

atvaizdis iš �Ω, �� į �w, x�, �y – atsitiktinio elemento X tikimybinis akirstinys, t.y. 

�gy�z� � �g�p: ��p� ∈ z
, z ∈ x. 

 Atsitiktinis elementas X vadinamas steb÷jimais, �w, x� – imčių erdve, o apie elemento X 

skirstinį �gy žinome tik tiek, kad jis priklauso skirstinių klasei ��gy , ` ∈ Θ
, sudarytai nors iš 

dviejų elementų.  

 1.2.1 Apibr ÷žimas [1]. Trejetas | � �w,x, �gy , ` ∈ a� vadinamas steb÷jimų X indukuotu 

statistiniu eksperimentu. 

 Akivaizdu, kad tikimybinių erdvių šeima �Ω, �, �g� yra pagalbinis objektas ir gali būti 

apibr÷žta įvairiais būdais. Natūralu už � imti w, už � } – algebrą x ir tarti, kad �g�z� � �gy�z�, 
kai z ∈ x ir apibr÷žti ��M� � M, kai M ∈ w. 

 Pagrindinis parametrin÷s statistikos uždavinys yra daryti išvadas apie X tikimybinį 

skirstinį �gy, remiantis steb÷jimais X, iš anksto nežinant, kokia tikroji parametro ` reikšm÷, tik 

žinant, kad ji priklauso tam tikrai atvirai ir iškilai aibei Θ ∈ R�, � � 1. 

 1.2.2. Apibr÷žimas [1]. Tarkime, kad �~,�� – kita mati erdv÷. Statistika vadinamas 

kiekvienas matus atvaizdis " � "��� iš �w, x� į �~,��. 
 Tuo atveju, kada ~ � Θ, o � � x�Θ� �x�Θ� ) Θ poaibių }-algebra), statistika " � "��� 
vadinama parametro ` įverčiu ir dažnai žymima ̀� � �̀���. 
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 1.2.3. Apibr÷žimas [1]. Statistinis eksperimentas | � �w, x, �gy , ` ∈ Θ� vadinamas 

dominuojamu (mato �y), jei egzistuoja } – baigtinis matas �y toks, kad �gy ≪ �y (absoliučiai 

tolydus mato Q atžvilgiu) su visais ̀ ∈ Θ.  

 Tarkime, kad statistinis eksperimentas | � �w,x, �gy , ` ∈ Θ�, Θ ⊂ R�, � � 1 

dominuojamas mato �y. Pažym÷kime 

��`, M� � X�gyX�y �M�,			M ∈ x. 
 1.2.4. Apibr÷žimas [1]. Statistika �̀ � �̀��� vadinama parametro ̀ maksimalaus 

tik÷tinumo įverčiu, jei 

�� �̀, �� � supg∈�� ��`, ��, 
čia Θ� – aib÷s Θ uždarinys. 

  

1.2.1. Statistinių eksperimentų asimptotin÷s įverčių savyb÷s 

 

 Bendrosios sąlygos, lemiančios universalių statistinių eksperimentų asimptotines įverčių 

savybes [1]. 

 1A. Tikimybinių matų šeima ��g$ , ` ∈ Θ
 tolygiai bet kuriame kompakte � ⊂ Θ tenkina 

lokalaus asimptotinio normalumo sąlygą, t.y. tam tikrai neišsigimusiai matricai �$�`�, 
kiekvienam kompaktui � ⊂ Θ ir bet kurioms sekoms �`	
, ��	
 ir ��	
 tokioms, kad ̀ 	 ∈ �, 	`	 � �$��`	��	 ∈ � visiems n  ir  �	 → ∞  ir  �		 → � ∈ R�, kai ' → ∞, teisinga pereinamyb÷ 

�$�,g���	� � 2M8 ��	� �$�,g� ) 12 |�	|
 � �$���	, `	��, 
kur  

� b�$�,g� ��g�$�d ⇒ ��0, ���,				' → ∞ 

�g�$� ) lim	→# �$� ��	, `	� � 0, 
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o �� – vienetin÷ � � � matrica. 

 2A. Matrica �$�`� tokia, kad su bet kuriuo kompaktu � ⊂ Θ 

a) lim$→# supg∈�|�$�`�| � 0, 
 

b)   tolygiai pagal ̀�, `
 ∈ � egzistuoja riba 

lim$→#�$3� �`
��� �̀� � �� �̀, `
�, 
kurioje matrica �� �̀, `
� tolydi pagal ̀ �.  
 3A. Su bet kuriuo kompaktu � ⊂ Θ egzistuoja konstantos � r �, E � �, ? � ?	��� � 0,  

� � ���� r 0 tokios, kad su kiekvienu R r 0 ir � � �- � �-��� 
|�
 ) ��|3��g  ¡�$,g��
�¢ £¤ ) ¡�$,g����¢ £¤ ¥ � ��1 � RH�, 

visiems ̀ ∈ �, ��, �
 ∈ ¦g,$, kai |��| � R, |�
| � R. 

 4A. Bet kuriam kompaktui � ⊂ Θ egzistuoja konstantos § � §��� r 0, ̈ � ¨��� r 0, �- � �-��� r 0 tokios, kad visiems � � �-, ̀ ∈ � ir � ∈ ¦g,$ 
�g¡�$,g���¢£© � 2M8�)§|�|ª
. 

 1.2.1. Teorema. Tarkime, kad patenkintos 1A-4A sąlygos, išskyrus sąlygą b) iš 2A. Tada 

kiekvienam kompaktui � ⊂ a, maksimalaus tik÷tinumo įverčiui (MTĮ) �̀$ galioja tvirtinimai: 

a) tolygiai pagal ̀ ∈ � �g$ ) CDE$→# �̀$ � 0; 
b) tolygiai pagal ̀ ∈ � ���$3��`�� �̀$ ) `�¬�g$� ⇒ ��0, ���,			� → ∞; 
c) bet kuriai funkcijai C�M�:	R� → R, turinčiai polinominę mažorantę, tolygiai pagal ̀ ∈ � CDE$→#�g C b�$3��`�� �̀$ ) `�d � �	C���, 

čia � – k-matis atsitiktinis vektorius toks, kad 
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���|�� ⇒ ��0, ���. 
 Jei kartu patenkinta ir sąlyga b) iš 2A, tai įvertis ̀�$ – asimptotiškai efektyvus aib÷je K 

atžvilgiu nuostolių funkcijos C$�M� � C��$3��`-�M�,			� ∈ R  kiekvienam ̀ - ∈ � ir C ∈ ­®, kur ­® 

žymima klas÷ nuostolių funkcijų ¯���, apibr÷žtų aib÷je Θ ⊂ R� tokių, kad ̄ ��� r 0, ¯�0� � 0 

ir ¯�)�� � ¯���. 
 

1.3. LOKALUS ASIMPTOTINIS NORMALUMAS 

1.3.1. Nepriklausomi vienarūšiai steb÷jimai 

 

 1.3.1. Teorema [1]. Jei °� – reguliarūs a-e eksperimentai ir ��`� ± 0, nes ̀ ∈ a, tai 

normuotas tik÷tinumo santykis �	,g��� gali būti užrašytas tokiu pavidalu: 

�²	,g � 2M8 ³ 1√'!´XC's�Mµ; 	`�X` , �¶ ) 12 ���`��, �� � q�	��, `�	
µ%� ·, 

čia �g	¸�q�	��, `�|r °�¹ → 0,	kai ' → ∞, kiekvienam ' ∈ R� ir ° r 0, o  

� º 1√'!XC's�Mµ; 	`�X` |�g		
µ%� »~��0, ��`��, 

kur ��`� � c h½hg �M; 	`� bh½hg �M, `�d¾ s3��M, `�X�XM�,			�M: s�M, `� ± 0
. 
 Tegu ¿�À , ¦À , �g�À�, ` ∈ ΘÁ – statistinių eksperimentų šeima, o �À – atitinkamas 

steb÷jimas. Kaip paprastai, santykį 
h;lK�Â�h;l£�Â� ��À� – absoliučiai tolydžios mato �gK�À� komponent÷s 

išvestin÷ pagal �g£�À� ant steb÷jimo �À, vadinsime tik÷tinumo santykiu.  
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 Apibr ÷žimas [1]. Šeima �g�À� vadinama lokaliai asimptotiškai normalia (LAN) taške � ∈ a, kai ° → 0, jei tam tikrai neišsigimusiai � � � matricai ��°� � ��°, �� ir bet kuriam � ∈ R� galioja pavaizdavimas 

�À,$��� � X�$ Ã�À�Ä�À�
X�$�À� ��À� � 2M8 ��¾∆À,$ ) 12 |�|
 � qÀ��, ���, 

čia � b∆À,$��$�À�d → ��0, ��,			�?D	° → 0, � – vienetin÷ � � � matrica ir bet koks ' ∈ R�. 
 

2. GAUTI REZULTATAI 

2.1. ATSTATYMO PROCESAS 

 

Bendrosios sąlygos: 

G1 sąlyga. Funkcija Æ�`, 	p$� tolydžiai diferencijuojama pagal θ ir išvestin÷ lygi 

qÇ �`, 	p$� ∈ È
60, 	"7. 
G2 sąlyga. Visiems ̀ ∈ Θ Fišerio informacija IT (θ) teigiamai apibr÷žta ir 

�¾�`� → ∞, 	�?D	" → ∞. 
Be to, egzistuoja tokia konstanta 5- r 0, kad  

 �¾�`-��¾�`�   � 5-, 								visiems	" r 0, 					`, 	`- ∈ a. 
G3 sąlyga. Egzistuoja tokia funkcija 0�"� → ∞, kai " → ∞, kad 

• lim¾→# supg∈� sup|Ä|Ë4�¾�Ä∈Äl,	Ì
�¾�`� bÍg c ¡qÇ �`Ä, 	p$� ) qÇ�`, 	p$�¢
X�¾- d£K � 0, 

• lim¾→# supg∈� sup|Ä| |Î|Ë4�¾� �¾�`�Ï Íg  ÐÇ �gÑ,	ÒW�Ð�g,	ÒW�  Ï Æ� Î̀ , 	p$�X� � 0. 
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2.1.1. Lokalus asimptotinis normalumas  

 

 2.1.1. Teorema [4]. Jei atliekamos G1-G3 sąlygos, tai matų šeima ��g$ , ` ∈ a
, kai " → ∞ tolygiai pagal ̀ ∈ � lokaliai asimptotiškai normali aib÷je a su normuojančia funkcija �¾�`� ir 
∆¾�`, �¾� � �¾�`�VÆÇ �`, 	p$�Æ�`, 	p$� X:���, 	

¾
-  

t.y. galioja pavaizdavimas 

�¾��� � 2M8 ��Ó¾�`, 	�¾� ) 12�
 � s¾�`, 	�, 	�¾��, 
čia tolygiai pagal ̀ ∈ �	 

�g ) lim¾→# s¾ �`, 	�, 	�¾� � 0, 
∆¾�`, 	�¾� ⇒ ��0, 	1�, 		�?D	" → ∞. 

Įrodymas. 

Pritaikę pažym÷jimus  

:��� � �$ )VÆ�`,p$�X�$
- 		ir	 

`Ä � ` � �¾�`� 
 ir panaudojus G1 sąlygą, galime užrašyti 

C'	�¾��� � V C'	 Æ�`Ä, p$�Æ�`, p$�	 X:��� ) V ÕÆ�`Ä, p$� ) Æ�`, p$� ) Æ�`, p$� ∙ C'	 Æ�`Ä, p$�Æ�`, p$� Ö
¾
-

¾
- X�. 

Skaičiuojame skirtumą: 

�¾ � V ÕC'	 Æ�`Ä, p$�Æ�`, p$� ) ��¾�`� ÆÇ �`, 	p$�Æ�`, 	p$�Ö X:���,
¾
-  
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kur 

C'	 Æ�`Ä, p$�Æ�`, p$� � C'	Æ�`Ä, p$� ) C'	Æ�`, p$� � V ÆÇ �M�Æ�M�
gÑ
g X�M�, 

V ÆÇ �M�Æ�M�
gÑ
g � �`Ä ) `�	ÆÇ �×, p$�Æ�×, p$�,	 

o tai tas pats kaip ��¾�`� ÐÇ �g,	ÒW�Ð�g,	ÒW�. 
Įsitikinimui  

V X_gÑ
g � `Ä ) ` � ` � ��¾�`� ) ` � ��¾�`�, 

kur  ̀ Ä � ` � ��¾�`�. 
Pritaikę Čebyševo nelygybę �g¾�|�| r °� � �|y|KÀK  ir martingalų savybę, gausime: 

�g¾�|�¾| r °
 � 1°
 �gVÕC'	 Æ�`Ä, p$�Æ�`, p$� ) ��¾�`� ÆÇ �`, 	p$�Æ�`, 	p$�Ö

¾

- ∙ Æ�`, p$�X� � 

� 1°
 �gVÕØÆ�`, p$�C'	 Æ�`Ä, p$�Æ�`, p$� ) �`Ä ) `� ÆÇ �`, 	p$�ØÆ�`, p$�Ö

 X�¾

-  

Kadangi funkcija Æ�`, 	p$� teigiama ir absoliučiai tolydi pagal ̀ , tai funkcija C'	Æ�`, p$� taip pat 

absoliučiai tolydi ir kai � r 0, galime užrašyti: 

�gVÕØÆ�`, p$�C'	 Æ�`Ä, p$�Æ�`, p$� ) �`Ä ) `� ÆÇ �`, 	p$�ØÆ�`, p$�Ö

 X� �¾

-  

� �gV³V ÙØÆ�`, p$�ÆÇ �Ú, 	p$�Æ�Ú, p$� ) ÆÇ �`, 	p$�ØÆ�`, p$�Û XÚ
gÑ
g ·
 X� �¾

-  
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laikome, jog q�`, p$� � 2ØÆ�`, p$�	, o qÇ �`, p$� � ÐÇ �g,	ÒW�ØÐ�g,ÒW�, 
� �gV³V ÜqÇ�Ú, p$�ÝÆ�`, p$�Æ�Ú, p$� ) qÇ �`, p$�Þ XÚ

gÑ
g ·
 X� �¾

-  

� ��¾�`��gV ßVÜqÇ �Ú, p$�ÝÆ�`, p$�Æ�Ú, p$� ) qÇ�`, p$�Þ

 X�¾

- àXÚ �gÑ
g  

� �
�¾�`�
 sup|g3á|ËÃÌ�g�Ä�gVÜqÇ �Ú, p$�ÝÆ�`, p$�Æ�Ú, p$� ) qÇ �`, p$�Þ

 X� �¾

-  

čia, pasinaudoję elementaria nelygybe �? � t�
 � 2?
 � 2t
, gausime 

� 2�
�¾�`�
º sup|g3á|ËÃÌ�g�Ä�gV¡qÇ �Ú, p$� ) qÇ�`, p$�¢
X�
¾
- � 

� sup|g3á|ËÃÌ�g�Ä�gVÜqÇ�Ú, p$� ºÝÆ�`, p$�Æ�Ú, p$� ) 1»Þ

 X�¾

- â. 
Kadangi mes neturime ? ) t išraiškos, tai įvedame ? ) § � § ) t � �? ) §� � �§ ) t�. 

qÇ �Ú, p$�ÝÆ�`, p$�Æ�Ú, p$� � q�Ú, p$�ØÆ�`, p$� ) ØÆ�Ú, p$�ØÆ�Ú, p$� � 

� qÇ �Ú, p$�ØÆ�`, p$�ØÆ�Ú, p$� ) qÇ �Ú, p$�ÝÆ�Ú, p$�Æ�Ú, p$�, 
kur  IÐ�á,ÒW�Ð�á,ÒW� � 1 � §. Tod÷l § ) t � qÇ �Ú, p$� ) qÇ �`, p$�. 

� 2�
�¾�`�
 supÃÌã£�g�|g3á|Ë4�¾�V¡qÇ �Ú, p$� ) qÇ�`, p$�¢
X� �
¾
-  
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�2�
�¾�`�
 sup|g3á|ËÃÌ�g�Ä�gVÜqÇ �Ú, p$�ÝÆ�`, p$�Æ�Ú, p$� ) 1Þ

 X�¾

- . 
Dešin÷je pus÷je, pirmasis sumavimo narys, pagal G3 sąlygą, art÷ja į nulį tolygiai pagal ̀ ∈ �, 

kai " → ∞. Įrodysime tai: 

�¾�`� � ³VÆÇ �`, p$�
Æ�`, p$�
¾
- X�·3� � ³V 1Æ�`, p$� X�

¾
- ·3� 	� Æ�`, p$�"  

Akivaizdu, jog kai " → ∞, pirmasis sumavimo narys art÷s į nulį. 

Įvertinsime antrąjį narį: 

2�
�¾�`�
 sup|g3á|ËÃÌ�g�Ä�gV ÜqÇ�Ú, p$�ÝÆ�`, p$�Æ�Ú, p$� ) 1Þ

 X�¾

- � 

� 2�
�¾�`�
 sup|g3á|ËÃÌ�g�Ä�gVÕÆÇ �`, 	p$�Æ�Ú, p$� bØÆ�`, p$� ) ØÆ�Ú, p$�dÖ

 X�.¾

-  

Įrodome kaip gavome šitokį pavidalą: 

qÇ �Ú, p$�ÝÆ�`, p$�Æ�Ú, p$� ) 1 � ÆÇ �Ú, p$�ØÆ�Ú, p$� ∙ ØÆ�`, p$� ) ØÆ�Ú, p$�ØÆ�Ú, p$� �
� ÆÇ �`, p$�Æ�Ú, p$� bØÆ�`, p$� ) ØÆ�Ú, p$�d. 

Pasinaudosime tuo, kad jei ä�Ú� r 0 ir Øä�Ú� absoliučiai tolydi intervale 6�, å7, tai  

Øä�å� ) Øä��� � V äÇ�Ú�2Øä�Ú� XÚ.
æ
�  

Kadangi ØÆ�`, p$� absoliučiai tolydi pagal ̀ , tai galime užrašyti: 
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�g�¾�`�
V ÕÆÇ �`, 	p$�Æ�Ú, p$� bØÆ�`, p$� ) ØÆ�Ú, p$�dÖ
č X� �¾

-  

� �¾�`�
�gVÜÆÇ �`, 	p$�Æ�Ú, p$� V ÆÇ �è, 	p$�2ØÆ�è, p$� Xè
g
á Þ
 X� �¾

-  

� �¾�`�Ï supÃÌã£�g�|g3é|Ë4�¾��gVÕÆÇ �`, 	p$�Æ�Ú, p$� ÆÇ �è, 	p$�2ØÆ�è, p$�Ö

 X� �¾

-  

remiantis Koši-Buniakovskio nelygybe 

Í¦ê � �Í¦
Íê
�£K � Í¦
Íê
, 
kur  Í¦
 pasižym÷sime �¾�`�
, o Íê
 - �g c ëÐÇ �g,	ÒW�Ð�á,ÒW� c ÐÇ �é,	ÒW�
ØÐ�é,ÒW�Xègá ì
¾- , galime rašyti toliau 

� supÃÌã£�g�|g3é|Ë4�¾�³�g�¾�`�ÏVÕÆÇ �Ú, 	p$�Æ�Ú, p$�Ö
Ï¾

- Æ�è, p$�X� � �g�¾�`�ÏVÆÇ �è, 	p$�ÏÆ�è, p$�í X�
¾
- ·

£K. 
Kai atliekama G3 sąlyga, abi šios dalys konverguoja į nulį tolygiai pagal ̀ ∈ �.  

Įrodymas baigtas. 
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2.2. NEHOMOGENINIS PUASONO PROCESAS 

 

 Bendrosios sąlygos: 

K1 sąlyga. Visiems ̀ , 	`- ∈ a, kai " � ∞, 

Vj�`, 	��j�`-, 	��3�X� � ∞¾
- . 

Funkcija j�`, 	�� absoliučiai tolydi pagal θ su visais t ≥ 0 ir išvestin÷ lygi 

qÇ ¾�`� ∈ È
60, 	"7, 
su visais ̀ ∈ a ir T < ∞. 

K2 sąlyga. Funkcija �¾�`� → 0, kai " → ∞. Be to, egzistuoja tokia konstanta 5- r 0, kad 

�¾�`� � 5-�¾�`-�. 
K3 sąlyga. Egzistuoja toks î ∈ �0, 	1�, kad 

lim¾→# supg sup|g3á|ËÃÌï�¾ �`�ðqÇ¾�Ú� ) qÇ ¾�`�ð � 0. 
K4 sąlyga. Egzistuoja toks î ∈ �0, 	1�, kad 

CDE¾→# supg sup|g3é| |g3á|ËÃÌï�¾Ï �`�V ÕjÇ�Ú, 	��j�Ú, 	��ÖÏ
¾
- j�è, 	��X� � 0. 
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2.2.1.  Lokalus asimptotinis normalumas  

 

 2.2.1. Teorema [5]. Jei išpildytos K1-K4 sąlygos, tai matų šeima ��g$ , ` ∈ a
, kai " → ∞ 

tolygiai pagal ̀ ∈ �, lokaliai asimptotiškai normali a-aib÷je su normuojančia funkcija �¾�`� ir  
∆¾�`, �¾� � �¾�`�V _Ç�`, 	p$�_�`, 	p$� X:���, 	

¾
-  

t.y., galioja pavaizdavimas 

�¾��� � 2M8 ��Ó¾�`, 	�¾� ) 12�
 � ä¾�`, 	�, 	�¾��, 
čia tolygiai pagal ̀ ∈ �	 

�g ) lim¾→#ä¾ �`, 	�, 	�¾� � 0, 
∆¾�`, 	�¾� ⇒ ��0, 	1�, 		�?D	" → ∞. 

Įrodymas. 

Pritaikę pažym÷jimus  

:��� � �$ )V_�`, p$�X�$
- 		ir	 

`Ä � ` � �¾�`�, 
bei remdamiesi K1 sąlyga, galime užrašyti 

C'	�¾��� � V C'	 _�`Ä, p$�_�`, p$�	 X:��� ) V Õ_�`Ä, p$� ) _�`, p$� ) _�`, p$� ∙ C'	 _�`Ä, p$�_�`, p$� Ö
¾
-

¾
- X�. 

Skaičiuojame skirtumą: 

�¾ � V ÕC'	 _�`Ä, p$�_�`, p$� ) ��¾�`� _Ç�`, 	p$�_�`, 	p$�Ö X:���,
¾
-  
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kur 

C'	 _�`Ä, p$�_�`, p$� � C'	_�`Ä, p$� ) C'	_�`, p$� � V _Ç�M�_�M�
gÑ
g , 

V _Ç�M�_�M�
gÑ
g � �`Ä ) `�	_Ç�×, p$�_�×, p$�.	 

o tai lygu ��¾�`� fÇ�g,	ÒW�f�g,	ÒW�. 
Pritaikykime Čebyševo nelygybę �g¾�|�| r °� � �|y|KÀK  ir martingalų savybę  

bc s���X:���¾- d
 � c s���
j���X�¾- . Tada bet kokiam ° r 0 gausime  

�g¾�|�¾| r °
 � 1°
VÕC'	 _�`Ä, p$�_�`, p$� ) ��¾�`� _Ç�`, 	p$�_�`, 	p$�Ö

¾
- ∙ _�`, p$�X� � 

� 1°
V ÕØ_�`, p$�C'	 _�`Ä, p$�_�`, p$� ) �`Ä ) `� _Ç�`, 	p$�Ø_�`, p$�Ö

 X�¾

- . 
Kadangi funkcija _�`, 	p$� teigiama ir absoliučiai tolydi pagal ̀ , tai funkcija C'	_�`, p$� taip pat 

absoliučiai tolydi pagal ̀  ir kai � r 0, galime užrašyti: 

VÕØ_�`, p$�C'	 _�`Ä, p$�_�`, p$� ) �`Ä ) `� _Ç�`, 	p$�Ø_�`, p$�Ö

 X� �¾

-  

� V³V ÙØ_�`, p$�_Ç�Ú, 	p$�_�Ú, p$� ) _Ç�`, 	p$�Ø_�`, p$�Û XÚ
gÑ
g ·
 X� �¾

-  

laikome, jog q�`, p$� � 2Ø_�`, p$�	, o qÇ �`, p$� � fÇ�g,	ÒW�Øf�g,ÒW� 
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� V³V ÜqÇ �Ú, p$�Ý_�`, p$�_�Ú, p$� ) qÇ �`, p$�Þ XÚ
gÑ
g ·
 X� �¾

-  

� ��¾�`�V ßVÜqÇ �Ú, p$�Ý_�`, p$�_�Ú, p$� ) qÇ �`, p$�Þ

 X�¾

- àXÚ �gÑ
g  

� �
�¾�`�
 sup|g3á|ËÃÌ�g�ÄVÜqÇ�Ú, p$�Ý_�`, p$�_�Ú, p$� ) qÇ �`, p$�Þ

 X� �¾

-  

čia, pasinaudoję elementaria nelygybe �? � t�
 � 2?
 � 2t
, gausime 

� 2�
�¾�`�
º sup|g3á|ËÃÌ�g�ÄV¡qÇ�Ú, p$� ) qÇ �`, p$�¢
X�
¾
- � 

� sup|g3á|ËÃÌ�g�ÄVÜqÇ �Ú, p$� ºÝ_�`, p$�_�Ú, p$� ) 1»Þ

 X�¾

- â � 

kadangi mes neturime ? ) t išraiškos, tai įvedame ? ) § � § ) t � �? ) §� � �§ ) t� 
qÇ�Ú, p$�Ý_�`, p$�_�Ú, p$� � q�Ú, p$�Ø_�`, p$� ) Ø_�Ú, p$�Ø_�Ú, p$� � 

� qÇ �Ú, p$�Ø_�`, p$�Ø_�Ú, p$� ) qÇ �Ú, p$�Ý_�Ú, p$�_�Ú, p$� 
kur  If�á,ÒW�f�á,ÒW� � 1 � §. Tod÷l § ) t � qÇ �Ú, p$� ) qÇ�`, p$�. 

� 2�
�¾�`�
 supÃÌã£�g�|g3á|Ë4�¾�V¡qÇ �Ú, p$� ) qÇ�`, p$�¢
X� �
¾
-  
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�2�
�¾�`�
 sup|g3á|ËÃÌ�g�ÄVÜqÇ �Ú, p$�Ý_�`, p$�_�Ú, p$� ) 1Þ

 X�¾

- . 
Pirmasis sumavimo narys, pagal K2 ir K3 sąlygą, art÷ja į nulį tolygiai pagal ̀ ∈ �, kai " → ∞. 
Įrodysime tai: 

�¾�`� � ³V_Ç�`, p$�
_�`, p$�
¾
- X�·3� � ³V 1_�`, p$� X�

¾
- ·3� 	� _�`, p$�" . 

Akivaizdu, jog kai " → ∞, pirmasis sumavimo narys art÷s į nulį. 

Įvertinsime antrąjį narį: 

2�
�¾�`�
 sup|g3á|ËÃÌ�g�ÄV ÜqÇ�Ú, p$�Ý_�`, p$�_�Ú, p$� ) 1Þ

 X�¾

- � 

� 2�
�¾�`�
 sup|g3á|ËÃÌ�g�ÄVÕ_Ç�`, 	p$�_�Ú, p$� bØ_�`, p$� ) Ø_�Ú, p$�dÖ
 X�
¾
- . 

Įrodome kaip gavome šitokį pavidalą: 

qÇ �Ú, p$�Ý_�`, p$�_�Ú, p$� ) 1 � _Ç�Ú, p$�Ø_�Ú, p$� ∙ Ø_�`, p$� ) Ø_�Ú, p$�Ø_�Ú, p$� �
� _Ç�`, p$�_�Ú, p$� bØ_�`, p$� ) Ø_�Ú, p$�d. 

Pasinaudosime tuo, kad jei ä�Ú� r 0 ir Øä�Ú� absoliučiai tolydi intervale 6�, å7, tai  

Øä�å� ) Øä��� � V äÇ�Ú�2Øä�Ú� XÚ.
æ
�  

Kadangi Ø_�`, p$� absoliučiai tolydi pagal ̀ , tai galime užrašyti: 

�¾�`�
VÕ_Ç�`, 	p$�_�Ú, p$� bØ_�`, p$� ) Ø_�Ú, p$�dÖ
 X� �
¾
-  
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� �¾�`�
V Ü_Ç�`, 	p$�_�Ú, p$� V _Ç�è, 	p$�2Ø_�è, p$� Xè
g
á Þ
 X� �¾

-  

� �¾�`�Ï supÃÌã£�g�|g3é|Ë4�¾�V Õ_Ç�`, 	p$�_�Ú, p$� _Ç�è, 	p$�2Ø_�è, p$�Ö

 X� �¾

-  

remiantis Koši-Buniakovskio nelygybe 

Í¦ê � �Í¦
Íê
�£K � Í¦
Íê
, 
kur  Í¦
 pasižym÷sime �¾�`�
, o Íê
 - c ëfÇ�g,	ÒW�f�á,ÒW� c fÇ�é,	ÒW�
Øf�é,ÒW�Xègá ì
¾- , galime rašyti toliau 

� supÃÌã£�g�|g3é|Ë4�¾�³�¾�`�ÏV Õ_Ç�Ú, 	p$�_�Ú, p$�ÖÏ
¾
- _�è, p$�X� � �¾�`�ÏV_Ç�è, 	p$�Ï_�è, p$�í X�

¾
- ·

£K. 
Iš šios nelygyb÷s, pagal K4 sąlygą išplaukia, kad antrasis sumavimo narys art÷ja į nulį tolygiai 

pagal ̀ ∈ �.  

Įrodymas baigtas. 
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3. PAVYZDŽIAI 

 

 1 PAVYZDYS. Kai ��~ÍM8�`�, atstatymo procesas N(t) virsta homogeniniu Puasono 

procesu su parametrais `�. Turime procesą _�`, �� � `. 

Kompensatorius: z�`, �� � `�. 
Tikriname K1 sąlygą, t.y. turime įsitikinti, kad visiems ̀ , 	`- ∈ a, kai " � ∞, 

Vj�`, 	��j�`-, 	��3�X� � ∞¾
- . 

Ir funkcija _�`, �� � ` absoliučiai tolydi pagal `, o išvestin÷ qÇ �`, �� ∈ È
60, "7. È
60, "7 
žym÷sime aibę visų funkcijų s ∈ È
60, "7, s ∈ ñ��� tokių, kad 

ÍVs
���X� � ∞.¾
-  

Pasižymime, kad _�`, �� � `,			_�`-, �� � `-. Skaičiuojame: 

Vj�`, 	��j�`-, 	��3�X� � VZ` ∙ 1̀-^ X�
¾
- � "``- .

¾
-  

Akivaizdu, kai " � ∞, tai 
¾ggi � ∞. Tikriname antrąją sąlygos dalį. Ieškome išvestin÷s qÇ �`, ��:  
qÇ �`, �� � _Ç�`, ��Ø_�`, �� � _��`, ��Ø_�`, �� � 1√`. 

Toliau tikriname, ar  
�√g ∈ È
60, "7: 

VZ 1√`^
 X� �
¾
- V 1̀ X� � "̀¾

- . 
Matome, kai " � ∞, tai ir išvestin÷ qÇ�`, �� � ∞.  Įrod÷me K1 sąlygą. 
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K2 sąlyga. Randame �¾�`� ir �¾�`-�: 
�¾�`� � ò_Ç�`, ��
_�`, �� X�ó3� � ³V1
`

¾
- X�·3� � Z"̀^3� � "̀, 

�¾�`-� � ò_Ç�`-, ��
_�`-, �� X�ó
3� � ³V1
`-

¾
- X�·3� � Z "̀-^3� � `-" . 

Akivaizdu, kai " → ∞, �¾�`� → 0. Toliau ieškome ar �¾�`� � 5-�¾�`-�: 
�¾�`��¾�`-� � 5-, 
"̀ ∙ "̀- � `̀

-. 
Matome, kad 

ggi yra konstanta. Vadinasi, egzistuoja toks 5- r 0, kad 
ggi � 5-. K2 sąlyga įrodyta 

K3 sąlyga. lim¾→# supg sup|g3á|ËÃÌï �¾�`� ðqÇ¾�Ú� ) qÇ ¾�`�ð � 0. 

Pasižymime: 

qÇ¾�`, p$� � 1√`,			qÇ ¾�Ú, p$� � 1ØÚ,			 
ðqÇ ¾�Ú� ) qÇ¾�`�ð � ºV¡qÇ ¾�Ú, p$� ) qÇ ¾�`, p$�¢
X�¾

- »
£K. 

Tod÷l, 

�¾�`�ðqÇ¾�Ú� ) qÇ ¾�`�ð � "̀ ºV Õ 1ØÚ ) 1√`Ö
 X�
¾
- »

£K � "̀ ∙ ` ) 2Ø`Ú � Ú`Ú ∙ √" � 

� 1√" ∙ ` ) 2Ø`Ú � ÚÚ . 
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Matome, kai " → ∞,  reiškinys bus lygus nuliui. Sąlyga įrodyta. 

K4 sąlyga. CDE¾→# supg sup|g3é| |g3á|ËÃÌï �¾Ï �`� c ëkÇ�á,	$�k�á,	$�ìÏ¾- j�è, 	��X� � 0 

Pasižymime: 

jÇ�Ú, 	�� � 1,			j�Ú, 	�� � Ú,			j�è, 	�� � è.	 
Skaičiuojame: 

�¾Ï V ÕjÇ�Ú, 	��j�Ú, 	��ÖÏ
¾
- j�è, 	��X� � Z"̀^ÏV ë1ÚìÏ è	X�

¾
- � `Ï"Ï ∙ 1ÚÏ ∙ è V X� � `Ïè"íÚÏ .

¾
-  

Akivaizdu, " art÷jant į begalybę, reiškinys bus lygus nuliui. Sąlyga įrodyta. 

2 PAVYZDYS. Turime atstatymo procesą Æ�`, �� � `����. Kompensatorius lygus 

z�`, �� � `V��Èf�X_,				Èf � _ ) "ô�f3�¾
- . 

Tikriname 1G sąlygą. Pasižymime: 

ÆÇ �`, �� � ����,			qÇ �`, �� � ����Ø`���� � Ý����` . 
Tikriname, ar I��$�g ∈ È
60, "7, kur  

È
60, "7 � �Vs
���X� � ∞.¾
-  

�Vs
���X� � �VºÝ����` »
 X� � �V��Èf�` X_¾
- � 1̀¾

-
¾
- �V��Èf�X_	~	" ∙ t?

¾
- ,				kai	" → ∞. 

  

G1 sąlyga įrodyta. 
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Tikriname G2 sąlygą: 

�¾�`� � �VqÇ �`, Èf�
X_ � �V��Èf�` X_¾
- � 1̀V ��Èf�X_ � "t`? ,

¾
-

¾
-  

nes 

�V��Èf�X_ � � ! V ��_�X_Y÷
-

ô�¾3�
�%� � V ��_�X_	~	���"� ∙ �V ��_�X_	~	"? ∙ t,

Y£
-

¾3¾ø�Wã�
-

¾
- 	kai	" → ∞, 

kur ? � ���,			t � �c ��_�X_Y£- . 

Sąlygos pirmoji dalis įrodyta. 

Tikriname G2 sąlygos antrąją dalį. 

�¾�`� � 1Ø�¾�`� � 1I¾ùgH, 

 �¾�`-��¾�`�   � úú 1I ¾ùgiH
∙ I¾ùgH1 úú � Ý"t`? ∙ `-?"t � Ý`-̀. 

Akivaizdu, kad santykis Igig  yra konstanta. Vadinasi, egzistuoja toks 5- r 0, kad Igig � 5-. 
Įrodyta, kad patenkinta G2 sąlyga. 

Tikrinsime G3 sąlygą. Neprarasdami bendrumo, galime užrašyti 

�¾�`� � "3£K. 
Pasižymime: 

qÇ �`Ä, 	p$� � Ý��p$�`Ä , qÇ �`, 	p$� � Ý��p$�` . 
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lim¾→# supg∈� sup|Ä|Ë4�¾�Ä∈Äl,	Ì
�¾�`�ºÍgV¡qÇ �`Ä, 	p$� ) qÇ�`, 	p$�¢
X�¾

- »
£K � 0. 

�¾�`�ºÍgV¡qÇ�`Ä, 	p$� ) qÇ �`, 	p$�¢
X�¾
- »

£K � "3£KûÍgVÜÝ��p$�`Ä )Ý��p$�` Þ
 X�¾
- â

£K � 

� "3£KºÍgV Ü��p$�`Ä ) 2Ý��p$�`Ä Ý��p$�` � ��p$�` Þ¾
- X�»

£K � 

� "3£K ºÍgV��p$� ´` ) 2Ø``Ä � `Ä``Ä ¶¾
- X�»

£K � "3£Kü` ) 2Ø``Ä � `Ä``Ä ÍgV��p$�X�¾
- 	~	" ∙ §, 

kur  
g3
ØggÑ gÑggÑ → 0, o § � ùH.  

Matome, kai " → ∞, reiškinys art÷s į nulį. Įrod÷me pirmąją salygos G3 dalį. Tikriname antrąją. 

lim¾→# supg∈� sup|Ä| |Î|Ë4�¾��¾�`�Ï Íg ýÆÇ �`Ä, 	p$�Æ�`, 	p$� ý
Ï Æ� Î̀, 	p$�X� � 0. 

Pasižymime: 

ÆÇ �`Ä, 	p$� � ��p$�, Æ�`, 	p$� � `��p$�,			Æ� Î̀, 	p$� � Î̀��p$�. 
b"3£KdÏ ÍgV ý ��p$�`��p$�ýÏ

¾
- Î̀��p$�X� � "3
ÍgVZ1̀^Ï¾

- Î̀��p$�X� � 

� 1"
 Î̀`Ï ÍgV��p$�X�	~	1" ∙ X
¾
- , 

kur d=const. Akivaizdu, kai " → ∞, tai ir reiškinys bus lygus nuliui.  

Sąlyga G3 patenkinta. 



28 

 

IŠVADOS 

  

 Darbe nustatytos bendrosios sąlygos, prie kurių būtų patenkintas lokalus asimptotinis 

normalumas nagrin÷jamiems taškiniams procesams, t.y. atstatymo ir nehomogeniniam Puasono 

procesui.    
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Summary 

 

 The purpose of this work is to determine general conditions for local asymptotic 

normality to be assured. 

 The point processes (renewal process and non-homogenous Poisson process) and their 

properties are examined in the first part of work. Then the conditions for the local asymptotic 

normality have been investigated. In the second part of work it is shown how these conditions are 

satisfied in the cases of the renewal process and non-homogenous Poisson process.  

 To prove the validity of conditions for local asymptotic normality to be assured, some 

examples were inspected.     

 


