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Disertacinio darbo aprasymas

1. Moksliné problema ir tyrimo objektas

Disertacijoje, kuri pristatoma Sioje santraukoje, yra sprendziami matematiniai
uzdaviniai, susije su polinomy (algebriniy daugianariu) auksciais. Nagrinéjami

vieno kintamojo x polinomai

P(x) = apa" + - + a10 + ag

su realiaisiais arba kompleksiniais koeficientais. Jeigu vyriausias koeficientas a,, #
0, tuomet sveikasis skaic¢ius n > 0 yra vadinamas polinomo P laipsniu. Polinomai,
kuriy koeficientai priklauso skaiciy aibéems C, R, Q arba Z, yra vadinami atitin-
kamai kompleksiniais, realiaisiais, racionaliaisiais arba svetkaisiais polinomais.
Polinomo aukstis bendriausia prasme yra dydis, kuriuo matuojame polinomo
sudétingumg. Yra keletas placiai naudojamy polinomy auksciy. Paprasciausi ju

ivertina polinomo koeficienty dydj. Tokiy auks¢iy pavyzdziai yra naivusis aukstis
H(P) = max{|ag|, |a1], ..., |as|},

polinomo 1ilgis
L(P)
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ir polinomo euklidiné norma
1Pl = (|aol” + laa* + - - + |an|

Polinomo aukstj galima apibrezti ir kitu budu. Pagrindiné algebros teorema sako,

jog polinomas P Ziede C[x] suskyla | tiesiniy dauginamuyju sandauga
P(LIZ‘) = an(l' - 041)(1' — CYQ) . (1} — Ogn)7

¢ia oy, g, ..., ay yra visos daugianario P kompleksinés saknys (nebutinai skir-

tingos). Polinomo P Malerio matas M (P) yra apibréziamas formule
M(P) = |an| [ ] max{1, oy}
j=1
kaip daugianario kompleksiniy sakny o, kuriy moduliai yra didesni arba lygus 1,

ir P vyriausiojo koeficiento moduliy sandauga.

Yra dar viena rusis auksciy, kurie matuoja daugianario P analizines savybes



kuriame nors kompaktiskame kompleksinés plokstumos C poaibyje. Sioje diser-
tacijoje nagrinéjami polinomy vidurkiai ant kompleksinés plokstumos apskritimo,
kurio spindulys lygus 1, o centras yra taske z = 0. Bet kuriam teigiamam realia-

jam skaic¢iui s > 0 vidurkis || P||, yra apibréziamas formule

1Pl = (5 [ P ar)

Visoms reiksméms s > 1 8is apibrézimas sutampa su erdveés L° norma. Kai s = 0,

tuomet vidurkis || P||, yra apibréziamas formule

L2 it
| P||o = exp (27T/0 log‘P(e )‘ dt) :

Laikantis tradicijos, vidurkis ||P||, vadinamas norma ir tuomet, kai s < 1. Taip

pat yra apibréziama ir norma ||P||.: susitarta, kad ji yra lygi

Pl = P(e™)|.
1Pl = mas [P()
Yra zinoma, kad norma ||P||; (kai polinomas P fiksuotas) yra nemazéjanti ir

tolydi kintamojo s funkcija intervale s € (0, 4+00). Be to,
T [Pl = 1Pl Jim_ (1Pl = 1Pl

Paprastai norma ||P||s apskai¢iuoti yra sunku. Kai s = 2, galioja Parsevalio
tapatybe:
1Py = [1P1]-

Tai yra vienintelis atvejis, kai || P||, galima apskaiciuoti tiesiogiai. Kai s = 0, yra
zinoma, kad

[|P[lo = M(P).

Sia lygybe, naudodamasis Jenseno (Jensen) formule, jrodé patsai Maleris (Mahler).

Disertacijos moksliniy tyrimy objektas: polinomai ir jy aukséiai. Disertaci-
jos moksliniy tyrimy problema: kokia jtaka daugianariy auksciai daro daugia-
nariy savybéms — daugianariy dalumusi realiyjy daugianariy ir sveikyjy daugiana-
riy zieduose R[] ir Z[x], redukuojamumui, daugianariuy ekstremalioms reiksméms.
Disertacijoje tiriamos algebriniy skaiciy aritmetinés savybés, kurios priklauso nuo
ty skaic¢iy minimaliy polinomy auksciy. Nagrinéjama daugianariy su mazais koe-
ficientais {—1,0, 1} kompleksiniy Sakny aibé. Tiriami daugianariy ir ju iSvestiniy
Malerio matai bei jy normos erdvéje L?, daugianariai, susije su Barkerio sekomis,

bei specialaus tipo kompozicijos lygtis.



2. Aktualumas

Polinomy auksciai yra labai svarbus siuolaikinéje skaiciy teorijoje. Diofantinéje
analizéje polinomy aukséiai yra naudojami skaiciuojant algebriniy skaiciy racio-
naliyjy aproksimacijy efektyvius jvercius. Auksciai yra svarbus techninis jran-
kis jrodinéjant nelygybes algebriniy skaiciy logaritmy tiesinéms formoms Beikerio
(Baker) metodu bei Valsmito (Waldschmidt) poerdvio teoremoje. Aukséiai pra-
vercia skaiciuojant diofantiniy lygciy sprendiniy rézius, bei vertinant kiek yra ty
sprendiniy. Skai¢iy teorijoje svarbiausi auksciai yra: naivusis aukstis H(P), ilgis
L(P), Malerio matas M (P) ir logaritminiai Malerio mato variantai.

Polinomy aukséiai, kurie matuoja polinomy analizines savybes (daugiausia tai
normos || P||,), yra svarbiis jvairiose matematinés analizés Sakose: aproksimacijos
teorijoje erdveése L® ir C', Furjé (Fourier) eiluciy teorijoje, funkcingje analizéje, ir
kitur. Taikomojoje matematikoje polinomy auksciai yra svarbus signaly apdoro-

jimo teorijoje, kur jie yra naudojami matuojant signalo energija.

3. Darbo struktura ir apimtis

Disertacija parasyta angly kalba. Disertacija sudaro 13 skyriy: jvadas, lite-
raturos apzvalga, moksliniams tyrimams paskirti skyriai, iSvados, literaturos sg-
rasas. Kiekvienas matematinis uzdavinys yra nagriné¢jamas atskirame skyriuje —
glaustai pristatoma problema, jos kilme, susije moksliniai rezultatai ir jy reiksme.
Suformuluojami pagrindiniai bei pagalbiniai rezultatai ir pateikiami issamus juy

matematiniai jrodymai. Bendra darbo apimtis yra 218 puslapiy.



4. Pagrindiniai uzdaviniai

Apibrésime pagrindinius matematinius uzdavinius, kurie nagrinéjami diserta-

cijoje.

1. Auks¢io mazinimo uzdavinys ziede R|z]. Treciajame disertacijos sky-
riuje sprendziamas uzdavinys, kuris kilo transcendenciyjy skaiciy teorijoje:
duotam polinomui P(z) € R[z] reikia rasti tokj polinoma Q(z), kurio koefi-
cientai yra kiek galima mazesni ir kad Q(z) dalytusi iS P(z). Disertacijoje
apibrézta daugianario redukuotojo aukscio savoka, tyrinétos Sio aukscio sa-

vybeés ir atlikti praktiniai skai¢iavimai.

2. Maksimali modulio reiksmé. Ketvirtajame skyriuje nagriné¢jama, ko-
kig didziausig reikSme gali jgyti daugianario, kurio koeficientai yra realieji
skaiciai i$ intervalo [—1, 1], modulis ant vienetinio apskritimo |z| = 1 komp-
leksinéje plokstumoje. Nagrinéjamas maksimalaus modulio uzdavinys yra
susijes su Akijamos (Akiyama), Briunot (Brunotte), Petjo (Pethd) ir Stai-
ner (Steiner) skaic¢iy sekos periodiskumu. Apskaiciuotos tikslios ir asimpto-
tinés formulés maksimaliai reikSmei rasti. Pateikta nuoroda, kaip rezultatg
apibendrinti daugianariams, kuriy koeficientai priklauso bet kuriam realiyjy

skaiciy intervalui [a, b].

3. Niumeno ir Litlvudo skaiciai. Algebrinis skaiCius a # 0 yra vadinamas
Niumeno skaiciumi, jeigu jis yra Niumeno (Newman) polinomo, t.y. polino-
mo, kurio koeficientai yra {0, 1}, Saknis. Algebrinis skai¢ius o yra vadinamas
Litlvudo skaiciumi, jeigu jis yra Litlvudo (Littlewood) polinomo, t.y. polino-
mo, kurio koeficientai yra {—1, 1}, Saknis. Ar egzistuoja Niumeno skaiéiai,
kurie néra Litlvudo skaic¢iai? Penktajame disertacijos skyriuje jrodyta, kad
tokie skaiciai egzistuoja, ir gauti pirmieji zinomi pavyzdziai. Nagrinéta Niu-
meno ir Litlvudo skaic¢iy aibiy struktura ir parodyta, kad ji néra triviali.
Studijuoti trinariai ir keturnariai polinomai su koeficientais {—1,0,1}. Ap-
rasyti greiti algoritmai, skirti polinomy Litlvudo kartotiniams skaiciuoti ir

patikrinti, ar skaicius a néra Litlvudo polinomo Saknis.

4. Isvestinés Malerio matas. Sestajame disertacijos skyriuje yra nagrinéja-
mi kompleksiniy polinomy iSvestiniy Malerio matai. 1961 Maleris jrodé, kad
bet kuriam polinomui f € C|[z] galioja nelygybe M (f’) < dM(f). Disertaci-
joje pateikta nelygybe, kuri leidzia jvertinti sangraziniy polinomy isvestiniy
Malerio matus | priesingg puse, nei Malerio nelygybe. Darbe taip pat ap-

skai¢iuota tiksli minimali kubiniy sangraZiniy polinomy f € C[z] santykio
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M(f")/M(f) reiksmé. Sis sunkus kompleksinio optimizavimo uzdavinys i3-

sprestas naudojantis MAPLE kompiuterinés algebros paketu.

5. Skaiciai geometrinése ir aritmetinése progresijose. Tarkime, kad G
yra realiyjy skaic¢iy geometriné progresija. Kiek skaiciy i geometrinés pro-
gresijos G guli aritmetinéje progresijoje A, kitaip tariant, kiek elementy gali
buti sankirtoje G N A? Sis klausimas yra glaudziai susijes su pasikarto-
janciomis reikSmémis algebriniy skaiciy laipsniy trupmeniniy daliy sekoje
{€a™}, n = 1,2,.... Septintame skyriuje nagrinéjamas klasikiniy Supni-
ko (Supnick), Koeno (Cohen), Kestono (Keston), Elicho (Ehlich), Poznerio
(Posner) ir Ramzéjaus (Rumsey) rezultatu apibendrinimas. Disertacijoje
irodyta, kad atsakymas j §j klausimg priklauso nuo polinomy, kurie turi tik
tris arba keturis nenulinius koeficientus, kompleksiniy Ssakny geometriniy ir

aritmetiniy savybiy.

6. Keturnariy faktorizacija. Astuntame disertacijos skyriuje yra nagrinéja-
mos keturnariy a* + 27 4+ 2* 4 4 redukuojamumo savybés. ISsprestas Volso
(Walsh) uzdavinys: kurie i minéto pavidalo daugianariy tampa isskaidomi

ziede Z[x], kai kintamasis z pakei¢iamas j koki nors laipsnj 2.

7. Skaic¢iavimo sistemos. Sakoma, kad baigtiné skaitmeny aibé B C Z su-
daro skaiciavimo sistema ziede Z[a], jeigu kiekviena elementa § € Z[a]
galima uzrasyti baigtine iSraiska 8 = by + b+ - - +bya’¥, b; € B, N € N.
Devintame disertacijos skyriuje nagriné¢jama, kaip elementariais budais rasti
skai¢iavimo sistema (B, o), kurioje skaitmeny aibé B buty maziausia jmano-
ma. Jrodyta, kad tai visada galima atlikti, jeigu visi @ algebriniai jungtiniai
skai¢iai yra pakankamai dideli. Gauta efektyvi konstrukcija algebriniams
skaiciams «, kurie neturi jokio jungtinio, moduliu mazesnio uz vieneta ir

kuriy laipsnis lygus dviems, arba laipsnis lygus trims ir pédsakas — 0.

8. Metriniai Malerio matai. Desimtame disertacinio darbo skyriuje yra
nagrineéjami metriniar Malerio matai. Metrinio Malerio mato savoka 2001
pirmieji sugalvojo Dubickas ir Smitas (Smyth). Metrinis Malerio matas yra
reikalingas norint apibrézti metrika (atstumo funkcija) algebriniy skaiciy
kino Q multiplikatyviojoje grupéje. Metrinio Malerio mato savoka api-
bendrino Semuelsas (Samuels), kuris jvedé t-metring Malerio mata, Zymima
M, («). Disertacijoje tyrinéjama, kada infimumas (minimali reiksmeé) M;(«)
apibrézime yra pasiekiamas kune Q(«), kai o yra racionalusis arba « yra

naturaliojo skaic¢iaus kvadratiné Saknis.

9. Barkerio sekos. Vienuoliktas disertacijos skyrius yra skirtas £P, klasés



10.

Lorano (Laurent) polinomy matematiniams tyrimams. Si klasé yra sudaryta
is polinomy su dideliu centriniu koeficientu ¢q ir mazais salutiniais koeficien-
tais ¢; € {—1,0,1}, —n < j < n, j # 0. LP, klasés polinomai yra svarbus
jrankis signaly apdorojimo teorijoje binarinéms sekoms su mazais aperiodi-
niais autokoreliacijos koeficientais tirti. Tokios sekos vadinamos Barkerio
(Barker) sekomis. Disertacijoje jrodoma, kad L£P, klasés polinomy Malerio
matai ir L® normos yra ekstremaliai didelés; apskaic¢iuoti polinomai, kuriy
matai bei normos yra pacios maziausios, ir gauti netrivialus M (P) ir || P|],

verciai.

Polinomy kompozicijos lygtis. Priespaskutiniame dvyliktame skyriuje
sprendziama lygtis f(g(x)) = f(z)h™(z). Cia f(z), g(z), h(z) yra nezinomi
polinomai, kuriy koeficientai priklauso (abstrakéiam) kunui K. Diserta-
cijoje pateiktas iSsamus Sios lygties sprendimas, kai daugianaris f(z) yra
separabilus (neturi kartotiniy saknu), o rodiklis m > 2 nesidalija i$ kuno
K charakteristikos. Sprendziama polinomy kompozicijos lygtis turi taiky-
my diofantiniame uzdavinyje apie Liuvilio (Liouville) A-funkcijos reiksmes

A(f(n)), apskai¢iuotas daugianariy f € Z[z| sveikuju reiksmiy aibéje.



5. Tyrimy metodika

Tiriant polinomus bei polinomy aukscius, yra taikomi jvairus metodai ir remia-
masi skirtingy matematikos sriciu teorija — algebra, matematine analize (realiojo
ir kompleksinio kintamojo funkciju), taip pat skaic¢iy teorija.

Nagrinéjant redukuotuosius aukscius, yra remiamasi tiesine algebra ir deter-
minanty teorija bei matematiniais rezultatais is tiesinio programavimo uzdaviniy.
Nagrinéjant polinomy maksimalias reikSmes ant vienetinio apskritimo, naudoja-
masi kompleksiniy skaic¢iy vektorine reprezentacija, kosinusy sumos formule ir
Veilio (Weil) teorema apie kompleksiniy skaiciy laipsniy argumenty pasiskirsty-
ma intervale [0, 27).

Tyrinéjant Niumeno ir Litlvudo skaicius, butini specializuoti algoritmai dide-
lés spartos skai¢iavimams kompiuteriu, skirti patikrinti, kurie Niumeno skaiciai
néra Litlvudo polinomy Saknys bei algoritmai, kurie apskaic¢iuoja polinomo P
kartotinj Litlvudo polinomg. Disertacijoje aprasyti du algoritmai, skirti Siems
tikslams. Abu algoritmai suprogramuoti C++ kalba. Didelio tikslumo skaiciavi-
mams pasitelkiama biblioteka GMP. Taip pat naudojama CXS-C intervaly arit-
metikos biblioteka. Nagrinéjant trinariy ir keturnariy polinomy su koeficientais
{—1,0, 1} dalumo savybes, taikoma polinomy virs baigtinio kuno [y teorija. Kai
kurios konstrukcijos paremtos Filasetos (Filaseta) bei kity autoriy rezultatais apie
Niumeno polinomy neredukuojamuma.

Nelygybés sangraziniy polinomy Malerio matams jrodymas remiasi racionalio-
sios funkcijos z f'(2)/ f(2) realiosios ir menamosios daliy ant vienetinio apskritimo
|z| = 1 formule. Nelygybé irodoma pritaikius Jenseno formule ir integraling Ma-
lerio nelygybe. Kubiniu atveju Malerio maty santykiy M (f")/M(f) minimumas
randamas skaiciuojant daliniy isvestiniy kritinius taskus su MAPLE.

Nagrinéjant realiyjy skaiciy geometriniy ir aritmetiniy progresijy sankirtas
(arba lygias algebriniy skaic¢iy laipsniy trupmenines dalis) yra taikoma trinariy ir
keturnariy polinomy saknu kompleksiné geometrija, Galua (Galois) teorijos ele-
mentai bei Boikerso (Beukers) teorema apie nuliy kartotinuma trecios eilés tiesi-
nése rekurentinése sekose.

Volso problema apie polinomy x?+ 27 +x* +4 redukuojamuma yra sprendZiama
taikant Liungreno (Ljunggren) metoda polinomo nesangrazinés dalies skai¢iavi-
mui. Sis metodas taikomas, kai polinomo euklidiné norma yra maza.

Konstruojant skaiciavimo sistemas (B, «) zieduose Z[a], polinomams, kuriy
saknys moduliu yra didesnés uz 1, nustatyti yra naudojamos koeficienty nelygy-
bés, kurios gaunamos i§ Suro (Schur) ir Kono (Cohn) kriterijaus. Irodomi réziai
skaitmenims, kurie apskaic¢iuojami pagal maziausios polinomo Saknies modulj arba

pagal polinomo diskriminantg. Baigtiniy automaty teorija yra taikoma konstruk-
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cijose kubiniu atveju.

Skaic¢iy teorijos metodai yra pagrindinis jrankis nagrinéjant ¢t-metrinius Male-
rio matus. Naudojamasi algebrinio skai¢iaus normos N («) savybémis bei elemen-
tariomis sveikyjy skaic¢iy dalumo savybémis. Pritaikyta normos formulé kvadra-
tiniuose plétiniuose.

Tyrinéjant klasés L P, Lorano polinomy Malerio matus bei normas erdvése L*,
daugiausia taikyta matematinés analizés teorija: logaritmo ir binominés funkcijos
Teiloro (Taylor) ir Makloreno (McLaurin) eilutémis, Dirichlé (Dirichlet) branduo-
lio Dy(t) formule bei bangy sudéties formule sinusams, Vejerstraso (Weierstrass)
tolygaus konvergavimo kriterijumi. Jenseno formulé yra vienas iS pagrindiniy

matematiniy jrankiy.



6. Moksliniai rezultatai

6.1. Redukuotas aukstis

Realiesiems polinomams P(x) € R[z] apibréztas dydis

B(P) =, i, H(PQ)
vadinamas polinomo redukuotuoju auksciu. Isnagrinétos redukuotojo aukscio sa-
vybés. [rodytas redukuotojo polinomy aukséio sarysis su laipsninémis eilutémis,
kurios konverguoja vienetiniame skritulyje |z| < 1 ir jgyja nulines reikSmes baigti-
nése simetrinése kompleksiniy skaiciy aibése su nustatytais kartotinumais. Gautos
nelygybeés, kurios leidzia jvertinti polinomo redukuotajj aukstj, ir formulés, kaip
suskaiciuoti redukuotajj aukstj paprasciausiais atvejais. Gauti rezultatai rodo,
kad redukuotojo aukscio skaiciavimas yra netriviali matematiné problema net pa-

prasciausiais atvejais. Pavyzdziui,
H(z? — 187 — 82) = 63 ir H((x — 8/5)%) = 9216/8245,
taciau
H(z? — 18z + 82) = 64,999999999999999999999999863 . . . .

Panasu, kad pastarasis skaicius yra transcendentusis (jis yra lygus tam tikros

begalinés eilutés sumai).

6.2. Maksimali polinomuy reiksmé

Tegul A, yra aibé realiyjy polinomy, kuriy laipsnis nevirsija n — 1 ir kuriy
koeficientai priklauso intervalui [0,1]. Tyrinéta Siy polinomy maksimali reiksme

fiksuotame kompleksinés plokstumos taske ¢ € C:
S(¢;n) = max[f(C)].

Irodyta, kad bet kuriam kompleksiniam skaic¢iui ( € C ir naturaliajam n € N

maksimuma S(¢,n) galima apskai¢iuoti. Gauta formulé ribai

lim S(¢,n)/n

n—oo

apskai¢iuoti kiekvienam kompleksiniam skai¢iui ¢ € C, kurio modulis || = 1.
Si riba yra lygi 1/, kai skaic¢ius ¢ néra lygus kompleksinei Sakniai i§ 1. Jeigu

¢ = e?™*/d o natiiraliyjy skaiciy d ir k € [1,d — 1] didZiausiasis bendrasis daliklis
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DBD(k,d) = 1, tuomet atsakymas priklauso nuo to, ar d yra lyginis, ar nelyginis.
Kai d = 1, riba lygi 1. Kai d — lyginis skaicius, riba yra lygi 1/(dsin(r/d)), o kai
d > 1 — nelyginis skaicius, riba yra lygi 1/(2d sin(r/2d)).

6.3. Niumeno ir Litlvudo skaicdiai

Nagrinéti Niumeno ir Litlvudo skaiciai. Kiekvienam Niumeno polinomui P(x),
kurio laipsnis nevirsija 8, rastas jo Litlvudo kartotinis — Litlvudo polinomas, ku-
ris dalijasi i§ P(z). Irodyta, kad kiekvienas trinomas 1 + uz® + vz’ a,b € N,
a < b, kurio koeficientai u,v € {—1,1} (taigi ir kiekvienas Niumeno trinomas
1+ 2% + 2°) turi Litlvudo kartotinj. Jrodyta, kad egzistuoja devintojo ir auks-
tesniy laipsniy neredukuojami Niumeno polinomai, kurie neturi jokio Litlvudo
kartotinio, pavyzdziui, 2% + 2% + 22 + z + 1. Remiantis $iais rezultatais, nustatyta,
kad Niumeno skaic¢iy aibé V), Litlvudo skaiciy aibé V, ir visy vienetinio aukscio
H(P) = 1 sveikuyju polinomy kompleksiniy sakny aibé (zZymima V') yra i$ esmés
skirtingos: tarp ju egzistuoja tik trivialus sarysiai Vy C V ir V, C V., taciau
V' # Ve U Vy. Kad jrodyti siuos rezultatus, naudotasi tiek matematine teorija,

tiek naujais kompiuteriniais algoritmais.

6.4. Polinomo iSvestinés Malerio matas

Nagrinéta sangraziniy polinomy f(z) € C|z] isvestiniu f’(z) Malerio mato

problema. Polinomas f(z) € C[z] yra vadinamas sangrgZiniu, jeigu

fr(2) = 2°f(1/2) = 0f(2),

¢ia d = deg(f), o 0 yra kompleksinis skaicius, kurio modulis || = 1. Si lygybé reis-
kia, kad sangraziniy polinomy koeficientai yra beveik simetriniai, jei perrasysime
juos atvirkstine tvarka.

1961 Maleris jrodé, kad bet kuriam polinomui f € C[z] galioja nelygybé
M(f") < dM(f). Disertacijoje jrodyta, kad sangraziniy polinomu klasei galio-
ja nelygybeé i i kitg puse. Jeigu f(z) yra sangrazinis polinomas, kurio laipsnis
d > 2, tuomet

M(F) > S + | FO)P)
Irodyta, kad konstanta d/2 yra optimali, jeigu laipsnis d yra lyginis skaic¢ius: san-
tykis M(f")/M(f) igyja kiekviena galima realigja reikSme i$ intervalo (d/2,d],
kai f perbéga sangraziniy polinomy su realiaisiais koeficientais, kuriy laipsnis
yra lygus d, aibe. Parodyta, kad kai d yra nelyginis, konstanta d/2 nebéra

optimali. Pavyzdziui, kai d = 3, disertacijoje apskaiciuota optimali konstanta
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M(f")/M(f) = 1,93867997 ..., kuri yra didesné nei 3/2. Irodyta, kad kiekvie-
nam nelyginiam skaiciui d > 5 egzistuoja realusis sangrazinis laipsnio d polino-
mas [ € Z[z], kuriam yra teisinga nelygybe M(f') < “LM(f). Disertacijoje

nagrinétas ir panasus uzdavinys sangraziniy polinomy ir jy iSvestiniy L® normai.

6.5. SkaicCiai geometrinése ir aritmetinése progresijose

Tegul G C R yra geometriné progresija, o A C R — aritmetiné progresija.
Disertacijoje tyrinéta, kiek skaiciy gali priklausyti sankirtai G N A. Geometrine
progresijg uzrasykime pavidalu G = u, uq, ug?,uq®, ..., ¢a u > 0ir ¢ > 1 yra rea-
lieji skaiciai. Disertaciniame darbe gautas rezultatas, kad bet kurios aritmetinés
progresijos A sankirta su G yra sudaryta daugiausia i$ 3 elementy, iSskyrus du
galimus atvejus, kurie priklauso nuo geometrinés progresijos vardiklio ¢ aritme-

1 Giar > 1 yra

tiniy savybiy. Pirmasis iSimtinis atvejis gaunamas, kai ¢ = r
racionalusis skai¢ius, o d € N. Siuo atveju sankirta gali turéti bet kokj skaic¢iy
elementy, s € N arba net s = co. Kita galima isimtis, kai ¢ = %4, ¢a 8 > 1
yra realusis kubinis algebrinis skai¢ius, turintis du menamus jungtinius ', 5, ku-
riu moduliai |3| # |8]. Irodyta, kad kubiniu atveju aibei G N A gali priklausyti
daugiausia 6 skaiciai. Ekvivalentus rezultatas suformuluotas algebriniy skaiciy
laipsniy trupmeniniy daliy sekai {£a™}. Disertacijoje gautas rezultatas apibend-
rina 1959 Supniko, Koeno, Kestono, 1960 Elicho ir 1965 Poznerio ir Ramzéjaus

ankstesnius darbus.

6.6. Skaidiavimo sistemos

Disertacijoje tyrinéti efektyvus metodai skai¢iavimo sistemy (B, ) konstravi-
mui algebriniy skai¢iy zieduose Z[a], kai « yra algebrinis sveikasis skaicius, kurio
visi jungtiniai moduliu yra didesni uz vienetg. Disertacijoje jrodyta, kad skaic¢iavi-
mo sistemos su pakankamai dideliais skaitmenimis B C Z gali buti konstruojamos
elementariais metodais. Gautos nelygybeés skaitmeny aibés B elementams, kuriuo-
se virSutiniai réziai isreiskiami per skaic¢iaus o maziausio jungtinio modulj. Jeigu
a yra kvadratinio arba kubinio trinario Saknis, sukonstruotos skaic¢iavimo siste-
mos su optimalia maziausia skaitmeny aibe B = {0, £1, ..., £ (|N(a)| — 1)}, cia

N(«) yra skaiciaus « algebriné norma virs Q.

6.7. Volso uzdavinys apie redukuojamuma

2007 Vest Koust (West Coast) skaiciy teorijos konferencijoje Volsas iskélé uz-
davinj rasti visus neredukuojamus daugianarius P(x) = ' +27 +2%+4, 4,5,k € N,

1> 7 > k, tokius, kad pakeitus kintamajj  tam tikru z laipsniu [ € N, polinomas
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P(2') tampa redukuojamu Ziede Z[z]. Disertacijoje Sis uZdavinys yra iSsprestas:
vieninteliai tokie daugianariai yra P(z) = x™ + 3™ + 2*™ + 4, ¢ia m yra nelyginis

naturalusis skaic¢ius. Parodyta, kad
P(2?%) = ('™ — 2% 4+ 2®™ — 22™ + 2) (™™ + 2% + 2®™ + 22 + 2).

Volsas taip pat praseé rasti redukuojamy polinomy z° + 27 4+ 2% +n be tiesiniy arba
kvadratiniy daugikliy ziede Z[z|. Disertacijoje gauta keletas tokiu pavyzdziy su

neigiamais laisvaisiais nariais n.

6.8. Metriniai Malerio matai

2001 Dubickas ir Smitas apibrézé metrinio Malerio mato savoka:

N

my(a) :inf{Zm(an) :NeNa-ay = a},
n=1

¢ia m(a)) zymi jprastinj (logaritminj) skaiciaus o Malerio mata. Semuelsas api-

bendrino metrinio Malerio mato savoka. Jis apibrézé t-metrinj Malerio mata

pakeites suma j vektoriaus

(m(aq),...,m(an))

¢! normg bet kuriam teigiamam skaiciui ¢ > 1. Disertaciniame darbe nagrinéta
Samuelso hipotezé, kad t-metriniy Malerio maty infimumas visada yra pasiekia-
mas kune Q(«). Si hipotezé yra jrodyta visiems o € Q, ta¢iau bendru atveju ji
nera teisinga: disertacijoje sukonstruoti kontrpavyzdziai kvadratiniuose kunuose.

Gauta formulé, kaip apskaiciuoti m,(D'/*), kai skai¢ius D € N yra bekvadratis.

6.9. LP, polinomy Malerio matai ir L° normos

Tegul skaic¢ius n € N yra nelyginis. Disertacijoje apibréziami ir tyrinéjami

Lorano polinomai

Pz)=m+1)+ Y a(=zr+275),
ko
kuriy koeficientai ¢ yra lygus —1 arba 1. Siy polinomy klasé yra zymima LP,.
Klasés LP, polinomai yra svarbus signaly apdorojimo teorijoje tyrinéjant lyginio

ilgio Barkerio sekas — dvejetaines sekas su minimaliais autokoreliacijos koeficien-
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tais. Polinomas

R(z)=m+1)+ > 2

kurio visi koeficientai ¢, = 1 iSsiskiria is visy polinomy klaséje L P, savo svarbiomis

savybémis. Disertacijoje gauta, kad polinomy R,, Malerio matas yra labai didelis:
2
M(R,) >n— —logn+ O(1).
T

Taikant matemating analize, irodoma, kad polinomai R, (z) turi pac¢ius maziausius
Malerio matus klaséje £LP,. Remiantis disertacinio darbo rezultatais, jrodoma,
kad Litlvudo polinomai, kuriy koeficientai sudaro Barkerio seka, turéty nejpras-
tai didelius Malerio matus. Pateikiamas siy rezultaty apibendrinimas L° erdvés

normai.

6.10. Polinomy kompozicijos lygtis

Disertaciniame darbe sprendziama polinomy kompozicijos lygtis

fg(x)) = fx)h™ (x),

¢a f(z), g(x) ir h(z) Zymi neZinomus polinomus su koeficientais i$ kiino K. Sio
tipo lygtis iskyla nagrinéjant diofantinius uzdavinius apie daugianariy reikSmes
sveikyjy skai¢iy aibéje. Sis uzdavinys turi prasme, kai polinomas f néra lygus
konstantai ir yra separabilus (neturi kartotiniu Ssakny). Be to, polinomo g laipsnis
degg > 2, g i8vestiné ¢'(x) # 0 ziede K|z|, o naturalusis skai¢ius m > 2 nesidalija
is kuno K charakteristikos. Disertacijoje jrodoma, kad polinomy kompozicijos
lygtis neturi sprendiniy, jeigu deg f > 3. Jeigu deg f = 2, jrodyta, kad m = 2,
ir gauta sprendiniy formulé. Sprendinius (kai jie egzistuoja) galima isreiksti per

pirmosios ir antrosios rusies Cebysevo polinomus.
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7. Rezultaty naujumas ir verté

Didzioji dauguma matematiniy rezultaty, kurie pateikti Sioje disertacijoje, yra
visisSkai nauji ir iki Siol nebuvo aprasyti mokslineje literaturoje. Kai kurie mate-
matiniai rezultatai yra jau zinomy matematiniy metody apibendrinimai bei pri-
taikymai naujose srityse, todél taip pat vertintini kaip nauji ir turintys isliekamaja
verte.

Nors gauti matematiniai rezultatai yra teorinio pobudzio, jrodytos teoremos
yra iliustruojamos praktiniais skaic¢iavimais ir kompiuteriu apskaiciuotais pavyz-
dziais.

Daugelis polinomy aukséiy teorijos uzdaviniy vis dar nejveikti. Tikimes, kad

si disertacija prisidés prie bendros matematinés teorijos vystymosi.

8. Rezultaty aprobavimas
Disertacijos rezultatai buvo pristatyti tarptautinése mokslinése konferencijose, ku-
rios vyko Lietuvoje ir uzsienyje:

o 27th Journées Arithmétiques, Vilnius, 2011 m. birzelio 27d. — liepos 1d.

o Heights 2011, Tossa de Mar, Ispanija, 2011 m. balandzio 25d. — 30d.

o PIMS/SFU/UBC Number Theory Seminar, University of British Columbia,
Vankuveris, Kanada, 2010 m. spalio 7d.

o 19-th Czech and Slovak International Conference on Number Theory,
Hradec nad Moravici, Cekija, 2009 m. rugpjucio 31d. — rugséjo 4d.

o FExplicit Methods in Number Theory, Debreceno universiteto Matematikos

Institutas, Debrecenas, Vengrija, 2009 m. sausio 26d. — 30d.

o Skaiciy teorijos seminaras, The School of Mathematics, University of Edin-
burgh, Edinburgh, Skotija, 2008 m. lapkri¢io 5d.

o Journeé Diophantienne, L’Institut de Recherche Mathématique Avancée,

L’Université de Strasbourg, Strasbourg, Prancuzija, 2008 m. spalio 23d.

o Tarptautiné skaiciy teorijos konferencija, prof. A.Laurinciko 60-meciui,
Siauliai, 2008 m. rugpjiicio 11d. — 15d.

Disertacija buvo pristatyta ir aprobuota Vilniaus universiteto Matematikos ir
informatikos fakulteto Tikimybiy teorijos ir skaiciy teorijos katedros matemati-
niame seminare 2012 m. geguzés 14 d. Skaitytas praneSimas 2012 m. geguzeés

28 d. Lietuvos matematiky draugijos J. Kubiliaus seminare.
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9. Publikacijos
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Pristatomos disertacijos rezultatai publikuojami 11-oje moksliniy straipsniy:
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zurnaluose. I$ 11 straipsniy 10 pasirodé (arba pasirodys) ISI duomeny bazése

indeksuojamuose leidiniuose.
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5. A.DUBICKAS, J.JANKAUSKAS,

On Mahler measures of a self-inversive polynomial and its derivative,
Bull. London Math. Soc., 42 (2) (2010), 195-209.

6. J. JANKAUSKAS,On the reducibility of certain quadrinomials,
Glasnik Matematicki, 45 (65) (2010), 31-41.

7. J. JANKAUSKAS, C. SAMUELS,

The t-metric Mahler measures of surds of rational numbers,
Acta Math. Hungar., 134 (4) (2012), 481-498.

8. P. BorweElIN, S. K. K. CHOI AND J.JANKAUSKAS,

On a class of polynomials related to Barker sequences,
Proceedings of Amer. Math. Soc., 140 (8) (2012), 2613-2625.
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Funct. Approx. Comment. Math.

H. GANGULI, J. JANKAUSKAS,
On the equation f(g(x)) = f(x)h™(z) for composite polynomials,
J. Aust. Math. Soc. (special issue dedicated to Alfred van der Poorten).

Konferencijy pranesimy tezés:

. A. DUBICKAS, J. JANKAUSKAS,

On the intersection of infinite geometric and arithmetic progressions,
27-th Journées Arithmétiques, June 27 — July 1, 2011, Vilnius, Lithuania:
programme and abstract book. Vilnius, Vilniaus universitetas, 2011. Prieiga
internetu

http://atlas-conferences.com/cgi-bin/abstract/cbbv-46.

. S. AKIYyAMA, P. DRUNGILAS, J. JANKAUSKAS,
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Fiziniy ir technologijos moksly tarpdalykiniai tyrimai: pirmosios LMA Jau-
nyjuy mokslininky konferencijos pranesimy santraukos, Vilnius, 2011 02 08.
Vilnius, LMA leidykla, 2011. Prieiga internetu
http://1lma.lt/media/k2/attachments/SANTRAUKOS. pdf.
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10. Summary

The doctoral dissertation deals with mathematical problems related to various

heights of polynomials. We consider polynomials
P(z) = apa" + - -+ + a12 + ag

in one variable with real or complex coefficients. The height of a polynomial,
in the most general sense, is a quantity by which we measure the complexity of
the polynomial P. There are several different types of heights: the naive height
H(P), the length L(P), the Euclidean norm ||P||, the Mahler measure M(P) or
the integral norms || P||, .

Heights of polynomials are of considerable interest in the number theory. In
particular, heights are important technical tools in the modern Diophantine ana-
lysis. Heights which measure analytic properties of polynomials play a substantial
role in various branches of mathematical analysis, such as the approximation the-
ory in the spaces L°, Fourier series, or functional analysis. Outside the realm of
pure mathematics, heights of polynomials have applications in the electrical engi-
neering and signal processing theory, where they are used to measure the signal
strength and energy.

The doctoral dissertation is devoted to studying algebraic, analytical and num-
ber theoretical properties of polynomials that depend on heights. We consider the
divisibility of real polynomials with restricted coefficients and the reducibility of
integer polynomials. The set properties of algebraic numbers which are roots of
polynomials with small integer coefficients {—1,0, 1} are investigated. We explore
the arithmetic and geometric properties of algebraic numbers which are roots of
trinomial or quadrinomial equations. We investigate the Mahler measures and L*
norms of polynomials and their derivatives. We consider polynomials related to
Barker sequences. We also solve a composition equation for polynomials.

The main mathematical results presented in the doctoral dissertation are as

follows:

« An inequality and explicit formulas for the reduced height of a real polyno-
mial P € Rlx].

o Formulas for the maxima of real polynomials with restricted coefficients on
the unit circle |z| = 1 in the complex plane C. We prove that maximal

values are achieved by Newman polynomials.

o We prove that the sets of Newman numbers and Littlewood numbers have

a non-trivial structure. There are infinitely many Newman numbers which
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are not Littlewood numbers. However, every Newman polynomial of degree
at most 8 has a Littlewood multiple. In addition, every trinomial of height
1 and a non-zero constant term, and some types of quadrinomials with
coefficients {—1,0, 1} have their Littlewood multiples.

o The inequality for the Mahler measures of the derivative of a self-inversive

polynomial

20 + | FO)P) 7,

which refines the classical inequality M (f')/M(f) > d/2.

M(f') =

« Tight bounds on the size of the intersections of arbitrary geometric progres-

sions G and arithmetic progressions A of real numbers.

« The solution of the problem reducibility of quadrinomials x* + 27 4 2% + 4
posed by Walsh.

« Some explicit constructions of the number systems (B, «) in the rings Z[«/]

for expanding algebraic integers a.

o The study of the infima of the t — Metric Mahler measures for rationals and

quadratic surds.

+ The inequalities for the Mahler measures M (P) and norms || P||, of extremal

Laurent polynomials £P, associated to Barker sequences.

o The solution to the composition equation f(g(z)) = f(z)h™(x).

In order to solve mathematical problems on heights of polynomials, we used a
variety of tools from algebra, mathematical analysis (the theory of functions of real
and complex variable) and number theory. The mathematical theory was applied
in a combination with calculations on computer algebra systems. Specialized
computer algorithms were developed to tackle problems, if necessary.

Although the main mathematical results are theoretical, practical computa-
tional examples are provided.

We hope that the results of the present thesis will contribute to the mathema-

tical theory of polynomials.
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