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• prof. habil. dr. Kȩstutis Kubilius (Vilniaus universitetas, fiziniai mokslai, matematika – 01P)
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• doc. dr. Jolita Norkūnienė (Vilniaus Gedimino technikos universitetas, fiziniai mokslai,

matematika – 01P)

• prof. dr. Jonas Šiaulys (Vilniaus universitetas, fiziniai mokslai, matematika – 01P)

Disertacija bus ginama viešame Matematikos mokslo krypties tarybos posėdyje 2013 m. kovo 22 d.
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1 Disertacinio darbo aprašymas

1.1 Tyrimo objektas

Disertacijoje nagrinėjamas silpnasis adityviu̧ju̧ funkciju̧, apibrėžtu̧ simetrinėje grupėje, skirstiniu̧

konvergavimas Evenso tikimybinio mato atžvilgiu.

1.2 Aktualumas

Tyrimo objektas ir nagrinėjamos problemos priskirtinos tikimybinei kombinatorikai. Tai yra svarbi

šiuolaikinės matematikos šaka. Ji taikoma kompiuteriu̧ teoriniame moksle, statistikinėje fizikoje,

matematinėje genetikoje ir kitose srityse, kuriose galima rasti dideles kombinatoriniu̧ struktūru̧

klases. Susidūrus su problema apie kokio išskirtinio objekto egzistavima̧ tam tikroje klasėje, labai

patogu toje klasėje i̧vesti tikimybini̧ mata̧. Tada pakanka parodyti, kad nagrinėjamo objekto

tikimybė yra teigiama. Toliau daroma išvada, kad toks objektas egzistuoja. Kai klasės galios

nei̧manoma aprėpti kompiuteriu ir tiksliais metodais nesugebame aprašyti atskiru̧ elementu̧, tada

vienintelis būdas sužinoti reikalinga̧ informacija̧ apie "tipini̧" klasės objekta̧ yra jo atsitiktinis išrinki-

mas ir aprašymas tikimybiniais dėsniais.

Pastaruoju metu yra labai išaugȩs susidomėjimas atsitiktinėmis kombinatorinėmis struktūromis,

ypač tomis, kurias galima išskaidyti. Tarp ȷu̧ žinomiausias ir svarbiausias pavyzdys yra keitiniai.

Šiame darbe mes analizuojame keitinius, kurie pagal apibrėžima̧ yra baigtinės aibės bijekcijos i̧ ja̧

pačia̧. Visi baigtinės aibės keitiniai sudaro simetrinȩ grupȩ. Keitinys gali būti išskaidytas i̧ ciklus.

Pastaru̧ju̧ ilgiu̧ kartotinumai sudaro vadinama̧ji̧ ciklu̧ vektoriu̧, užkoduojanti̧ pačias svarbiausias

keitinio savybes. Joms atskleisti yra apibrėžiamos adityviosios ir multiplikatyviosios funkcijos. Jeigu

keitinys išrenkamas atsitiktinai, tada minėtos funkcijos tampa priklausomu̧ atsitiktiniu̧ dydžiu̧ (a.d.)

sumomis ir sandaugomis. Šiuo atžvilgiu mūsu̧ darbo uždaviniai gali būti priskirti tikimybiu̧ teorijai.

Paminėsime pora̧ taikomu̧ju̧ pavyzdžiu̧. Pirmiausia, konkrečios adityviosios funkcijos gerai

aproksimuoja keitinio eilės simetrinėje grupėje logaritma̧. Tai aktualu algebroje, ypač Galua teori-

joje. Antra, tam tikri fizikos reiškiniai yra modeliuojami panaudojant atsitiktines unitaria̧sias matri-

cas. Keitiniu̧ matricos, atitinkančios simetrinȩ grupȩ, priklauso šiai klasei. Realiosios ir menamosios

ju̧ charakteristiniu̧ polinomu̧ logaritmo dalys taip pat yra adityviosios funkcijos. Be to, daug pėdsaku̧

tipo funkcionalu̧, apibrėžtu̧ tikriniu̧ reikšmiu̧ aibėje, taip pat yra panašaus pobūdžio. Šiame darbe

nagrinėjame adityviu̧ju̧ funkciju̧, apibrėžtu̧ simetrinėje grupėje, asimptotinius skirstinius, kai grupės

eilė neaprėžtai didėja. Grupėje yra apibrėžtas svorinis tikimybinis matas, kuris vadinamas Evenso

tikimybiniu matu (ETM). Todėl tyrimu̧ reikšmė dar labiau padidėja, ypač pastebėjus, kad tar-

pusavyje jungtiniu̧ keitiniu̧ klasė gali būti sutapatinama su visiems jiems vienodu ciklu̧ vektoriumi.

Be to šios klasės tikimybė lygi vieno vektoriaus, imamo iš tam tikros vektoriu̧ su neneigiamomis

koordinatėmis aibės, tikimybei, kuria̧ 1972 m. apibrėžė W.J. Ewens. Ji vadinama Evenso atrankos

formule (EAF). Pastaroji formulė buvo i̧vesta genetikoje modeliuoti populiacijos mutacija̧. Šiandien

ji vaidina svarbu̧ vaidmeni̧ ir kitose matematinės statistikos srityse. Taigi keitiniu̧ tikimybinė teorija

ETM atžvilgiu glaudžiai siejasi su moderniais taikomaisiais uždaviniais.
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Matematikai svarbus ir kitas aspektas. Adityviu̧ju̧ funkciju̧, apibrėžtu̧ simetrinėje grupėje,

reikšmiu̧ pasiskirstymo teorija turi daug bendro su tikimybine skaičiu̧ teorija. Šiu̧ abieju̧ teoriju̧

plėtotė prasidėjo beveik tuo pačiu metu, bet pastaroji yra pažengusi šiek tiek toliau. Disertacijai

buvo keliama labai aktuali užduotis – užpildyti esamas tikimybinės kombinatorikos spragas.

1.3 Tyrimo tikslai ir uždaviniai

Disertacijos tikslas yra išnagrinėti adityviu̧ju̧ funkciju̧, apibrėžtu̧ simetrinėje grupėje, reikšmiu̧ skirs-

tinius ir nustatyti bendras sa̧lygas, kurioms esant pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja i̧ ribini̧

dėsni̧. Konkrečiau, mes sprendžiame tokius uždavinius:

• Ištirti visiškai adityviu̧ funkciju̧, apibrėžtu̧ simetrinėje grupėje, skirstiniu̧ Evenso tikimybinio

mato atžvilgiu silpna̧ji̧ konvergavima̧.

• Nustatyti ciklu̧ su apribotais ilgiais skaičiaus skirstiniu̧ konvergavimo būtinas ir pakankamas

sa̧lygas.

• Gauti multiplikatyviu̧ju̧ funkciju̧, apibrėžtu̧ adicinėje pusgrupėje Zn
+, vidurkiu̧ Evenso atrankos

formulės atžvilgiu apatinius i̧verčius.

• Ištirti galimu̧ ribiniu̧ dėsniu̧ klasȩ.

• Gauti adityviu̧ju̧ funkciju̧, apibrėžtu̧ simetrinėje grupėje, faktorialiniu̧ momentu̧ išraiškas.

1.4 Metodai

Analizuodami iškeltas problemas ir uždavinius, mes taikome bendrus tikimybiu̧ teorijos, tikimybinės

kombinatorikos metodus ir kombinatoriniu̧ struktūru̧ asimptotinȩ teorija̧. Adityviu̧ju̧ funkciju̧ skirs-

tiniu̧ silpnojo konvergavimo i̧rodymai remiasi faktorialiniu̧ momentu̧ formulėmis ir savybėmis. Kon-

centracijos funkcijos ir vadinamu̧ju̧ uodegu̧ tikimybiu̧ i̧vertinimai taip pat labai svarbūs. Generuo-

jančiu̧ funkciju̧ metodas yra viena iš pagrindiniu̧ daugeliu̧ i̧rodymu̧ techninė priemonė. Metodologija,

kurios efektyvumas pasitvirtino tikimybinėje skaičiu̧ teorijoje, yra pritaikyta ir šiame darbe.

1.5 Ginami teiginiai

• Visiškai adityviu̧ funkciju̧, apibrėžtu̧ simetrinėje grupėje, skirstiniu̧ silpnojo konvergavimo i̧

ribini̧ dėsni̧ teiginiai.

• Multiplikatyviu̧ju̧ funkciju̧, apibrėžtu̧ adicinėje pusgrupėje Zn
+, vidurkiu̧ Evenso atrankos for-

mulės atžvilgiu apatinieji i̧verčiai.

• Adityviu̧ju̧ funkciju̧, apibrėžtu̧ simetrinėje grupėje, asimptotiniu̧ skirstiniu̧ Evenso tikimybinio

mato atžvilgiu klasės ir ju̧ pavyzdžiu̧ analizė.

• Adityviu̧ju̧ funkciju̧ laipsniniu̧ ir faktorialiniu̧ momentu̧ formulės ir savybės.
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1.6 Naujumas

Visi pateikti rezultatai yra nauji. Jie praplečia, apibendrina ir papildo iki šiol daugeliu̧ autoriu̧ gau-

tus rezultatus, susijusius su atsitiktiniais keitiniais. Jie užpildo egzistuojančias tikimybinės kombi-

natorikos spragas ir priartina ja̧ prie pastaraisiais metais pasiekto tikimybinės skaičiu̧ teorijos lygio.

Gauti rezultatai buvo aprobuoti vietinėse ir tarptautinėse konferencijose ir išdėstyti straipsniuose.

1.7 Padėka

Norėčiau išreikšti nuoširdžia̧ padėka̧ savo moksliniam vadovui profesoriui Eugenijui Manstavičiui už

jo pastovu̧ konsultavima̧, globojima̧ ir pagalba̧, vertingus pasiūlymus ir patarimus, motyvacija̧ ir

rūpesti̧ per mano septynerius studiju̧ metus. Taip pat labai norėčiau padėkoti mano draugei Jelenai

Salnikovai ir vyrui Aleksejui Bakšajevui už palaikyma̧, paskatinima̧ ir naudingus patarimus; mano

šeimai už supratima̧, pagalba̧ ir kantrybȩ.
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2 Pagrindiniai disertacijos rezultatai

2.1 Trumpa literatūros apžvalga ir sprendžiamos problemos

Pradėkime nuo pagrindiniu̧ apibrėžimu̧ ir žymėjimu̧.

Tegul Sn yra keitiniu̧ σ simetrinė grupė. Kiekvienas keitinys σ ∈ Sn išreiškiamas nepriklausomu̧

ciklu̧ κi sandauga

σ = κ1 · · ·κw, (2.1)

čia w = w(σ) yra ciklu̧ skaičius, kj(σ) ≥ 0 – ciklu̧ ilgio j skaičius (2.1) skaidinyje, 1 ≤ j ≤ n, ir

k̄(σ) := (k1(σ), . . . , kn(σ)). Tada

ℓ(k̄(σ)) := 1k1(σ) + · · · + nkn(σ) = n. (2.2)

Vektorius k̄(σ) vadinamas keitinio σ ciklu̧ vektoriumi. Tolygusis tikimybinis matas simetrinėje

grupėje Sn apibrėžiamas taip:

νn(. . .) = (n!)−1|{σ ∈ Sn : . . .}|.

Pirmieji tikimybiniai rezultatai apie atsitiktinius keitinius buvo gauti V. Gončarov 1942-1944

m. darbuose [9], [10]. Jis taikė generuojančiu̧ funkciju̧ metoda̧. Tegul ξj , j ≥ 1, yra nepriklausomi

Puasono atsitiktiniai dydžiai, apibrėžti kokioje nors tikimybinėje erdvėje su parametrais Eξj = 1/j.

Jis i̧rodė, kad keitinio, turinčio struktūra̧ k̄(σ) = s̄, tikimybė išreiškiama sa̧lygine tikimybe

νn

(
k̄(σ) = s̄

)
= P

(
ξ̄ = s̄|ℓ(ξ̄) = n

)
, s̄ ∈ Zn

+.

Žinomiausias jo rezultatas - centrinė ribinė teorema keitinio ciklu̧ skaičiui.

Gončarovo teorema. Turime

(
w(σ) − logn

)
/
√

logn d⇒ N (0, 1).

Čia N (0, 1) yra standartinis Gauso atsitiktinis dydis.

Atsitiktiniu̧ keitiniu̧ teorija̧ taip pat plėtojo W. Feller [6], L. Moser ir M. Wyman [23], S.W.

Golomb [7] (kartu su kitais autoriais [8]), A. Rènyi [24], P.Erdős ir P. Turán [4], L.A. Shepp ir S.P.

Lloyd [25]. Rusu̧ autoriai V.F. Kolchin, B.A. Sevastyanov ir V.P. Chistyakov savo ir kitu̧ rezultatus

apibendrino knygose [11]–[13].

E. Manstavičius [15] 1996 m. pradėjo nagrinėti realiu̧ju̧ adityviu̧ju̧ funkciju̧ reikšmiu̧ integralinius

pasiskirstymo dėsnius. Tokia funkcija h : Sn → R yra išreiškiama tiesine kombinacija

h(σ) =
n∑

j=1
ajkj(σ), σ ∈ Sn, (2.3)

čia aj ∈ R. Dabar ji vadinama visiškai adityvia funkcija. Paprasčiausias tokios funkcijos pavyzdys

yra ciklu̧ skaičius w(σ). Kalbėdami apie funkciju̧ seka̧ ir norėdami akcentuoti priklausomybȩ nuo n,

pridėsime indeksa̧ n.

Pagrindinė problema, kuria̧ savo darbe [15] iškėlė E. Manstavičius, gali būti suformuluota taip:
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Esant kokioms būtinoms ir pakankamoms sa̧lygoms dažniai νn(hn(σ) − A(n) < x), čia A(n) yra

parenkama centravimo seka, silpnai konverguoja i̧ ribini̧ pasiskirstymo dėsni̧.

Disertacijoje mes sprendžiame ši̧ uždavini̧ bendresniu̧ tikimybiniu̧ matu̧ atžvilgiu. Darbo mo-

tyvacija yra pagri̧sta ne tik noru apibendrinti anksčiau minėtu̧ matematiku̧ rezultatus. Pastaruoju

metu ypač didelis platesnės teorijos poreikis kilo nagrinėjant atsitiktiniu̧ keitiniu̧ matricas. Naujausi

ju̧ tyrimai patvirtino būtinybȩ plėtoti adityviu̧ju̧ funkciju̧ reikšmiu̧, apibrėžtu̧ simetrinėje grupėje,

skirstiniu̧ teorija̧ svoriniu̧ matu̧ atžvilgiu. Žinomiausiu iš ju̧ tapo ETM, jo atžvilgiu formuluojami

visi darbo teiginiai.

I̧vesime keleta̧ papildomu̧ žymenu̧. Tegul θ > 0 yra fiksuotas parametras. ETM simetrinėje

grupėje Sn yra apibrėžiamas formule

νn,θ(A) = 1
θ(n)

∑
σ∈A

θw(σ), A ⊂ Sn,

čia x(n) := x(x+ 1) · · · (x+ n− 1) ir x(0) = 1 žymime augančius faktorialus. Turime

νn,θ(k̄(σ) = s̄) := 1
{
ℓ(s̄) = n

} n!
θ(n)

n∏
j=1

(
θ

j

)sj 1
sj !
. (2.4)

Pastebėkime, kad dešinėje pusėje esantis dydis yra vektoriaus iš aibės ℓ−1(n) := {s̄ ∈ Zn
+ : ℓ(s̄) = n}

tikimybė, kuria̧ i̧vedė J.W. Ewens [5]. Kitaip tariant, jis apibrėžė skirstini̧

Pn,θ({s̄}) := n!
θ(n)

n∏
j=1

(
θ

j

)sj 1
sj !
, s̄ ∈ ℓ−1(n), (2.5)

kuris dabar žinomas kaip Evenso atrankos formulė (EAF).

Analizuodami atsitiktiniu̧ keitiniu̧ statistikas, išreiškiamas per k̄(σ), mes galime nagrinėti atitinka-

mas atsitiktiniu̧ vektoriu̧ s̄ ∈ ℓ−1(n) statistikas EAF atžvilgiu (2.5).

Adityviu̧ju̧ funkciju̧ reikšmiu̧ pasiskirstymas ETM atžvilgiu buvo nagrinėjamas, taikant anali-

zinius ir tikimybinius metodus. Pirmi rezultatai nustatant būtinas ir pakankamas konvergavimo

sa̧lygas priklauso G.J. Babu ir E. Manstavičiui [2], kurie tyrinėjo funkcines ribines teoremas. Vie-

namatėse ribininėse teoremose vis dar reikia apsiriboti atskiromis klasėmis arba reikalauti papildomu̧

išankstiniu̧ sa̧lygu̧.

Panaši padėtis yra tikimybinėje skaičiu̧ teorijoje. Tačiau pastaraisiais metais J. Šiauliui (žr. [26]–

[31]) pavyko sukurti metoda̧, kuriuo buvo galima gauti bendru̧ ribiniu̧ teoremu̧ sveikareikšmiu̧ arit-

metiniu̧ funkciju̧ atveju. Idėjos buvo toliau išplėtotos kartu su G. Stepanausku [32]–[36]. Savo ruožtu

E. Manstavičiui pavyko tai pritaikyti atsitiktiniams keitiniams, imamiems su vienoda tikimybe (žr.

[20]–[22]). Pagrindinis mūsu̧ darbo tikslas – toliau pažengti šiuo keliu nagrinėjant sveikareikšmes

adityvia̧sias funkcijas simėtrinėje grupėje ETM atžvilgiu.

2.2 Rezultatu̧ aprašymas

Pirmos dvi disertacijos dalys skirtos rezultatams, kurie yra labiau pagalbiniai, bet ne mažiau svarbūs

ir reikalingi i̧rodinėjant pagrindines teoremas. Taigi pirmame skyriuje mes pateikiame bendras

visiškai ir stipriai adityviu̧ funkciju̧ faktorialiniu̧ ir laipsniniu̧ momentu̧ išraiškas ir ju̧ i̧verčius.
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Tegul visiškai adityvios funkcijos su aj ∈ R momentas yra En,θh(σ), čia En,θ pažymėtas vidurkis

νn,θ atžvilgiu. Darbe gauta tokia laipsniniu̧ momentu̧ išraiška:

En,θh(σ)k = β̂nk,θ :=
k∑

u=1
θu

∑
r1+···+ru=k

(
k − 1
r1 − 1

)
· · ·

(
k − r1 − · · · − ru−1 − 1

ru − 1

)

×
∑

j1+···+ju≤n

ar1
j1

· · · aru
ju

j1 · · · ju
ψn(n− j1 − · · · − ju), (2.6)

čia

ψn(l) := n!
θ(n)

θ(l)

l!
.

Čia ir toliau r1, r2, . . . ∈ N ir 1 ≤ j1, j2, . . . ≤ n.

Analogiškai visiškai adityviu̧ funkciju̧ su aj ∈ R faktorialiniu̧ momentu̧ En,θh(σ)(k) išraiška yra

tiesiog modifikuota (2.6) formulė, kur daugyba ar1
j1
. . . aru

ju
yra pakeista i̧ aj1(r1) . . . aju(ru). Faktori-

alinius momentus toliau žymėsime γ̂nk,θ.

Antrame disertacijos skyriuje yra gauti multiplikatyviu̧ju̧ funkciju̧, apibrėžtu̧ adicinėje pus-

grupėje Zn
+, vidurkiu̧ EAF atžvilgiu apatinieji ir viršutinieji i̧verčiai. Šis uždavinys yra susijȩs

su mažojo rėčio problema. Priminkime keleta̧ svarbiu̧ apibrėžimu̧.

AtvaizdisG : Zn
+ → C, G(0̄) = 1, vadinamas multiplikatyvia̧ja funkcija, jeigu G(s̄+t̄) = G(s̄)G(t̄)

kiekvienai porai s̄, t̄ ∈ Zn
+ tokiai, kad s̄ ⊥ t̄. Jeigu ēj := (0, . . . , 1, . . . , 0), čia vienintelis vienetas

stovi j-ojoje vietoje, tada

G(k̄) =
∏
j≤n

G(kj ēj) =:
∏
j≤n

gj(kj).

Jeigu gj(k) = gj(1) =: gj visiems k ≥ 1 ir j ≤ n, funkcija G vadinama stipriai multiplikatyvia ir,

analogiškai, jeigu gj(k) = gk
j ir 00 := 1, tada G vadinama visiškai multiplikatyvia. Atitinkamai

pažymėkime ka̧ tik i̧vestu̧ multiplikatyviu̧ju̧ funkciju̧ aibes M, Ms, ir Mc. Jeigu G ∈ M, tada jos

vidurkis Pn,θ atžvilgiu yra

Mn,θ(G) :=
∑

k̄∈Ω(n)

G(k̄)Pn,θ(k̄) = n!
θ(n)

∑
k̄∈Ω(n)

∏
j≤n

(θ
j

)kj gj(kj)
kj !

= n!
θ(n) [xn]Zθ(x;G), (2.7)

čia

Zθ(x;G) =
∏
j≥1

(
1 +

∑
r≥1

(θ
j

)r gj(r)
r!

xjr

)
ir [xn]Z(x) pažymėtas n-asis formalios laipsninės eilutės Z(x) koeficientas. Mes taip pat tariame,

kad M0,θ(G) ≡ 1 kiekvienam G ∈ M.

Darbe Mn,θ(G) i̧vertintas tolygiai atžvilgiu G priklausančio tam tikram M poklasiui. Ši̧ klausima̧

rutuliojo E. Manstavičius [18]. Kai G ∈ Mc ir 0 < θ− ≤ gj ≤ θ+, jis i̧rodė, kad

Mn,1(G) ≍ exp
{ ∑

j≤n

gj − 1
j

}
, n ≥ 1, (2.8)

čia simbolyje ≍ esančios konstantos priklauso tik nuo θ− ir θ+. Pastebėkime, kad bendru atveju

apatinis rėžis (2.8) yra neteisingas, jeigu G(k̄) p̧akankamai dažnai igyja nulio reikšmȩ. Gilesnis
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rezultatas atveju, kai G(k̄) ∈ {0, 1} buvo gautas kituose jo darbuose (žr. [16] ir [17]). Disertacijoje

mes ji̧ išplečiame.

Pradėkime nuo lengvesnės suvidurkinto vidurkio

M̃n,θ(G) := 1
Γn,θ

∑
0≤m≤n

θ(m)

m!
Mm,θ(G) (2.9)

vertinimo problemos, čia

Γn,θ :=
∑

0≤m≤n

θ(m)

m!
= nθ

Γ(θ + 1)

(
1 +O

( 1
n

))
, n ≥ 1, θ(0) = 1.

Teorema 2.1 Tegul θ > 0 ir G ∈ Ms yra apibrėžta seka 0 ≤ gj ≤ 1, čia 1 ≤ j ≤ n. Tada

M̃n,θ(G) ≍ exp
{
θ

∑
j≤n

gj − 1
j

}
.

Pagrindinis nagrinėjamu̧ multiplikatyviu̧ju̧ funkciju̧ vidurkiu̧ rezultatas yra pateikiamas šioje

teoremoje.

Teorema 2.2 Tegul θ ≥ 1 ir G ∈ Ms yra apibrėžta seka 0 ≤ gj ≤ 1, čia 1 ≤ j ≤ n. Jeigu∑
j≤n

1 − gj

j
≤ K (2.10)

kokiam nors K > 0, tada egzistuoja teigiamos konstantos c0 ir c ir funkcija N : R+ → N tokia, kad

Υ(K) := inf{Mn,θ(G) : n ≥ N (K)} ≥ c0 exp{−ecK}. (2.11)

Sekančiame disertacijos skyriuje analizuojame visiškai adityvias funkcijas su aj := anj ∈ {0, 1}

ir θ > 0. Tokiu atveju funkcija h(σ) yra tiesiog ciklu̧ su apribotais ilgiais skaičius ir jos faktorialiniu̧

momentu̧ išraiška turi pavidala̧

γ̂nk,θ := θk
∗∑

j1≤n

1
j1

· · ·
∗∑

jk≤n

1
jk

1{j1 + · · · + jk ≤ n}ψn(n− j1 − · · · − jk).

Teorema 2.3 Tegul hn(σ) yra visiškai adityviu̧ funkciju̧ seka su anj ∈ {0, 1} ir θ > 0. Dažniai

Vn,θ(x) := νn,θ(hn(σ) < x) silpnai konverguoja i̧ ribini̧ dėsni̧ tada ir tik tada, jeigu egzistuoja tokios

baigtinės ribos

lim
n→∞

γ̂nm,θ =: γ̂m,θ (2.12)

kiekvienam m ∈ N. Be to, jeigu sa̧lyga (2.12) tenkinama, tada ribinio dėsnio charakteristinė funkcija

turi pavidala̧

1 +
∞∑

m=1

γ̂m,θ

m!
(eit − 1)m

, t ∈ R.

Pirmi bendri rezultatai, kai parametras θ = 1 buvo gauti E. Manstavičiaus [15], [20], [21].

Autorius išanalizavo konvergavima̧ i̧ Puasono ir išsigimusi̧ taške nulis dėsnius ir nustatė būtinas

ir pakankamas sa̧lygas, su kuriomis pasiskirstymo funkcijos Vn,1(x) silpnai konverguoja i̧ ribinius

dėsnius. Mūsu̧ Teorema 2.3 apibendrina minimus rezultatus, kai θ > 0 ir anj ∈ {0, 1}. Dažniu̧
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Vn,θ(x) ribinio dėsnio egzistavimas išplaukia iš rezultato, pateikto straipsnyje [19], bet papildomai

mes nustatome faktorialiniu̧ momentu̧ konvergavima̧.

Išigimusio ribinio dėsnio atveju mums pavyko gauti gana bendra̧ rezultata̧. Ji̧ suformuluosime

panaudodami Lévy atstumo tarp atsitiktinio dydžio h(·) ir konstantu̧ aibės sa̧voka̧:

L(h; νn,θ) := inf
{
ε+ νn,θ(|h(σ) − a| ≥ ε) : a ∈ R, ε > 0

}
.

Tegul u ∨ v := max{u, v}, u ∧ v := min{u, v} ir u◦ := 1 ∧ |u| sgn u, jeigu u, v ∈ R,

Un(h, λ) :=
∑
j≤n

θ

j

(
anj − λj

)◦2
ψn(n− j)

ir Un(h) = min{Un(h, λ) : λ ∈ R}. Žymuo ≪ naudojamas kaip O(·) analogas, be to, i̧einančios

konstantos gali priklausyti nuo θ.

Teorema 2.4 Jeigu θ ≥ 1 ir h(σ) yra visiškai adityvi funkcija, tada

L(h; νn,θ) ≤ 2
(
1 ∧ (2Un(h))1/3)

ir

Un(h) ≪ (1/n) ∨ L(h; νn,θ)

visiems n ≥ 1.

Darbe mes atsakome i̧ klausima̧ apie išsigimusio ribinio dėsnio egzistavima̧.

Corollary 2.1 Tegul θ ≥ 1 ir hn(σ) yra visiškai adityvios funkcijos, apibrėžtos per {aj := anj},

j ≤ n. Pasiskirstymo funkcijos νn,θ

(
hn(σ) − A(n) < x

)
konveguoja i̧ išsigimusi̧ taške nulis ribini̧

dėsni̧ tada ir tik tada, jeigu ∑
j<n

(aj − λj)◦2

j
ψn(n− j) = o(1)

kažkokiems λ = λn ∈ R ir

α(n) = nλ+
∑
j<n

|aj −λj|<1

θ(aj − λj)
j

ψn(n− j) + o(1).

Pastaroji išvada apibendrina E. Manstavičiaus 2005 m. rezultata̧, gauta̧ atveju, kai θ = 1.

Tikriausiai pirmas teoremos 2.4 teiginys gali būti i̧rodytas adityviosioms funkcijoms, kai θ > 0.

Tam pakanktu̧ pritaikyti metodika̧, naudojama̧ skaičiu̧ teorijoje (žr. [3]). Kita̧ netiesioginȩ galimybȩ

gauti viršutinius i̧verčius suteikia nelygybė

νn,θ

(
|h(σ) − a| ≥ u

)
≪ P 1∧θP

(
|X1 + · · · +Xn ≥ u/3

)
+ 1{θ < 1}n−θ,

čia a ∈ R ir u ≥ 0 yra bet kokie. Pastaroji nelygybė i̧rodyta E. Manstavičiaus ir G.J. Babu darbe

[2]. Panaudokime ja̧, kai θ < 1. Pažymėkime

Ũn(h) := min
λ

∑
j≤n

(aj − λj)◦2

j
.
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Teorema 2.5 Tegul θ < 1 ir hn(σ) yra visiškai adityvios funkcijos. Tada

L(h; νn,θ) ≪ Ũ
θ/(2θ+1)
n,θ (h) + n−θ. (2.13)

Teoremose 2.3 ir 2.5 galime pastebėti tam tikra̧ analogija̧ tarp adityviu̧ju̧ funkciju̧ simetrinėje

grupėje Sn ir nepriklausomu̧ atsitiktiniu̧ dydžiu̧ sumu̧.

Dažniu̧ Vn,θ(x) silpnojo konvergavimo i̧ neišsigimusi̧ ribini̧ dėsni̧ būtinu̧ ir pakankamu̧ sa̧lygu̧

nustatymas yra sudėtingesnis klausimas. Tai mes demonstruojame penktame skyriuje. Čia na-

grinėjame silpna̧ji̧ visiškai adityviu̧ funkciju̧ su aj ∈ Z skirstiniu̧ konvergavima̧ i̧ Puasono ribini̧

dėsni̧. Iš pradžiu̧ i̧veskime keleta̧ žymenu̧.

aj(m) =


aj if 0 ≤ aj ≤ m,

m if aj > m,

0 if aj < 0

(2.14)

ir pažymėkime nupjautines visiškai adityvias funkcijas

h(σ;m) :=
n∑

j=1
aj(m)kj(σ).

Pagrindinis šio skyriaus rezultatas yra tokia teorema.

Teorema 2.6 Tegul hn(σ) yra visiškai adityviu̧ funkciju̧ seka su aj := anj ∈ Z, j ≤ n, ir θ ≥ 1.

Pasiskirstymo funkcijos Vn,θ(x) silpnai konverguoja i̧ ribini̧ Puasono dėsni̧ su parametru µ > 0 tada

ir tik tada, jeigu

(i)
∑
j≤n

aj ≤−1

θ

j
ψn(n− j) = o(1), (2.15)

(ii) lim
m→∞

lim sup
n→∞

Enhn(σ;m)(l) = lim
m→∞

lim inf
n→∞

Enhn(σ;m)(l) = µl (2.16)

kiekvienam fiksuotam l ∈ N.

Pirmi rezultatai apie Puasono ribinio dėsnio su parametru µ > 0 egzistavima̧, kai θ = 1, prik-

lauso E. Manstavičiui. Remdamasis tikimybinės skaičiu̧ teorijos idėjomis, kurias savo darbuose

([26]–[29]) pasiūlė J. Šiaulys, jis pastebėjo netikėta̧ fakta̧ (žr. 3 teorema̧ , [22]). Ilgu̧ ciklu̧ i̧taka

turi būti eliminuojama. Vadinasi, naudodami ciklus su ilgiais iš intervalo [εn, n], mes negausime

Puasono dėsnio, kai anj ∈ {0, 1}. Kai aj yra neaprėžti, situacija keičiasi. Ta̧ demonstruodami, mes

pateikiame bendresni̧ negu E. Manstavičiaus [19] sukonstruota̧ pavyzdi̧.

Teiginys 1. Tegul µ ≤ − log(1 − vθ(1)), čia

vθ(x) := θ

∫ x

1/2
(1 − u)θ−1 du

u
.

I̧veskime seka̧ 1/2 = d0 < d1 < · · · , kad

vθ(dm) = e−µ
m∑

k=1

µk

k!
, m ∈ N,
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ir imkime aj = m, jeigu ndm−1 < j ≤ ndm, o aj = 0 – kitais atvejais. Jei hn(σ) yra visiškai

adityviu̧ funkciju̧ seka, apibrėžta per šias aj, tada jos reikşmiu̧ ribinis skirstinys yra Puasono su

parametru µ.

Pateiksime kita̧ pavyzdi̧, kuris susijȩs su quasi-Puasono skirstiniu. M. Lugo straipsnyje [14],

analizuodamas atveji̧, kai θ = 1, nagrinėja ciklu̧ skaičiaus su ilgiais tarp γn ir δn keitinyje, kurio eilė

yra n, ribini̧ pasiskirstyma̧. Tegul 1/(k+ 1) ≤ γ < δ ≤ 1/k, kai k ∈ N. Toks skirstinys turi baigtinȩ

atrama̧ {0, 1, . . . , k} ir k faktorialiniu̧ momentu̧, lygiu̧ Puasono pasiskirstymo su parametru log δ/γ

momentams. Evenso skirstinio atveju, kai θ ̸= 1, M. Lugo netgi iškėlė hipotezȩ [14].

Hipotezė 15. Vidutinis ciklu̧ su ilgiais iš [γn, δn] skaičius eilės n Evenso skirstinio keitinyje

yra

λ =
∫ δ

γ

1
x

(1 − x)θ−1dx,

kai n → ∞. Be to, kai 1/(k+1) ≤ γ < δ < 1/k kažkokiam teigiamajam sveikajam k, ciklu̧ skaičiaus

pasiskirstymas konverguoja i̧ quasi-Puasono(k, λ) skirstini̧.

Primename, kad atsitiktinis dydis X turi quasi-Puasono(r, λ), r ∈ N, λ ∈ (0, 1], skirstini̧, jeigu

EX(k) = λk, kai k = 0, 1, . . . , r ir X reikšmės yra iš aibės {0, 1, . . . , r}. Jeigu r = 1, turime Bernulio

pasiskirstyma̧. Poskyryje 6.3 atlikti skaičiavimai rodo, kad vidurkio formulės dešiniojoje pusėje

trūksta daugiklio θ. Daug svarbesnis pastebėjimas yra tai, kad ribinis dėsnis yra visai netoks, kai

θ ̸= 1. Iš tikru̧ju̧, ribinis skirstinys egzistuoja, bet jis nėra quasi-Puasono.

Paskutiniame disertacijos skyriuje, be jau anksčiau nagrinėtu̧, analizuojami pasiskirstymai, kurie

gali būti ribiniai 2.3 teoremoje. Ribinio pasiskirstymo faktorialiniai momentai turi tenkinti nelygybȩ

γ̂k,θ ≤ γ̂k
1,θ kiekvienam k ∈ N. Remiantis šiuo faktu, tokie pasiskirstymai kaip Puasono mišinys,

binominis ir geometrinis nepriklauso ribiniu̧ dėsniu̧ klasei. Iš tikru̧ju̧, toki̧ paprasta̧ tikrinimo kri-

teriju̧ pastebėjo ir pritaikė skaičiu̧ teorijoje J. Šiaulys ir G. Stepanauskas [35], kuriu̧ idėja mes

pasinaudojome.
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Išvados

• Adityviu̧ju̧ funkciju̧, apibrėžtu̧ simetrinėje grupėje, momentu̧ Evenso tikimybinio mato atžvil-

giu nagrinėjimas yra galimas panaudojant nepriklausomu̧ atsitiktiniu̧ dydžiu̧ sumu̧ sa̧lyginius

momentus.

• Multiplikatyviu̧ju̧ funkciju̧, apibrėžtu̧ adicinėje puspgrupėje Zn
+, vidurkiu̧ Evenso atrankos

formulės atžvilgiu tikslūs i̧verčiai gali būti gauti taikant išplėtota̧ tikimybinėje skaičiu̧ teorijoje

mažojo rėčio metoda̧.

• Silpnasis atsitiktiniu̧ keitiniu̧ ciklu̧ skaičiaus su apribotais ilgiais skirstiniu̧ Evenso tikimybinio

mato atžvilgiu konvergavimas ekvivalentus visu̧ faktorialiniu̧ momentu̧ konvergavimui.

• Sveikareikšmiu̧ adityviu̧ju̧ funkciju̧ skirstiniu̧ silpnasis konvergavimas i̧ Puasono dėsni̧ ekviva-

lentus visu̧ atitinkamos nupjautinės funkcijos faktorialiniu̧ momentu̧ konvergavimui.

• Adityviu̧ju̧ funkciju̧ ribiniu̧ skirstiniu̧ klasei priklauso Puasono, quasi-Puasono, Bernulio skirs-

tiniai, tačiau neišsigimȩs Puasono mišinys, binominis ir geometrinis dėsniai nepriklauso.

• Metodologinės idėjos, išplėtotos tikimybinėje skaičiu̧ teorijoje, gali būti panaudotos tiriant

atsitiktinius keitinius.
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Summary

In the thesis the examining problems of random permutations are attributed to the probabilistic

combinatorics. Obtained results describe asymptotical distributions of completely additive functions

values defined on a symmetric group with respect to Ewens probability measure, if the group order

unbounded increases. Power and factorial moments formulae of additive functions are derived.

There are established necessary and sufficient conditions under which the distributions of a number

of cycles with restricted lengths obey the limit probability laws. The convergence to the Poisson,

quasi-Poisson, Bernoulli, binomial and other distributions, defined on the positive whole - number set

are exhaustively investigated. The results are generalized on the class of whole - number completely

additive functions. The general weak law of large numbers is proved in the thesis, necessary and

sufficient existence conditions, under which the distributions of the sequences of additive functions

converge to the degenerate at the point zero limit law are established.

Examining problems are related to the probability tasks of the vectors, which have whole -

numbered nonnegative coordinates. The mean values of multiplicative functions defined on those

vectors’ additive semigroup with respect to the Ewens measure, called Ewens Sampling Formula,

and investigated. Lower and upper sharp estimates are obtained. From the latter results follow

important probabilities’ properties of random permutations without some cycles.

In the dissertation the methods of factorial moments and other combinatorial and probabilistic

methods are developed.
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