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1 Disertacinio darbo aprasymas

1.1 Tyrimo objektas

Disertacijoje nagrinéjamas silpnasis adityviyju funkcijy, apibrézty simetrinéje grupéje, skirstiniy

konvergavimas Evenso tikimybinio mato atzvilgiu.

1.2 Aktualumas

Tyrimo objektas ir nagrinéjamos problemos priskirtinos tikimybinei kombinatorikai. Tai yra svarbi
Siuolaikinés matematikos Saka. Ji taikoma kompiuteriy teoriniame moksle, statistikinéje fizikoje,
matematinéje genetikoje ir kitose srityse, kuriose galima rasti dideles kombinatoriniy struktury
klases. Susidurus su problema apie kokio isskirtinio objekto egzistavima tam tikroje klaséje, labai
patogu toje klaséje jvesti tikimybini mata. Tada pakanka parodyti, kad nagrinéjamo objekto
tikimybé yra teigiama. Toliau daroma isvada, kad toks objektas egzistuoja. Kai klasés galios
neimanoma aprépti kompiuteriu ir tiksliais metodais nesugebame aprasyti atskiry elementy, tada
vienintelis budas suzinoti reikalinga informacija apie "tipini" klasés objekta yra jo atsitiktinis isrinki-
mas ir aprasymas tikimybiniais désniais.

Pastaruoju metu yra labai iSauges susidoméjimas atsitiktinémis kombinatorinémis strukturomis,
ypac tomis, kurias galima isskaidyti. Tarp ju zinomiausias ir svarbiausias pavyzdys yra keitiniai.
Siame darbe mes analizuojame keitinius, kurie pagal apibrézima yra baigtinés aibés bijekcijos i ja
pacia. Visi baigtinés aibés keitiniai sudaro simetrine grupe. Keitinys gali buti isskaidytas i ciklus.
Pastaryjy ilgiy kartotinumai sudaro vadinamaji cikly vektoriy, uzkoduojanti pacias svarbiausias
keitinio savybes. Joms atskleisti yra apibréziamos adityviosios ir multiplikatyviosios funkcijos. Jeigu
keitinys iSrenkamas atsitiktinai, tada minétos funkcijos tampa priklausomy atsitiktiniy dydziy (a.d.)
sumomis ir sandaugomis. Siuo atZvilgiu musy darbo uzdaviniai gali buti priskirti tikimybiy teorijai.

Paminésime pora taikomyju pavyzdziy. Pirmiausia, konkrecios adityviosios funkcijos gerai
aproksimuoja keitinio eilés simetrinéje grupéje logaritma. Tai aktualu algebroje, ypa¢ Galua teori-
joje. Antra, tam tikri fizikos reiskiniai yra modeliuojami panaudojant atsitiktines unitariasias matri-
cas. Keitiniy matricos, atitinkancios simetrine grupe, priklauso siai klasei. Realiosios ir menamosios
ju charakteristiniy polinomy logaritmo dalys taip pat yra adityviosios funkcijos. Be to, daug pédsaky
tipo funkcionaly, apibrézty tikriniy reikdmiy aibéje, taip pat yra panaSaus pobiidzio. Siame darbe
nagrinéjame adityviyjy funkcijy, apibrézty simetrinéje grupéje, asimptotinius skirstinius, kai grupés
eilé neapréztai didéja. Grupéje yra apibréztas svorinis tikimybinis matas, kuris vadinamas Evenso
tikimybiniu matu (ETM). Todél tyrimy reiksmé dar labiau padidéja, ypa¢ pastebéjus, kad tar-
pusavyje jungtiniy keitiniy klasé gali buti sutapatinama su visiems jiems vienodu cikly vektoriumi.
Be to Sios klasés tikimybé lygi vieno vektoriaus, imamo i$ tam tikros vektoriy su neneigiamomis
koordinatémis aibés, tikimybei, kuria 1972 m. apibrézé W.J. Ewens. Ji vadinama Evenso atrankos
formule (EAF). Pastaroji formulé buvo jvesta genetikoje modeliuoti populiacijos mutacija. Siandien
ji vaidina svarby vaidmenj ir kitose matematinés statistikos srityse. Taigi keitiniy tikimybiné teorija

ETM atzvilgiu glaudziai siejasi su moderniais taikomaisiais uzdaviniais.



Matematikai svarbus ir kitas aspektas. Adityviyju funkcijy, apibrézty simetrinéje grupéje,
reik§miy pasiskirstymo teorija turi daug bendro su tikimybine skai¢iy teorija. Siy abiejy teoriju
plétoté prasidéjo beveik tuo paciu metu, bet pastaroji yra pazengusi Siek tiek toliau. Disertacijai

buvo keliama labai aktuali uzduotis — uzpildyti esamas tikimybinés kombinatorikos spragas.

1.3 Tyrimo tikslai ir uzdaviniai

Disertacijos tikslas yra iSnagrinéti adityviyju funkcijy, apibrézty simetrinéje grupéje, reikSmiy skirs-
tinius ir nustatyti bendras salygas, kurioms esant pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja i ribini

désni. Konkreciau, mes sprendziame tokius uzdavinius:

e Istirti visiSkai adityviy funkcijy, apibrézty simetrinéje grupéje, skirstiniy Evenso tikimybinio

mato atzvilgiu silpnaji konvergavima.

e Nustatyti cikly su apribotais ilgiais skaic¢iaus skirstiniy konvergavimo butinas ir pakankamas

salygas.

o Gauti multiplikatyviyju funkcijy, apibrézty adicinéje pusgrupéje Z7} , vidurkiy Evenso atrankos

formulés atzvilgiu apatinius jvercius.
e [stirti galimy ribiniy désniy klase.

e Gauti adityviyjuy funkcijy, apibrézty simetrinéje grupéje, faktorialiniy momenty israiskas.

1.4 Metodai

Analizuodami iSkeltas problemas ir uzdavinius, mes taikome bendrus tikimybiy teorijos, tikimybinés
kombinatorikos metodus ir kombinatoriniy struktury asimptotine teorija. Adityviyju funkcijy skirs-
tiniy silpnojo konvergavimo jrodymai remiasi faktorialiniy momenty formulémis ir savybémis. Kon-
centracijos funkcijos ir vadinamuyjy uodegy tikimybiy jvertinimai taip pat labai svarbus. Generuo-
janciy funkcijy metodas yra viena is pagrindiniy daugeliy irodymu techniné priemoné. Metodologija,

kurios efektyvumas pasitvirtino tikimybinéje skaiciy teorijoje, yra pritaikyta ir Siame darbe.

1.5 Ginami teiginiai

e Visiskai adityviy funkcijy, apibrézty simetrinéje grupéje, skirstiniy silpnojo konvergavimo i

ribinj désnj teiginiai.

e Multiplikatyviyju funkciju, apibrézty adicinéje pusgrupéje Z7, vidurkiy Evenso atrankos for-

mulés atzvilgiu apatinieji jverciai.

e Adityviyju funkcijy, apibrézty simetrinéje grupéje, asimptotiniy skirstiniy Evenso tikimybinio

mato atzvilgiu klasés ir ju pavyzdziy analizé.

e Adityviyjy funkciju laipsniniy ir faktorialiniy momenty formulés ir savybeés.



1.6 Naujumas

Visi pateikti rezultatai yra nauji. Jie praplecia, apibendrina ir papildo iki siol daugeliy autoriy gau-
tus rezultatus, susijusius su atsitiktiniais keitiniais. Jie uzpildo egzistuojancias tikimybinés kombi-
natorikos spragas ir priartina ja prie pastaraisiais metais pasiekto tikimybinés skaiciy teorijos lygio.

Gauti rezultatai buvo aprobuoti vietinése ir tarptautinése konferencijose ir isdéstyti straipsniuose.

1.7 Padéka

Noréciau isreiksti nuosirdzia padéka savo moksliniam vadovui profesoriui Eugenijui Manstavic¢iui uz
jo pastovy konsultavima, globojima ir pagalba, vertingus pasiulymus ir patarimus, motyvacija ir
rupesti per mano septynerius studiju metus. Taip pat labai noréciau padékoti mano draugei Jelenai
Salnikovai ir vyrui Aleksejui Baksajevui uz palaikyma, paskatinima ir naudingus patarimus; mano

Seimai uz supratima, pagalba ir kantrybe.



2 Pagrindiniai disertacijos rezultatai

2.1 Trumpa literaturos apzvalga ir sprendziamos problemos
Pradékime nuo pagrindiniy apibrézimy ir zyméjimuy.
Tegul S,, yra keitiniy o simetriné grupé. Kiekvienas keitinys o € S,, isreiskiamas nepriklausomy

cikly k; sandauga
0 =K1 Ky, (2.1)

¢ia w = w(o) yra cikly skaicius, k;(c) > 0 — cikly ilgio j skai¢ius (2.1) skaidinyje, 1 < j < m, ir
k(o) := (k1(0),...,kn(0)). Tada

((k(0)) =1k (0) + - - - + nk,(0) = n. (2.2)

Vektorius I;:(cr) vadinamas keitinio o cikly vektoriumi. Tolygusis tikimybinis matas simetrinéje

grupéje S,, apibréziamas taip:

Vn(.) =)o €8S, ...}

Pirmieji tikimybiniai rezultatai apie atsitiktinius keitinius buvo gauti V. Goncarov 1942-1944
m. darbuose [9], [10]. Jis taiké generuojanciy funkcijy metoda. Tegul &;, 7 > 1, yra nepriklausomi
Puasono atsitiktiniai dydziai, apibrézti kokioje nors tikimybinéje erdvéje su parametrais E{; = 1/5.

Jis jrodé, kad keitinio, turincio struktura l;(a) = 5, tikimybé isreiskiama salygine tikimybe
vn(k(o)=5) =P({=5/((&) =n), s5€Z.

Zinomiausias jo rezultatas - centriné ribiné teorema keitinio cikly skaiciui.

Goncarovo teorema. Turime

(w(o) —logn)//logn < N(0,1).

Cia N'(0,1) yra standartinis Gauso atsitiktinis dydis.

Atsitiktiniy keitiniy teorija taip pat plétojo W. Feller [6], L. Moser ir M. Wyman [23], S.W.
Golomb [7] (kartu su kitais autoriais [8]), A. Renyi [24], P.Erd§s ir P. Turdn [4], L.A. Shepp ir S.P.
Lloyd [25]. Rusy autoriai V.F. Kolchin, B.A. Sevastyanov ir V.P. Chistyakov savo ir kity rezultatus
apibendrino knygose [11]-[13].

E. Manstavicius [15] 1996 m. pradéjo nagrineéti realiyjy adityviyju funkcijy reikSmiy integralinius

pasiskirstymo désnius. Tokia funkcija h : S,, — R yra iSreiskiama tiesine kombinacija
n
h(o) = Zajkj(o), o €S, (2.3)
j=1

¢ia a; € R. Dabar ji vadinama visiskai adityvia funkcija. Paprasciausias tokios funkcijos pavyzdys
yra cikly skai¢ius w(o). Kalbédami apie funkcijy seka ir norédami akcentuoti priklausomybe nuo n,
pridésime indeksa n.

Pagrindiné problema, kuria savo darbe [15] iskélé E. Manstavicius, gali buti suformuluota taip:



Esant kokioms butinoms ir pakankamoms sglygoms dazniai vy, (h, (o) — A(n) < z), ¢a A(n) yra
parenkama centravimo seka, silpnai konverguoja § ribing pasiskirstymo désnj.

Disertacijoje mes sprendziame $j uzdavinj bendresniy tikimybiniy maty atzvilgiu. Darbo mo-
tyvacija yra pagrista ne tik noru apibendrinti anksc¢iau minéty matematiky rezultatus. Pastaruoju
metu ypac didelis platesnés teorijos poreikis kilo nagrinéjant atsitiktiniy keitiniy matricas. Naujausi
ju tyrimai patvirtino butinybe plétoti adityviyju funkcijyu reikSmiy, apibrézty simetrinéje grupéje,
skirstiniy teorija svoriniy maty atzvilgiu. Zinomiausiu i ju tapo ETM, jo atzvilgiu formuluojami
visi darbo teiginiai.

Ivesime keleta papildomy zymeny. Tegul § > 0 yra fiksuotas parametras. ETM simetrinéje
grupéje S,, yra apibréziamas formule

Uno(A) = ﬁ > 0w, Acs,,
c€A

éia (™ = a(x +1)--- (x4+n—1) ir 2(0) = 1 Zymime auganéius faktorialus. Turime
- _ _ L [0\ 1
Vn,o(k(o) = 5) := 1{(5) = n}W I1(= - (2.4)

Pastebékime, kad desinéje puséje esantis dydis yra vektoriaus i§ aibés ¢~1(n) := {5 € Z7 : £(5) = n}

tikimybe, kuria jvedé J.W. Ewens [5]. Kitaip tariant, jis apibrézé skirstinj

—
Sj-

P o({5}) := 0% li[l (f) g 5€ 7 (n), (2.5)

kuris dabar Zinomas kaip Fvenso atrankos formulé (EAF).

Analizuodami atsitiktiniy keitiniy statistikas, iSreiSkiamas per ];(O’), mes galime nagrinéti atitinka-
mas atsitiktiniy vektoriy 5 € £71(n) statistikas EAF atzvilgiu (2.5).

Adityviyju funkcijy reiksSmiy pasiskirstymas ETM atzvilgiu buvo nagrinéjamas, taikant anali-
zinius ir tikimybinius metodus. Pirmi rezultatai nustatant butinas ir pakankamas konvergavimo
salygas priklauso G.J. Babu ir E. Manstavi¢iui [2], kurie tyrinéjo funkcines ribines teoremas. Vie-
namatése ribininése teoremose vis dar reikia apsiriboti atskiromis klasémis arba reikalauti papildomuy
iSankstiniy salygu.

Panasi padétis yra tikimybinéje skai¢iy teorijoje. Taciau pastaraisiais metais J. Siauliui (Zr. [26]-
[31]) pavyko sukurti metoda, kuriuo buvo galima gauti bendry ribiniy teoremy sveikareiksmiy arit-
metiniy funkeijy atveju. Idéjos buvo toliau iSplétotos kartu su G. Stepanausku [32]-[36]. Savo ruoztu
E. Manstavi¢iui pavyko tai pritaikyti atsitiktiniams keitiniams, imamiems su vienoda tikimybe (zr.
[20]-[22]). Pagrindinis musy darbo tikslas — toliau pazengti $iuo keliu nagrinéjant sveikareiksmes

adityviasias funkcijas simétrinéje grupéje ETM atzvilgiu.

2.2 Rezultaty aprasymas

Pirmos dvi disertacijos dalys skirtos rezultatams, kurie yra labiau pagalbiniai, bet ne maziau svarbus
ir reikalingi jrodinéjant pagrindines teoremas. Taigi pirmame skyriuje mes pateikiame bendras

visiskai ir stipriai adityviy funkcijy faktorialiniy ir laipsniniy momenty israiskas ir ju ivercius.



Tegul visiskai adityvios funkcijos su a; € R momentas yra E,, gh(0), ¢ia E, ¢ pazymétas vidurkis

vn ¢ atzvilgiu. Darbe gauta tokia laipsniniy momenty israiska:

k
A u k-1 E—ri— —=ry1—1
Bk} = o = Yoo S () (FTT T
u=1 ri+-+ry==k “

aﬂ...a”}‘u
x Yy %wn<n—j1—--~—ju), (2.6)

n! oW
P (l) := IO

Cia ir toliau 71,79,... € Nir 1 < j1, ja,... < n.

Analogigkai visiskai adityviy funkciju su a; € R faktorialiniy momenty E,, gh(0) ) iSraiska yra
tiesiog modifikuota (2.6) formulé, kur daugyba a;i e ag;‘ yra pakeista i a;, () ---a;, (r,)- Faktori-
alinius momentus toliau Zymeésime 9,,6.

Antrame disertacijos skyriuje yra gauti multiplikatyviyju funkcijy, apibrézty adicingje pus-
grupéje Z7, vidurkiy EAF atZvilgiu apatinieji ir virSutinieji jverciai. Sis uzdavinys yra susijes
su mazojo récio problema. Priminkime keleta svarbiy apibrézimuy.

Atvaizdis G : Z't — C, G(0) = 1, vadinamas multiplikatyvigja funkcija, jeigu G(5+t) = G(5)G(t)
kiekvienai porai 5,¢ € Z7 tokiai, kad 5 L ¢. Jeigu €; := (0,...,1,...,0), ¢ia vienintelis vienetas
stovi j-ojoje vietoje, tada

G(k) =[] Gkse;) = ] 95(k5)
Jj<n Jj<n
Jeigu g;(k) = g;(1) =: g; visiems k > 1 ir j < n, funkcija G vadinama stipriai multiplikatyvia ir,
analogiskai, jeigu g;(k) = g;-“ ir 00 := 1, tada G vadinama wvisiskai multiplikatyvia. Atitinkamai
pazymeékime ka tik jvesty multiplikatyviyju funkciju aibes 9, M, ir M. Jeigu G € M, tada jos
vidurkis P, ¢ atzvilgiu yra

Mao(G) = > GR)Pog(k) = o > H( )fgg

keQ(n) keQ(n yjisn

e Za(: ), (2.1

Cia

Zo(2:G) = H(1+Z() >

j>1 r>1

ir [z"])Z(z) pazymétas n-asis formalios laipsnines eilutés Z(z) koeficientas. Mes taip pat tariame,
kad M ¢(G) =1 kiekvienam G € 9.
Darbe M, ¢4(G) ivertintas tolygiai atzvilgiu G priklausanéio tam tikram 9 poklasiui. Si klausima
rutuliojo E. Manstavicius [18]. Kai G € M, ir 0 < = < g; < 07T, jis jrode, kad
M, 1(G) = exp { PP } n>1, (2.8)
j<n
¢ia simbolyje < esancios konstantos priklauso tik nuo 0~ ir 6. Pastebékime, kad bendru atveju

apatinis rézis (2.8) yra neteisingas, jeigu G(k) pakankamai daznai igyja nulio reikime. Gilesnis
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rezultatas atveju, kai G(k) € {0,1} buvo gautas kituose jo darbuose (7r. [16] ir [17]). Disertacijoje
mes ji iSpleciame.

Pradékime nuo lengvesnés suvidurkinto vidurkio

— 1 p(m)
Mo (G) = 7— Y. o Mie(G) (2.9)
7 0<m<n
vertinimo problemos, Cia
6(m) n? 1
Tpo:i= - =—— (1+0(= >1, 00 =1,
3 0<%:<n ml r(9+1)< + (n)) n=b

Teorema 2.1 Tegul 0 > 0 ir G € M, yra apibrézta seka 0 < g; <1, cia 1 < j <n. Tada
—~ g —1
M,.4(G) < exp {HZ J}
j<n 7
Pagrindinis nagrinéjamy multiplikatyviyjy funkciju vidurkiy rezultatas yra pateikiamas Sioje

teoremoje.

Teorema 2.2 Tegul 0 > 1 ir G € M, yra apibrézta seka 0 < g; <1, ¢ia 1 < j <n. Jeigu

3 179 g (2.10)

j<n 7

kokiam nors K > 0, tada egzistuoja teigiamos konstantos cq ir ¢ ir funkcija N : Ry — N tokia, kad
T(K) := inf{M, 4(G) : n > N(K)} > coexp{—e}. (2.11)

Sekanciame disertacijos skyriuje analizuojame visiskai adityvias funkcijas su a; := a,; € {0,1}
ir 6 > 0. Tokiu atveju funkcija h(o) yra tiesiog cikly su apribotais ilgiais skaicius ir jos faktorialiniy

momenty israiska turi pavidala

* *
) 1 1. , ‘ .
Yo = 0° Z — Z =i+ + e <ndn(n— g1 — - — )
- J1 o Jk
<y jrk<n
Teorema 2.3 Tegul h, (o) yra visiskai adityviy funkcijy seka su an; € {0,1} ir 8 > 0. Dazniai
Vno(x) = vy 0(hn(0) < ) silpnai konverguoja § ribing désnj tada ir tik tada, jeigu egzistuoja tokios

baigtinés ribos

lim '3’nm,49 =: ’Aymﬁ (2.12)

n—oo

kiekvienam m € N. Be to, jeigu sglyga (2.12) tenkinama, tada ribinio désnio charakteristiné funkcija

turi pavidalg
(o] A
Tm,0 (it m
oo

Pirmi bendri rezultatai, kai parametras § = 1 buvo gauti E. Manstavi¢iaus [15], [20], [21].
Autorius isanalizavo konvergavima i Puasono ir issigimusj taske nulis désnius ir nustaté butinas
ir pakankamas salygas, su kuriomis pasiskirstymo funkcijos V,, 1(z) silpnai konverguoja i ribinius

désnius. Miusy Teorema 2.3 apibendrina minimus rezultatus, kai 6 > 0 ir a,; € {0,1}. Dazniy
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Vp.6(z) ribinio désnio egzistavimas iSplaukia i§ rezultato, pateikto straipsnyje [19], bet papildomai
mes nustatome faktorialiniy momenty konvergavima.
Isigimusio ribinio désnio atveju mums pavyko gauti gana bendra rezultata. Ji suformuluosime

panaudodami Lévy atstumo tarp atsitiktinio dydzio h(-) ir konstanty aibés savoka:
L(h;vn ) :==inf {e + vy 9(|h(0) —a] > €): a€R,e>0}.
Tegul w V v := max{u, v}, u A v:= min{u,v} ir u® := 1 A |u|sgnu, jeigu u,v € R,
Un(hA) ==Y ?(anj — ) b (n — §)
Jj<n

ir U, (h) = min{U,(h,\): A € R}. Zymuo < naudojamas kaip O(-) analogas, be to, jeinancios

konstantos gali priklausyti nuo 6.

Teorema 2.4 Jeigu 6 > 1 ir h(o) yra visiskai adityvi funkcija, tada
L(h;vn ) < 2(1 A (2U,(R))Y?)

i
Un(h) < (1/n)V L(h;vp.9)

visiems n > 1.

Darbe mes atsakome i klausima apie iSsigimusio ribinio désnio egzistavima.

Corollary 2.1 Tegul § > 1 ir h, (o) yra visiskai adityvios funkcijos, apibréztos per {a; := an;},
j < n. Pasiskirstymo funkcijos vy (hn(o) — A(n) < x) konveguoja { issigimusi taske nulis ribing

désng tada ir tik tada, jeigu

ST )=o)

j<n J
kazkokiems A =\, € R ir
O(a; — \j
aln) =nX\+ Z Mwn(n —j) +o(1).

j<n J
laj—xjl<1

Pastaroji iSvada apibendrina E. Manstaviciaus 2005 m. rezultata, gauta atveju, kai 6 = 1.
Tikriausiai pirmas teoremos 2.4 teiginys gali buti jrodytas adityviosioms funkcijoms, kai 6 > 0.
Tam pakankty pritaikyti metodika, naudojama skaiciy teorijoje (zr. [3]). Kita netiesiogine galimybe

gauti virSutinius ivercius suteikia nelygybé
Vno([h(0) —a| >u) < P"P(IX1 + -+ X, > u/3) +1{0 < 1}n~",

¢ia a € R ir u > 0 yra bet kokie. Pastaroji nelygybé irodyta E. Manstavic¢iaus ir G.J. Babu darbe
[2]. Panaudokime ja, kai 6 < 1. Pazymékime

. Qi — \o2
U,(h) := m}n Z (Jj)\])

Jj<n
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Teorema 2.5 Tegul 0 < 1 ir hy,(0) yra visiskai adityvios funkcijos. Tada

L(h;vpe) < U0 (h) + 0. (2.13)

Teoremose 2.3 ir 2.5 galime pastebéti tam tikra analogija tarp adityviyju funkcijy simetrinéje
grupéje S,, ir nepriklausomuy atsitiktiniy dydziy sumuy.

Dazniy V,, ¢(z) silpnojo konvergavimo j neiSsigimusj ribinj désnj butiny ir pakankamy salygy
nustatymas yra sudétingesnis klausimas. Tai mes demonstruojame penktame skyriuje. Cia na-
grinéjame silpnaji visiskai adityviy funkcijy su a; € Z skirstiniy konvergavima i Puasono ribinj
désnj. IS pradziy jveskime keleta zymeny.

a; if 0<a; <m,
aj(m)=qm if a; >m, (2.14)
0 if a; <0

ir pazymékime nupjautines visiskai adityvias funkcijas
n
h(oym) = a;(m)k;(o).
j=1

Pagrindinis Sio skyriaus rezultatas yra tokia teorema.

Teorema 2.6 Tegul hy(0) yra visiskai adityviy funkcijy seka su aj = an; € Z, j < n, ir > 1.
Pasiskirstymo funkcijos V,, g(x) silpnai konverguoja § ribing Puasono désni su parametru p > 0 tada

ir tik tada, jeigu

@) Y Junln - )= ol (2.15)

j<n
aj<-1
(#0) lim lim sup Enhn(om)qy = lim liminf Bk (0;m)q) = (2.16)

kiekvienam fiksuotam 1 € N.

Pirmi rezultatai apie Puasono ribinio désnio su parametru p > 0 egzistavima, kai § = 1, prik-
lauso E. Manstavic¢iui. Remdamasis tikimybinés skai¢iy teorijos idéjomis, kurias savo darbuose
([26]-[29]) pasitilé J. Siaulys, jis pastebéjo netiketa fakta (7r. 3 teorema , [22]). Ilgu cikly jtaka
turi buti eliminuojama. Vadinasi, naudodami ciklus su ilgiais i$ intervalo [en,n], mes negausime
Puasono désnio, kai a,; € {0,1}. Kai a; yra neaprézti, situacija kei¢iasi. Ta demonstruodami, mes

pateikiame bendresni negu E. Manstavic¢iaus [19] sukonstruota pavyzdj.

Teiginys 1. Tegul p < —log(1 — vg(1)), cia

vg(x) := 0/;6 (1- u)efld—u.

/2 u

Jueskime sekg 1/2 =dy < dy < ---, kad

mook
N
vg(dy,) =e™* E R m € N,
k=1
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ir imkime a; = m, jeigu ndp_1 < j < ndpy, 0 a; = 0 - kitais atvejais. Jei hy(o) yra visiskai
adityviy funkcijy seka, apibréZta per Sias aj, tada jos reiksmiy ribinis skirstinys yra Puasono su
parametru (L.

Pateiksime kita pavyzdi, kuris susijes su quasi-Puasono skirstiniu. M. Lugo straipsnyje [14],
analizuodamas atveji, kai § = 1, nagrinéja cikly skaiciaus su ilgiais tarp yn ir on keitinyje, kurio eilé
yra n, ribinj pasiskirstyma. Tegul 1/(k+1) <~y < 6 < 1/k, kai k € N. Toks skirstinys turi baigtine
atrama {0,1,...,k} ir k faktorialiniy momenty, lygiy Puasono pasiskirstymo su parametru log d /7
momentams. Evenso skirstinio atveju, kai 6 # 1, M. Lugo netgi iskélé hipoteze [14].

Hipotezé 15. Vidutinis cikly su dlgiais is [yn,on] skaicius eilés n FEvenso skirstinio keitinyje

yra

i1
A= / —(1—xz)" da,
.
kain — oo. Beto, kai 1/(k+1) <~ < § < 1/k kaZkokiam teigiamajam sveikajam k, cikly skaiciaus
pasiskirstymas konverquoja § quasi-Puasono(k, \) skirstinj.

Primename, kad atsitiktinis dydis X turi quasi-Puasono(r, A), r € N, A € (0, 1], skirstinj, jeigu
EX) = AF kai k=0,1,...,7ir X reik§més yra i§ aibés {0,1,...,7}. Jeigu r = 1, turime Bernulio
pasiskirstyma. Poskyryje 6.3 atlikti skaic¢iavimai rodo, kad vidurkio formulés deSiniojoje puséje
truksta daugiklio §. Daug svarbesnis pastebéjimas yra tai, kad ribinis désnis yra visai netoks, kai
0 # 1. 18 tikryjy, ribinis skirstinys egzistuoja, bet jis néra quasi-Puasono.

Paskutiniame disertacijos skyriuje, be jau anks¢iau nagrinéty, analizuojami pasiskirstymai, kurie
gali buti ribiniai 2.3 teoremoje. Ribinio pasiskirstymo faktorialiniai momentai turi tenkinti nelygybe
Vo < ’AYfa kiekvienam k € N. Remiantis Siuo faktu, tokie pasiskirstymai kaip Puasono misinys,
binominis ir geometrinis nepriklauso ribiniy désniy klasei. IS tikryjy, toki paprasta tikrinimo kri-
teriju pastebéjo ir pritaiké skaiciy teorijoje J. Siaulys ir G. Stepanauskas [35], kuriy idéja mes

pasinaudojome.
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Isvados

e Adityviyjy funkcijy, apibrézty simetrinéje grupéje, momenty Evenso tikimybinio mato atzvil-
giu nagrinéjimas yra galimas panaudojant nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sumu salyginius

momentus.

e Multiplikatyviyju funkcijy, apibrézty adicinéje puspgrupéje Z”7, vidurkiy Evenso atrankos
formulés atzvilgiu tikslus jverciai gali buti gauti taikant iSplétota tikimybinéje skaiciy teorijoje

mazojo réc¢io metoda.

e Silpnasis atsitiktiniy keitiniy cikly skai¢iaus su apribotais ilgiais skirstiniy Evenso tikimybinio

mato atzvilgiu konvergavimas ekvivalentus visy faktorialiniy momenty konvergavimui.

e Sveikareiksmiy adityviyjy funkcijy skirstiniy silpnasis konvergavimas i Puasono désnj ekviva-

lentus visy atitinkamos nupjautinés funkcijos faktorialiniy momenty konvergavimui.

e Adityviyjy funkcijy ribiniy skirstiniy klasei priklauso Puasono, quasi-Puasono, Bernulio skirs-

tiniai, taciau neissigimes Puasono misinys, binominis ir geometrinis désniai nepriklauso.

e Metodologinés idéjos, iSplétotos tikimybinéje skaic¢iy teorijoje, gali buti panaudotos tiriant

atsitiktinius keitinius.
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Summary

In the thesis the examining problems of random permutations are attributed to the probabilistic
combinatorics. Obtained results describe asymptotical distributions of completely additive functions
values defined on a symmetric group with respect to Ewens probability measure, if the group order
unbounded increases. Power and factorial moments formulae of additive functions are derived.
There are established necessary and sufficient conditions under which the distributions of a number
of cycles with restricted lengths obey the limit probability laws. The convergence to the Poisson,
quasi-Poisson, Bernoulli, binomial and other distributions, defined on the positive whole - number set
are exhaustively investigated. The results are generalized on the class of whole - number completely
additive functions. The general weak law of large numbers is proved in the thesis, necessary and
sufficient existence conditions, under which the distributions of the sequences of additive functions
converge to the degenerate at the point zero limit law are established.

Examining problems are related to the probability tasks of the vectors, which have whole -
numbered nonnegative coordinates. The mean values of multiplicative functions defined on those
vectors’ additive semigroup with respect to the Ewens measure, called Ewens Sampling Formula,
and investigated. Lower and upper sharp estimates are obtained. From the latter results follow
important probabilities’ properties of random permutations without some cycles.

In the dissertation the methods of factorial moments and other combinatorial and probabilistic

methods are developed.
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