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1 Ivadas

Analizinéje skaiciy teorijoje svarby vaidmenj atlieka dzeta funkcijos. Tai
kompleksinio kintamojo s = ¢ + it funkcijos, kurios tam tikroje pusploks-
tumeéje yra apibréziamos Dirichlé eilutémis. Labiausiai Zinoma dzeta funkcija
yra Rymano dzeta funkcija

(=3 —,

ms
m=1

kuri apibréziama pusplokstumeéje o > 1. Be to, kai o > 1, ji yra iSreiskiama

Oilerio sandauga
1\t
C(S):”(l—];) ;

p
¢ia p yra pirminis skai¢ius. Funkcija ((s) yra analiziSkai pratesiama j visg
kompleksine plokstumag C, o taskas s = 1 yra jos paprastasis polius su rezidu-
umu 1.

Vienas i§ Rymano dzeta funkcijos apibendrinimy yra Hurvico dzeta funkci-
ja ((s,a) su fiksuotu parametru «, 0 < o < 1. PusplokStumeéje o > 1 ji yra

apibréziama eilute
o0

1
S, Q) = —
((s,0) E;On+ay
ir analiziskai pratesiama j visa kompleksing plokstuma, iSskyrus paprastaji
poliy su reziduumu 1 taske s = 1. Kai parametras a = 1, Hurvico dzeta
funkcija tampa Rymano dzeta funkcija, o kai a = %,

(s3) =220

¢ia L(s, x) yra Dirichlé L funkcija, x — charakteris mod 2. Bendru atveju
funkcija ((s, @) neturi israiskos Oilerio sandauga pagal pirminius skaicius.

Hurvico dzeta funkcijos ((s, ) statistines savybés priklauso nuo parame-
tro « prigimties. Paprasciausias atvejis — kai « yra transcendentusis arba
racionalusis skaicius.

Hurvico dzeta funkcijos asimtotinj elgesj galima aprasyti ribinémis teore-
momis silpno tikimybiniy maty konvergavimo prasme jvairiose erdvése. Toly-
dzios ribinés teoremos racionaliojo arba transcendenciojo parametro « atzvil-
giu jrodé A. Laurinc¢ikas ir R. Garunkstis [10].

Priminsime, kad tolydziomis ribinémis teoremomis yra vadinamos ribinés
teoremos, kai nagrinéjamas tikimybinis matas yra apibréziamas ((o + it, «)
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arba ((o + iT,a) postumiais; ¢ia ¢ arba 7 kinta tolydziai intervale [0, 7], o
T > 0. Jei a yra transcendentusis, tai sistema {log(m + a) : m =0,1,2...}
yra tiesiskai nepriklausoma virs racionaliyjy skaiciy lauko Q.

Kai parametras a yra algebrinis iracionalusis skaicius, situacija yra zenk-
liai sudétingesné. Tolydzias ribines teoremas Hurvico dzeta funkcijai (s, )
su tokiu parametru jrodé A. Laurinéikas ir J. Staudingas [11], [12].

Taip pat galima jrodyti diskrecigsias ribines teoremas dzeta funkcijoms.
Siuo atveju kompleksinio kintamojo menamoji dalis ¢ arba 7 jgyja reiksmes i$
tam tikros diskreciosios aibés, pavyzdziui, iS tam tikros aritmetinés progre-
sijos su fiksuotu teigiamu zingsniu h.

Diskreciaja ribine teorema kompleksinéje plokstumoje Hurvico dzeta funk-
cijai (s, @) su algebriniu iracionaliuoju parametru « jrodé R. Kacinskaiteé ir
A. Laurincikas [8].

Tegul h > 0 yra fiksuotas. B(S) pazymékime metrinés erdves S Borelio
aibiy klase. Kai N € NU {0}, tegul

¢ia daugtaskio vietoje yra jrasomos salygos, kurias turi tenkinti /.
J. V. S. Kasels jrodé [2], kad algebriniam irocionaliajam « sistemos

L(a) := {log(m + a) : m € NU{0}}

51 procentas elementy yra tiesiskai nepriklausomi virs Q. Tegul Sios siste-
mos maksimalus tiesiskai nepriklausomas poaibis yra I(«). Pareikalaukime,
kad I(«) # L(«) (prieSingu atveju turétume ta patj, ka ir esant « trans-
cendendiajam). L(«a) ir I(«) skirtuma pazymékime D(«). Akivaizdu, kad
kiekvienam elementui d,,, € D(«) sistema {d,,} U I(a) yra tiesiskai priklau-
soma virs racionaliyjy skaic¢iy kuno Q. Todél egzistuoja baigtinis elementy
Imyy - bm, € I(a) skaiCius toks, kad tam tikriems ko(m), ..., k,(m) € Z\{0}

ko(m)dy, + k1(m)im, + ... + kn(m)ip,, = 0.

IS ¢ia gauname

_ky(m) __kn(m)
m—+a = (my 4+ a) . (m, + a) Folm (1)

Dabar tegul

M(a) ={m e NU{0} : log(m + a) € I(a)}



ir
N(a)={m e NU{0} : log(m + «) € D(a)}.
Sakykime, kad « yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plostumoje,
t.y. y={s € C:|s| =1}. Apibrézkime torg

Q= 1]

meM(a)

¢ia v, = 7 visiems m € M(«). Kadangi apskritimas 7 yra kompaktas, tai

toras {2 yra kompaktiné topologiné Abelio grupé. Galime apibrézti tikimy-

bine erdve (2, B(Q2), my); ¢ia my yra Haro matas erdvéje (2, B(Q2)). w(m)

pazymeékime elemento w is €2 projekcija i koordinatine erdve 7,,, m € M(«).
Jeigu m € N(«) ir teisingas (1) sarysis, w(m) apibézkime taip

_ky(m) _ kn(m)
w(m) = w(my) ko w(m,) Folm;

¢ia imamos tik pagrindinés sakny reiksmeés. Tada funkcijos w(m) yra apibréz-
tos visiems m € N U {0}. Pastebékime, kad atsitiktiniai kintamieji w(m),
apibrézti kaip projekcijos (jei m € M(«a) arba m € N(«)), yra poromis
ortogonaltis Haro mato my atzvilgiu.

Kai o > %, tikimybingje erdvéje (2, B(Q2), my) apibrézkime kompleksines
reikSmes jgyjantj atsitiktinj elementa (o, a,w) formule

= wlm

((o,a,w) = m+a)

m=0

Taip galima padaryti remiantis Rademacerio teorema apie poromis ortogo-
nalius atsitiktinius kintamuosius [9)].

Egzistuoja A. Dubicko hipotezé [4], kuri teigia, kad yra tokiy algebriniy
iracionaliyjy skaiciy «, kad sandauga

Hm—i—a
m=0

buty iracionali, kai kiekviename rinkinyje k = (ko, k1, ...) tik baigtinis skaic¢ius
sveikyjy k,, néra nuliai. Algebriniy iracionaliyjy skaic¢iy aibe, kurie tenkina
tokia savybe, pazymékime D.

A teorema ([8]). Tarkime, kad o yra algebrinis iracionalusis skaicius,

priklausantis klasei D, o h > 0 yra fiksuotas toks skaicius, kad exp {2%} buty

racionalusis. Tequl o > % Tuomet tikimybinis matas

un(((o +ilh,a) € A), A e B(C),
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kai N — oo, silpnai konverquoja i atsitiktinio elemento ((o, «,w) skirstinj.

Mano darbo tikslas — apibendrinti A teorema, t. y. jrodyti diskreciaja
ribine teorema su svoriu kompleksinéje plokstumoje Hurvico dzeta funkcijai
((s,a) su algebriniu iracionaliuoju parametru c.

Tegul w(z) yra realioji baigtinés variacijos intervale [0, 0o) funkcija tokia,
kad

1=0
kai N — oo.
Tarkime, kad
1 N
A)=— A
Hnw(A) = Z w(l), AeB(C)
C(s-i—il_,a)eA

[rodysime tikimybinio mato

1
Prw(A) = ivw(Clo +ilh,a) € 4), A€ B(C), o>

kai N — oo silpng kovergavima.
Tarkime, kad pusplokstuméje o > % ir realiajam 7 yra teisingas jvertis

/ Tw(t—7)\§(a+it,a)\2dt:O(T(1—|— I7])). (2)

1 teorema. Tequl o yra algebrinis iracionalusis, priklausantis D klasei,
skaicius.  Tarkime h > 0 yra fiksuotas skaicius toks, kad exp{%’r} yra
racionalusis, bei galioja (2) sarysis. Kai o > %, erdvéje (C,B(C)) egzistuo-
ja tikimybinis matas P § kurj, kai N — oo, silpnai konverguoja tikimybinis
matas Py .



2  Hurvico dzeta funkcija ((s, a)

2.1 Tam tikri faktai apie ((s,«) funkcija

Funkcija ((s,«) pradéjo nagrinéti A. Hurvicas 1882 m. straipsnyje ,, Finige

Figenschaften der Dirichletschen Funktionen F(s) =Y. (%) #, die bei der

Bestimmung der Klassenzahlen bindrer quadratischer Formen auftreten® [5].
Pusplokstuméje o > 1 Hurvico dzeta funkcija (s, o) su fiksuotu parametru

a, 0 < a <1, yra apibréziama Dirichlé eilute

- 1
S,q) = —_—
(s,) 7;) (m+ «a)*
Funkcija ((s, ) yra analiziskai pratesiama j visa kompleksine plokstuma
su paprastuoju poliumi taske s = 1 su reziduumu 1. Sio tasko aplinkoje jos
skleidinys Lorano eiluté yra toks

1 . m,
C(S,Oé) = (S — 1) +mZ:0'7m(O‘)(S - 1) )

¢ia koeficentai v,,(«) yra

(=)™ .
m(@) = m! J\}l—rfclm

n+ «a m+1

Nlomn+a log™ (N + «a
(Z g"(n+a) log™( >>_

Hurvico dzeta funkcija tenkina funkcine lygtj

2I'(1 — s | TS = COS 2Tma TS = sin 2mma
C(S,O!) = W <sm?;T +C087;T> s
o < 0; ¢ia I'(s) yra Oilerio gama funkcija.

H. Davenportas ir H. Heilbronas jrodé [3], kad kiekvienam teigiamam
skaiciui € Hurvico dzeta funkcijos nuliai priklauso juostai 1 < o < 1+ o, jei
O<a<lira#si.

Siame skyriuje panaudota informacija yra i$ A. Iviciaus monografijos [7].



2.2 Trumpai apie ((s,a) funkcijos autoriy

Paminésime keleta zodziu apie ((s, a) funkcijos autoriy Adolfa Hurvica.

A. Hurvicas — zinomas Vokietijos matematikas, vienas is skaiciy teorijos
kuréejy. Jis gavo reikSmingy rezultaty algebrinéje skaiciy teorijoje. Pavyzdziui,
sveikuyjy kvaterniony faktorizavimo teorijoje [6], kuri buvo pritaikyta spren-
dziant sveikojo skaic¢iaus uzrasymo keturiy kvadraty suma problemg. A.
Hurvicas buvo vienas i§ matematiky, dirbusiy Rymano pavirsiaus teorijoje ir
itakojusig algebriniy kreiviy fundamentalius rezultatus. Kaip pavyzdj galima
paminéti Hurvico automorfizmy teorema.

A. Hurvicas gimé 1859 m. kovo 26 d. Hildesheime, Hanoverio karalystéje
(dabar Zemutiné Saksonija), Vokietijoje. 1877 m. jstojo i Miuncheno univer-
siteta, kur lanké K. Vejerstraso ir L. Kronekerio paskaitas. 1887 m. apg-
yné daktaro disertacija apie elipsines modulines funkcijas. 1884 m. Zymaus
matematiko F. Lindemano kvietimu atvyko dirbti j Kionigsbergo (Karaliau-
¢iaus) universiteta, kur susitiko su D. Hilbertu ir H. Minkovskiu. 1892 m.
tapo Ciuricho valstybinio politechnikumo vadovu. Cia isbuvo iki gyvenimo
pabaigos. Miré 1919 m. lapkric¢io 18 d. Ciuriche, Sveicarija [16].



3 Pagalbiniai rezultatai

Ribiniy teoremy jrodymui reikalingos gerai zinomos lemos ir teoremos. Siame
skyriuje jas suformuluosime kaip lemas, nurodydami saltinius, kur jas galima
rasti su jrodymais. Taip pat pateiksime kai kuriy sgvoky apibrézimus.

Priminsime, kad gama funkcija I'(s) pusplokStuméje o > 0 yra apibreézia-
ma integralu

F(s):/ e "2* tdu.
0

1 lema (Melino atvirkstiné formulé). Visiems teigiamiems a ir b teisinga
lygybeé
1 b+ico

i ), [(s)a *ds = e .

Tai — 5.4.1 lema is [9].

2 lema (reziduumuy teorema). Jei funkcija f(s) yra analiziné uZdaroje
srityje D isskyrus baigting skaiciy izoliuotyjy ypatingujy tasky si, s, ..., 5y

srities D viduje, tai

1 n
a5 = Ress— .
i b= Resea 9

Tai — 5.10 teorema i§ [15].

3 lema (Kosi integraliné formulé). Jei funkcija f(s) yra vienareiksmé ir
analiziné srityje G, o L yra uZdaroji istiesinamoji Zordano kreivé, priklau-

santi sriciai G kartu su vidine sritimi D, tai

1 f(s)ds:{ f(a), kai a€ D,

27 J, s—a 0, kai a e G\D.

Tai — 3.12 teorema i§ [15].

4 lema (Galagherio lema). Tegul Ty ir T > 6 > 0 yra realieji skaiciai, T

yra baigtiné aibé is intervalo [Ty + g, To+T — %], 0

Ng(ZE): Z 1.

€
[t—z|<0
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Tarkime, kad S(x) yra tolydi kompleksines reiksmes jgyjanti funkcija inter-
vale [Ty, T + To], turinti tolydZig isvesting intervale (Ty, T + Tp). Tada

SNOSOF < 5[ IS@Pds

teT To

(o)

Lemos jrodyma galima rasti [14], 1.4 lema.

Tarkime, kad S yra topologiné erdve, o B(.S) pazymékime erdves S Bore-
lio aibiy klase, t. y. Borelio kunas (laukas) generuojamas visu erdvés S
atviry aibiy sistemuy. Tada kiekvienas matas klaséje B(S) yra vadinamas
Borelio matu.

Tarkime (2, F,P) yra tikimybine erdve, o (S, B(S)) yra metriné erdve su
jos Borelio aibiy klase.

Apibrézimas. Tarkime, turime funkcija X : Q — S. Jei {w € Q: X(w) €
A} € F visiems A € B(S), tada X yra vadinamas S-reikSmiu atsitiktiniu
elementu, apibréztu tikimybinéje ardvéje (2, F, P).

Apibrézimas. S—reiksmio atsitiktinio elemento X skirstiniu yra vadinamas
tikimybinis matas P apibréztas erdvéje (S, B(S)) toks, kad

P(A)=P(X'A)=P{lweQ: X(w) € A}
visoms A € B(S5).

5 lema (éebyéovo nelygybé). Tegul X yra realigjo reiksme jgyjantis
atsitiktinis dydis, u : R — [0, 00) yra neigiama funkcija ir a > 0. Tada
1
Plw e Q:u(X) > a} < -Eu(X).
a
Tai — 3.7 lema iS [15].

Tegul P, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (S, B(S)).
Apibrézimas. Sakome, kad P,, kai n — oo, silpnai konverguoja j P, jeigu

/S fdp, — /S fdpr

kiekvienai realiajai, apibréztai funkcijai f erdvéje S.
Apibrézimas. Aibé A € B(.S) yra vadinama mato P tolydumo aibe, jeigu
P(0A) =0.

10



Silpno konvergavimo tyrimui daznai naudojama tokia teorema.

6 lema. P, silpnai konverguoja j P tada ir tik tada, kav is bet kokio posekio
{P,} galime isskirti posekj { P,»} toki, kad P » silpnai konverguoty j P. Tai
2.3 teorema i$ [1] arba 1.1.9 teorema is [9].

Apibrézimas. Atsitiktiniy elementy seka {X,,} konverguoja pagal skirstinj
1 atsitiktinj elementa X, kai n — oo, jei elementy X, skirstiniai silpnai
konverguoja i elemento X skirstinj (zymime X, 2 X )

Tegul S yra separabili metriné erdvé, kurioje apibrézta metrika p, o
Y., Xin, Xon, ... yra S—reikSmiai atsitiktiniai elementai apibrézti erdvéje (€2, F,

P).
7 lema. Tarkime, kad Xk, a Xk, kat n — oo, kiekvienam k ir X Y X,
kat k — oco. Jeigu kiekvienam € > 0

lim lim sup P{p(Xk,, Ys) > €} =0,

k—=oo nooo

tadaYngX, n — oo
Tai 4.2 teorema is [1].

Tarkime, kad S ir S5 yra dvi metrinés erdvés. Nagrinékime funkcijg
u: Sy — Sy. Tegul P yra tikimybinis matas erdvéje (S, B(S1)). Tuomet Sis
matas indukuoja erdvéje (So, B(Ss)) vienintelj tikimybinj mata Pu~!, kuris
apibréziamas lygybe

Pu ' (A) = P(utA), AcB(S).

Apibrézimas. Funkcija u : S; — Sy yra tolydi, jeigu v~ 'G,; yra atvira
erdvéje S, kiekvienai atvirai aibei Gy € S,.

8 lema. Tegul u : S; — Sy yra tolydusis atvaizdis ir P, silpnai konverguoja
i P, kain — oo. Tada ir Pyu™! silpnai konverguoja j Pu™?.

Tai atskiras 5.1 teoremos is [1] atvejis arba 1.1.16 teorema is [9].

~v pazymékime vienetinj kompleksinés plokstumos C apskritima, t. y.
v={s € C:|s| =1}. Tegul Q yra tikimybinis matas apibréztas erdve-

je (Y™, B(y™))-
Apibrézimas. Tikimybinio mato @) Furjé transformacija g(ky, ..., k,,) api-
bréziama formule

g(ki, ..., k) :/ o akraQ,
,-ym
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Clak; €Z,z;€vy,j=1,...,m.

9 lema. Tegul {Q,} yra tikimybiniy maty erdvéje (v™,B(y™)) seka, o
{gn(k1, ..., km)} — atitinkamy Furjé tranformacijy seka. Pareikalaukime, kad

kiekvienai sveikyjy skaiciy sekai (ki, ..., ky,) egzistuoty riba

gk, s bom) = nh_r,ﬁlo{g”(kl’ e km) }-

Tada erdvéje (Y™, B(y™)) egzistuoja tikimybinis matas Q toks kad, kai n —
oo, tikimybinis matas Q, silpnai konverquoja i Q. Be to, g(ki,...,ky) yra
mato QQ Furjé tranformacija.

Teoremos jrodyma galima rasti [9] monografijoje, 1.3.19 teorema.

Tegul
Q= H Vp;
p

¢ia v, = 7 kiekvienam pirminiam p. Su sandaugos topologija ir pataskine
daugyba 2 yra kompaktiska topologiné Abelio grupeé.

Tegul @ yra tikimybinis matas erdvéje (€2, B(€2)).

Apibrézimas. Mato @) Furjé transformacija g(k) yra apibréziama formule

o) = [ []atrac

¢ia k = (ko, ks, ...) ir tik baigtinis skaicius sveikyjy k, néra nuliai, =, € v, p
— pirminis.
10 lema. Tegul {Q,} yra tikimybiniy maty erdvéje (2, B(Q)) seka, o {gn(k)}
— atitinkamy Furjé tranformacijy seka. Tarkime, kad kiekvienam vektoriui k
egzistuoja riba

g(k) = lim g, (k).

n—oo

Tada erdvéje (€2, B(R)) egzistuoja tikimybinis matas Q, toks kad matas @,
silpnai konverguoja § matg Q. Be to g(k) yra mato QQ Furjé tranformacija.
Sios teoremos jrodyma galime rasti [9], 1.3.21 teorema.

Apibrézimas. Tikimybiniy matu Seima {P} erdvéje (S, B(S)) yra vadi-
nama reliatyviai kompaktiska, jeigu bet kokia Seimos {P} seka turi silpnai
konverguojantj posekj.

Apibrézimas. Erdvéje (S, B(S)) apibrézty tikimybiniy maty Seima {P}
yra vadinama suspausta, jeigu bet kokiam & > 0 egzistuoja kompaktiska
aibé K tokia, kad P(K) > 1 — ¢ visiems P i$ {P}.

12



11 lema. Jei tikimybiniy maty seima { P} yra suspausta, tai ji yra realiaty-

viai kompaktiska.

12 lema. Tegul S yra separabili pilna metriné erdvé. Jei tikimybiniy maty

Seima {P} erdvéje (S, B(S)) yra reliatyviai kompaktiska, tai ji yra suspausta.
11 ir 12 lemos yra Prochorovo teoremos, kuriy jrodymus galima rasti [1]

arba 1.1.12 ir 1.1.13 teoremos i$ [9)].
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4 Diskrecioji ribiné teorema su svoriu
Hurvico dzeta funkcijai su algebriniu ira-
cionaliuoju parametru

Siame skyriuje jrodysime pagrindinj miisy magistro darbo rezultata — diskreciaja
ribine teorema su svoriu Hurvico dzeta funkcijai (s, @) su algebriniu iracio-
naliuoju parametru «, 0 < a < 1 kompleksinéje plokstumoje.

4.1 Teorema tore

Apibrézkime tikimybinj mata
Qnw(A) = pnw ((m+a)™™:me M(a)) € A), AeB(C).

2 teorema. Tegul o ir h yra tokie pat kaip ir 1 teoremoje. Erdvéje (2, B(2))
egsituoja tikimybinis matas QQ,, toks, kad matas Qn ., silnai konverguoja j Q.,
kai N — oo.

[rodymas. Duali grupé 2 yra izomorfiné
@ 2%

¢ia Zy, = Z visiems m € M(«a). Elementas
k= {kn:me M(a)} e @ Loy,
meM(a
atvaziduojamas j € pagal formule
w— Wt = H whm w €
meM(a)

cia tik baigtinis skaicius sveikyjy k,, yra nenuliai. Mato @)y, Furjé tranfor-
macija gy (k) turi pavidalg

¢ia k = {kp, : m € M(a)} ir, kaip ankséiau, baigtinis skaiius k,, yra nenu-
liai. Vadinasi,



1 N

= G2 wlexp{—ilh Y knlog(m+a)p.  (3)

=0 meM(a)
Kadangi sistema I («) yra tiesiskai nepriklausoma virs racionaliyjy skaiciy

lauko Q, « yra i D klasés ir w(l) yra apréztos variacijos funkcija, i$ (3)
isplaukia

1, jei k=0,
gN@):{ rzo @

-1
o <U ‘Zmef\/l(a) ki log(m + Q)D , Jeik#
Vadinasi,
. ] 1, jeik =0,
A gn (k) = { 0, jeik 0.

Kadangi gy (k) konverguoja i Haro mato my Furjé transformacija, tai
teoremos tvirtinimas seka iS 10 lemos.
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4.2 Teorema absoliuciai konverguojancioms eilutéms

Tegul o1 > % Pazymékime

01 01

L(s,a) = 2T (i) (n+a)’, neNU{0};

¢ia I'(s) yra Oilerio gama funkcija. Pusplokstumeéje o > % apibrézkime

o1+i00 dZ
Ca(s, @) L/ C(s—I—z,oz)ln(s,oz)? (5)

270 J gy —ico
ir

an(m, a)

1 [ (s,a)ds
= —. 6
27r2'/0 (6)

17’L.OO (m7 a)s S

Pasinaudojus Melino atvirkstine formule (1 lema) gauname, kad

tn(m, @) = exp (— (:’Z:z)a) |

IS a,(m, a) apibrézimo seka, kad teisingas jvertis

1

n(m, @) L -——rre)
an(m; a) (m + a)o

o eiluté

pusplokstumeéje o > % konverguoja absoliuciai.
I$ ¢, (s, ) apibrézimo ir aukséiau pateikty svarstymuy gauname, kad

s a(ma)  exp (- (552)7)
Cnls, ) = — (m+a)s 7;) (m+a)s

Erdvéje (C, B(C)) apibrézkime tikimybinj mata
PN,n,w(A) = ,LLva(Cn(S =+ Zlh7 OZ) € A), A S B(C)

3 teorema. Tarkime, kad yra ispildomos 1 teoremos sqlygos. Tada erdvéje
(C,B(C)) egzistuoja tikimybinis matas P, ,, toks kad, kai N — oo, § ji silpnai
konverguoja matas Py -

16



Irodymas. Funkcija u : 2 — C apibréziama formule

u(fwlm) - m e M(@)) = 3 A e?:;(g OE)@S) )

u yra tolydi, nes paskutiné eiluté konverguoja tolygiai pagal w pusploksStumeé-
je o > 1. Be to,

u(((m+a)™™:me M(a)) = G(o+it,a).
Pagal 8 lemg pastarasis sarysSis parodo, kad Py, = Qnou™t, Ga Qnw

yra 3 teoremoje esantis matas. Vadinasi, kai N — oo, matas Py, silpnai
konverguoja i Qn,u"*. Teorema jrodyta.
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4.3 Aproksimavimas vidurkiu

Peréjimui nuo absoliuciai konverguojancios eilutés prie funkcijos (s, a), reika-
linga funkcijos ((s,a) aproksimacija vidurkiu absoliu¢iai konverguojancia
eilute ¢, (s, a).

4 teorema. Tegul o, h ir w(l) yra tokie pat kaip ir 1 teoremoje. Tada

im 1msup s+ ilh, o nls+ilh,a)| =0.
lim li )¢ ( lh,a) — lh 0

n—xX N_sco0

Irodymas. Tegul o; yra toks pat kaip ir 4.2 skyriuje. IS 2 lemos, kai
o > 01, turime

Y A d I,(1—s,
Guls, ) = %/ﬁ_a—m C(s+ Z,Oé)ln(Z,Oé) 5 C(s,a) + %. (7)
Kai 0 < 0 — o1, apskritimas |z — o| = § priklauso pusplokstumei o > %
I$ 3 lemos turime

(o +it,0) — Gl + it )| < o / C( + it @) — Colz + it, )] [d2].
T

|z—o|=48
I$ (7) formulés gauname jvertj
C(o+it,a) — (o +it, @)
Hoo I,(1 =0 —it, «a)
1—0—it ’

< +/ |C(oy + it +iT, @)l (01 — o + i1, )| |dT| +

[$ ¢ia ir (2) jvercio iSplaukia
N
Z D[¢(o 4 ilh, a) — Cu(o + ilh, @)
=0

+o0 N
<</ (o1 — 0 +iT, Q)| ( Zwl—7]<01+zlh+wa)|)d7
1=0

—00

+o(1). 8)

Funkcijos ((s, @) vidurkis yra apréztas pusplokStuméje o > 3. [13] darbe
(4 lema) buvo jrodyta, kad teisingas jvertis

1

T
—/ ¢ (0 +it, a)|?dt < 1.
T Jo
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Pritaikius 4 lema gauname jvertj

N
=S w)lcon + ith + i, )

=0

=

1=0
Tada (8) sarysio desiné pusé

+o0o
< / ll(o1 — o +iT,@)|(1 + |7])dT.

o
Kadangi o1 — 0 < 0, i$ 1,,(s, a) apibrézimo turime

+oo
lim |l(01 — o +it,a)|(1 4 |7])dT = 0.

n—00
- —00

Pastarasis sarysis kartu su (9) jverciu uzbaigia teoremos jrodyma.
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4.4 Pagrindinés teoremos jrodymas

3 teoremoje jrodyta, kad, kai N — oo, tikimybinis matas Py, silpnai
konverguoja i P, ,. Irodysime, kad tikimybiniy maty Seima {P,,,} yra sus-
pausta, t. y., kad visiems € > 0 egzistuoja kompaktiskas poaibis K toks, kad
P, w(K)>1—¢ visiems n € NU {0}.

Tegul M > 0 bet koks skaic¢ius. Pritaike 5 lema gauname

Pynw({z € C: 2] > M}) = pnuf

Colo +ilh,a)| > M)

N
1
M_UZ“’ ) Ca(o + ilh, @) (10)
1=
IS 4 teoremos ir (2) jvercio
N
sup lim su w(l)|¢(o +ilh,
N
: 1 . ,
< sup limsup — Z w(l)|¢(o +ilh, ) — (o + ilh, a)|
neEN N—oo U l 0
+ limsu w(l) |C(o +ilh, « 11
s S () (o + lh, o). (1)

1=0
Pagal 4 lema, (10) ir (11) sarysius gauname

sup limsup Py ,,,({z € C: |z| > M}) < C. (12)

neN N-—oo

Dabar tegul € > 0 yra laisvai pasirinktas skaiCius ir M = g Tada is (12)
turime

limsup Py nw({z € C:|2] > M}) <e. (13)

N—oo

Mato Py . silpnas konvergavimas j matg P, ,,, kai N — oo, duoda, kad
tikimybinis matas

pnw(|Cu(o +ilh,a)| € A), A€ B(R)
silpnai konverguoja i mata P, ,u"'; ¢ia funkcija u : C — R yra apibrézta
formule u(z) = |z|.

(13) nelygybei pritaikius 7 lema, gauname

P,,({z€C:|z| > M})
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< li&ninf Pynw{z€C:|z| > M})
— 00
<limsup Pyn({z€C:|z] > M}) <e (14)

N—o0

visiems n € N U {0}.
Dabar tegul
K.({zeC:|z| > M}).

Aibé K. yra kompaktas, o i$ (14) nelygybes
Puw(K:)>1—¢

visiems n € N U {0}. O tai reiskia, kad seima {P,, :n € NU{0}} yra
suspausta. Pagal 11 lema ji yra reliatyviai kompaktiska.

Tikimybinéje erdvéje (Qo, B(0), P) apibrézkime diskretujj atsitiktinj kin-
tamaji ©n,, formule

P(Xnpulo) € 4) = =S w(l), A€ B(C),

o pagal 3 teorema
D
XN,n,w ]\:)>o Xn,wa (15)

¢ia X, , yra kompleksinés reikSmeés jgyjantis atsitiktinis elementas su pa-
siskirstymu P, ,,.

I8 {P,w:neNU{0}} reliatyvaus kompaktiskumo isplaukia egzistavi-
mas posekio n;, tokio, kad F,, ,, silpnai konverguoja j tam tikra tikimybinj
mata P erdvéje (C,B(C)), kai ny — oo, t. y.

Xopw — P. (16)

ny—roo
Apibrézkime dar vieng kompleksines reiksmes jgyjantj atsitiktinj elementg
XN7w = Cn(O' + i@N,wa Oé).
Tada pagal 4 teorema randame, kad kiekvienam ¢ > 0

lim limsup P(| Xnw — XN nw| > €)

n—%0  N_oo
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o 1
= lim limsup — E w(l)
n—=00 N 0o U =0
‘XN,n,waN,w‘EE
N

1
< lim Jimsup — > w(l)| XN = Xl = 0. (17)

n—00 N_ooo & =0

I8 (15)—(17) sarysiy ir 7 lemos

Xyw —5 P.

ny—0oo

Tai yra ekvivalentu mato P, ,, silpnam konvergavimui j mata P, kai n — oo.
Teorema jrodyta.
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5 ISvados

Magistro darbe nagrinéjamos Hurvico dzeta funkcijos ((s,a), s = o + it,
su algebriniu iracionaliuoju parametru «, 0 < a < 1, diskretusis reiksSmiy
pasiskirstymas. Tegul parametras « priklauso klasei D , h yra teigiamas
fiksuotas skaicius toks, kad exp {%’T} yra racionalusis, bei galioja tam tikri
jver¢iai svorio funkcijai w(z). Tada jrodome, kad funkcijai ((s,a) teisin-
ga diskrecioji ribiné teorema tikimybiniy maty silpno konvergavimo prasme
kompleksinéje plokstumoje C. Irodytas ribinio mato egzistavimas.
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6 Santrauka

Darbe nagrinéjamos Hurvico dzeta funkcijos ((s, ), s = o + it su algebriniu
iracionaliuoju parametru «, 0 < a < 1 diskretusis reikSmiy pasiskirstymas.
Irodyta, jog funkcijai ((s, ) galioja diskrecioji ribiné teorema su svoriu
kompleksinéje plokstumoje C.
Tegul w(z) yra realioji baigtinés variacijos intervale [0, 0o) funkcija tokia,
kad

U:U(N,w):Zw(l)%oo, N — oc.

m=0

Tegul parametras « priklauso klasei D, tenkinanciai Dubicko hipoteze, o
aritmetinés progresijos zingsnis h > 0 yra toks, kad exp {2%} buty racionalu-
sis skaicius.

Darbe yra jrodoma diskrecioji ribiné teorema su svoriu silpno tikimybiniy
maty konvergavimo prasme Hurvico dzeta funkcija (s, «) su algebriniu ira-
cionaliuoju parametru «, 0 < a < 1 kompleksinéje plokstumoje.

Pareikalaukime, kad « ir h tenkinty auksc¢iau minétas salygas. Tada, kai
o> %, tikimybinis matas

1 N
i > w(l), AeB(C),

=0
¢(s+ilh,a)eA

kai N — oo, silpnai konverguoja i tam tikra erdvéje (C, B(C)) egzistuojanti
tikimybinj matg.
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7 Summary

Master’s work is devoted to the investigation of value distribution of Hurwitz
zeta-function ((s,a), s = o + it with algebraic irrational parameter a, 0 <
a < 1. It is proved that for the function (s, «) valid discrete limit theorem
with weight in the complex plane.

Let w(z) be a function of banded variation on [0, c0) such that

N
U=U(N,w)= Zw(l) — 00, N — 0.

=0

Suppose that parameter a belongs to the class D satisfying Dubickas
conjecture. Let step of arithmetical progression h > 0 be such that exp {%’r}
will be rational number.

In this work if is proved a weighted discrete limit theorem in the since
of the weakly convergent probability measures for the Hurwitz zeta-function
((s, ) with algebraic irrational parameter a, 0 < a < 1 in the complex
plane.

Suppose that a and h satisfied above mentioned conditions. Then, for
o > 3, on (C,B(C)) there exists a probability measure P such that the
measure

1 N
i IZ w(l), Ae B(C),

=0
C(s+ilh,a)eA

converges weakly to P as N — oc.
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<

N
)
=
<
=
z

p
k,l,m,n,)
N

Y/

R

C

1
s=o0+1t
Res =0
Ims =

A X B
Am
meas{A}

pun(...) = NLH#{O <m<N:..}

— pirminis skaicius

— naturalieji skaiciai

— naturaliyjy skaiciy aibé

— sveikyjy skaic¢iy aibé

— realiyjy skaiciy aibe

— kompleksiniy skaiciy aibé

— menamasis vienetas: i = /—1

— kompleksinis kintamasis

— realioji s dalis

— menamoji s dalis

— aibiy A ir B Dekarto sandauga

—m aibiy A Dekarto sandauga

— aibés A Lebego matas

— vietoje daugtaskio rasomos salygos,
kurias tenkina m

— konvergavimas pagal skirstinj
— erdvés S Borelio aibiy klasée
— QOilerio gama funkcija pusplokstumeéje o > 0
apibréziama I'(s) = [ e 2" 'dx
0

ir analiziskai pratesiama j visg s plokstuma
— atsitiktinio elemento X vidurkis

— dydis apréztas konstanta, "O didysis" atitikmuo

— Rymano dzeta funkcija pusplokstuméje o > 1

apibréziama ((s) = Y -
m=1

ir analiziskai pratesiama j visg C
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