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I�vadas

Analizin
eje skai£iu� teorijoje gana daºnai yra sutinkamos Melino (Mellin)

transformacijos. Tegul s = σ + it yra kompleksinis kintamasis. Tuomet

funkcijos f(x) Melino transformacija F (s) yra apibr
eºiama integralu

F (s) = M(f(x)) =

∫ ∞
0

f(x)xs−1dx,

jeigu tas integralas egzistuoja. Daºnai nagrin
eti funkcij¡ F (x) yra lengviau

negu f(x). Tuomet apvertimo formul
e duoda funkcijos f(x) i²rai²k¡, kuri lei-

dºia nagrin
eti pradin¦ funkcij¡ f(x). Priminsime apvertimo formul¦. Tarkime,

kad f(x) yra apr
eºtos variacijos funkcija kiekviename baigtiniame intervale,

o sandauga f(x)xσ−1 yra integruojama begaliniame intervale (0;∞). Tuomet

funkcijos F (s) apvertimo formul
e turi pavidal¡

f(x+ 0) + f(x− 0)

2
=

1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

F (s)x−sds =
1

2πi
lim
T→∞

σ+iτ∫
σ−iτ

F (s)x−sds.

Melino transformacijos yra ypa£ naudingos nagrin
ejant dzeta funkciju�

laipsninius momentus, pavyzdºiui, Rymano dzeta funkcijos ζ(s) kuri, pus-

plok²tum
eje σ > 1 yra apibr
eºiama Dirichl
e eilute

ζ(s) =
∞∑
m=1

1

ms

ir yra analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡, i²skyrus ta²k¡

s = 1, kuris yra paprastasis polius su reziduumu 1. �iam tikslui patogu yra

naudoti modi�kuot¡sias Melino transformacijas F̃ (s), apibr
eºiamas formule

F̃ (s) = M̃(f(x)) =

∫ ∞
1

f(x)x−sdx.

�ios transformacijos yra patogesn
es, kadangi nekyla integralo konvergavimo

problema ta²ke x = 0. Tarp klasikiniu� ir modi�kuotu� Melino transformaciju�

yra glaudus ry²ys. Tegul
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f̂(x) =

 f
(

1
x

)
, kai 0 < x ≤ 1,

0, kai x > 1.

Tuomet [4] straipsnyje buvo gauta, kad

M̃(f(x)) = M

(
1

x
f̂(x)

)
.

Taigi, modi�kuotoju� Melino transformacijos savyb
es i²plaukia i² klasikiniu�

Melino transformaciju� savybiu�.

Tegul

Ik(T ) =

∫ T

0

∣∣∣∣ζ (1

2
+ it

)∣∣∣∣2k dt, k ≥ 0,

yra Rymano dzeta funkcijos laipsniniai momentai. Kuriems nors σ > σ0(k)

apibr
eºiame funkcijos

∣∣∣∣ζ (1

2
+ ix

)∣∣∣∣2k
modi�kuot¡j¡ Melino transformacij¡

Zk(s) =

∫ ∞
1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ ix

)∣∣∣∣2k x−sdx.
Pirmoji buvo apibr
eºta ir panaudota dzeta funkcijos teorijoje transforma-

cija Z2(s). Japonu� matematikas Y. Motoha²is (Y. Motohashi) funkcij¡ Z2(s)

pritaik
e [9] ketvirtojo momento I2(T ) tyrimui. S¡ry²is tarp Ik(T ) ir funkcijos

Zk(s) i²plaukia i² Melino apvertimo formul
es: jeigu f(x) yra "pakankamai

gera" funkcija, tai tuomet i² lygyb
es

∫ ∞
1

f
( x
T

) ∣∣∣∣ζ (1

2
+ ix

)∣∣∣∣2k dx =
1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

F (s)T sZk(s)ds
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su c > 1 galime gauti informacij¡ apie Ik(T ). Funkcijos Z2(s) tyrimai buvo

t¦siami [4-8] darbuose, buvo gauti idom	us rezultatai. Straipsnyje [6] buvo

prad
eta nagrin
eti funkcija Z1(s). Kadangi yra teisingas i�vertis

I1(T )� T log2 T,

tai nesunku matyti, kad integralas, apibr
eºiantis funkcij¡ Z1(s), konverguoja

absoliu£iai srityje σ > 1, tod
el funkcija Z1(s) yra analizin
e pusplok²tum
eje

{s ∈ C : σ > 1}. �ia simbolis f(x) � g(x), g(x) > 0, x ∈ X, rei²kia,

kad egzistuoja tokia konstanta c > 0, su kuria visiems x ∈ X yra teisinga

nelygyb
e

|f(x)| ≤ cg(x).

Taigi, f(x)� g(x) yra lygyb
es f(x) = O(g(x)) sinonimas.

Darbe [6] funkcija Z1(s) buvo meramor�²kai prat¦sta i� sriti�
{
s ∈ C : σ >

−3
4

}
. Ta²kas s = 1 yra jos antrosios eil
es polius su reziduumu, lygiu

2γ0 − log 2π;

£ia γ0 yra Oilerio konstanta, tai yra,

γ0 = lim
n→∞

(
1 +

1

2
+ ...+

1

n
− log n

)
= 0, 577... .

Truput
eli� v
eliau funkcija Z1(s) buvo meramor�²kai prat¦sta i� vis¡ kom-

pleksin¦ plok²tum¡ su galimais poliais s = −m, m ∈ N, pusplok²tum
eje

{s ∈ C : σ < 0}. Pagaliau M. Lukarinen (Lukkarinen) savo disertacijoje [8]

i�rod
e, kad funkcija Z1(s) srityje {s ∈ C : σ < 0} turi tiktai paprastuosius

polius s = −(2m− 1), m ∈ N, ir jokiu� kitu� ypatingu� ta²ku� neturi.

Min
etame [6] straipsnyje buvo gautas funkcijos i�vertis,bei jos antrojo mo-

mento i�vertis, b	utent, jei 0 ≤ σ ≤, t ≥ t0 > 0, tai

Z1(σ + it)�ε t
1−σ+ε,
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ir su visais T ≥ 1

∫ T

1

|Z1(σ + it)|2dt�ε

 T 3−4σ+ε, jei 0 ≤ σ ≤ 1
2
,

T 2−2σ+ε, jei 1
2
≤ σ ≤ 1.

Magistro darbo tikslas yra tikimybin
es funkcijos Z1(s) savyb
es. Prime-

name, kad tikimybiniu� metodu� taikymo id
ej¡ 20 a. tre£i¡jame de²imtmetyje

pasi	ul
e H. Boras (Bohr). �i¡ id
ej¡ jis realizavo kartu su B. Jesenu (Jessen) [2]

[3] darbuose. V
eliau Boro - Jeseno tyrimus t¦s
e visa eil
e ºinomu� matematiku�,

tarp ju� A. Vintneris (Wintner), A. Selbergas (Selberg), A. Go²as (Ghosh),

D. Dºoineris (Joyner), B. Bag£is (Bagchi), K. Macumotas (Matsumoto), J.

�toidingas (Steuding), E. Stankus, P. Elijotas (Elliott). Nemaº¡ ind
eli� i� ²iuos

tyrimus i�ne²
e Vilniaus ir �iauliu� matematikai.

Tegul S yra metrin
e erdv
e, o B(S) yra ²ios erdv
es Borelio aibiu� klas
e.

Tarkime, kad Pn, n ∈ N, ir P yra tikimybiniai matai erdv
eje (S,B(S)). Pri-

mename, kad Pn, kai n→∞, silpnai konverguoja i� mat¡ P , jei su kiekviena

realia, apr
eºta, tolydºia funkcija f erdv
eje S

lim
n→∞

∫
S

fdPn =

∫
S

fdP.

Pagrindinis magistro darbo rezultatas tokia teorema.

Teorema. Tarkime, kad σ > 1
2
. Tuomet erdv
eje (C,B(C)) egzistuoja

toks tikimybinis matas Pσ, i� kuri�, kai T →∞, silpnai konverguoja tikimybinis

matas

PT,σ(A)
def
=

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : Z1(σ + it) ∈ A}, A ∈ B(C).
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2. Ribin
es teoremos integralams baigtiniame

intervale

Tarkime, kad a > 1 ir σ1 > 1 yra �ksuoti skai£iai. Visiems x ≥ 1 ir y ≥ 1

apibr
eºiame

v(x, y) = exp

{
−
(
x

y

)σ1
}
.

�iame skyrelyje i�rodysime ribin¦ teorem¡ integralui

Z1,a,y(S) =

∫ a

1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ ix

)∣∣∣∣2 v(x, y)x−sdx.

Pirmiausia gausime ribin¦ teorem¡ torui

Ωa =
∏
u∈[1,a]

γu.

�ia γu = {s ∈ C : |s| = 1} def
= γ su visais u ∈ [1, a]. Kadangi vienetinis

apskritimas kompleksin
eje plok²tumoje yra kompaktin
e aib
e, tai pagal Ti-

chonovo teorem¡ [10] toras Ωa yra kompaktin
e topologin
e Abelio grup
e. �ios

grup
es dualioji arba charakteriu� grup
e turi pavidal¡⊕
u∈[1,a]

Zu.

�ia
⊕

rei²kia tiesiogin¦ sum¡, o Zu = Z = {... − 1, 0, 1...} su visais u ∈

[1, a]. Tod
el tikimybinio mato erdv
eje (Ωa,B(Ωa)) Furj
e transformacija turi

pavidal¡ ∫
Ωa

∏
u∈[1,a]

xkuu dµ,

£ia ku ∈ Z, xu ∈ γ, ir tik baigtinis skai£ius skai£iu� ku yra nelyg	us nuliui.

Erdv
eje (Ωa,B(Ωa)) apibr
eºiame tikimybini� mat¡

QT (A) =
1

T
meas{t ∈ [0, T ] : (uit : u ∈ [1, a]) ∈ A}.
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2.1 teorema.Erdv
eje (Ωa,B(Ωa)) egzistuoja toks tikimybinis matas Q, i� kuri�,

kai T →∞, silpnai konverguoja QT .

I�rodymas. I² matoQT apibr
eºimo ir ankstesn
es pastabos apie tikimybiniu�

matu� erdv
eje (Ωa,B(Ωa)) Furj
e transformacijas turime, kad mato QT Furj
e

transformacija gT ({ku : u ∈ [1, a]}) turi pavidal¡

gT ({ku : u ∈ [1, a]}) =

∫
Ωa

∏
u∈[1,a]

xkuu dQT =

=
1

T

T∫
0

exp

{
it
∑
u∈[1,a]

ku log u

}
dt =

=

{ 1, kai
∑

u∈[1,a]

ku log u = 0,

exp{iT
∑

u∈[1,a]

ku log u}−1

iT
∑

u∈[1,a]

ku log u
, kai

∑
u∈[1,a]

ku log u 6= 0.
(1)

�ia, kaip ir anks£iau tik baigtinis sveiku�ju� skai£ius ku skai£ius yra nelyg	us 0.

Tod
el i² (1) i²plaukia, kad

lim
T→∞

gT ({ku : u ∈ [1, a]}) =


1, kai

∑
u∈[1,a]

ku log u = 0,

0, kai
∑

u∈[1,a]

ku log u 6= 0.
(2)

Gerai ºinoma, kad i² Furj
e transformaciju� konvergavimo i²plaukia atitinkamu�

matu� silpnasis konvergavimas. Taigi, gavome, kad tikimybinis matas QT

kai T → ∞, silpnai konverguoja i� tikimybini� mat¡ Q erdv
eje (Ωa,B(Ωa)),

apibr
eºiam¡ Furj
e transformacija

g({ku : u ∈ [1, a]}) =


1, kai

∑
u∈[1,a]

ku log u = 0,

0, kai
∑

u∈[1,a]

ku log u 6= 0.
(3)

Dabar suformuluosime pagrindini� ²io skyrelio rezultat¡ - ribin¦ teorem¡

funkcijai Z1,a,y(S).
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2.2 teorema.Erdv
eje (C,B(C)) egzistuoja toks tikimybinis matas Pσ,a,y,

i� kuri�, kai T →∞, silpnai konverguoja tikimybinis matas

PT,σ,a,y(A)
def
=

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : Za,y(σ + it) ∈ A}, A ∈ B(C).

Teoremos i�rodym¡ padalinsime i� kelet¡ lemu�. Pirmiausia i�rodysime ribin¦

teorem¡ integralinei sumai.

Interval¡ [1, a] ta²kais 1 = x0 < x1 < ... < xn = a dalyjame i� vienodo

ilgio a−1
n

dalinius intervalus ir funkcijai
∣∣ζ (1

2
+ ix

)∣∣2 v(x, y)x−s apibr
eºiame

integralin¦ sum¡

S1,n(s) = S1,n,a,y(s) =
n∑
j=1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ ij

)∣∣∣∣2 v(ζj, y)ζ−sj 4xj,

kurioje ζj ∈ [xj−1, xj] ir 4xj = xj − xj−1. Apibr
eºiame tikimybini� mat¡

Q1,T,n(A) = Q1,T,n,σ,a,y(A) =
1

T
meas{t ∈ [0, T ] : S1,n(σ+it) ∈ A}, A ∈ B(C).

2.3 lema. Erdv
eje (C,B(C)) egzistuoja toks tikimybinis matas Q1,n =

Q1,n,σ,a,y i� kuri�, kai T →∞, silpnai konverguoja matas Q1,T,n.

I�rodymas. Pradºioje priminsime vien¡ tikimybiniu� matu� silpno konver-

gavimo savyb¦.

Tarkime, kad (Xj,B(Xj)), j = 1, 2, yra dvi metrin
es erdv
es su ju� Borelio

aibiu� klas
emis, o h : X1 → X2 yra (B(X1),B(X2)) mati funkcija, tai yra,

h−1B(X2) ⊂ B(X1).

Tuomet tikimybinis matas P erdv
eje (X1,B(X1)) apibr
eºia vieninteli� tikimybini�

mat¡ erdv
eje (X2,B(X2)) formule

Ph−1(A) = P (h−1A), A ∈ B(X2).

Be to, yra ºinoma [1], kad jei Pn, n ∈ N, ir P yra tikimybiniai matai erdv
eje

(X1,B(X1)), Pn, kai n→∞, silpnai konverguoja i� P , o funkcija h yra tolydi,

tai tuomet ir Pnh−1, kai n→∞, silpnai konverguoja i� mat¡ Ph−1.
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Dabar pradedame tiesiogini� lemos i�rodym¡. Tarkime, kad funkcija hn :

Ωa → C yra apibr
eºta formule

hn(yx) =
n∑
j=1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ iξj

)∣∣∣∣2 v(ξj, y)ξ−σj yζj4xj, yx ∈ Ωa. (4)

Tuomet funkcija hn yra tolydi ir

hn(x−it) = S1,n(σ + it).

Tod
el Q1,T,n = QTh
−1
n , £ia QT yra tikimybinis matas i² (2.1) teoremos. Taigi,

remdamiesi ankstesne pastaba ir funkcijos hn tolydumu, gauname, kad matas

Q1,T,n, kai T →∞, silpnai konverguoja i� mat¡ PnQh−1
n (Q yra ribinis matas

2.1 teoremoje).

Per
ejimui nuo integralin
es sumos S1,n(s) prie funkcijos Z1,a,y naudosime

toki¡ lem¡.

2.4 lema. Yra teisinga lygyb
e

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

|S1,n(σ + it)−Z1,a,y(σ + it)|dt = 0.

I�rodymas. I² Ko²i nelygyb
es i²plaukia, kad

1

T

∫ T

0

|S1,n(σ + it)−Z1,a,y(σ + it)|dt�

�
(

1

T

∫ T

0

|S1,n(σ + it)−Z1,a,y(σ + it)|dt
) 1

2

. (5)

Turime, kad

|S1,n(σ + it)−Z1,a,y(σ + it)|2 =

= (S1,n(σ + it)−Z1,a,y(σ + it))(S1,n(σ + it)−Z1,a,y(σ + it)) =

= S1,n(σ + it)S1,n(σ + it)− S1,n(σ + it)Z1,a,y(σ + it)−
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−S1,n(σ + it)Z1,a,y(σ + it) + Z1,a,y(σ + it)Z1,a,y(σ + it).

I² integralin
es sumos apibr
eºimo i²plaukia, kad

1

T

∫ T

0

S1,n(σ + it)S1,n(σ + it)dt =

=
1

T

∫ T

0

( n∑
j=1

n∑
k=1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ iξj

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣ζ (1

2
+ iξk

)∣∣∣∣2 v(ξj, y)v(ξk, y)×

×ξ−σ−itj ξ−σ+it
k 4xj4xk

)
dt =

=
1

T

∫ T

0

n∑
j=1

n∑
k=1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ iξj

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣ζ (1

2
+ iξk

)∣∣∣∣2 v(ξj, y)v(ξk, y)×

×(ξjξk)
−σ4xj4xk

(
ξk
ξj

)it
dt =

=
1

T

∫ T

0

(
n∑
j=1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ iξj

)∣∣∣∣4 v2(ξj, y)ξ−2σ
j (4xj)2dt+

+
1

T

∫ T

0

n∑
j=1

n∑
k=1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ iξj

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣ζ (1

2
+ iξk

)∣∣∣∣2 v(ξj, y)v(ξk, y)×

×(ξjξk)
−σ4xj4xk

(
ξk
ξj

)it
dt =

=
n∑
j=1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ iξj

)∣∣∣∣4 v2(ξj, y)ξ−2σ
j (4xj)2+

+
1

T

n∑
j=1

n∑
k=1j 6=k

∣∣∣∣ζ (1

2
+ iξj

)∣∣∣∣2 ∣∣∣∣ζ (1

2
+ iξk

)∣∣∣∣2 v(ξj, y)v(ξk, y)×

×(ξjξk)
−σ4xj4xk

(
ξj
ξk

)iT
− 1

i log
ξj
ξk

.
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Tod
el

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

S1,n(σ + it)S1,n(σ + it)dt =

=
n∑
j=1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ iξj

)∣∣∣∣4 v2(ξj, y)ξ−2σ
j (4xj)2.

Kadangi 4xj = a−1
n
, tai i² £ia gauname

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

S1,n(σ + it)S1,n(σ + it)dt = 0. (6)

Analogi²kai randame, kad

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

Z1,a,y(σ + it)Z1,a,y(σ + it)dt = 0. (7)

Kadangi i² Ko²i nelygyb
es turime, kad∣∣∣∣ 1

T

∫ T

0

S1,n(σ + it)Z1,a,y(σ + it)dt

∣∣∣∣ ≤
≤
(

1

T

∫ T

0

|S1,n(σ + it)|2dt
) 1

2
(

1

T

∫ T

0

|Z1,a,y(σ + it)|2dt
) 1

2

,

tai i² (5)-(7) i²plaukia lemos tvirtinimas.

2.2 teoremos i�rodymas. Pagal 2.3 lem¡ tikimybinis matas Q1,T,n, kai

T → ∞ silpnai konverguoja i� mat¡ Q1,n. Kurioje nors tikimybin
eje ardv
eje

(Ω,B(Ω, P )) apibr
eºiame atsitiktini� dydi� θT formule

P (θT ) =
1

T

∫ T

0

IAdt, A ∈ B(R);

£ia IA yra aib
es A indikatorius, t.y.,

IA(t) =

 1, kai t ∈ A,

0, kai t /∈ A.
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Apibr
eºiame

UT,n(σ) = S1,n(σ + iθT ).

Tuomet 2.3 lemos turime, kad

UT,n(σ)
D−−−→

T→∞
Un(σ), (8)

nes atsitiktiniu� elementu� konvergavimas pagal pasiskirstym¡ D−→ yra ekviva-

lentus tu� elementu� pasiskirstymu� silpnajam konvergavimui. �ia Un(σ) yra

kompleksines reik²mes i�gyjantis atsitiktinis dydis su pasiskirstymu Q1,n.

I�rodysime, kad tikimybiniu� matu� ²eima {Q1,n : n ∈ N} yra suspausta.

Primename, kad tikimybiniu� matu� erdv
eje (S,B(S)) ²eima {P} yra vadinama

suspausta, jei kiekvienam ε > 0 egzistuoja tokia erdv
es S kompaktin
e aib
e

K = K(ε), kad su visais ²eimos {P} matais yra teisinga nelygyb
e

P (K) > 1− ε.

Imame bet koki� teigiam¡ skai£iu� M . Tuomet i² �eby²evo tipo nelygyb
es

gauname, kad

P (|UT,n(σ)| > M) =
1

T
meas{t ∈ [0, T ] : |S1,n(σ + it)| > M} ≤

≤ 1

TM

∫ T

0

|S1,n(σ + it)|dt.

I² £ia ir 2.4 lemos gauname

lim sup
T→∞

P (|UT,n(σ)| > M) ≤ sup
n∈N

lim sup
T→∞

1

TM

∫ T

0

|S1,n(σ + it)|dt

≤ sup
n∈N

lim sup
T→∞

1

TM

∫ T

0

|S1,n(σ + it)−Z1,a,y(σ + it)|dt

+ sup
n∈N

lim sup
T→∞

1

TM

∫ T

0

|Z1,a,y(σ + it)|dt
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� 1

M
+ lim sup

T→∞

1

TM

∫ T

0

|Z1,a,y(σ)|dt ≤ R1,σ,y

M
(9)

su R1,σ,y < ∞. Tarkime, kad ε > 0 yra bet koks skai£ius. Tuomet, pa
em¦

M = Mε = R1,σ,yε
−1, i² (8) ir (9) randame, kad su visais n ∈ N

P (|Un(σ)| > Mε) ≤ ε. (10)

Tegul Kε > {s ∈ C : |s| ≤ Mε}. Aib
e Kε yra apr
eºta ir uºdara, tod
el ji yra

kompaktin
e erdv
eje C, ir i² (10) gauname, kad su visais n ∈ N

P (Un(σ) ∈ Kε) ≥ 1− ε.

Pastaroji nelygyb
e yra ekvivalenti su visais n ∈ N nelygybei

Q1,n(Kε) ≥ 1− ε,

kuri rei²kia tikimybiniu� matu� ²eimos {Q1,n : n ∈ N} suspaustum¡.

Mums bus reikalinga dar viena s¡voka. Tikimybiniu� matu� ²eima {P}

erdv
eje (S,B(S)) yra vadinama realiatyviai kompaktine, jeigu i² kiekvieno

tos ²eimos posekio galima i²skirti silpnai konverguojanti� poseki�. Prochorovo

teorema [1] tvirtina, kad jei tikimybiniu� matu� ²eima yra suspausta, tai ji

yra realiatyviai kompaktin
e. Tod
el i² ²eimos {Q1,n : n ∈ N} suspaustumo

i²plaukia, kad egzistuoja toks posekis {Q1,nk} ⊂ {Q1,n}, kuris, kai k →

∞, silpnai konverguoja i� kuri� nors mat¡ Q1 erdv
eje (C,B(C)). Pastarasis

tvirtinimas yra ekvivalentus s¡ry²iui

Un,k(σ)
D−−−→

k→∞
Q1. (11)

Apibr
eºiame

XT,a,y(σ) = Z1,a,y(σ + iθT ).

Dar kart¡ pasinaudoj¦ 2.4 lema ir �eby²evo nelygybe, gauname, kad su

kiekvienu ε > 0

14



lim
n→∞

lim sup
T→∞

P (|XT,a,y(σ)− UT,n(σ)| ≥ ε)

= lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : |S1,n(σ + it)−Z1,a,y(σ + it)| ≥ ε}

≤ lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

Tε

∫ T

0

|S1,n(σ + it)−Z1,a,y(σ + it)|dt = 0

I² £ia, (8) (11) turime, kad yra i²pildytos ºemiau formuluojamos teoremos

s¡lygos (4.2 teorema i² [1]):

Tegul Yn ir X1n, X2n, ... yra S reik²miai atsitiktiniai elementai, apibr
eºti

toje pa£ioje tikimybin
eje erdv
eje (Ω, A, P ), o erdv
e (S, ρ) yra separabili.

Tegul su kiekvienu k ∈ N

Xkn
D−−−→

n→∞
Xk

ir

Xk
D−−−→

n→∞
X.

Jeigu su kiekvienu ε > 0

lim
k→∞

lim sup
n→∞

P (ρ(Yn, Xkn) ≥ ε) = 0,

tai turime

Yn
D−−−→

n→∞
X.

Pasinaudoj¦ ²ia teorema, gauname, kad

XT,a,y
D−−−→

T→∞
Q1,

o pastarasis s¡ry²is yra ekvivalentus tikimybinio mato PT,σ,a,y silpn¡jam kon-

vergavimui, kai T → ∞, i� mat¡ Q1. Taigi, turime, kad tikimybinis matas

Pσ,a,y 2.2 teoremoje sutampa su matu Q1.

15



3. Aproksimavimas absoliu£iai konverguojan£iu

integralu

Tarkime, kad Γ(s) yra Oilerio gama funkcija, kuri pusplok²tum
eje σ > 0

yra apibr
eºiama integralu

Γ(s) =

∫ ∞
0

e−uus−1du

ir yra analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡, i²skyrus ta²kus

s = −m, m ∈ N ∪ {0}, kurie yra paprastieji poliai, ir

Rezs=−mΓ(s) =
(−1)m

m!
.

Tegul σ1 >
1
2
yra �ksuotas skai£ius,

ly(s) =
s

σ1

Γ

(
s

σ1

)
ys, y ≥ 1,

ir

Z1,y(s) =
1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

Z1(s+ z)ly(z)
dz

z
, σ >

1

2
.

Kadangi σ+σ1 > 1 tai ties
eje Rez = σ1 funkcija Z1(s+ z) uºsira²o integralu

Z1(s+ z) =

∫ ∞
1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ ix

)∣∣∣∣2 x−(s+z)dx.

Tegul

ay(x) =
1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

∣∣∣∣ζ (1

2
+ ix

)∣∣∣∣2 ly(z)dz

zxz
.

Kadangi gama funkcijai yra teisingas i�vertis

Γ(σ + it)� e−
π
2
|t||t|σ−

1
2 ,

tai i² £ia randame i�verti�

ay(x)�
∣∣∣∣ζ (1

2
+ ix

)∣∣∣∣2 x−σ1

∫ ∞
−∞
|ly(σ1 + it)|dt� ζ

∣∣∣∣ (1

2
+ ix

)∣∣∣∣2x−σ1 ,
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nes integralas konverguoja.

Gerai ºinoma [11], kad∫ T

1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ ix

)∣∣∣∣2 dt� T log T.

Tod
el, kai σ > 1
2
,∫ ∞
1

ay(x)

xs
dx�

∫ ∞
1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ ix

)∣∣∣∣2 dx

xσ+σ1
=

=

∫ ∞
1

1

xσ+σ1
d

(∫ x

1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ iu

)∣∣∣∣2 du
)

=

=

(
1

xσ+σ1

∫ x

1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ iu

)∣∣∣∣2 du
)∣∣∣∣∣
∞

1

+

+(σ + σ1)

∫ ∞
1

(∫ x

0

∣∣∣∣ζ (1

2
+ iu

)∣∣∣∣2 du
)

dx

xσ+σ1+1
�

� x log x

xσ+σ1

∣∣∣∣∞
1

+ (σ + σ1)

∫ ∞
1

x log x
dx

xσ+σ1+1
=

= 0 + (σ + σ1)

∫ ∞
1

log xdx

xσ+σ1
<∞,

nes σ + σ1 > 1. Tod
el galime sukeisti integravimo tvark¡ ir gauname, kad∫ ∞
1

ay(x)dx

xs
=

=
1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

(
ly(z)

z

∫ ∞
1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ ix

)∣∣∣∣2 dx

xs+z

)
dz = Z1,y(s). (12)

I² funkcijos ay(x) apibr
eºimo ir Melino formul
es

1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

Γ(s)a−sds = e−a, c, a > 0,
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i²plaukia, kad∫ ∞
1

ay(x)dx

xs
=

∫ ∞
1

∣∣ζ (1
2

+ ix
)∣∣2

xz

 1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

(
z

σ1

Γ

(
z

σ1

)(y
x

)z
dz

) dx

=

∫ ∞
1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ ix

)∣∣∣∣2 x−s
 1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

z

σ1

Γ

(
z

σ1

)(
x

y

)−z
dz

 dx =

=

∫ ∞
1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ ix

)∣∣∣∣2 x−s
 1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

zΓ(z)

((
x

y

)σ1
)−z

dz

 dx =

=

∫ ∞
1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ ix

)∣∣∣∣2 x−sx−s exp

{
−
(
x

y

)σ}
dx =

=

∫ ∞
1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ ix

)∣∣∣∣2 v(x, y)x−sdx.

I² £ia, (12) ir integralo ∫ ∞
1

ay(x)dx

xs

absoliutaus konvergavimo matome, kad integralas

Z1,y(s) =

∫ ∞
1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ ix

)∣∣∣∣2 v(x, y)x−sdx

konverguoja absoliu£iai, kai σ > 1
2
.

3.1 teorema.Tarkime, kad σ > 1
2
. Tuomet

lim
y→∞

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

|Z1(σ + it)−Z1,y(σ + it)|dt = 0.

I�rodymas. Naudosime funkcijos Z1,y(s) i²rai²k¡, duot¡ (12) formule.

�ioje formul
eje integravimo ties¦ stumiame i� kair¦, kad praeitume ta²k¡ z = 0.

Tegul 1
2
< σ2 < σ. Tuomet i² reziduumu� teoremos ir (12) formul
es gauname

Z1,y(s) =
1

2πi

σ2+σ−i∞∫
σ2−σ−i∞

Z1(s+ z)ly(z)
dz

z
+ Z1(s) +Rezz=1−sZ1(s+ z)ly(z)z−1.
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I² £ia randame, kad

Z1(σ + it)−Z(σ + it) = − 1

2πi

σ2−σ+i∞∫
σ2−σ−i∞

Z1(s+ z)ly(z)
dz

z
−R(σ + it),

£ia

R(s) = Rezz=1−sZ1(s+ z)ly(z)z−1.

Tod
el po elementariu�ju� pertvarkymu� randame, kad

Z1(σ + it)−Z1,y(σ + it)�

�
∫ ∞
−∞
|Z1(σ2 + it+ iτ)||ly(σ2 − σ + iτ)|dτ + |R(σ + it)|. (13)

Kadangi i� funkcij¡ ly(s) i�eina gama funkcija Γ(s), o jai galioja i�vertis

Γ(s)� e−c|t|, c > 0,

tai
1

T

∫ T

0

|R(σ + it)|dt = o(1), T →∞.

Sugri�º¦ prie (13) formul
es, i² £ia turime, kad, kai T →∞,

1

T

∫ T

0

|Z1 (σ + it)−Z1,y (σ + it)| dt�

�
∫ ∞
−∞
|ly (σ2 − σ + iτ)|

 1

T

|τ |+T∫
−|τ |

|Z1(σ + it)|dt

 dτ + o(1). (14)

I² i�vade min
eto funkcijos Z1(σ + it) modulio kvadrato vidurkio i�ver£io

gauname, kad srityje σ > 1
2∫ T

0

|Z1(σ + it)|2dt� T.

I² £ia ir Ko²i nelygyb
es i²plaukia, kad∫ T

0

|Z1 (σ2 + it)| dt ≤
(∫ T

0

dt

∫ T

0

|Z1 (σ2 + it) |2dt
) 1

2

�
√
T
√
T = T.
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I�stat¦ ²i� i�verti� i� (14), randame, kad

1

T

∫ T

0

|Z1(σ + it)−Z1,y(σ + it)|dt�

�
∫ ∞
−∞

∣∣∣∣ly (σ2 − σ + it)

∣∣∣∣T + 2|τ |
T

dt+ o(1)�

�
∫ ∞
−∞
|ly(σ2 − σ + it)|(1 + |t|)dt+ o(1). (15)

Kadangi σ2 − σ < 0, tai i² funkcijos ly(s) apibr
eºimo i²plaukia, kad

lim
y→∞
|ly(σ2 − σ + it)| = 0.

Tod
el

lim
y→∞

∫ ∞
−∞
|ly(σ2 − σ + it)|(1 + |t|)dt = 0.

I² £ia ir (15) randame, kad

lim
y→∞

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

|Z1(σ + it)−Z1,y(σ + it)|dt�

� lim
y→∞
|ly(σ2 − σ + it)(1 + |t|)|dt = 0.

Teorema i�rodyta.

20



4. Ribin
e teorema funkcijai Z1,y(S)

�iame skyrelyje nagrin
esime tikimybinio mato

PT,σ,y(A)
def
=

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : Z1,y(σ + it) ∈ A}, A ∈ B(C),

silpn¡ji� konvergavim¡, kai T →∞.

4.1 teorema.Tarkime, kad σ > 1
2
. Tuomet erdv
eje (C,B(C)) egzistuoja

toks tikimybinis matas Pσ,y, i� kuri�, kai T → ∞, silpnai konverguoja tikimy-

binis matas PT,σ,y.

I�rodymas. Naudosime t¡ pa£i¡ schem¡ kaip ir 2.2 teoremos i�rodyme.

Pagal 2.2 teorem¡ tikimybinis matas PT,σ,a,y, kai T →∞, silpnai konverguoja

i� mat¡ Pσ,a,y. I�rodysime, kad tikimybiniu� matu� ²eima {Pσ,a,y} su kiekvienu

�ksuotu y yra suspausta. Apibr
eºiame

XT,a,y(σ) = Z1,a,y(σ + iθT ),

£ia θT yra toks pats atsitiktinis dydis kaip ir 2.2 teoremos i�rodyme. Tegul

Xa,y(σ) yra kompleksinis atsitiktinis dydis, turintis pasiskirstym¡ Pσ,a,y. Tuomet

i² 2.2 teoremos turime, kad

XT,a,y(σ)
D−−−→

T→∞
Xa,y(σ). (16)

Imame bet koki� skai£iu�M > 0. Tuomet i² �eby²evo nelygyb
es i²plaukia, kad

P (XT,a,y(σ) ≥M) ≤ 1

TM

∫ T

0

|Z1,a,y(σ + it)|dt. (17)

Jau 3.1 skyrelyje mat
eme, kad integralas, apibr
eºiantis funkcij¡ Z1,y(S), kon-

verguoja absoliu£iai pusplok²tum
eje σ > 1
2
. Tod
el

sup
a≥1

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

|Z1,a,y(σ + it)|dt ≤ R <∞. (18)
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Dabar tegul M = M(ε) = Rε−1, o ε > 0 yra bet koks skai£ius. Tuomet i²

(17) ir (18) gauname, kad

lim sup
T→∞

P (|XT,a,y(σ)| > M(ε)) ≤ R

M(ε)
=

R

Rε−1
= ε. (19)

I² (16) s¡ry²io i²plaukia s¡ry²is

|XT,a,y(σ)| D−−−→
T→∞

|Xa,y(σ)|.

Tod
el (19) nelygyb
e leidºia tvirtinti, kad

P (|Xa,y(σ)| > M(ε)) ≤ ε. (20)

Apibr
eºiame aib¦ Kε = {s ∈ C : |s| ≤ M(ε)}. Kadangi ²i aib
e yra

apr
eºta ir uºdara, tai ji yra kompaktin
e. Be to, i² (20) turime, kad su visais

a > 1 yra teisinga nelygyb
e

P (Xa,y(σ) ∈ Kε) ≥ 1− ε.

Pastaroji nelygyb
e ir atsitiktinio dydºio Xa,y(σ) apibr
eºimas su visais a > 1

duoda nelygyb¦

Pσ,a,y(Kε) ≥ 1− ε.

Tai rei²kia, kad matu� ²eima {Pσ,a,y} yra suspausta. Tod
el pagal Prochorovo

teorem¡ ji yra realiatyviai kompaktin
e. Vadinasi, egzistuoja toks posekis

{Pσ,ak,y} ⊂ {Pσ,a,y}, kad matas Pσ,ak,y, kai k →∞, silpnai konverguoja i� kuri�

nors mat¡ Pσ,y erdv
eje (C,B(C)). Kitais ºodºiais ²i� fakt¡ galima uºra²yti

taip

Xak,y(σ)
D−−−→

k→∞
Pσ,y. (21)

I² funkciju� Z1,a,y(s) ir Z1,y(s) apibr
eºimu� matome, kad srityje σ > 1
2

lim
a→∞
Z1,a,y(s) = Z1,y(s).
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Tod
el ²ioje srityje su kiekvienu ε > 0

lim
a→∞

lim sup
T→∞

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : |Z1,a,y(σ + it)−Z1,y(σ + it)| ≥ ε} ≤

≤ lim
a→∞

lim sup
T→∞

1

εT

∫ T

0

|Z1,a,y(σ + it)−Z1,y(σ + it)|dt = 0.

Paºym
ej¦ XT,y(σ) = Z1,y(σ + iθT ), i² £ia randame, kad

lim
a→∞

lim sup
T→∞

P (|XT,a,y(σ)−XT,a(σ)| ≥ ε) = 0.

I² £ia (16), (21) ir 4.1 teoremos i² [1] gauname, kad

XT,y
D−−−→

T→∞
Pσ,y,

o tai yra ekvivalentu teoremos tvirtinimui.
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5. Pagrindin
e teorema

Remdamiesi ankstesniu� skyreliu� rezultatais, ²iame skyrelyje i�rodysime pa-

grindin¦ magistro darbo teorem¡ apie funkcijos Z1(s) ribinio pasiskirstymo

egzistavim¡.

5.1 teorema.Tarkime, kad σ > 1
2
. Tuomet erdv
eje (R,B(C)) egzistuoja

toks tikimybinis matas Pσ, i� kuri�, kai T →∞, silpnai konverguoja tikimybinis

matas

PT,σ(A)
def
=

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : Z1(σ + it) ∈ A}, A ∈ B(C).

I�rodymas. Pana²iai 4.1 teoremos i�rodymui pirmiausia i�rodysime, kad

tikimybiniu� matu� ²eima {Pσ,y} yra suspausta. �ia Pσ,y yra ribinis matas 4.1

teoremoje. Naudosime tuos pa£ius ºymenis kaip ir 4 skyrelyje.

I² 4.1 teoremos turime, kad

XT,y(σ)
D−−−→

T→∞
Xy(σ), (22)

£ia Xy(σ) yra kompleksinis atsitiktinis dydis, turintis pasiskirstym¡ Pσ,y.

Kadangi integralas, apibr
eºiantis funkcij¡ Z1,y(s), absoliu£iai konverguoja

srityje σ > 1
2
, tai

sup
y≥1

lim sup
T→∞

1

T

∫ T

0

|Z1,y(σ + it)|dt ≤

≤ sup
y≥1

lim sup
T→∞

1

T

(∫ T

0

|Z1,y(σ + it)|2dt
) 1

2

≤ R <∞.

Tegul ε > 0 yra bet koks skai£ius. Tuomet pa
em¦ M = M(ε) = Rε−1

analogi²kai 4.1 teoremos i�rodymui gauname, kad

lim sup
T→∞

P (|XT,y(σ)| > M) ≤ ε.
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I² £ia i²plaukia, kad su visais y > 1

Pσ,y(Kε) ≥ 1− ε.

Tai rei²kia, kad matu� ²eima {Pσ,y} yra suspausta. Tod
el ji yra realiatyviai

kompaktin
e. Egzistuoja toks posekis {Pσ,yk} ⊂ {Pσ,y}, kad Pσ,yk , kai k →∞,

silpnai konverguoja i� kuri� nors mat¡ Pσ erdv
eje (C,B(C)). �is tvirtinimas

yra ekvivalentus s¡ry²iui

Xyk(σ)
D−−−→

k→∞
Pσ. (23)

Tegul XT (σ) = Z1(σ + iθT ). I² 3.1 teoremos i²plaukia, kad

lim
y→∞

lim sup
T→∞

P (|XT,y(σ)−XT (σ)| ≥ ε) =

= lim
y→∞

lim sup
T→∞

1

T
meas {t ∈ [0, T ] : |Z1(σ + it)−Z1,y(σ + it)| ≥ ε} ≤

≤ 1

Tε

∫ T

0

|Z1(σ + it)− Z1,y(σ + it)|dt = 0.

I² £ia, (22), (23) ir i² 4.2 teoremos i² [1] gauname, kad

XT (σ)
D−−−→

T→∞
Pσ.

I² atsitiktinio dydºio XT (σ) apibr
eºimo i²plaukia, kad pastarasis s¡ry²is

yra ekvivalentus mato

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : Z1(σ + it) ∈ A}, A ∈ B(C),

kai T →∞, silpnajam konvergavimui i� mat¡ Pσ.

Teorema i�rodyta.

25



Literat	ura

1. P. Billingsley, Convergence of probability measures, New York: John

Wiley, 1968.

2. H. Bohr, B. Jessen, Über die Wertverteilung der Riemannschen Zeta-

funktion, Erste Mitteilung // Acta Math. 1930 V. 54. P. 1-35.

3. H. Bohr, B. Jessen, Über die Wertverteilung der Riemannschen Zeta-

funktion, Zweite Mitteilung // Acta Math. 1932 V. 58. P. 1-55.

4. A. Ivi£,On some conjectures and results for the Riemann zeta-function

and Hecke series // Acta Arith. 2001. V. 99. P. 115-145.

5. A. Ivi£, On estimation of some Mellin transforms connected with

the fourth moment of |ζ
(

1
2

+ it
)
| // W. Schwarz, J. Steuding (eds.). Proc.

ELAZ-Conference, 2004. Stuttgart: Franz Steiner Verl., 2006. P. 77-88.

6. A.Ivi£, M. Jutila, Y. Motohashi, The Mellin transform of powers of

the zeta-function // Acta Arith. 2002. V. 95. P. 305-342.

7. M. Jutila, The Mellin transform of the fourth power of Riemann`s

zeta-function // Proc. conf. analytic number theory with special emphasis

on L-functions. Inst. Math. Sci., Chennai, India, 2004. P. 15-29.

8. M. Lukkarinen, The Mellin transform of the square of Riemann`s zeta-

function and Atkinson`s formula: Dissertation. Univ. of Turku, 2004.

9. Y. Motohashi, Spectral theory of the Riemann zeta-function. Cam-

bridge: Cambridge Univ. Press, 1997.

10. V. Paulauskas, A. Ra£kauskas, Funkcin
e analiz
e // Vaistu� ºinios,

Vilnius, 2007.

26



11. E. C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta Function //

second edition revised by D. R. Heath-Brown, Oxford University Press, 1986.

27



Santrauka

Ribin
e teorema Rymano dzeta funkcijos Melino

transformacijai

Tegul ζ(s), s = σ+it, yra Rymano dzeta funkscija pusplok²tum
eje σ > 1,

apibr
eºiama Dirihl
e eilute

ζ(s) =
∞∑
m=1

1

ms
,

ir analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡.

Apibr
eºkime modi�kuot¡ Rymano dzeta funkcijos Melino transformacija

Z1(s) =

∫ ∞
1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ ix

)∣∣∣∣2x−sdx.
Pagrindinis magistro darbo rezultatas yra ²is.

Tarkime, kad σ > 1
2
. Tada erdv
eje (C,B(C)), egzistuoja tikimybinis

matas Pσ toks, kad matas

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : Z1(σ + it) ∈ A}, A ∈ B(C),

silpnai konverguoja i� Pσ, kai T →∞.

�ia B(C) yra kompleksin
es plok²tumos C Borelio aibiu� klas
e, o meas{A}

ma£iosios aib
es A ⊂ R Lebego matas.
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Summary

A limit theorem for the Mellin transform of the

Riemann zeta-function

Let ζ(s), s = σ + it, be the Riemann zeta-function de�ned, for σ > 1, by

ζ(s) =
∞∑
m=1

1

ms
,

and by analytic continuation elsewhere. We consider the modi�ed Mellin

transform

Z1(s) =

∫ ∞
1

∣∣∣∣ζ (1

2
+ ix

)∣∣∣∣2x−sdx.
The main result of the master work is the following statement.

Suppose that σ > 1
2
. Then on (C,B(C)), there exists a probalilety mea-

sure Pσ suck that the measure

1

T
meas{t ∈ [0, T ] : Z1(σ + it) ∈ A}, A ∈ B(C),

converges weakly to Pσ as T →∞.

There B(C) denotes the class of Borel sets of the complex plane C, and

meas {A} stands for the Lebesgue measure of a measurable set A ⊂ R.
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