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Ivadas

Analizinéje skai¢iy teorijoje gana daznai yra sutinkamos Melino (Mellin)
transformacijos. Tegul s = o + it yra kompleksinis kintamasis. Tuomet

funkcijos f(x) Melino transformacija F'(s) yra apibréziama integralu

F(s) = M(f(x)) = / " f@)e e,

jeigu tas integralas egzistuoja. Daznai nagrinéti funkcija F'(z) yra lengviau
negu f(x). Tuomet apvertimo formulé duoda funkcijos f(x) israiska, kuri lei-
dzia nagrinéti pradine funkcija f(x). Priminsime apvertimo formule. Tarkime,
kad f(z) yra apréztos variacijos funkcija kiekviename baigtiniame intervale,
o sandauga f(x)z7 ! yra integruojama begaliniame intervale (0; 00). Tuomet

funkcijos F'(s) apvertimo formulé turi pavidala

o4ico o+1iT
_ 1 1

fle+ 0+ flz=0) _ 1 F(s)z~*ds = — lim | F(s)z~*ds.
2 27 T T—00

T—100 o—1iT

Melino transformacijos yra ypa¢ naudingos nagrinéjant dzeta funkcijy
laipsninius momentus, pavyzdziui, Rymano dzeta funkcijos ((s) kuri, pus-

plok§tuméje o > 1 yra apibréziama Dirichlé eilute

oo

()=

ms
m=1

ir yra analiziSkai pratesiama ] visa kompleksine plokstuma, iSskyrus taska
s = 1, kuris yra paprastasis polius su reziduumu 1. Siam tikslui patogu yra

naudoti modifikuotasias Melino transformacijas F'(s), apibréziamas formule

F(s) = D (f(x)) = / " f@)ede.

Sios transformacijos yra patogesnés, kadangi nekyla integralo konvergavimo
problema taske x = 0. Tarp klasikiniy ir modifikuoty Melino transformacijy

yra glaudus rySys. Tegul



i) = f(3), kai 0 <z <1,

0, kai = > 1.

Tuomet [4] straipsnyje buvo gauta, kad
— 1 .
V() =1 (1),

Taigi, modifikuotojy Melino transformacijos savybés isplaukia is klasikiniy
Melino transformacijy savybiy.

I(T) = /OT C<%+it>

yra Rymano dzeta funkcijos laipsniniai momentai. Kuriems nors o > og(k)

(1)

modifikuotaja Melino transformacija

o [+

Pirmoji buvo apibrézta ir panaudota dzeta funkcijos teorijoje transforma-

Tegul
2k

dt, k>0,

apibréziame funkcijos

2k

2%
x %dx.

cija Z5(s). Japony matematikas Y. Motohasis (Y. Motohashi) funkcija Z5(s)
pritaiké [9] ketvirtojo momento I5(T") tyrimui. Sarysis tarp (7)) ir funkcijos
Zi(s) isplaukia i§ Melino apvertimo formulés: jeigu f(z) yra "pakankamai
gera" funkcija, tai tuomet i§ lygybés

[r@kGre)

2% 1 CT100
dr = 5 F(s)T°Z;(s)ds

c—100




su ¢ > 1 galime gauti informacija apie [(T"). Funkcijos Z5(s) tyrimai buvo
tesiami [4-8] darbuose, buvo gauti idomus rezultatai. Straipsnyje [6] buvo

pradéta nagrinéti funkcija Z;(s). Kadangi yra teisingas jvertis
L(T) < Tlog”T,

tai nesunku matyti, kad integralas, apibréziantis funkcija 2 (s), konverguoja
absoliuciai srityje o > 1, todél funkcija Z;(s) yra analiziné pusplokstuméje
{s € C: 0 > 1}. Ciasimbolis f(z) < g(z), g(z) > 0, z € X, reiskia,
kad egzistuoja tokia konstanta ¢ > 0, su kuria visiems x € X yra teisinga

nelygybe
|f(@)] < cg(a).

Taigi, f(x) < g(x) yra lygybés f(z) = O(g(x)) sinonimas.
Darbe [6] funkcija Z;(s) buvo meramorfiskai pratesta j sritj {s € C: o >

—%}. Taskas s = 1 yra jos antrosios eilés polius su reziduumu, lygiu
279 — log 27;

¢ia 7y yra Oilerio konstanta, tai yra,

Yo = nh_{go (1 + % + .+ % — logn) =0,577...
Truputélj véliau funkcija Z;(s) buvo meramorfiskai pratesta j visa kom-
pleksine plokStuma su galimais poliais s = —m, m € N, pusplokstumeéje
{s € C: 0 < 0}. Pagaliau M. Lukarinen (Lukkarinen) savo disertacijoje [8]
jrodé, kad funkcija Z(s) srityje {s € C : 0 < 0} turi tiktai paprastuosius
polius s = —(2m — 1), m € N, ir jokiy kity ypatingy tasky neturi.
Minétame [6] straipsnyje buvo gautas funkcijos jvertis,bei jos antrojo mo-

mento jvertis, butent, jei 0 < o <, t >ty > 0, tai

Zi(o +it) <t
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ir su visais 7' > 1

773—404-57 Jel 0 S o

IN
— N

T
/|Zl(a+it)|2dt<<5
1 172—2174-57 Jel

N =

<o

IN

Magistro darbo tikslas yra tikimybinés funkcijos Z;(s) savybés. Prime-
name, kad tikimybiniy metody taikymo idéja 20 a. trec¢igjame deSimtmetyje
pasiilé H. Boras (Bohr). Sia idéja jis realizavo kartu su B. Jesenu (Jessen) [2]
[3] darbuose. Véliau Boro - Jeseno tyrimus tesé visa eilé zinomy matematiky,
tarp jy A. Vintneris (Wintner), A. Selbergas (Selberg), A. Gosas (Ghosh),
D. Dzoineris (Joyner), B. Bag¢is (Bagchi), K. Macumotas (Matsumoto), J.
Stoidingas (Steuding), E. Stankus, P. Elijotas (Elliott). Nemaza indélj j Siuos
tyrimus jne$é Vilniaus ir éiaulig matematikai.

Tegul S yra metriné erdvé, o B(S) yra 8ios erdvés Borelio aibiy klaseé.
Tarkime, kad P,,n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (S, B(S)). Pri-
mename, kad P,, kai n — oo, silpnai konverguoja j mata P, jei su kiekviena

realia, aprézta, tolydzia funkcija f erdvéje S

n—oo

S

lim [ fdP, = / fdP.
S

Pagrindinis magistro darbo rezultatas tokia teorema.

Teorema. Tarkime, kad o > 5. Tuomet erdvéje (C,B(C)) egzistuoja
toks tikimybinis matas P,, 3 kury, kai T — oo, silpnai konverguoja tikimybinis

matas

Pr,(A) et %meas{t €[0,7]: Z(c +it) € A}, Ae B(C).



2. Ribinés teoremos integralams baigtiniame
intervale

Tarkime, kad a > 1 ir o7 > 1 yra fiksuoti skaiciai. Visiems x > 1iry > 1

won-enl- ()}

Siame skyrelyje jirodysime ribine teorema integralui

Zl,a,y(‘s) = /la C <% "’Zl’)

Pirmiausia gausime ribine teoremg torui

Q, = H Ve

u€[l,a]

apibréziame

2
v(x,y)z *dx.

Cia v, = {s € C: |s| = 1} = v su visais u € [1,a]. Kadangi vienetinis

apskritimas kompleksinéje plokstumoje yra kompaktiné aibé, tai pagal Ti-
chonovo teorema [10] toras €, yra kompaktiné topologiné Abelio grupé. Sios

grupés dualioji arba charakteriy grupé turi pavidala

Pp z..

u€[l,a]

Cia € reiskia tiesiogine suma, 0 Z, = Z = {... — 1,0,1...} su visais u €
[1,a]. Todél tikimybinio mato erdvéje (€2, B(£2,)) Furjé transformacija turi
pavidalg

/ [T «bedn,

Qu u€[l,a]
da k, € Z,z, € 1, ir tik baigtinis skaic¢ius skai¢iy k, yra nelygus nuliui.

Erdvéje (4, B(£2,)) apibréziame tikimybinj mata

Qr(A) = %meas{t c[0,7]: (u":u€ll,a]) € Al



2.1 teorema. Erdvéje (., B(Q2,)) egzistuoja toks tikimybinis matas Q, i kurs,
kai T' — oo, silpnai konverguoja Q.

Irodymas. Is mato Q7 apibrézimo ir ankstesnés pastabos apie tikimybiniy
maty erdvéje (2, B(£2,)) Furjé transformacijas turime, kad mato Qr Furjé

transformacija gr({k, : v € [1,a]}) turi pavidala

gr({h,ue [Lay) = [ T oiedQr =

O u€(l,a]
T
1
= f/exp {it Z kulogu}dt:
0 u€(l,a]
1, kai > kylogu =0,
u€[l,a]
= exp{:T % ]kulogu}—l (1)
u€e|(l,a .
Ty heen 0 Kl > kylogu # 0.
uw€[l,a] u€[l,a]

Cia, kaip ir anks¢iau tik baigtinis sveikuyjuy skaic¢ius k, skai¢ius yra nelygus 0.

Todél i§ (1) igplaukia, kad

1, kai > kylogu =0,

lim gr({ky :u € [1,a]}) = u€ll,al (2)
T=oo 0, kai > kylogu #0.
u€(l,a]

Gerai zinoma, kad i§ Furjé transformacijy konvergavimo isplaukia atitinkamy
maty silpnasis konvergavimas. Taigi, gavome, kad tikimybinis matas Qr
kai T' — oo, silpnai konverguoja j tikimybinj mata @ erdvéje (2, B(£,)),
apibréziama Furjé transformacija

1, kai > kylogu =0,

g({k, :u € [1,a}) = et (3)
0, kai > kylogu #0.

u€[l,a]
Dabar suformuluosime pagrindinj $io skyrelio rezultatg - ribine teorema

funkcijai Z; 4,(5).



2.2 teorema.Erdvéje (C, B(C)) egzistuoja toks tikimybinis matas P, .,
3 kurg, kai T — oo, silpnai konverguoja tikimybinis matas

e 1
Proay(A) «f Tmeas{t €[0,7]: Z,y(c +1it) € A}, A e B(C).

Teoremos jrodyma padalinsime j keleta lemy. Pirmiausia jrodysime ribine
teorema integralinei sumai.

Intervala [1,a] taskais 1 = 29 < 21 < ... < x, = a dalyjame j vienodo

a—1
n

ilgio dalinius intervalus ir funkcijai ‘C (3 + i) ’2 v(x,y)z~* apibréZiame

1
C(g‘“])

kurioje (; € [z;_1,x;] ir Axj; = x; — x;_1. Apibréziame tikimybinj mata

integraline suma

n

Sl’n(s) == Sl,n,a,y(5> = Z

J=1

2

v((j,y)¢ Ay,

1
Q17.:0(A) = Q11noay(A) = ?meas{t €[0,7]: Syn(o+it) € A}, A e B(C).

2.3 lema. FErdvéje (C,B(C)) egzistuoja toks tikimybinis matas Q1, =
Qinoay b kurg, kar T — oo, silpnai konverguoja matas Q1 1.,

Irodymas. Pradzioje priminsime viena tikimybiniy maty silpno konver-
gavimo savybe.

Tarkime, kad (X;, B(Xj)),j = 1,2, yra dvi metrinés erdveés su jy Borelio
aibiy klasémis, o h : X; — X, yra (B(X1), B(X2)) mati funkcija, tai yra,

h'B(X,) C B(X,).

Tuomet tikimybinis matas P erdvéje (X, B(X)) apibrézia vienintelj tikimybinj
mata erdvéje (Xo, B(X3)) formule

Ph'(A) = P(h'A), A< B(Xy).

Be to, yra 7inoma [1], kad jei P,, n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje
(X1,B(X4)), P, kai n — oo, silpnai konverguoja j P, o funkcija h yra tolydi,

tai tuomet ir P,h~!, kai n — oo, silpnai konverguoja j mata Ph~!.

9



Dabar pradedame tiesioginj lemos jrodyma. Tarkime, kad funkcija h,, :

Q, — C yra apibrézta formule

¢ (% + ifj)

Tuomet funkcija h,, yra tolydi ir

n

hn(Ye) = Z

j=1

2
U(gjv y)gj_gijij’ Yo € Qa‘ (4)

ho(z7") = Sy (0 +it).

Todél Q1 1, = Qrh, ', €ia Qr yra tikimybinis matas i3 (2.1) teoremos. Taigi,
remdamiesi ankstesne pastaba ir funkcijos h,, tolydumu, gauname, kad matas
Q1.1n, kai T — oo, silpnai konverguoja j mata P,Qh, ! (Q yra ribinis matas
2.1 teoremoje).

Peréjimui nuo integralinés sumos Sy ,,(s) prie funkcijos Z; ,, naudosime
tokig lema.

2.4 lema. Yra teisinga lygybe

1 /7
lim lim sup T /0 |S1n(0 4 it) — 21 44(0 +it)|dt = 0.

=0 T—oo
Irodymas. IS Kosi nelygybeés iSplaukia, kad

1 T
= / 110 (0 + it) — 210y (0 +it)|dt <
0

1 /7 :
< (T/ |S1n(o +it) — Z1 40 + Z'75)|0lt> : (5)
0

Turime, kad

S0 +it) — 21 0,(0 +it)|* =

= (Sin(o+it) = Z14y(0 +it))(S1n(o +it) — 21 4y(0 +it)) =

= S1n(0+1it)S1 (o +it) — Sin(o +it) 21 40 +it)—

10



—Sip(0+it) 21 4 y(0 +it) + 21 4 y(0 +it) 21 4 (0 + it).
I§ integralinés sumos apibrézimo isplaukia, kad

1 /7 —_—
1 / Sy (0 +it)Sin(o T ib)dt =
T Jo

r .
¢ (5 + ij)
Xé—jaité-kUJritijAxk) dt =

1
¢ <§ + ij)

x(gjgk)*"A:chxk (E_—k) dt =

g

C(%"‘ifj)
EIP»>

j=1 k=1

2 2

(&5 y)v(&rs y) X

-] (T2

j=1 k=1

¢ (% + ifk)

2 2
(&5 y)v(&e, y) X

EIR D>

j=1 k=1

¢ (% + ka)

4

v (&, y)& 2 (D) di+

¢ (% + ka)

2 2
(&, y)v(Ek, y) X

x(éjgk)_”ijAa:k (z—k) dt =
¢ (% + ij)
1
¢ (5 + ifj)

4
v (&, 9)E 7 (D) +

¢ <% + ka)

n
j=1

2 2

V(&5 y)v(&rs y) X

%Y

11



Todél

I -
lim sup T / Sin(o+it)S1n(o +it)dt =
0

T—o00
1
¢ (5 + ij)

Kadangi Az; = =1 tai i§ ¢ia gauname
n

4

V(& 9)E T (D).

n
J=1

n— T—co

I _—
lim lim sup T / Sin(o 4 1t)S1 (0 +it)dt = 0. (6)
0

Analogiskai randame, kad

I -
lim lim sup T / 21 ay(o+it) 2 4,(0 +it)dt = 0. (7)
0

n—00 T —oo

Kadangi is Kosi nelygybés turime, kad

1 [T _
’f / Sin(o +it) Zraglo + z’t)dt’ <
0

1 [T N 21 T o 3
S f ; |517n(0+lt)| dt T ; |Zl7a7y(0+2t)| dt R

tai i$ (5)-(7) i8plaukia lemos tvirtinimas.

2.2 teoremos jrodymas. Pagal 2.3 lemg tikimybinis matas Q1 7, kai
T — oo silpnai konverguoja j mata ()1,. Kurioje nors tikimybinéje ardvéje
(Q, B(Q2, P)) apibréziame atsitiktinj dydj 67 formule

T
P(Oy) = % /0 Ludi, A B(R);

¢ia I, yra aibés A indikatorius, t.y.,

1, kai t € A,
0, kai t ¢ A.

Ia(t) =

12



Apibréziame
UT,n<U) = 81771(0' + Z@T)
Tuomet 2.3 lemos turime, kad

UT,n(U) L) Un(a)’ (8)

T—o00

nes atsitiktiniy elementy konvergavimas pagal pasiskirstyma 2, yra ekviva-
lentus ty elementy pasiskirstymy silpnajam konvergavimui. Cia Un(o) yra
kompleksines reikSmes jgyjantis atsitiktinis dydis su pasiskirstymu Q1 .
Irodysime, kad tikimybiniy maty Seima {Q1, : n € N} yra suspausta.
Primename, kad tikimybiniy maty erdvéje (S, B(.S)) Seima { P} yra vadinama
suspausta, jei kiekvienam ¢ > 0 egzistuoja tokia erdvés S kompaktiné aibé

K = K(¢), kad su visais Seimos { P} matais yra teisinga nelygybé
PK)>1—e.

Imame bet kokj teigiama skai¢iy M. Tuomet iS éebyéevo tipo nelygybés

gauname, kad

1
P(|Urn(o)| > M) = ?meas{t € [0,T]: [Sin(loc+1it)| > M} <

1 T
< — ] .
< TM/O 1Sy (0 + it)| dt

IS ¢ia ir 2.4 lemos gauname

1 /7
limsup P(|Ur,(0)| > M) < suplim sup—/ |S1n(0 + it)|dt
T—o0 neN T—oo TM 0

1 /7
< suplimsup—/ |S1n(0 +it) — 21 4,(c +it)|dt
neN T—oo TM 0 ’ Y
T

1
+ sup lim sup —— Z1aqy(o+at)|dt
neg T—>oop TM 0 | b ’y( )‘

13



<4 ! /T|Z (o)|dt < 1oy (9)
R A e V]

su Ry, < oo. Tarkime, kad ¢ > 0 yra bet koks skaiCius. Tuomet, paéme

M = M. = Ry, ', 18 (8) ir (9) randame, kad su visais n € N
P(|Up(0)] > M.) <e. (10)

Tegul K. > {s € C:|s| < M.}. Aibé K. yra aprézta ir uzdara, todél ji yra

kompaktiné erdvéje C, ir i§ (10) gauname, kad su visais n € N
PUn(o) e K.) > 1—¢.
Pastaroji nelygybé yra ekvivalenti su visais n € N nelygybei

Ql,n(KE) 2 1 — g,

kuri reiskia tikimybiniy maty Seimos {Q1,, : n € N} suspaustuma.

Mums bus reikalinga dar viena sgvoka. Tikimybiniy maty Seima {P}
erdvéje (S, B(S)) yra vadinama realiatyviai kompaktine, jeigu i§ kiekvieno
tos Seimos posekio galima iSskirti silpnai konverguojantj posekj. Prochorovo
teorema [1] tvirtina, kad jei tikimybiniy maty Seima yra suspausta, tai ji
yra realiatyviai kompaktiné. Todél i§ Seimos {Q1, : n € N} suspaustumo
isplaukia, kad egzistuoja toks posekis {Q1,,} C {Q1.}, kuris, kai k —
00, silpnai konverguoja i kurj nors mata @)y erdvéje (C,B(C)). Pastarasis

tvirtinimas yra ekvivalentus sarysiui

Un (o) —2— Q. (11)

k—00
Apibréziame
Xray(o) = 21 4y(0 +1i07).
Dar karta pasinaudoje 2.4 lema ir éebyéevo nelygybe, gauname, kad su

kiekvienu € > 0

14



lim limsup P(|Xr14y(0) — Urn(o)] > €)

n—oo T—00

1
= lim limsup Tmeas{t € [0,T]: |Sin(o+it) — Z14y(c +it)| > e}

n—o0 T—00

1 /7
< lim limsup — |S1n(0 +it) — 21 4y(0 +it)|dt =0

=0 T—oo e JO

I8 ¢a, (8) (11) turime, kad yra i$pildytos Zemiau formuluojamos teoremos
salygos (4.2 teorema i3 [1]):

Tegul Y,, ir X3, Xo,, ... yra S reik§miai atsitiktiniai elementai, apibrézti
toje pacioje tikimybinéje erdvéje (2, A, P), o erdveé (S, p) yra separabili.
Tegul su kiekvienu k € N

D

X — X

n—oo
ir

X, 2 X.

n—oo

Jeigu su kiekvienu € > 0

lim lim sup P(p(Yy, Xgn) > €) =0,

k—oo  n—oo
tal turime

Yy, -2 X,

n—oo

Pasinaudoje Sia teorema, gauname, kad

D
XT7a7y Ql?
T—o0

o pastarasis sarysis yra ekvivalentus tikimybinio mato Pr 4, silpngjam kon-
vergavimui, kai 7" — oo, j mata (). Taigi, turime, kad tikimybinis matas

P, ., 2.2 teoremoje sutampa su matu Q).

15



3. Aproksimavimas absoliuciai konverguojanciu
integralu

Tarkime, kad I'(s) yra Oilerio gama funkcija, kuri pusplokstumeéje o > 0

yra apibréziama integralu

o0
[(s) :/ e "u*tdu
0
ir yra analiziSkai pratesiama j visg kompleksine plokstuma, iSskyrus taskus
s =—m, m € NU {0}, kurie yra paprastieji poliai, ir

(-

m)!

Rezs— ) I'(s) =

Tegul o1 > % yra fiksuotas skaicius,

ly(3> = ir (i) v, y=>1,

01 01

ir

o1+100

1 dz 1

21 ,(s) = 5 / Zi(s+ z)ly(z)?, o> 3
o1 —100

Kadangi o 4+ 0 > 1 tai tieséje Rez = oy funkcija Z(s+ z) uzsiraso integralu

00 1 2
Zi(s+2)= / ‘( <§ + m) =)y,
1
Tegul
o1+100
(2) 1 1/ ¢ 1+, 2 1,(2)dz
ay(r) = — —+ix || ———.
Y 2me 2 z2x?
01 —100

Kadangi gama funkcijai yra teisingas jvertis
T(o+it) < e 2l|g[o2,

tai i§ ¢ia randame jvertj
2

—0
7,

2
o 1
] / |l (o1 + it)|dt < C‘ (5 + w)

o0

ay(r) < ‘C <% —i—ix)

16



nes integralas konverguoja.

Gerai zinoma [11], kad

T 1
/1 C (5 + Z$)
Todél, kai o > %,

< a,(x) > r .

/1yx—sdx<</1 ‘C(§+29€) e

00 1 x 1 . 2
:/1 x0+01d</1 C<§+zu) du):
A R
a JJU+01[ C(é—i_zu) “ 1

+(0+01)/100</:C<%+m)
dx

2
d
du) . <
xlogx|™ *
) +<O’+O'1)/1 xlogwmz

2
dt < TlogT.

2 dx

+

<

rotoitl
xU-FUl

* log xdx

= O + (U + 0-1) / xo'+0'1 < 00,

1

nes o + o1 > 1. Todél galime sukeisti integravimo tvarka ir gauname, kad

/"O ay(r)dr
1 z

o ) (LG )

01—100

2 dx
F) dZ = ZLy(S). (12)

I8 funkcijos a,(x) apibrézimo ir Melino formulés

c+1i00

1
— [ T(s)ads=e" ca>0,
5 (s)a”®ds=e€"% c,a

c—100

17



iSplaukia, kad

. ( )d . |C(1—|—Zx)‘2 1 o1-+i00 .
I () ) ) )
1 xs 1 x? 271 o1 o1 T
01—100
0o 1 2 1 o1+100 s
= / Cl=z+ m) x| — / “r (i) E) dz | dx =
1 2 2me ) o1 \oy Yy

Il
»\
8
SN

8

|l
1
0o 1 2
/ Cl=+ m) v(z,y)x *dr.
1 2

I$ ¢ia, (12) ir integralo
/°° ay(z)dx
1 e

absoliutaus konvergavimo matome, kad integralas

Z1,(s) = /100 'g (% +m>

konverguoja absoliudiai, kai o > %

2
v(z,y)r *dx

3.1 teorema. Tarkime, kad o > % Tuomet
1 /7
lim lim sup —/ |Z1(0 +it) — 21 (o + it)|dt = 0.
y—0 1700 1 J
Irodymas. Naudosime funkcijos 2 ,(s) israiska, duota (12) formule.
Sio je formuléje integravimo tiese stumiame j kaire, kad praeitume taska z = 0.
Tegul 5 < 05 < 0. Tuomet i§ reziduumy teoremos ir (12) formulés gauname

o9+0—100
1 d
Z1,(8) = — / Zi(s+ z)ly(z)?z + Z1(8) + Rezomy o Z1(s + 2)1,(2)2 71

271
09 —0—100
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I$ ¢ia randame, kad

o9 —0+100

| d
B +it) — Blo +it) =~ / Z1(s + 2y (2) 2 — Rlo + i),
09 —0—100

R(s) = Rez,—1_sZ1(s + 2)l,(2)z7".

Todél po elementariyjy pertvarkymy randame, kad

Zi(o+it) — Z1 (0 +it) <
«i/ |Z1(02 + it +i7)||l, (02 — 0 +iT)|dT + |R(0 +it)].  (13)

Kadangi  funkcija [,(s) jeina gama funkcija I'(s), o jai galioja jvertis
I'(s) < el ¢>0,

tail

1 (T
—/ |R(o +it)|dt = o(1), T — oo.
T Jo

Sugrijze prie (13) formulés, i ¢ia turime, kad, kai T" — oo,

A
T/ 20 (0 4 it) — 21y (0 +ib)| dt <

0

~ . I7|I+T
<</ |l (02 — 0 +iT)] T / |Z1 (0 4+ at)|dt | dT + o(1). (14)

—I7|

I8 jvade minéto funkcijos Zi(o + it) modulio kvadrato vidurkio jver¢io

gauname, kad srityje o > %

T
/ |Zi (0 +it)?dt < T.
0

Is ¢ia ir Kosi nelygybeés isplaukia, kad

1
T T T 2
/ |Zl(02+it)|dt§(/ dt/ |Zl(02+z't)|2dt) < VIVT =T
0 0 0
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Istate §j jvertj j (14), randame, kad

1 T
T/ Zi(0+it) = Z1(0 + it)|dt <
0

|
o T+ 2
<</ ly (02 — o +it) —Mdt—l—o(l) <

i T
<</ (03 — o+ it)| (1 + |t])dt + o(1).

Kadangi oy — 0 < 0, tai i§ funkcijos [, (s) apibrézimo iSplaukia, kad

lim |l,(oy — o +it)| = 0.

y—)

Todél

o0

lim [ |l,(02 — o+ it)|(1 + [t|)dt = 0.
y—oo J_ o

I§ ¢ia ir (15) randame, kad

1 T
lim Tim sup - / Z1(0 + i) — Z1,(0 +it)|dt <
0

Y= T oo

< lim |l,(03 — o + it) (1 + |¢])|dt = 0.
y—00

Teorema jrodyta.
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4. Ribiné teorema funkcijai 2 ,(5)

Siame skyrelyje nagrinésime tikimybinio mato

Pr,,(A) e/ %meas{t €[0,7): 2 ,(c +it) e A}, Ae B(C),
silpngji konvergavima, kai T" — oo.

4.1 teorema. Tarkime, kad o > L. Tuomet erdvéje (C,B(C)) egzistuoja
toks tikimybinis matas P,,, j kuri, kat T — oo, silpnai konverguoja tikimy-
binis matas Pr,.,.

Irodymas. Naudosime ta pacia schema kaip ir 2.2 teoremos jrodyme.
Pagal 2.2 teoremg tikimybinis matas Pr, ., kai 7' — oo, silpnai konverguoja
j maty P,,,. Irodysime, kad tikimybiniy maty Seima {P,,,} su kiekvienu

fiksuotu y yra suspausta. Apibréziame
XT,a,y(O-) = Zl,a,y(g + Z.QT)y

¢ia Or yra toks pats atsitiktinis dydis kaip ir 2.2 teoremos jrodyme. Tegul
X y(0) yra kompleksinis atsitiktinis dydis, turintis pasiskirstyma P, , . Tuomet

i§ 2.2 teoremos turime, kad

X10,(0) —— Xapy(0). (16)

Imame bet kokj skaiciy M > 0. Tuomet is éebyéevo nelygybés iSplaukia, kad

1 T
P(Xrp4y(0) > M)

> S Tar ; | 210, (0 + it)]|dt. (17)

Jau 3.1 skyrelyje matéme, kad integralas, apibréziantis funkcija 2, ,(5), kon-

verguoja absoliuciai pusplokstumeéje o > % Todeél

1 /7
sup lim sup T/ | Z1,0y(0 +it)|dt < R < 0. (18)
0

a>1l T—oo
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Dabar tegul M = M(e) = Re~', 0 € > 0 yra bet koks skai¢ius. Tuomet i3
(17) ir (18) gauname, kad

li;n_is;ip P(| X144(0)] > M(e)) < VB =g c (19)

I3 (16) sarysio i8plaukia sarysis

D
|XT,a,y(U)’ E} |Xa7y(0)|'

Todél (19) nelygybé leidZia tvirtinti, kad
P(|Xay(o)| > M(e)) <e. (20)

Apibréziame aibe K. = {s € C : |s| < M(e)}. Kadangi si aibé yra
aprézta ir uzdara, tai ji yra kompaktiné. Be to, i§ (20) turime, kad su visais

a > 1 yra teisinga nelygybeé
P(X.ylo) e K.) > 1—c¢.

Pastaroji nelygybé ir atsitiktinio dydzio X, (o) apibrézimas su visais a > 1
duoda nelygybe
P,oy(K.) >1—c¢.

Tai reiskia, kad maty Seima {F,,,} yra suspausta. Todél pagal Prochorovo
teorema ji yra realiatyviai kompaktiné. Vadinasi, egzistuoja toks posekis
{Psapy} C{Pray}, kad matas P, ,, ,, kai k — oo, silpnai konverguoja j kurj
nors mata P,, erdvéje (C,B(C)). Kitais zodziais §j fakta galima uzraSyti
taip

D

Xak,y(a) — Py (21)

k—o00

I8 funkcijy Zi4,(s) ir Z1,,(s) apibrézimy matome, kad srityje o > 3

lim Z;,,(s) = Z14(s).

a—0Q
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Todeél sioje srityje su kiekvienu € > 0

1
lim lim sup Tmeas{t € [0,T]:|Z1ay(oc +it) — Z1 (0 +it)| > e} <

A= T—eoo
1 (T
< lim limsup T |Z1,0y(0 +it) — 21 (0 +it)|dt = 0.
0

a—=00 T_oo £

Pazyméje Xr,(0) = 21 ,(c +ifr), i ¢ia randame, kad

lim limsup P (| X7,44(0) — X74(0)| > €) = 0.

=00 T—oo
I8 ¢ia (16), (21) ir 4.1 teoremos i3 [1] gauname, kad

D
XT,y ? Pa,y7
T—o0

o tai yra ekvivalentu teoremos tvirtinimui.
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5. Pagrindiné teorema

Remdamiesi ankstesniy skyreliy rezultatais, Siame skyrelyje jrodysime pa-
grindine magistro darbo teorema apie funkcijos Z(s) ribinio pasiskirstymo
egzistavima.

5.1 teorema. Tarkime, kad o > % Tuomet erdvéje (R, B(C)) egzistuoja
toks tikimybinis matas P,, § kurj, kar'T' — o0, silpnai konverguoja tikimybinis

matas

1
Pr,(A) < mmeas{t € [0,T]: Z,(0 +it) € A}, A € B(C).
Irodymas. Panasiai 4.1 teoremos jrodymui pirmiausia jrodysime, kad
tikimybiniy maty Seima {F, ,} yra suspausta. Cia P, , yra ribinis matas 4.1
teoremoje. Naudosime tuos pacius zZymenis kaip ir 4 skyrelyje.

I§ 4.1 teoremos turime, kad

Xry(0) —— X, (0), (22)

T—o0
¢ia X, (o) yra kompleksinis atsitiktinis dydis, turintis pasiskirstyma P, .
Kadangi integralas, apibréziantis funkcija 2 ,(s), absoliu¢iai konverguoja

srityje o > %, tai

1 /T
sup lim sup T / | Z1y(0 +it)|dt <
0

y>1 T—oo

1/ (" 2
< sup lim sup 7 (/ |1 Z1,(0 + it)|2dt) <R < 0.
0

y>1 T—oo

Tegul € > 0 yra bet koks skai¢ius. Tuomet paéme M = M(e) = Re™!

analogiskai 4.1 teoremos jrodymui gauname, kad

limsup P(| X7, > M) <e.

T—o00
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I§ ¢ia isplaukia, kad su visais y > 1

P, (K.)>1—¢.

Tai reigkia, kad maty Seima {P,,} yra suspausta. Todél ji yra realiatyviai
kompaktiné. Egzistuoja toks posekis { P, ,, } C {P,,}, kad P, ,, , kai k — oo,
silpnai konverguoja j kurj nors mata P, erdvéje (C, B(C)). Sis tvirtinimas
yra ekvivalentus sarySiui

X, (0) —— P,. (23)

k—oo

Tegul Xr(0) = Z1(0 + ifr). 18 3.1 teoremos iSplaukia, kad

lim limsup P(|X7,(0) — Xr(o)| > ¢) =

Y70 T—oo
o 1 : :
= lim lim sup T meas {t €[0,T]:|2:i(c+it) — Z1,(0c +it)] > e} <
Y—=0 T 60
1 T
Te Jq

I§ ¢ia, (22), (23) ir i§ 4.2 teoremos i§ [1] gauname, kad

Xr(0) =2 P,.

T—o0

I$ atsitiktinio dydzio Xp (o) apibrézimo iSplaukia, kad pastarasis sarysis

yra ekvivalentus mato
1
Tmeas{t €[0,T]: Zi(oc +it) € A}, Ae B(C),

kai T" — oo, silpnajam konvergavimui j mata P,.

Teorema jrodyta.
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Santrauka

Ribineé teorema Rymano dzeta funkcijos Melino
transformacijai

Tegul ((s), s = o +it, yra Rymano dzeta funkscija pusplokstuméje o > 1,
apibréziama Dirihlé eilute

1
C(S) = %7
m=1

ir analiziSkai pratesiama j visa kompleksine plokStuma.

Apibrézkime modifikuota Rymano dzeta funkcijos Melino transformacija

- [

Pagrindinis magistro darbo rezultatas yra Sis.

2
z %dx.

Tarkime, kad 0 > 1. Tada erdvéje (C,B(C)), egzistuoja tikimybinis

matas P, toks, kad matas
1
fmeas{t €[0,7]: Zi(c +it) e A}, Ae B(C),

silpnai konverguoja j P,, kai T — oc.
Cia B(C) yra kompleksinés plokstumos C Borelio aibiy klasé, o meas{A}

maciosios aibés A C R Lebego matas.
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Summary

A limit theorem for the Mellin transform of the
Riemann zeta-function

Let ((s), s = o + it, be the Riemann zeta-function defined, for ¢ > 1, by

o0

(=31,

ms
m=1

and by analytic continuation elsewhere. We consider the modified Mellin

o [h(3)

The main result of the master work is the following statement.

transform
2

x %dx.

Suppose that o > 1. Then on (C, B(C)), there exists a probalilety mea-

sure P, suck that the measure
1
?meas{t €[0,T]: Z(c +1it) € A}, A€ B(C),

converges weakly to P, as T" — oo.
There B(C) denotes the class of Borel sets of the complex plane C, and

meas {A} stands for the Lebesgue measure of a measurable set A C R.
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