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1. I�vadas

Dzeta funkcijomis yra vadinamos kompleksinio kintamojo s = σ+it funkcijos tam

tikroje pusplok²tum
eje apibr
eºiamos Dirichl
e eilut
emis. Kai kurios i² ²iu� funkciju�

gali b	uti i²rei²kiamos Oilerio sandauga. Pavyzdºiui: Rymano dzeta funkcija, Dirichl
e

L-funkcijos ir pan. Dzeta funkcijos analizin
eje skai£iu� teorijoje atlieka svarbu� vaidme-

ni�.

Priminsime, kad viena i² svarbiausiu� ir ºinomiausiu� dzeta funkciju� yra Rymano

dzeta funkcija. Ji pusplok²tum
eje σ > 1 yra apibr
eºiama taip:

ζ(s) =
∞∑
m=1

1

ms
=
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

, p− pirminis

ir analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡. ζ(s) yra meromor�n
e fun-

kcija, ta²ke s = 1 turi paprast¡ji� poliu� su reziduumu 1.

Dzeta funkciju� reik²miu� pasiskirstymas yra pakankamai sud
etingas, ta£iau tyrimui

gali b	uti taikomi tikimybiniai metodai. Sprendºiama tokia problema: duota tam

tikra aib
e, kaip daºnai dzeta funkciju� reik²m
es i� j¡ patenka? �i id
eja priklauso

H. Borui (Bohr), o pirmieji rezultatai gauti 1930 metais H. Boro ir B. Jeseno (Jessen)

[2].

Tarkime, kad R yra uºdaras kompleksin
es plok²tumos sta£iakampis su kra²tin
e-

mis lygiagre£iomis koordina£iu� a²ims. Tegul L(T,R) yra aib
es {t ∈ [0, T ] : log ζ(σ+

it) ∈ R} �ordano matas.

A teorema ([2]). Kai σ > 1, egzistuoja riba

lim
T→∞

L(T,R)

T
= W (R, σ),

kuri priklauso tik nuo σ ir R.

Daugelis matematiku� pagerino ir apibendrino Boro-Jeseno tipo rezultatus. I²

ju� galima pamin
eti B. Bag£i (Bagchi), V. Bor²enius¡ (Borchsenius), D. Dºoineri�

(Joiner), P. D. T. A. Eliot¡ (Elliott), A. Go²¡ (Ghosh), K. Macumoto (Matsumoto),

J. �toiding¡ (Steuding), A. Vintneri� (Wintner) ir kitus. Dzeta funkciju� reik²miu�

pasiskirstymo tyrime dirba ir grup
e lietuviu� matematiku�. Tai V. Garbaliauskien
e,

R. Garunk²tis, J. Genys, R. Ka£inskait
e, A. Laurin£ikas, R. Macaitien
e, E. Stankus,

D. �iau£i	unas, R. �toiding ir kiti.
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Boro-Jeseno tipo rezultatus galima uºra²yti silpno tikimybiniu� matu� konverga-

vimo terminais. B(S) paºym
ekime erdv
es S Borelio aibiu� klas¦ ir tegul Pn bei P

yra tikimybiniai matai (S,B(S)) erdv
eje. Tada sakome, kad Pn silpnai konverguoja

i� P , kai n→∞, jei

lim
n→∞

∫
S

fdPn =

∫
S

fdP

kiekvienai realiai tolydºiai apr
eºtai erdv
es S funkcijai f .

Tegul

νT (...) =
1

T
meas{t ∈ [0, T ] : ...}, T > 0;

£ia vietoj daugta²kio i�ra²omos s¡lygos, kurias tenkina t, omeas{A} yra ma£ios aib
es

A ⊂ R Lebego matas. Tada Boro-Jeseno tipo rezultat¡ kompleksin
eje plok²tumoje

C galima suformuluoti taip.

B teorema ([6]). Tegul σ > 1
2
yra �ksuotas. Tada (C,B(C)) erdv
eje egzistuoja

tikimybinis matas Pσ toks, kad matas, kai T →∞,

νT{t ∈ [0, T ] : ζ(σ + it) ∈ A}, A ∈ B(C),

silpnai konverguoja i� Pσ.

Tolydºi¡ ribin¦ teorem¡ silpno tikimybiniu� matu� konvergavimo prasme Oilerio

sandaugoms kompleksin
eje plok²tumoje i�rod
e J. Ra²yt
e [8].

Oilerio sandaugos L(s) yra apibr
eºiamos taip

L(s) = eiψ
∏
p

1

(1− α1pp−s)...(1− αdpp−s)
;

£ia αjp yra kompleksiniai skai£iai, 1 ≤ j ≤ d, d ∈ N, d ≥ 1, ψ ∈ R. Yra reikalaujama

[3] straipsnyje, kad funkcija L(s) tenkintu� ²ias hipotezes.

1. Kiekvienam �ksuotam θ ∈ [0; 1
2
)

|αjp| ≤ pθ, j = 1, ..., d.

2. Kiekvienam �ksuotam ε > 0 teisingas i�vertis

∑
p≤x

d∑
j=1

|αjp|2 = B(x1+ε).
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3. Funkcija L(s) yra analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡ C

kaip baigtin
es eil
es meromor�n
e funkcija su baigtiniu skai£iumi poliu� ties
eje σ = 1.

Oilerio sandaugos tenkina funkcin¦ lygti�

G(s)L(s) = G(1− s) · L(1− s).

�ia G(s) = Qs
m∏
h=1

Γ(λhs + µh) su Q > 0, λh > 0, Reµh ≥ 0, o Γ(m) yra gama

funkcija. Funkcija L(s) yra holomor�n
e, i²skyrus baigtini� skai£iu� poliu� ties
eje σ = 1.

Funkcin
e lygtis yra normuojama taip, kad tur
etu� ²akni� 1, o tai rei²kia, kad G(s)L(s)

yra reali funkcija ties
eje σ = 1
2
. To reikia, nes Oilerio sandaugos apibr
eºime yra

daugiklis eiψ [3].

4. Oilerio sandaugos L(s) gali b	uti i²reik²tos Dirichl
e eilut
emis

F (s) =
∞∑
n=1

b(n)

ns
, (1)

kai koe�cientai b(n) tenkina lygyb¦

∑
p≤x

bn(p)bk(p)

p
= δjkηj log log x+ cjk +B

(
1

log x

)
su tam tikromis teigiamomis konstantomis η1, ..., ηN ir x ≥ 2.

I² 1�3 hipoteziu� seka, kad pusplok²tum
eje σ > θ + 1
2
funkcija L(s) tenkina ²ias

augimo s¡lygas:

L(σ + it) = B|t|2 (2)

ir tam tikriems δ > 0

T∫
0

|L(σ + it)|2dt = BT, T →∞. (3)

M	usu� magistro darbo tikslas i�rodyti diskre£i¡ ribin¦ teorem¡ Oilerio sandaugoms

kompleksin
eje plok²tumoje, t. y. mes nagrin
esime ²i¡ funkcij¡, kai kompleksinio

kintamojo menamoji dalis i�gyja reik²mes i² tam tikros aritmetin
es progresijos.

Tegul h yra teigiamas realus skai£ius ir N ∈ N. Paºym
ekime

µN(...) =
1

N + 1
]{0 ≤ k ≤ N, ...};
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£ia vietoje daugta²kio ra²omos s¡lygos, kurias tenkina k.

Kompleksin
eje plok²tumoje C vienetini� apskritim¡ paºym
ekime γ, t. y. γ =

{s ∈ C : |s| = 1}. Apibr
eºiame begaliniamati� tor¡

Ω =
∏
p

γp;

£ia γp = γ visiems pirminiams p. Su sandaugos topologija ir pata²kine daugyba

toras Ω yra kompakti²ka topologin
e Abelio grup
e. Tod
el erdv
eje (Ω,B(Ω)) galima

apibr
eºti tikimybini� Haro mat¡ mH , taip gaunant tikimybin¦ erdv¦ (Ω,B(Ω),mH).

Tegul ω(p) yra ω ∈ Ω projekcija i� koordinatin¦ erdv¦ γp. Tuomet formule

ω(m) =
∏
pα‖m

ωα(p)

funkcij¡ ω(p) prat¦siame i� nat	uraliu�ju� skai£iu� aib¦ N; £ia pα‖m ºymi, kad pα|m, bet

pα+1 - m.

Pusplok²tum
eje σ > θ+ 1 (pagal 4 hipotez¦) funkcija L(s) gali b	uti i²reik²ta (1)

absoliu£iai konverguojan£ia Dirichl
e eilute.

Kai σ > 1
2
, tikimybin
eje erdv
eje (Ω,B(Ω),mH) apibr
eºkime kompleksines reik²mes

i�gyjanti� atsitiktini� element¡ L(σ, ω) formule

L(σ, ω) =
∞∑
m=1

b(m)ω(k)

mσ
=

∞∏
m=1

d∏
j=1

(
1− αjpω(pm)

pσm

)−1

, ω ∈ Ω. (4)

Jo skirstini� paºym
ekime P h
L , t. y.

P h
L(A) = mH(ω ∈ Ω : L(σ, ω) ∈ A), A ∈ B(C). (5)

Tada pagrindinis m	usu� darbo rezultatas yra tokia teorema.

Teorema. Tarkime, kad Oilerio sandaugos L(s) tenkina 1�4 hipotezes, o h > 0 yra

�ksuotas skai£ius toks, kad exp{2πk
h
} b	utu� iracionalus su visais sveikaisiais k 6= 0.

Tada pusplok²tum
eje σ > θ + 1
2
, kai N →∞, tikimybinis matas

PN(A) =
1

N + 1
]{0 ≤ k ≤ N : L(σ + ikh) ∈ A}, A ∈ B(C),

silpnai konverguoja i� mat¡ P h
L .
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2. Diskreti ribin
e teorema
trigonometriniams polinomams

Pagrindiniam ²io skyriaus teiginiui i�rodyti, mums reikia tokiu� pagalbiniu� tvir-

tinimu�.

Tegul γ yra vienetinis kompleksin
es plok²tumos apskritimas, o Q yra tikimy-

binis matas erdv
eje (γm,B(γm)). Mato Q Furj
e transformacija g(k1, ..., km) yra

apibr
eºiama lygybe

g(k1, ..., km) =

∫
γm

xk11 ...x
km
m dQ, kj ∈ Z, xj ∈ γ, j = 1, ...,m.

1 lema. Tarkime Qn yra tikimybiniu� matu� erdv
eje (γm,B(γm)) seka, o atitinkama

ju� Furje transformaciju� seka {gn(k1, ..., km)}. Tegul kiekvienai sveiku�ju� skai£iu� aibei

(k1, ..., km) egzistuoja riba

g(k1, ..., km) = lim
n→∞

gn(k1, ..., km).

Tada erdv
eje (γm,B(γm)) egzistuoja tikimybinis matas Q toks, kad, kai n→∞, Qn

silpnai konverguoja i� Q. Dar daugiau, g(k1, ..., km) yra mato Q Furj
e transformacija.

I�rodymas. Tai tikimybiniu� matu� kompakti²kose Abelio grup
ese tolydumo teorema,

o jos i�rodym¡ galima rasti [5]. N

Tarkime, kad u : S → S1 yra mati funkcija. Tada kiekvienas tikimybinis matas

P i² erdv
es (S,B(S)) erdv
eje (S1,B(S1)) indukuoja vieninteli� tikimybini� mat¡ Pu−1

apibr
eºiam¡ lygybe

Pu−1(A) = P (u−1A), A ∈ B(S1).

2 lema. Tarkime, kad u : S → S1 yra tolydi funkcija. Tada i² matu� Pn silpno

konvergavimo i� P seka, kad Pnu
−1 silpnai konverguoja i� Pu−1, kai n→∞.

I�rodymas. Tai 5.1 teorema i² [1]. N

Tarkime, kad

pn(t) =
n∑
k=1

akk
−it, am ∈ C
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yra trigonometrinis polinomas. Erdv
eje (C,B(C)) apibr
eºkime tikimybini� mat¡

PN,pn(A) = µN(pn(mh) ∈ A), A ∈ B(C).

Nagrin
esime ²io mato silpn¡ konvergavim¡, kai N →∞.

3 lema. Erdv
eje (C,B(C)) egzistuoja tikimybinis matas Ppn toks, kad matas PN,pn,

kai N →∞, silpnai konverguoja i� Ppn.

I�rodymas. Tarkime, kad p1, p2, ..., pr yra skirtingi pirminiai skai£iai, kurie dalija
n∏
k=1
ak 6=0

k. Tegul Ωn yra vienetiniu� apskritimu� γpj = γ sandauga visiems j = 1, ..., n,

t. y.

Ωn =
n∏
j=1

γpj.

Apibr
eºkime funkcij¡ u : Ωn → C formule

u(x1, ..., xn) =
n∑
k=1

ak
kσ

 ∏
p
αj
j

∦k,
j≤n

x
αj
j


−1

, (x1, ..., xn) ∈ Ωn.

Tore Ωn funkcija u yra tolydi ir

pn(mh) = u(pimh1 , ..., pimhn ). (6)

Sudarykime tikimybini� mat¡

QN(A) = µN((pimh1 , ..., pimhn ) ∈ A), A ∈ B(Ωn).

Mato QN Furj
e transformacija gN(k1, ..., kn), kj ∈ Z, j = 1, ..., n yra apibr
eºiama

lygybe

gN(k1, ..., kn) =
1

N + 1

N∑
m=0

n∏
j=1

p
imhkj
j =

1

N + 1

N∑
m=0

exp

{
imh

n∑
j=1

kj log pj

}
.

Pirminiu� skai£iu� logaritmai vir² racionaliu�ju� skai£iu� k	uno yra tiesi²kai nepriklausomi.

Be to sandauga

n∏
j=1

p
kj
j = exp

{
n∑
j=1

kj log pj

}
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yra racionalus skai£ius, o pagal pagrindin
es teoremos (Teoremos) s¡lyg¡ exp{2πk
h
}

yra iracionalus skai£ius su visais k 6= 0. Tod
el turime

gN(k1, ..., kn) =


1, kai (k1, ..., kn) = (0, ..., 0),

1
N+1

1−exp

{
i(N+1)h

n∑
j=1

kj log pj

}

1−exp

{
ih

n∑
j=1

kj log pj

} , kai (k1, ..., kn) 6= (0, ..., 0).

I² £ia

gN(k1, ..., kn)→

1, kai (k1, ..., kn) = (0, ..., 0),

0, kai (k1, ..., kn) 6= (0, ..., 0).

Tada pagal 1 lem¡ matas QN , kai N → ∞, silpnai konverguoja i� Haro mat¡ mnH

erdv
eje (Ωn,B(Ωn)). Atsiºvelgiant i� funkcijos u tolydum¡ ir (6) lygyb¦ bei pritaikius

2 lem¡ gauname, kad matas PN,pn , kai N → ∞ silpnai konverguoja i� mat¡ Ppn =

mrHu
−1. N

Tarkime, kad g(k), k ∈ N, |g(k)| = 1 yra pilnai multiplikatyvi funkcija, t. y.

g(k1, k2) = g(k1)g(k2). Apibr
eºkime

pn(t, k) =
n∑
k=1

akg(k)k−it

ir tikimybini� mat¡

P̃N,pn(A) = µN(pn(mh, g) ∈ A), A ∈ B(C).

4 lema. Tikimybiniai matai PN,pn ir P̃N,pn abu silpnai konverguoja i� t¡ pati� mat¡,

kai N →∞.

I�rodymas. Apibr
e²ime funkcij¡ u1 : Ωn → Ωn formule

u1(x1, ..., xn) = (x1e
−iθ1 , ..., xne

−iθr
),

kur θj = arg g(pj), j = 1, ..., n. Pagal 3 lem¡ tikimybiniai matai PN,pn ir P̃N,pn silpnai

konverguoja i� atitinkamus matus mrHu
−1 ir mrH ũ

−1, kai

ũ(x1, ..., xn) =
n∑
k=1

akg(k)

 ∏
p
αj
j
‖k,

j≤n

x
αj
j


−1

, (x1, ..., xn) ∈ Ωn.
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Vadinasi,

ũ(x1, ..., xn) =
n∑
k=1

a(k)

 ∏
p
αj
j
‖k,

j≤n

x
αj
j e
−iαjθj


−1

= u(u1(x1, ..., xn)).

Kadangi Haro matas tore Ωn yra invarianti²kas post	umiu� atºvilgiu, tai

mnH ũ
−1 = mnH(u(u1))−1 = (mnHu

−1
1 )u−1 = mnHu

−1.

N
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3. Diskreti ribin
e teorema absoliu£iai
konverguojan£ioms Dirichl
e eilut
ems

Diskre£ios ribin
es teoremos absoliu£iai konverguojan£ioms Dirichl
e eilut
ems i�ro-

dymui reik
es ²iu� gerai ºinomu� pagalbiniu� teiginiu�.

Sakome, kad tikimybiniu� matu� ²eima {P} erdv
eje (S,B(S)) yra reliatyviai kom-

pakti²ka, jei kiekvienoje elementu� i² {P} sekoje yra silpnai konverguojantis posekis.

�eima {P} yra suspausta, jei kiekvienam pakankamai maºam ε > 0 egzistuoja kom-

pakti²ka aib
e K tokia, kad P (K) > 1− ε su visais matais i² {P}.

5 lema. Jei tikimybiniu� matu� ²eima {P} yra suspausta, tai ji yra reliatyviai kom-

pakti²ka.

I�rodymas. �i lema - gerai ºinoma Prochorovo teorema; jos i�rodym¡ galima rasti

[1]. N

6 lema. Visiems teigiamiems a ir b teisinga lygyb
e

1

2πi

b+i∞∫
b−i∞

Γ(s)a−sds = e−a.

I�rodymas. Lemos i�rodym¡ galima rasti [6]. N

Tegul (S; ρ) yra separabili metrin
e erdv
e, o Yn, X1n, X2n � s-reik²miai atsitiktiniai

elementai apibr
eºti erdv
eje (Ω̂, F,P).

7 lema. Tegul Xkn
D−→ Xk, kai n→∞, su kiekvienu k ir Xk

D−→ X, kai k →∞. Jei

kiekvienam pakankamai maºam ε > 0

lim
k→∞

lim sup
n→∞

P{ρ(Xkn, Yn) ≥ ε} = 0,

tai Yn
D−→ X, kai n→∞.

I�rodymas. �ios teoremos i�rodym¡ galima rasti [1]. N

8 lema. L(σ, ω) yra kompleksines reik²mes i�gyjantis atsitiktinis elementas apibr
eºtas

tikimybin
eje erdv
eje (Ω,B(Ω),mH).

I�rodymas. I�rodym¡ galima rasti [8]. N

11



Imkime σ1 >
1
2
. Tegul

Ln(s) = eiψ
∞∑
m=1

b(m)

ms
exp

{
−
(m
n

)σ1
}
.

Ta£iau, kadangi galioja 3 hipotez
e, daugikli� eiψ galime parinkti taip, kad |eiψ| = 1.

Tod
el

Ln(s) =
∞∑
m=1

b(m)

ms
exp

{
−
(m
n

)σ1
}

ir ²i eilut
e absoliu£iai konverguoja pusplok²tum
eje σ > θ + 1
2
.

Tegul

ln(s) =
s

σ1

Γ

(
s

σ1

)
ns

ir

an(m) =
1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

ln(s)ds

sms
.

Akivaizdu, kad

an(m) = Bm−σ1

∞∫
−∞

|ln(σ1 + it)|dt = Bm−σ1 .

Vadinasi, eilut
e
∞∑
m=1

b(m)an(m)

ms

absoliu£iai konverguoja pusplok²tum
eje σ > θ + 1
2
. I² kitos pus
es, kadangi teisingas

6 lemos tvirtinimas, tai

an(m) = exp
{
−
(m
n

)σ1
}
.

Tarkime, kad σ > θ + 1
2
ir

L(σ, ω) =
∞∑
n=1

b(m)ω(m)

mσ
.

8 lemoje buvo i�rodyta, kad L(σ, ω) yra kompleksines reik²mes i�gyjantis atsitiktinis

elementas apibr
eºtas tikimybin
eje erdv
eje (Ω,B(Ω),mH).

Tegul

L̃(s, ω) =
∞∑
m=1

b(m)ω(m)

ms
exp

{
−
(m
n

)σ1
}
, ω ∈ Ω.

Apibr
eºkime du tikimybinius matus

PN,n(A) = µN(Ln(σ + imh) ∈ A), A ∈ B(C)
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ir

P̃N,n(A) = µN(Ln(σ + imh, ω) ∈ A), A ∈ B(C).

9 lema. Tegul σ > θ+ 1
2
. Tada erdv
eje (C,B(C)) egzistuoja tikimybinis matas Pn

toks, kad, kai N →∞, abu matai PN,n ir P̃N,n silpnai i� ji� konverguoja.

I�rodymas. Tegul

Ln,M(s) =
M∑
m=1

b(m)

ms
exp

{
−
(m
n

)σ1
}
,

Ln,M(s, ω) =
M∑
m=1

b(m)ω(m)

ms
exp

{
−
(m
n

)σ1
}
, ω ∈ Ω.

Erdv
eje (C,B(C)) apibr
eºkime atitinkamus tikimybinius matus

PN,n,M(A) = µN(Ln,M(σ + imh) ∈ A)

ir

P̃N,n,M(A) = µN(Ln,M(σ + imh, ω) ∈ A).

Remiantis 4 lema abu tikimybiniai matai PN,n,M ir P̃N,n,M silpnai konverguoja i� t¡

pati� tikimybini� mat¡ Pn,M , kai N →∞.

I�rodysime, kad tikimybiniu� matu� ²eima {Pn,M} yra suspausta tam tikram �k-

suotam n.

Tarkime θ yra erdv
es (Ω0, B(Ω0),P) atsitiktinis elementas, i�gyjantis reik²mes kh,

k = 0, 1, ..., N, ir

P(θ = kh) =
1

N + 1
, k = 0, 1, ..., N.

Paimkime

XN,n,M(σ) = Ln,M(σ + iθ).

Tada, remiantis 3 lema, gauname

XN,n,M
D−−−→

N→∞
Xn,M ; (7)

£ia Xn,M yra kompleksines reik²mes i�gyjantis atsitiktinis elementas su skirstiniu

Pn,M .

I² �eby²evo nelygyb
es kiekvienam K > 0 turime

P(|XN,nM(σ)| > K) ≤ 1

(N + 1)K

N∑
k=0

Ln,M(σ + ikh). (8)

13



Kadangi pusplok²tum
eje σ > θ + 1
2
eiut
e L1,n(s) konverguoja absoliu£iai, tai

egzistuoja skai£ius R toks, kad

sup
M≥1

lim sup
N→∞

1

K(N + 1)

N∑
k=0

|Ln,M(σ + ikh)| ≤ R

K
<∞. (9)

Imkime bet koki� pakankamai maº¡ teigiam¡ skai£iu� ε ir K = R
ε
. Tada i² (8) ir (9)

nelygybiu� gauname

lim sup
N→∞

P(|XN,n,M(σ)| > K) ≤ ε. (10)

Nagrin
esime funkcij¡ u : C→ R, apibr
eºt¡ formule

u(z) = |z|, z ∈ C.

Akivaizdu, kad funkcija u yra tolydi ir i² (7) s¡ry²io bei 2 lemos turime

|XN,n,M(σ)| D−−−→
N→∞

|Xn,M(σ)|.

Pastarasis s¡ry²is ir (10) duoda, kad

P(|Xn,M(σ)| > K) ≤ ε. (11)

Aib¦ Kε apibr
eºkime tokiu b	udu

Kε = {s ∈ C : |z| ≤ K}.

Tada Kε yra kompakti²ka aib
e ir, atsiºvelgiant i� (11) nelygyb¦, visiems M ≥ 1

gauname

P(Xn,M(σ) ∈ Kε) ≥ 1− ε.

Kadangi matas Pn,M yra atsitiktinio elemento Xn,M skirstinys, tai visiems M ≥ 1

Pn,M(Kε) ≥ 1− ε.

O tai rei²kia, kad tikimybiniu� matu� ²eima {Pn,M} yra suspausta, o pagal Prochorovo

teorem¡ (5 lem¡) ji yra reliatyviai kompakti²ka.

I² Ln,M(s) ir Ln(s) apibr
eºimu� puspok²tum
eje σ > θ + 1
2
gauname, kad

lim
M→∞

Ln,M(s) = Ln(s).

14



I² tiesu�, kiekvienam ε > 0 randame

lim
M→∞

lim sup
N→∞

µN(|Ln,M(σ + ikh)− Ln(σ + ikh)| ≥ ε)

≤ lim
M→∞

lim sup
N→∞

1

ε(N + 1)

N∑
k=0

|Ln,M(σ + ikh)− Ln(σ + ikh)| = 0. (12)

Dabar tarkime, kad

XN,n(σ) = Ln(σ + iθ).

Atsiºvelgiant i� (12) s¡ry²i�,

lim
M→∞

lim sup
N→∞

P(|XN,n,M(σ)−XN,n(σ)| ≥ ε) = 0 (13)

kiekvienam ε > 0.

Tegul {Pn,M1} yra sekos {Pn,M} posekis toks, kad, kai M1 →∞, {Pn,M1} silpnai

konverguoja i� Pn. Tada

Xn,M1

D−−−−→
M1→∞

Pn. (14)

�inoma, kad kompleksin
e erdv
e C yra separabili [4]. Tada i² (7), (13), (14) ir 7

lemos gauname

XN,n
D−−−→

N→∞
Pn. (15)

Tai rei²kia, kad egzistuoja matas Pn toks, kad matas PN,n, kai N → ∞, silpnai

konverguoja i� Pn. (15) s¡ry²is parodo, kad matas Pn nepriklauso nuo posekio {Pn,M1}

parinkimo. Dar daugiau, mes turime, kad

Xn,M
D−−−→

N→∞
Pn. (16)

Pakartojus t¡ pa£i¡ argumentacij¡ elementams

X̃N,n,M(σ, ω) = Ln,N(σ + iθ, ω)

ir

X̃N,n(σ, ω) = Ln(σ + iθ, ω),

bei atsiºvelgiant i� (16) gauname, kad, kai N →∞, matas P̃N,n, taip pat konverguoja

i� Pn. Lema i�rodyta. N
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4. Aproksimavimas pagal vidurki�

�iame skyriuje L(s) funkcij¡ aproksimuosime pagal vidurki�. Tam bus reikalingos

tokios lemos.

10 lema. Tarkime T0 ir T ≥ δ > 0 yra realieji skai£iai, F� intervalo [T0 + δ
2
, T0 +

T − δ
2
] baigtin
e aib
e. Tegul

Nδ(x) =
∑
t∈F
|t−x|<δ

1

ir S(x)� kompleksines reik²mes i�gyjanti tolydi funkcija intervale [T0, T +T0], turinti

tolydºi¡ i²vestin¦ intervale (T0, T + T0). Tada

∑
t∈F

N−1
δ (t)|S(t)|2 ≤ 1

δ

T0+T∫
T0

|S(x)|2dx+

 T0+T∫
T0

|S(x)|2dx


1
2

·

 T0+T∫
T0

|S ′(x)|2dx


1
2

.

I�rodymas. I�rodym¡ galima rasti [7]. N

11 lema. Tegul T →∞. Tada pusplok²tum
eje σ > θ + 1
2
teisingas i�vertis

T∫
0

|L′(σ + it)|2dt = BT.

I�rodymas. I�rodymas pateiktas [8]. N

12 lema. Pusplok²tum
eje σ > θ + 1
2

lim
n→∞

lim sup
N→∞

1

N + 1

N∑
k=0

|L(σ + ikh)− Ln(σ + ikh)| = 0.

I�rodymas. Pusplok²tum
eje σ > θ + 1
2
eilut
e

∞∑
m=1

b(m)an(m)

ms

konverguoja absoliu£iai. Remiantis 4 hipoteze σ + σ1 > θ + 1, tada L(s + z) ²ioje

srityje galima i²reik²ti absoliu£iai konverguojan£ia Dirichl
e eilute. Vadinasi i² an(m)

apibr
eºimo ir pastarojo fakto

Ln(s) =
∞∑
m=1

b(m)

ms
exp

{
−
(m
n

)σ1
}
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=
1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

∞∑
m=1

b(m)

ms+z
ln(z)

dz

z

=
1

2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

L(s+ z)ln(z)
dz

z
.

Paskutiniame integrale pakeisime integravimo kont	ur¡. I² reziduumu� teoremos

seka

Ln(s) =
1

2πi

σ2−σ+i∞∫
σ2−σ−i∞

L(s+ z)ln(z)
dz

z
+ L(s), (17)

£ia σ2 > θ + 1
2
ir σ2 < σ. Pritaikius Ko²i formul¦ gauname

|L(σ + ikh)− Ln(σ + ikh)| ≤ 1

2πδ

∫
|z−σ|=δ

|L(z + ikh)− Ln(z + ikh)||dz|.

I² tiesu�, pakankamai dideliam N

1

N + 1

N∑
k=0

|L(σ + ikh)− Ln(σ + ikh)|

=
B

N + 1

N∑
k=0

1

2πδ

∫
|z−σ|=δ

|L(z + ikh)− Ln(z + ikh)||dz|

=
B

N + 1

∫
|z−σ|=δ

|dz|
2N∑
k=0

|L(Rez + ikh)− Ln(Rez + ikh)|

= o(1) +
B

N + 1
sup
σ

s∈|z−σ|=δ

2N∑
k=0

|L(σ + ikh)− Ln(σ + ikh)|. (18)

I² (17) lygyb
es turime

L(σ + ikh)− Ln(σ + ikh) = B

∞∫
−∞

|L(σ2 + ikh+ it)|ln(σ2 − σ + iτ)dτ +B.

I² tiesu�, parink¦ τ0 =
[
|τ |
h

]
, gauname

1

N + 1

2N∑
k=0

|L(σ + ikh)− Ln(σ + ikh)|

= B

∞∫
−∞

|ln(σ2 − σ + iτ)| 1

N + 1

2N+τ0∑
k=−τ0

|L(σ2 + ikh)|dτ +B.
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Remiantis 10 ir 11 lemomis

N∑
k=0

|L(σ + ikh)|2 ≤ 1

h

Nh∫
k0

|L(σ + it)|2dt

+

 Nh∫
k0

|L(σ + it)|2dt
Nh∫
k0

|L′(σ + it)|2dt


1
2

= BN.

Vadinasi,

1

N + 1
sup
σ
s∈L

2N∑
k=0

|L(σ + ikh)− Ln(σ + ikh)|

= B sup
σ

∞∫
−∞

|ln(σ2 − σ + iτ)|dτ

(
1

N + 1

2N+τ0∑
k=−τ0

|L(σ2 + ikh)|2
) 1

2

= B sup
σ

∞∫
−∞

|ln(σ2 − σ + iτ)|dτ N + 2τ0

N + 1

= B sup
σ

∞∫
−∞

|ln(σ2 − σ + iτ)|dτ(1 + |τ |).

Spindulius δ galime parinkti taip, kad σ2 − σ ≤ −c < 0. Tada gauname lygyb¦

lim
n→∞

sup
σ≤−c

∞∫
−∞

|ln(σ + it)|(1 + |τ |)dτ = 0,

o tai baigia lemos i�rodym¡. N
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5. Ergodiniai elementai

Tikimybinio mato identi�kavimui reikalingi tam tikri faktai i² ergodin
es teorijos.

Nagrin
ekime aib¦ ah = {p−ih, p−pirminis}. Tore Ωh apibr
eºkime transformacij¡

Lh(ω) tokiu b	udu Lh(ω) = ahω, ω ∈ Ω. Akivaizdu, kad Lh yra mati, mat¡ i²sauganti

transformacija erdv
eje (Ω,B(Ω),mH).

Aib
e A ∈ B(Ω) yra vadinama invarianti²ka transformacijos Lh atºvilgiu, jeigu

aib
es A ir Ah = Lh(A) skiriasi viena nuo kitos tik nuline mH ma£ia aibe, t. y.

mH(A4Ah) = 0 (4 ºymi simetrini� aibiu� skirtum¡).

I�rodymui, kad transformacija Lh yra ergodin
e, t. y. jos invarianti²ku� aibiu� σ-

k	unas yra sudarytas tik i² aibiu� turin£iu� mH-mat¡ lygu� 0 arba 1, reikia tokios lemos.

13 lema. Tegul T yra mati, mat¡ i²sauganti ergodin
e transformacija erdv
eje

(Ω̃, F,m). Tada kiekvienai funkcijai f ∈ L1(Ω, F,m) beveik kiekvienam ω ∈ Ω̃

teisinga lygyb
e

lim
n→∞

1

2

n−1∑
k=0

f(T kω) = E(f).

I�rodymas. Tai Birkhofo teorema, jos i�rodym¡ galima rasti [9]. N

14 lema. Transformacija Lh yra ergodin
e.

�ios lemos i�rodymas sutampa su 3.6 i² teoremos [6] i�rodymu.

15 lema. Tarkime, kad N → ∞ ir σ > θ + 1
2
. Tada beveik visiems ω ∈ Ω

teisingas i�vertis
N∑
k=0

|L(σ + ikh, ω)|2 = BN.

I�rodymas. Tegul

Lm(σ, ω) =
b(m)ω(m)

mσ
, m ∈ N

ir

L0(σ, ω) = |L(σ, ω)|2.

Tada

L(σ, ω) =
∞∑
m=1

Lm(σ, ω).

19



Kadangi atsitiktiniai elementai Lk(σ, ω) yra poromis ortogonal	us, tai

EL0(σ, ω) =
∞∑
m=1

E|Lk(σ, ω)|2 =
∞∑
m=1

|b2
k(m)|2

k2σ
<∞.

Galima pasteb
eti, kad

L0(σ, Lkh(ω)) = |L(σ, akh(ω)|2 = |L(σ + ikh, ω)|2.

Pagal Birkhofo teorem¡ (13 lema) gauname, kad beveik visiems ω ∈ Ω

lim
N→∞

1

N + 1

N∑
k=0

L0(σ, Lkh(ω)) = lim
N→∞

N∑
k=0

|L(σ + ikh, ω)|2 = EL0(σ, ω) <∞.

Lema i�rodyta. N
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6. Teoremos i�rodymas

�iame skyriuje i�rodysime pagrindini� darbo tvirtinim¡.

Tarkime, kad S separabili metrin
e erdv
e su metrika ρ, o Yn, X1n, X2n, ... yra S-

reik²miai atsitiktiniai elementai apibr
eºti tikimybin
eje erdv
eje (Ω, F, P ).

16 lema. Tarkime, kad Xk,n
D−→ Xk, kai n→∞, kiekvienam k ir taip pat Xk

D−→ X,

kai k →∞. Jeigu kiekvienam ε > 0 teisinga lygyb
e

lim
k→∞

lim
n→∞

P{ρ(Xkn, Yn) ≥ ε} = 0,

tada Yn
D−→ X, n→∞.

I�rodymas. Tai yra 4.2 teorema i² [1]. N

Paºym
ekime aib
es Ω poaibi� Ω1 toki�, kad eilut
e

∞∑
k=1

b(k)ω(k)

kσ+it
, ω ∈ Ω1

konverguotu� ir galiotu� i�vertis

N∑
k=0

|L(σ + ikh, ω)|2dt = BN, (19)

kai σ > θ + 1
2
. Atsiºvelgiant i� 8 ir 15 lemas turime, kad mH(Ω1) = 1.

17 lema. Tarkime, kad σ > θ + 1
2
. Tada, kai ω ∈ Ω1,

lim
n→∞

lim sup
N→∞

1

N + 1

N∑
k=0

|L(σ + ikh, ω)− Ln(σ + ikh, ω)| = 0.

I�rodymas. �ios lemos i�rodymas atsiºvelgiant i� (19) i�verti� yra pana²us i� 12 lemos

i�rodym¡. N

Tarkime, kad ω ∈ Ω1, ir apibr
eºkime tikimybini� mat¡

P̃N(A) = µN(L(σ + ikh, ω) ∈ A), A ∈ B(C).

18 lema. Erdv
eje (C,B(C)) egzistuoja tikimybinis matas P toks, kad, kai N →∞,

abu matai PN ir P̃N silpnai konverguoja i� mat¡ P .

I�rodymas. Remsim
es 9 lemos i�rodymu. Pagal ²i¡ lem¡, kai N → ∞ abu matai
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PN,n ir P̃N,n silpnai konverguoja i� t¡ pati� mat¡ Pn. I�rodysime, kad tikimybiniu� matu�

²eima {Pn} yra suspausta. Tegul

XN,n(σ) = Ln(σ + iθ).

Tada, kai N →∞,

XN,n
D−→ Xn; (20)

£ia Xn yra atsitiktinis dydis su pasiskirstymu Pn. Kadangi pusplok²tum
eje σ > θ+ 1
2

eilut
e Ln(s) absoliu£iai konverguoja, tai

sup
n≥1

lim sup
N→∞

1

N + 1

∞∑
k=0

|Ln(σ + ikh)| ≤ R <∞.

Jeigu paimsime ε > 0 ir K = R
ε
, tada

P(|XN,n(σ)| > K) ≤ 1

K(N + 1)

∞∑
k=0

|Ln(σ + ikh)| ≤ ε

ir

lim sup
N→∞

P(|XN,n(σ)| > K) ≤ ε.

I² pastarosios nelygyb
es kartu su (20) s¡ry²iu i²plaukia

P(|Xn(σ)| > K) ≤ ε.

Pasinaudojus tais pa£iais ºym
ejimais kaip ir 9 lemoje, matome, kad visiems n ∈ N

P(|Xn(σ)| ∈ Kε) ≥ 1− ε

arba

Pn(Kε) ≥ 1− ε.

Taigi i�rod
eme, kad tikimybiniu� matu� ²eima {Pn} yra suspausta, o pagal Prochorovo

teorem¡ (5 lema) ji yra reliatyviai kompakti²ka. Vadinasi, egzistuoja posekis {Pnk} ⊂

{Pn} toks, kad Pnk , kai k → ∞, silpnai konverguoja i� kuri� nors mat¡ P erdv
eje

(C,B(C)). Kitaip pasakius

Xn(s)
D−−−→

N→∞
P. (21)
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Atsiºvelgiant i� 10 lem¡ gauname, kad kiekvienam ε > 0

lim
n→∞

lim sup
N→∞

µN(|L(σ + ikh)− Ln(σ + ikh)| ≥ ε)

≤ lim
n→∞

lim sup
N→∞

1

ε(N + 1)

N∑
k=0

(|L(σ + ikh)− Ln(σ + ikh)| = 0. (22)

Tegul

YN(σ) = L(σ + iθ).

Tada i² (22) lygyb
es turime

lim
n→∞

lim sup
N→∞

P(|XN,n(σ)− YN(σ)| ≥ ε) = 0. (23)

Tarkime, kad {Pnk} yra sekos {Pn} silpnai i� mat¡ P konverguojantis posekis, kai

nk →∞. Tada

Xnk

D−→ P, nk →∞.

I² (21), (23) ir 16 lemos seka

YN
D−→ P, N →∞. (24)

Tai rei²kia, kad matas {Pn} silpnai konverguoja i� P , kaiN →∞. (24) s¡ry²is parodo,

kad P neprikauso nuo sekos nk parinkimo, tai rei²kia, kad

Xn
D−→ P, n→∞. (25)

Jeigu pritaikysime tuos pa£ius samprotavimus atsitiktiniams eementams

XN,n(σ, ω) = Ln(σ + iθ, ω), ω ∈ Ω1

ir

YN(σ, ω) = L(σ + iθ, ω), ω ∈ Ω1

bei atsiºvelg¦ i� (25) s¡ry²i� ir 13 lem¡ gautume, kad matas P̃N , kai N →∞, taip pat

silpnai konverguoja i� mat¡ P . Lema i�rodyta. N

Teoremos i�rodymas. I² 8 lemos matome, kad lieka i�rodyti, jog matai P ir PL

sutampa.
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Tegul aib
e A ∈ B(C) yra mato P tolydumo aib
e. Remiantis 18 lema turime, kad

lim
N→∞

µN(L(s+ ikh, ω) ∈ A) = P (A) (26)

su visais ω ∈ Ω1. Dabar �ksuokime aib¦ A, o tikimybin
eje erdv
eje (Ω,B(Ω),mH)

apibr
eºkime atsitiktini� dydi� η(ω) formule

η(ω) =

1, kai L(σ, ω) ∈ A,

0, kai L(σ, ω) 6= A.

Akivaizdu, kad dydºio η vidurkis yra

E(η) =

∫
Ω

ηdmH = mH(ω : L(σ, ω) ∈ A) = PL(A). (27)

I² kitos pus
es, pagal 13 ir 15 lemas randame, kad

lim
N→∞

1

N + 1

N∑
k=0

η(Lkh(ω)) = E(η) (28)

beveik visiems ω ∈ Ω. I² η ir Lh apibr
eºimu� seka lygyb
e

1

N + 1

N∑
k=0

η(Lkh(ω)) = µN(L(σ + ikh, ω) ∈ A).

I² pastarosios bei (27)�(28) lygybiu� randame, kad beveik visiems ω ∈ Ω

lim
N→∞

µN(L(σ + ikh, ω) ∈ A) = PL(A).

Atsiºvelgiant i� (26) gauname

P (A) = PL(A)

kiekvienai mato P tolydumo aibei A. Tod
el

P (A) = PL(A)

visoms A ∈ B(C), nes tolydumo aib
es sudaro apibr
eºian£i¡ klas¦. Teorema i�rodyta.

N
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I²vados

Tegul s = σ+it yra kompleksinis kintamasis, o L(s) - Oilerio sandaugos apibr
eºiamos

formule

L(s) = eiψ
∏
p

1

(1− α1pp−s)...(1− αdpp−s)
,

kurios tenkina tam tikras hipotezes.

Magistro darbe yra i�rodyta, kad funkcijai L(s), kai ji tenkina tam tikras hipotezes,

yra teisinga diskreti ribin
e teorema tikimybiniu� matu� silpno konvergavimo prasme

kompleksin
eje plok²tumoje. Taip pat yra gauta mato i²reik²tin
e forma.
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Summary

Let s = σ + it be a complex variable. The Euler products L(s) is de�ned by the

formula

L(s) = eiψ
∏
p

1

(1− α1pp−s)...(1− αdpp−s)
,

where αjp are complex numbers, 1 ≤ j ≤ d, d ∈ N, d ≥ 1, ψ ∈ R, and p denotes

the prime number. If the function L(s) satis�es some additional hypotheses, then it

converges for σ > 1 + θ, θ ∈ [0; 1
2
).

In Master work, we prove the discrete limit theorem in the sense of weakly

convergent probability measures for the Euler products on the complex plane.

Let h > 0 be a �xed real number such that exp{2πk
h
} is irrational number,

k ∈ Z \ 0. Then the probability measure

1

N + 1
]{0 ≤ k ≤ N : L(σ + ikh) ∈ A}, A ∈ B(C),

weakly converges to the distribution of one explicitly given complex-valued random

element as N →∞.
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�ym
ejimai

k, l,m, n, j � nat	uralieji skai£iai

p � pirminis skai£ius

N � nat	uraliu�ju� skai£iu� aib
e

Z � sveiku�ju� skai£iu� aib
e

R � realiu�ju� skai£iu� aib
e

C � kompleksiniu� skai£iu� aib
e

i � menamasis vienetas: i =
√
−1

s = σ + it � kompleksinis kintamasis

Res = σ � kompleksinio kintamojo s realioji dalis

Ims = t � kompleksinio kintamojo s menamoji dalis

#{A} � aib
es A elementu� skai£ius

µN(...) = 1
N+1

#{0 ≤ m ≤ N : ...} � vietoje daugta²kio i�ra²omos s¡lygos, kurias

tenkina m
D→ � konvergavimas pagal skirstini�

B(S) � erdv
es S Borelio aibiu� klas
e

Γ(s) � Oilerio gama funkcija pusplok²tum
eje σ > 0 apibr
eºiama Γ(s) =
∞∫
0

e−xxs−1dx

ir analizi²kai prat¦siama i� vis¡ s plok²tum¡

B � dydis apibr
eºtas konstanta; , , O“ didysis atitikmuo
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