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1 Jvadas

agentais paremtg modeliavimg. Jeigu daromos prielaidos apie socialiniy agenty esmines savybes
yra pernelyg reduktyvios - modelio rezultaty palyginimas su empiriniais duomenimis tampa keb-
lus. Dauguma dabartiniy nuomoniy dinamikos modeliy néra validuoti empiriniais duomenimis [1].
Rezultaty palyginamumui pagerinti kai kurie autoriai sékmingai pritaiké idéjq vietoje laikinio siste-
mos modeliavimo pasitelkti erdvinj modeliavima [2, 3], pavyzdZziui, migracija arba kasdienj mobi-
lumg. Empiriniai duomenys pasiZymi didesne erdviniy vienety jvairove ir skyra (apylinkés, miestai,
gatves ir pan.) lyginant su laikiniy vienety jvairove. Pavyzdziui, reguliarts rinkimai vyksta viso labo
kas kelerius metus ir tokios laiko eilutés turi tik iki keliolikos taSky.

problemos. Nuomoniy dinamika pasireiskia sistemose, kurios tarpusavyje néra paprastai palygina-
mos, pavyzdZiui, demokratiniuose procesuose, socialiniuose tinkluose, Eurovizijos balsavimuose ir
panasiai. Nors Siose sistemose naudojami jverciai (dydziai) tiesiogiai nesilygina, iS daugelio dalyky
galima sudaryti palyginamus rango-dydZio saraSus. Jei rangai kinta laike - galima analizuoti jy
laiking dinamika [4, 5]. Kai kuriems empiriniams duomenims rangy dinamika galima modeliuoti
kaip vienmatj stochastinj procesg - vieno rango kitimas laike gali suteikti pakankamai informacijos
apibudinti visos sistemos dinamikai.

Siame tyrime i$ple¢iamas ir analizuojamas erdvinis rinkéjo modelis su dviem fundamentaliais
fizikiniais nuomoniy dinamikos procesais - busenos kitimo ir viety apsikeitimo vyksmais. Modelj
yra sudétinga modeliuoti skaitmeniSkai, todél yra prasminga ieSkoti jo aproksimacijy. Sio tyrimo
tikslas - Erdvinio rinkéjo modelio su konkuruojancia dinamika aproksimavimas vienmaciu Mar-

kovo procesu. Tikslui jgyvendinti keliami uZdaviniai:

1. Nustatyti erdvinio rinkéjo modelio su konkuruojancia dinamika stacionaryjj skristinj abso-

liucios ir santykinés populiacijy atzZvilgiu.

2. Nustatyti kada erdvinio rinkéjo modelio su konkuruojancia dinamika stacionarus skirstinys

gali buti aproksimuojamas Beta arba Beta-binominiu skirstiniu.

3. Nustatyti vienmatés Fokerio-Planko lygties forma, kuri galéty buti naudojama kaip erdvinio

rinkéjo modelio su konkuruojancia dinamika aproksimacija.

4. Patikrinti ar erdvinio rinkéjo modelio su konkuruojanc¢iu dinamika pirmo grjZimo laiky skirs-

tinys turi panaSig forma kaip visi vienmatés difuzijos procesai.



2 Literaturos apzvalga

2.1 Izingo modelis
2.1.1 Izingo modelio paradigma

Izingo modelio paradigma yra placiai panaudota formuluojant pagrindinius sociofizikos mode-
lius [6] - sukiniai ir jy sgveika yra paprasCiausia sudétingesniy agenty sistemos aproksimacija. Paties
modelio koncepcija yra nesudétinga - tai sukiniy, galiniy jgyti dvi vertes, gardelé d dimensijose.

Nustatant, kad sukiniy vertés gali buti lygios s; = +1, galima apibréZti sistemos Hamiltoniana:

H=-1) ss), (1)
{i.j}
¢ia sumavimas vyksta per artimiausiy kaimyny rinkinj. Dydis J Siuo atveju yra sukiniy sgveikos
energijos konstanta ir jos Zenklas nulemia ar sukiniy sgveika yra feromagnetiné, ar antiferomagne-
tiné.

Sis paprastas sgveikos mechanizmas Izingo modeliui suteikia trijy tipy dinamikas - superkritine,
subkritine ir kritine [7]. Superkritine dinamika modelis pasiZymi aukStesnéje nei kritinés tempe-
raturos srityje T > T¢ ir sistema buina nuostovioje netvarkingoje konfigiiracijoje. Subkritiné dinami-
ka vykstaesant 7" < T¢ ir yra kokybiSkai panasi j tvarkinga sistemos buiseng nulinéje temperatiiroje.
O tuo tarpu kritiné dinamika pasireiskia tik vienoje temperaturoje 7 = T¢. Feromagnetinéms me-
dZiagoms kritinés temperaturos taSkas Zinomas Kiuri temperatiiros pavadinimu.

Kritinés temperatiiros taske sistemoje pasireiSkia skalés invariantiSkumas [8]. Sistemos tvarkos

parametry vertés, pavyzdZiui, vidutiné magnetizacija, Sioje srityje kinta kaip laipsninés funkcijos:

m = % o« (Tc = T)?, )

¢ia m Zymi sistemos sukinio viduting magnetizacija, M Zymi absoliuc¢iaja magnetizacija, N yra
sukiniy skaiCius, T¢ yra kritinio tasko temperaturos verté, o y yra kritiné eksponenté. Skalés inva-
riantiSkumas reiskia tai, jog pakeitus sistemos mastelj (stebéjimo skyrg) tvarkos parametry vertés
nepakinta.

Kritiniame taske esant skalés invariantiSkumui susiformuoja jvairiy dydZiy domenai, prieSin-
gai negu T # T atvejais. Superkritiniu (feromagnetiniy saveiky) atveju susidaro vienas didelis
domenas, o subkritiniu atveju dideli domenai nesusiformuoja dél triukSmingo sukiniy verciy ki-
timo. DaZnai norint jvertinti susidaranc¢iy domeny dydj skai¢iuojama koreliacijos funkcija [7-9].
Si funkcija jvertina sukiniy ver¢iy tarpusavio priklausomybe, o tai i§ esmés yra statistinis domeny
dydzio jvertinimas.

Verta pastebéti, kad toliau apraSoma dinamiky implementacija Monte Carlo skaitiniu metodu
yra apibendrinama kaip diskretaus laiko simuliacija ir skirsis nuo kito (Gillespie) metodo naudoja-

mo modeliuoti erdviniam rinkéjo modeliui. Pastarasis yra vadinamas tolydaus laiko metodu.



2.1.2 Glauber ir Kawasaki dinamika

Izingo modelj analitiSkai spresti yra sudétinga (ir aukStesnéms dimensijoms nejmanoma), todél
modelio dinamika daZniau simuliuojama skaitmeniSkai. Vienas budy tai atlikti - Monte Carlo skait-
meniniu eksperimentu pagal Glauber, Metropolio, Kawasaki, Wolff, Swendsen-Wang ar kita algo-
ritma [9]. Glauber (Metropolio) ir Kawasaki algoritmai yra tiesioginiai busenos kitimo ir viety
apsikeitimo algoritmy apibréZimai, todél norint nagrinéti tokiy procesy konkuruojancia dinamika
verta juos pristatyti detaliau.

Siekiant gauti sistemos buseny pasiskirstyma atitinkantj Bolcmano désnj (Siuo atveju dél to, kad
nagrinéjama [zingo modelio sistema yra Silumin¢), buitina nustatyti ergodiSkumo ir detalaus balanso
salygas [9]. ErgodiSkumo salyga nurodo, jog bet kuri sistemos konfiguracija turi buti pasiekiama
per baigtinj Monte Carlo Zingsniy skaiciy. Detalus balansas yra sistemos buvimo pusiausvyroje
salyga:

puP(u—v) =p,P(v— p), (3)

kur u, v Zymi dvi skirtingas busenas, p ty buseny tikimybe, o P Zymi Suoliy tarp nurodyty biiseny
tikimybes. Tai taip pat galima interpretuoti kaip tikimybés sroviy buseny erdvéje tvermeés désnj
[7]. Kadangi sistemos modeliavimui aktualu jvertinti Suoliy tarp buseny tikimybes, laikykime jas
susidedancias i§ sukinio parinkimo (angl. selection) g ir Suolio priémimo (angl. acceptance) A

tikimybiy:

P(u—v)=g(u—v)A(u—v). 4)

Metropolio algoritme peréjimas iS vienos busenos j kita atlickamas taip: su tikimybe g pasiren-
kamas gardelés sukinys ir jvertinama jo sgveikos energijg su artimiausiais kaimyniniais sukiniais.
Jeigu sukinio vertés pakeitimas sumazinty sistemos energija, toks Zingsnis visuomet priimamas.

Kitu atveju pokytis priimamas su peréjimo tikimybe proporcinga Bolcmano skirstiniui [9]:

-B(Ev-Ey) iel —
e # o jeigu E, —E, >0,
A(u—v) = (%)
prieSingu atveju.
Metropolio algoritmo atveju yra parinktos efektyviausios Suolio tarp buseny priémimo tiki-
mybés vertés skaitmeninei simuliacijai. DaZnai literaturoje analiziniam nagrinéjimui naudojamos
Glauber Suoliy tarp buseny priémimo tikimybeés vertés [7, 8, 10]:

ﬁ(Ev - Eu) )

1
A= v) =7 |1~ tanh (6)

Si i¥raiSka gaunama i§ detalaus balanso lygties (3) j ja jstacius Bolcmano tikimybés biiti atitinka-

mose u ir per vienu Zingsniu skirtingg v busenas [7]. Eksponentiné Sios iSraiSkos forma yra tokia:

e_ﬂ(EV_E/l)
A(u—v) = T30 PE b

)

Abiem pavienio sukinio apvertimo (angl. single spin-flip) dinamikos atvejais sukinio pasirinkimo



tikimybe galima nustatyti nepriklausomg nuo konfiguracijos. Tokiu atveju kiekvienam gardelés su-
kiniui parinkimo tikimybé lygi:

1
gu—v) = N’ )

kur N Zymi sukiniy skaiciy gardeléje. Tokiu atveju (4) lygtj jstacius j (3) lygties detalaus balanso
salyga Suoliy tarp buseny tikimybiy santykis priklausys tik nuo (5) ir (6) lygciy iSraiSky.

PrieSingai negu iki Siol nagrinétas sukinio verte keiciantis saveikos mechanizmas, Kawasaki
dinamika skirta modeliuoti kitokio pobudZio reiSkinius, pavyzdziui, stiklines (angl. glassy) siste-
mas arba gardeléje esancias dujas (angl. lattice gas) [9]. Pagrindinis tokiy sistemy skirtumas nuo
Izingo pagal Glauber ar Metropolio interpretacija yra tai, kad dalelés nekeicia savo busenos (pvz.,
magnetinéje sistemoje jmagnetéjimas iSlikty pastovus). Sukiniai nekeicia savo verciy, bet prieSingy
verciy sukiniai susikei¢ia vietomis.

Panasiai kaip Glauber dinamikos atveju, Siai dinamikai galima sukonstruoti Suoliy tarp buseny
tikimybes pagal (6) lygties forma, taciau su papildomu nariu leidZianciu sgveika tik tarp skirtingas
vertes turinciy sukiniy [7]. Vienmaciu atveju:

ﬁ(Ev - E/J) 1

1
A(u—v) = 2 1 — (8i—28i—1 + S;iSis1) - tanh > : 5(1 — Si—15i), )

kur s; ir s;41 Zymi du kaimyninius sukinius, tarp kuriy vyksta sgveika. IeSkant modeliavimui patogiy
Metropolio tipo Suoliy tarp buseny iSraiSky, galima naudoti (5) lygtyje Zinomas iSraiSkas.

Paprasciausiu atveju Kawasaki dinamika gali vykti tarp dviejy kaimyniniy sukiniy. Taciau to-
kio difuzinio proceso modeliavimas pakankamai létas, tad kitas budas yra kiekvieno Monte Carlo
Zingsnio metu pasirinkti bet kuriuos du skirtingy verc¢iy sukinius ir pagal tas pacias Suoliy tarp
buseny priemimo tikimybes jvykdyti apkeitima. Sukiniy pasirinkimo tikimybés tokiu atveju iSlie-
ka identiSkos Suoliui j ir i busenos, tad ergodiSkumo salyga lieka iSpildyta [9].

Kawasaki interpretacijoje magnetizacija, kaip ir temperatura, laikoma modelio parametru. Todél
§i interpretacija dar yra vadinama pastovaus tvarkos parametro (angl. conserved-order-parameter)

Izingo modeliu.

2.1.3 Konkuruojanti dinamika Izingo modelyje

Praeitame skyriuje nagrinétos Metropolio ir (lokali) Kawasaki dinamikos Izingo modelyje ap-
siribojo sgveika tarp artimiausiy sukiniy gardeléje. Izingo modelio dinamika pasikeicia jskaitant
sukinio saveikg su antrais artimiausiais kaimynais gardeléje. Sitoks modelio pakeitimas kartais 1i-
teraturoje pavadinamas konkuruojancios dinamikos Izingo modeliu, o jo Hamiltonianas gaunamas

papildZius saveikos narj:

H=-J, Z sis;j—J2 Z SiSk, (10)

{i.j} {i.k}
kur J; Zymi sgveikos energijg tarp artimiausiy sukiniy, o J, tarp antry artimiausiy sukiniy. Suma-
vimas atitinkamai vyksta tarp pirmos arba antros eilés artimiausiy kaimyny.

Jeigu (10) lygtyje saveika tarp abiejy eiliy kaimyny iSlieka feromagnetiné, modelio dinamika yra



1 pav. Izingo modelio pagal Metropolio interpretacija konfiguracijos laiko t momentais 1, 256 ir
1024 (atitinkamai 1, 2 ir 3 stulpeliai). Gardelés dydis 256x256, vienas laiko momentas lygus 256>
jvykiy, per kuriuos gali pasikeisti vieno sukinio verté. Pirmoje eilutéje pavaizduota Izingo modelio
pradinés laso busenos optimizacija link minimalios energijos. Antroje eilutéje pavaizduota evoliu-
cija nuo atsitiktinés konfigiiracijos. Sistemos temperatiira T = Ty. Cia Ty = J/kp, J yra saveikos
energija, o kp yra Bolcmano konstanta.

2 pav. Izingo modelio pagal Kawasaki interpretacija konfiguracijos laiko momentais t = 1, 256 ir
1024 (atitinkamai 1, 2 ir 3 stulpeliai). Pirmoje eiléje konfiguracijos, kai temperatira 7 = T ir
T = 3Ty antroje eiléje. Cia Ty = J/kp, J yra saveikos energija, o kz yra Bolcmano konstanta.



kokybiSkai panasi j (2.1.2) skyriuje apraSyta, t.y. pasiZymi peréjimu i§ feromagnetinés busenos j pa-
ramagnetin¢ didéjant temperaturai. Kitais atvejais, bent vienai i$ saveiky esant antiferomagnetinei,
sistemos dinamika kinta ir galimi skirtingy konfigiiracijy energijy minimumai, atskirti laisvosios
energijos barjerais [11]. Tokios sistemos stabiliy ir metastabiliy buseny skaicius didéja jtraukiant
sukiniy saveikas su vis didesniy eiliy kaimynais.

Siame modelyje konkuruojanti dinamika vis dar yra vieno - Glauber ar Metropolio - tipo. Tik-
slesnis jos pavadinimas gali buti konkuruojancios sgveikos Izingo modeliu, kadangi konkuruoja
skirtingy eiliy saveikos, o ne skirtingi savo fizikine prasme procesai. Siekiant j modelj jvesti Kawa-
saki tipo dinamika toks formalizmas nepatogus, taigi daZniau sutinkamas konkuruojanciy dinamiky
biidas. Siuo biidu pasirenkama tikimybé p, su kuria sistemos gardelé atnaujinama pagal viena (pa-
vyzdZiui, Metropolio) dinamika, ir tikimybé 1 — p, su kuria gardelé atnaujinama pagal antraja
dinamikg. Tikimybés p ir dinamiky tipy pasirinkimas iS esmés nulemia modelio fazin¢ erdve ir
pusiausvyruma [12—-15].

Taip sudaryty dviejy konkuruojanciy dinamiky varomos sistemos evoliucija gali buti nagrinéjama

pagrindine kinetine lygtimi:
d ’ ’ ’
TS50 = 3 (SW.OP(H = v) = SO Pi(v— i), (1)
/Jl

kur S(v, t) Zymi tikimybe laiko momentu ¢ sistema rasti konfiguracijoje v, o P; (¢’ — v) Zymi Suoliy
i$ biisenos ' j biiseng v tikimybe per laiko vieneta. Sioje lygtyje sumavimas yra per visas galimas

sistemos busenas. Dydis P; susideda iS dviejy pasirinkty konkuruojanciy dinamikuy:

P(v=p)=pPia(v—= ')+ (1 -p)Pg(v— ), (12)

¢ia A ir B gali Zyméti tokio pacio tipo dinamikas, pavyzdZiui, Glauber ir Glauber, [12] arba skir-
tingo tipo, Glauber ir Kawasaki [13—15]. Nors A ir B buty tos pacios dinamikos, taciau tai vis tiek
skirtysi nuo konkuruojanciy saveiky Izingo modelio. Konkuruojancios dinamikos modelio savybés
yra nulemiamos (12) lygtyje apibréZty Suoliy tarp buseny tikimybiy greiCiy P; 4 ir P, p iSraiSkomis.
Viena iS Siy dydZiy galima nustatyti tokj, kuris atitikty pasirinkta dinamika prie begalinés tempe-
raturos. IS esmés tai vieng i§ procesy pavercia energijos Saltiniu, o pati sistema su Siuo Saltiniu veikia
kaip su begalinés Siluminés talpos termostatu. Begalinés temperaturos Kawasaki dinamikos atveju
Sis procesas jneSa energija j sistema ir nekeiCia tvarkos parametro (magnetizacijos).

Tokios nepusiausvyros feromagnetinés sistemos faziné erdvé pasikeicia priklausomai nuo to
ar energija jneancio proceso $uolio tarp biiseny tikimybés priklauso nuo tikimybés p. Siems dy-
dZiams esant priklausomiems, kritinio sistemos temperatiiros taSko verte yra priklausoma nuo dina-
mikos pasirinkimo tikimybés p [14]. Atitinkamai nuo Sios tikimybés vertés kritiniame taske vyksta
pirmos arba antros eilés fazinis virsmas.

Platesnis Sios fazinés erdvés iStyrimas antiferomagnetinés ir feromagnetinés sukiniy saveikos

modeliams yra atliktas [13] autoriy darbe. Siame tyrime jvedamas santykis tarp tikimybiy pasirinkti



Glauber ar Kawasaki Zingsj, kurj ¢ia Zymésime R, o jo matematiné forma:
R=—F, (13)

kur p Zymi tikimybe pasirinkti Metropolio Zingsnj. Feromagnetinio Izingo modelio faziné erdve
pagal T ir R vaizduoja slenkantj kritinés temperatiiros taSka bei nykstancig feromagneting sritj.
Kai R verte Siek tiek didesné uz 1 (p > 0.5), feromagneting sritj pakei¢ia paramagnetiné sistemos
bisena. Kita vertus R reikSmei esant lygiai 2 (p =~ 0.33) sistemos konfigiiracija visoms temperatiiros
vertéms pavirsta antiferomagnetine.

Antiferomagnetinio konkuruojancios dinamikos Izingo modelio faziné erdvé kinta panasSiai,
taCiau busenas skiriancios kreivés skiriasi kokybiskai. Esant labai mazoms R vertéms antiferomag-
netinés busenos sritis iSnyksta ir modelis yra paramagnetinéje busenoje.

Sistemos konfigiiracija apibudinancios busenos priklausomybeé nuo p kartu reiskia, jog Sis dydis
nulemia ir sukiniy koreliacija. PanaSus rezultatas gaunamas nagrin¢jant Izingo modelio pagrindi-
ne kinetine lygtj kvantiniame apra$yme ir jskaitant tolimaja sukiniy saveika [15]. Siuo atveju tai
reiSkia, jog sukiniy sgveika neatmetama ir tolimesniems nei tik tarp artimiausiyjy kaimyny. To-
kio uzdavinio sprendimu gaunama, jog koreliacijos funkcija ir tvarkos parametras (magnetizacija)

priklauso nuo p. Sis rezultatas gautas dydziams T ir p esant nepriklausomiems.

2.2 Rinkéjo modelis
2.2.1 Klasikinis rinkéjo modelis

Originalus rinkeéjo modelis buvo pasiulytas [16] kaip konkurencijos tarp dviejy ruSiy mode-
lis. Véliau panasus modelis buvo pasiilytas [17] ekonominéms sistemoms modeliuoti, bet ve-
dant analogijg su skruzdziy kolonijos elgsena. Déka Siy darby Siuo metu rinkéjo modelj labiau-
siai tiketina sutikti sociofizikos arba statistinés fizikos literatiiroje [6, 7]. Statistinés fizikos lite-
ratliroje pabréZiama Izingo paradigma - saveikos tarp sukiniy mechanizmas [6-8]. Sj modelj gali-
ma jsivaizduoti kaip Izingo modelj gardeléje su Siek tiek pakeistomis (atsitiktinio pobudZio) sgvei-
kos taisyklémis, taigi modelj galima skaitmeniSkai modeliuoti diskretaus laiko algoritmais, kaip ir
Izingo modelio atveju. Kita vertus sociofizikoje sutinkama rinkéjo modelio dinamika yra apraso-
ma Suoliy tarp buseny spartomis, pavyzdziui, [3, 18-20]. Su tokiu apraSymu patogu atsiriboti nuo
iSskirtinai lokaliy saveiky ir specifinés gardelés geometrijos, galima simuliuoti modelio dinamika
tolydaus laiko eksperimentu. Siame skyriuje toliau pateiksime abudu apragymo biidus.

Sukininio rinkéjo modelio saveikos taisyklés panaSios j 1astelinio automato sistemos (angl. cel-
lular automaton) taisykles. Peréjimas i$ vienos sistemos busenos j kitg atliekamas taip: iS pradziy
gardeléje pasirenkamas atsitiktinis sukinys ir vienas iS jo artimiausiy kaimyny. Tuomet pirmasis
pasirinktas sukinys nusikopijuoja pasirinkto kaimyno biiseng. Taigi pirmasis sukinys gali pakeisti

savo buseng j prieSingg arba likti toje pacioje. Bendru atveju jvykio, kurio metu busena pakei¢iama



j prieSinga, intensyvumas iSreiSkiamas taip:

1
.

P(sk = —Sk) = 3 sils (14)

{}
¢ia s Zymi nagrinéjamos busenos sukinio verte, z Zymi artimiausiu kaimyny skaiciy, o sumavimas
{j} atliekamas per artimiausius z kaimyny.

Sistemos busenai apibudinti galima jvesti pora makroskopiniy tvarkos parametry [8]. Vienas
dydis yra skirtingas sukinio busenas turin¢iy kaimyny skaiciaus santykis su visomis kaimyny poro-
mis. Sis dydis savo prasme panasus j sistemos bendra energija. Kitas dydis, panasus j jmagnetéjima,
yra santykiniy populiacijos dydziy turinCiy skirtingus sukinius skirtumas. Modelyje atlikus vieng
Zingsnj magnetizacijos verté pakinta, taciau sukiniy populiacijoms esant vienodo dydZio viduti-
niSkai per daugelj Zingsniy ji nesikeicia [7].

Verta pastebéti, jog rinkéjo modelyje vienkrypciy sukiniy domeny plétimasis (angl. coarse-
ning) yra skirtingas negu Izingo modelyje. Tai parodoma modeliuojant laSo formos vienody sukiniy
vertés regiong aplink esant prieSingiems sukiniams (kaip 1zingo modelio atveju, Zr. 1 pav.) [6, 8].
Beégant laikui regiono perimetras plinta, taCiau statistiSkai laso radiusas nesikeicia. Fizikine pras-
me tai reiSkia, jog domeno plétimasis kinta ne dél pavirSiaus jtempimo jégos veikimo ir sistemos
bandymo atsidurti maZiausios energijos buisenoje [6].

Visgi aptartas rinkéjo modelis neturi triuk§mo savybés, pavyzdziui, (14) lygtis nepriklauso nuo
temperaturos ar kitokio parametro. | modelj galima jvesti triukSma, kuris bet kuriam pasirinktam
sukiniui leidZia nepriklausomai nuo kaimyny pakeisti savo vert¢. Vienas papras€iausiy budy tai
padaryti - prie (14) pridéti konstantg [7]. TriukSmas lemia tai, jog sistema lieka j paramagneting
panasioje busenoje ir nesuvienodina visy savo sukiniy [6]. Taip veikiantis modelis daznai vadina-
mas rinkéjo modeliu su triukSmu (angl. noisy voter model) [21]. Remiantis detalaus balanso salyga
galima parodyti, jog tokiam rinkéjo modeliui tikimybiy pasiskirstymas apraSomas ne Bolcmano
skirstiniu, taciau pagal Beta skirstinj [22].

Kitas budas apraSyti rinkéjo modelj (su triukSmu) yra jsivedant Suoliy tarp buseny spartas. Ta-
riant, kad kiekvienas populiacijos agentas gali biti vienoje i§ dviejy buseny, o jy populiacijos yra
atitinkamai X ir N — X. Galima jsivesti Suoliy j ir i$ Siy buseny spartas, kurios buvo pasiulytas Kir-
mano modelyje [17]. Toks formalizmas dar Zinomas kaip vieno Zigsnio (angl. one-step) procesy

apraSymas:

p(X—= X+1)=n"At = (N - X)un(X, N)At,
p(X—> X—-1)=n"At =Xuy (N - X,N)At,

(15)
¢ia n~, 7wt Zymi vieno Zingsnio spartas, At yra pakankamai trumpas laiko intervalas, per kurj turéty

biiti tikétinas jvykti tik vienas Suolis tarp biiseny. Sios lygtys aprafo rinkéjo modelj tuomet, kai

parenkamos specifinés p12, 1o sparty iSraiSkos [18,23]:
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hX
M12 =0 + —,

N
h(N - X) (16)

N b

¢ia o yra savaiminj agenty judéjima tarp buseny apraSantis parametras, primenantis triuk§Sma (pagal

MH21 =0 +

originaly apibrézima straipsnyje [21]), o & yra aplinkos nulemtas (angl. peer-pressure) judéjimas
tarp buseny. Pastarasis taip pat apraSo ir aplinkos poveikio sparta, todel ji galima jtraukti j A narj.
Tuomet iSraiSkg galima suprastinti jsivedant apibendrintg parametra € = o /h, kuris priklausomai
nuo to ar yra didesnis (maZesnis) uz 1 nusako, kuris agenty Suoliy tipas dominuoja. Tokiu budu

gaunamos bendresnés Suoliy tarp dviejy buseny sparty iSraiskos:

= (N-X)(e+X),
n =X(e+ [N - X]).

(17)

Galutiné sparty forma gaunama darant prielaida, jog sistema yra termodinaminéje riboje (x —
X /N), tuomet:

at=(1-x) (%+x),

ﬂ_:x(%+[l—x]).

Taip pat reikalingas ir laiko skalés pakeitimas, taigi (18) spartos susiejamos su vieno Zingsio ope-

(18)

ratoriais Sitaip:
p(X— X £1) = N*n*(x)Ar. (19)

Vieno Zingsnio, arba paprasciau pavadinant Suoliy j ir iS busenos (angl. entry-exit), spartos gali

buti modifikuojamos jvedant | modelj (ne)ekstensyvuma [19,24]:

" =(N-X) (e+%),

[N - X]
)

(20)
=X (e +

kur a yra parametras apraSo kokj svorj savo aplinkai suteikia rinkéjas. Priklausomai nuo parametro
vertés @ gaunami ekstensyvis arba neekstensyviis modelio atvejai. Neekstensyviu atveju (a = 0)
modelio verciy skirstinys nepriklauso nuo visos populiacijos dydzio N, o ekstensyviu (a = 1) atveju
- priklauso. Rinkéjo modeliui su triukSmu (t.y. parinkus (16) lygtyse o # 0) gaunamas stacionarus

verciy skirstinys yra pasiskirstes pagal Beta skirstinj [20, 22]:

[(er +e)
['(e)I'(e2)

kur I' Zymi Gama funkcija, o €1, €; Zymi (skirtingas) Suoliy spartas j pirmg ir antraja busenas.

Psr(x) = x4 (1 —x)e (21)
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2.2.2 Erdvinis rinkéjo modelis ir konkuruojanti dinamika

Kadangi nemazai empiriniy duomeny pasiZymi pasiskirstymais pagal Beta skirstinj (pavyz-
dZiui, Zr. nuorodas [20] straipsnyje), todél rinkéjo modelis yra tendencingai iSplétotas jtraukiant
sudétingesnius sgveikos mechanizmus [6,25]. Modelio patobulinimai daugiausia sutelkti j sgveiky
tarp agenty (ar jy buseny) tikslinima. Sistemos busenos kitima galima asocijuoti ne tik su agenty
vidiniy savybiy kaita (pavyzdZiui, nuomonés), bet ir su agenty judéjimu erdvéje, pavyzdZiui, at-
sizvelgiant j migracijg arba kasdienj keliavimg j ar i§ darbo [2]. Nuomoniy dinamikos poZiuriu
didelio masto (pvz., prezidento pozicijai uzimti) rinkimai vyksta retai, taCiau turi didelj detalu-
ma erdviniu poZiuriu. AtsiZvelgimas j tokius reiSkinius i principo jveda j modelj nauja dinamika,
kuri analogiSkai atitinka Izingo modelio Kawasaki dinamikg. Modelis su tokio tipo dinamika yra
pasiulytas [3] ir vadinasi erdviniu rinkéjo modeliu.

Erdviniame rinkéjo modelyje modeliuojama N agenty populiacija pasiskirsciusi per M erdviniy
vienety, kuriame kiekvienas agentas gali buti 7" skirtingy tipy. Kiekvienas erdvinis vienetas turi
bendra agenty talpa C. Tokiam modeliui parenkamos Suoliy tarp buseny spartos, kurios leidZia

agentui pakeisti jo erdvinj vieneta (bet ne tipa):

(k) ( (m) (m)) C e _
X e+ X i#j,k=m,N; <C
e j / 22)
0 kt. atvejais,

kur v(‘_’] ™ Zymi k tipo agenty Suolio spartg i§ i erdvinio vieneto j j, o Xl.(k) Zymi k tipo agenty po-
puliacija i erdviniame vienete. Visos spartos €(X) yra vienodos tam pagiam agenty tipui. Si i3raiska
yra tokia pati kaip ir (17) lygtyse, todél modelj galima laikyti rinkéjo modelio iSplétimu, o modelio
erdvinio vieneto pasirinktam tipui populiacijos Xl.(k) skirstinys yra pasiskirstes pagal Beta binominj
skirstinj [3].

Sio modelio %uolio j ir i§ bliseny spartos gaunamos atsiZvelgiant j visas galimybes patekti j

pasirinkta erdvinj vieneta ir iSeiti if jo:

M

=3 = (V0 - x ) (94 xP), (23)
=1
M
v =Yy = x® ((M ~1)e® 4 (N(k) - Xl.(k))) : 24)
=1

Sio modelio spartos €%) ir (M — 1)e'®), kaip ir rinkéjo modelio atveju lygytyje (21), charakteri-
zuoja agenty populiacijos Beta binominio skirstinio parametrus « ir 3. Sios israi¥kos visai modelio
dinamikai atitinka rinkéjo modelio 7*(x) spartas lygtyse (17).

Konkuruojancios dinamikos jvedimas j tokiu budu spartomis apraSyta modelj nereikalauja jsivesti
papildomo tikimybés kintamojo (kaip sukininio modelio atveju), kadangi modeliuojama sistema yra
tolydaus laiko. Jeigu naujai jvesta (busenos kitimo) sparta taip pat yra palyginama savo dydZiu su
esama migracijos sparta formuléje (22), tuomet modelj galima sékmingai modeliuoti su Gillespie

algoritmu. Naturaliausias budas papildyti modelj yra su tokios pacios formos kaip ir lygtyje (16)

12



spartomis:

/lkl_—;Jm _ Xl.k (,u(m) +X](.m)) i=j,k#+m 25)
0 kt. atvejais.
Siuo atveju nereikia taikyti erdvinio vieneto talpos apribojimo, kadangi kei¢iantis agenty tipui bend-
ras agenty skaiCius esantis viename erdviniame vienete nesikeicia. Modelio schema detalizuojant
abiejy tipy Suolius tarp buiseny pavaizduota 3 paveiksle.
Modelio su konkuruojancia dinamika Suoliy j ir iS buseny spartos gaunamos tokiu paciu budu

kaip ir erdviniame rinkéjo modelyje. Suoliui j agento tipg k erdvés vienete i iSraiska:

+77 _ f:)nk Z /lm—>k
J= (26)
= (N(k) - Xl(k)) ( *) 4 X(k)) (Ni - Xl.(k)) (,u(k) + Xl-(k)) :

kur N®) Zymi sistemoje esanciy k tipo agenty skaiciy ir V; Zymi i-ojo erdvés vieneto agenty skaiciy.

Atitinkamo atvejo Suolio i§ biisenos sparta lygi:

:{:Vrﬁj :E:/lk—ém

= X (M = De® + (VD - x 1)) 4+ X0

(27)

T
S+ (N - X9
m#k

Sios formos israigkos skiriasi nuo gaunamy erdviniame rinkéjo modelyje - jy nesigauna apibendrinti
i (23) ir (24) lygciy forma. Norint iSraiSka sutraukti reikéty daryti prielaida apie sary$j tarp nariy
N® _x l.(k) (agenty skaicCius kituose erdviniuose vienetuose) ir N; — X l.(k) (kito tipo agenty skaicius
tame paciame vienete), taciau vienareikSmiam sarySiui surasti tarp Siy nariy dabartinés prielaidos
nepadeda.

Gautos sparty iSraiSkos (26) ir (27) atskleidZia kit analizés kampa - kaip kinta agenty populia-
cijos atsizvelgus j su migracija susijusia populiacija N (%) bei su basenos kitimu susijusig populiacija
N;. Tiesiogiai tai iSanalizuojama Zvelgiant j dydZziy Xl.(k) JNX) iy Xl.(k) /N; tikimybés tankio skirsti-

nius.

2.2.3 Rangy dinamika erdviniame rinkéjo modelyje

Greta stacionariy agenty populiacijos tikimybés tankio skirstiniy [3] autorius taip pat pristato ir
rango-dydZio skirstinius. Rango-dydZio analizé yra daznai sutinkamas empiriniy désniy apibend-
rinimas susiejant sistemos jvertj (metrika, dydj) su jos rangu, t.y. eilés numeriu rikiuojant jverc¢ius
didéjimo ar maZzéjimo tvaka. Vienas Zinomiausiy pavyzdZiy yra Zipf désnis, pagal kurj saraSo ele-
mento rangas ir jvertis (dydis) yra susij¢ laipsniniu désniu [26]. Pagal [3] rango-dydzio skirstiniai
erdviniam rinkéjo modeliui nebutinai yra laipsninés funkcijos, ta¢iau yra praktiskai stacionarus.

Nors skirstinai yra stacionarus, taciau pasirinkto erdvinio vieneto rangas ir jvertis laikui bégant
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Erdviniai vienetaii=1, ..., M

0—*1 O
Ao—o ol

CZ—O O """ _—

Agenty tipai
k=1,.,T n

— \ AN S \ /

3 pav. Konkuruojancios dinamikos erdvinio rinkéjo modelio Suoliy tarp erdviniy vienety ir agenty
tipy vizualizacija. Tik vienas i§ pavaizduoty Suoliy vyksta vienu laiko momentu, Suolio metu pakinta
iSskirtinai tik agento tipas arba agento erdvinis vienetas. Juodai apibréZti stulpeliai Zymi erdvinj
vienetg, kuriam taikomas talpos parametras C, vienodas visiems erdviniams vienetams. Agenty
tipy skaiciui viename erdviniame vienete talpa néra ribojama.

gali kisti. Tokiu atveju atsiranda prasmé kalbéti apie rangy laikine dinamika [4,5]. Dauguma realiy
sistemy pasiZymi rango kitimu bégant laikui, tai gali priklausyti nuo laiko skalés - miesty popu-
liacijos dydziai kinta per Simtmecius, o klausomiausiy dainy, interneto svetainiy lankomumo, ligy
sergamumo rodikliai gali keistis gerokai grei¢iau. Tokios ranginiy sistemy savybés yra apibendri-
namos keliomis charakteristikomis - sistemy atvirumu ir ranginio sgraSo atsinaujinimo sparta [4],
rango arba jvercio stabilumu laiko eilutéje [S].

Pagal empirinius duomenis yra pasiilyti du modeliai apibendrinti laikinei rangy dinamikai -
vienas remiasi rango tikimybés tankio aproksimavimu pagal Fokerio-Planko lygtj [5], kitas rango
kitimo trajektorijas aproksimuoja pagal LanZeveno tipo lygtj [5]. Bendras abiejy modeliy vardiklis
yra tas, jog empiriniy duomeny rangy dinamikai apraSyti galima rasti vieno kintamojo stochasting
diferencialing lygtj, kuri tikimybiniu poZiuriu apraSo rango kitima laikui bégant neatsiZvelgiant j
jvertj. Siuo poZiiiriu galima pastebéti, jog empiriniy duomeny rango-dydZio skirstiniai yra gerai ap-
roksimuojami vienmaciu Markoviniu procesu, kadangi lygciai uzrasyti pakanka vienos dimensijos
kintamojo, neatsizZvelgiant j likusig sistemos konfigiiracijg. Tai yra neintuityvus rezultatas vertinant
tai, jog toks matas kaip rangas yra labiau priklausomas nuo likusios sistemos konfiguracijos negu

sistemos jvertis.
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2.3 Vienmatis stochastinis procesas
2.3.1 Aprasymas Fokerio-Planko lygtimi

Analizuoti erdvinj rinkéjo modelj Zvelgiant i§ mikroskopinio modelio perspektyvos yra sudétinga
- didéjant erdviniy vienety ir agenty tipy skaiciui sistemg apraSanciy lygciy skai¢ius buty pernelyg
didelis, jog modelis buty iSsprendZiamas analitiSkai. Todél optimaliau sistemg uZraSyti makroskopiniy
lygciy pavidalu, Fokerio-Planko lygtimi, kaip tai padaroma [18] pagal gimimimo-mirties apraSy-
ma. Jeigu jmanoma Fokerio-Planko lygtj uZraSyti vienam kintamajam, tai yra vienam agenty tipui
erdviniame vienete, tuomet tai yra stochastiniu pavidalu apraSomas vienmatis procesas.

Pagal [27] stochastiniai vyksmai gali biiti apra$omi bendresne diferencialine Capmano-Kolmogorovo
lygtimi, kuri jskaito trijy tipy stochastinius vyksmus - Suolius, dreifg ir difuzija. Daugiamaciu atve-
ju dreifas yra vektorinis, o difuzija - tenzorinis dydis. Fokerio-Planko lygtis gaunama atvejais kai
nevyksta Suoliai, taCiau pasireiSkia dreifas ir difuzija, tokia lygtimi apraSomos kintamyjy tikimybés
tankio trajektorijos yra tolydzios. Darant prielaida, kad analizuojamas erdvinis rinkéjo modelis yra
nagrinéjamas termodinaminéje riboje, agenty populiacijos dalies kintamasis x = X /N yra tolydus,

o Suoliy procesai Sioje riboje nevyksta, kadangi pagal (15) vyksmy (Suoliy tarp buseny) spartas
vykstantis pokytis pakeicia agenty tipo erdviniame vienete populiacija per 1 agenta.

Fokerio-Planko lygtis i§ esmés yra agenty tipo populiacijos erdviniame vienete tikimybés tankio
skirstinio judéjimo lygtis [28]. Erdviniame rinkéjo modelyje ji gali biti iSvedama i$ pagrindinés

kinetinés lygties, uZraSant ja per vieno Zingsnio operatoriy formalizma [18]:

0
5 P0n1) = N*[(E - ) (™ (x)p(x,1)) + (E™ = 1) (n" (x)p(x,1))] , (28)

kur x Zymi agenty populiacijos dalj,  Zymi sistemos laika, p(x,7) Zymi tikimybés tankj, 7*(x) yra
Suoliy j ir i§ blisenas operatoriai (pavyzdZiui, kaip (18) lygtyse), o E ir E™! Zymi vieno Zingsnio
operatorius. Narys N2 randasi dél to, jog pereinama nuo diskre¢iy Suoliy tarp biiseny sparty prie
tolydziy [18]. Pasinaudojant jy apibréZimu ir juos iSskleidus baigtiniu Teiloro eilutés skleidiniu:
Ax* &

_ Ax2 d?
"] = flx— Ax) = f(x) — Ax— f(x) + =73/,

o Siuos skleidinius pritaikius pagrindiné€je kinetingje lygtyje (28) gaunama nauja jos iSraiSka:

E[f(x)] = f(X+AX)~f(X)+Ax Jx) +—
(29)

o 2
e [(ﬂ (x) =7~ (x))p(x, 1))] + 56_ [(7*(x) + 77 (x))p(x, 1))] , (30)

pagal kurig dreifo ir difuzijos nariai yra lygus:

DW(x) = N(x*(x) = 7~ (x))

31
DP (x) = 77 (x) + 1~ (x). GD

Siy nariy iSraiSkos erdviniam rinkéjo modeliui su ir be konkuruojancios dinamikos gaunamos
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pasinaudojant Suoliy tarp buseny iSraiSkomis (23) - (27) lygtyse. Erdviniam rinkéjo modeliui dreifo

ir difuzijos nariai jgyja forma:

k k k
D) =N [ )] =
=N [e® (N0 - xPm)|
1 9

D(z)(Xl.(k)) — Vi(f) 40

i—
2
= BN ® 4 x B (2 N 4 B (p1 - 2)) —2 (Xl.(k)) .

(32)

Kaip ir klasikinio rinkéjo modelio atveju dreifas yra tiesiskai priklausantis dydis, o difuzija - antros

eilés polinomas. Konkuruojancios dinamikos atveju iSraiSkos keblesnés:

+

N () S )

N[ <k>N<k>+ u(k)N) x®
L (33)

DA (x{Y) = nf +"nf =

M T
2
= (E(k)Nu«) +l~l(k)Ni) —x® Z e 4 Z“U) _9 (N(k) _ Ni) 4 (Xi(k)) ,
=1 I=1

taCiau matyti, jog difuzija ir dreifas vis vien yra 1-o0s ir 2-os eilés polinomai. Priklausomai nuo
savaiminiy Suoliy sparty € ir u parinkimo, simetriniu atveju nariai Zf‘;’ 1 e ir Z,-Tzl u®) pavirsta i
MeirTu.

Fokerio-Planko lygtis yra patogus pavidalas analitiniams tyrin¢jimams, ta¢iau N*) ir N; narius
iSprastinti analitiSkai kebloka. Tokiu atveju galima uZsiimti skaitmeniniu modeliavimu, o tam pa-
togiau turéti stochastine diferencialing lygtj. Si transformacija yra atliekama remiantis Ito formule,
kuri nusako kokia lygtimi yra apraSoma funkcijos stochastiné diferencialiné lygtis. Pagal Sig lygtj
gaunamas rezultatas, jog difuzijos ir dreifo nariais apraSomas procesas yra ekvivalentus stochas-
tinés diferencialinés lygties ir Fokerio-Planko lygties formose [27], tokia transformacija naudojama

skaitmeniniuose rinkéjo modelio simuliacijose [19,20]. Stochastiné diferencialiné lygtis yra pavi-

dalo:
dx = DWW (x)dt + /D@ (x)dW, (34)

kur A(x) Zymi dreifo koeficienta, B(x) Zymi difuzijos koeficientag, o dW yra Wiener’io procesas,
atitinkantis atsitiktinio triukSmo kintamajj (Zr. 3.3 skyrelj).
2.3.2 Pirmojo kirtimo ir grjZimo laikai

Paprasciausias vienmacio stochastinio (o kartu ir Markovinio) proceso pavyzdys yra atsitiktinis
klaidZiojimas vienoje dimensijoje. Diskreciu atveju atsitiktinio klaidZiojimo pavyzdys yra Suolia-

vimo procesas (angl. hopping-process). Tiek diskreCiu, tiek tolydZiu vienos ar daugiau dimensijy

16



(a) (b)

. M ; NWNWA |
el A NW V\W
Y s

t t

4 pav. Kintamojo x laiko 7 eiluté. (a) paveikslo dalyje vaizduojami pirmojo grjZzimo laikai Az; - kai
kintamojo verté kerta arba yra lygi ribinei vertei (Zymima juoda brukSniuota linija). (b) paveikslo
dalyje vaizduojami pirmojo kirtimo laikai - laikas A#;, per kurj kintamojo verté nuo vienos ribinés
vertés pereina prie kitos (Zr. juodas bruk$niuotas linijas).

atveju galima parodyti, jog asimptotiSkai Sio klaidZiojimo pirmo kirtimo ar grjZimo laikai turi spe-
cifinés formos skirstinj [29]. Pirmojo kirtimo ir griZimo situacijos vizualiai pateikiamos 4 paveiksle.

Atsitiktinj Suoliavima (diskrety klaidZiojimg) vienoje dimensijoje galima apibreéZzti Sitaip:

P(x,t+1)=pP(x—-1,t)+qgP(x+1,1), (35)

kur P(x,t) Zymi tikimybe dalelei buti vietoje x laiko momentu ¢, o p ir ¢ Zymi spartas Suoliui
j vieng ar kita kryptj. [29] parodoma, jog nepriklausomai nuo Suolio proceso detaliy, tikimybés

tankio skirstinys tokiems procesams yra Gauso skirstinio formos. Simetriniu Suoliy sparty atveju:

P()C, t) N ;e—(x—(x>)2/2t(x2>. (36)

V27t {x?)

Tai yra rezultatas atsirandantis dél centrinés ribinés teoremos. Rezultatas galioja su vienintele saly-
ga, jog dydziai (x?) ir (x) yra baigtiniai. Visi §ie procesai gali biti ilgo laiko riboje apibiidinami
kaip difuziniai procesai [29].

Asimptotinis Markovo proceso pirmojo grjzimo laiky skirstinys iSvedamas pasinaudojant iSgy-

venimo tikimybés ir generuojancia funkcijomis. Generuojancios funkcijos apytikslé forma [29]:

P(0,7) ~ / P(0,1)z'dr o / (4nD1)" %7 ds, (37)

kur P(0, z) yra generuojanti funkcija, o z yra kintamasis gaunamas po Laplaso transformacijos. Ka-
dangi daroma prielaida, jog tikimybés tankio skirstinys lemiamas difuzijos, procesui galima parinkti
norimg dimensija d. Generuojanti funkcija savyje turi visg informacija apie sistemos asimptotinj
veikimg ir ja galima susieti su iSgyvenimo tikimybe - tai yra tikimybé S(¢), kad iki laiko momen-
to ¢ dalelé nepasiekia barjero arba grjZimo taSko. Gaunamas tikimybés tankio skirstinys skirtingo

matiSkumo stochastiniams procesams [29]:
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14272 g <2
0S(1)
oC

F(0,t) = ——a ﬁ d=2. (38)

R BS)

I§ &ia matyti, kad vienos dimensijos atveju gaunamas r=>/2

proporcingumas. Rezultatai pirmojo
kirtimo (grjzimo) laiky vidurkiui gauti taip pat yra aptariami ir [27,28,30], kadangi tai yra panaSaus

pobudZio uZdavinys lyg sprendziant Fokerio-Planko lygt;.
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3 Tyrimo metodika

3.1 Gillespie algoritmas stochastiniy vyksmy modeliavimui

Skaitinis eksperimento modeliavimas yra atliekamas remiantis Gillespie algoritmu [31]. Algo-
ritmas remiasi stochastiniu pastovios spartos proceso modeliavimu. Siame darbe Gillespie algorit-
mas jgyvendinamas remiantis tiesioginiu metodu (angl. direct method), kuris buvo pasiulytas [31].

Pats algoritmas veikia su prielaida, jog tolydzioje laiko skaléje vyksta diskretus jvykiai su pa-
stoviomis spartomis tarp Siy jvykiy - tokiu budu modeliuojami Puasono Suoliy procesai (angl.
Poisson jump processes) [32]. Naudojamas tiesioginis metodas remiasi Puasono procesams galio-
jancia superpozicijos savybe. Tai reisSkia, jog tarpusavyje saveikaujanciy Suolio procesy rinkiniui
i €{l,2,...K}, ¢iai Zymi procesa, o K Zymi procesy skaiciy, galioja savybe:

K
A=A, (39)
i=1
kur A; Zymi i-0jo proceso spartg, o A Zymi procesy ansamblio spartg.

Pagal §j metoda jgyvendinti algoritmo Zingsniui (vienam jvykiui) tereikia sugeneruoti du to-

lydZiai pasiskirsCiusius dydzius intervale [0, 1). Vienas panaudojamas sugeneruoti laikui iki kito

jvykio pagal atvirkstinj rinkiniy sudarymo metodg (angl. inverse sampling method):

—Inu
A 2
kur 7 Zymi laikg iki kito jvykio, u yra tolygiai pasiskirstes atsitiktinis dydis. Kitas atsitiktinis dydis

T =

(40)

reikalingas apspresti procesui 7, kuris sugeneravo §j jvykj:

II; = Xl (41)

¢ia Il Zymi tikimybe jvykti procesui i. Tolygaus atsitiktinio dydZio verciy intervalg suskaidZius pro-
porcingai pagal I1; vertes galima pagal atsitiktinio dydZio verte nuspresti, kuris procesas sugeneravo
ivykj po laiko 7.

Programos kodas skaitiniams eksperimentams atlikti buvo pritaikytas pagal erdvinio rinkéjo
modelio autoriy koda [3]. Skai¢iavimy paspartinimui ir tikslumui pagerinti modelio parametry
vertés yra diskrecios (sveiko skaiciaus) - modelio spartos sugeneruojamos kaip diskretus skaiciai

siekiant iSvengti su trupmeniniy skaiciy skai¢iavimais susijusiy netikslumy.

3.2 Naivus Beta binominio skirstinio aproksimacijos algoritmas

Konkuruojancios dinamikos modelio spartos (26) ir (27) neleidZia nuspéti ar agenty popu-
liacijos skirstinys atitinka Beta binonimj skirstinj. O tokiu atveju jei skirstinys atitinka - kokios
parametry « ir S vertés. IS erdvinio rinkéjo modelio Zinoma, jog « ir B vertés yra tiesiogiai susiju-
sios su tiesinés migracijos sparta €. Skirstinio prielaidai esant teisingai konkuruojancios dinamikos

atveju galima nustatyti sary$j tarp formos parametry ir € su u.
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Siame darbe néra tikrinama Beta binominio skirstinio hipotezé (kurig galima patikrinti remian-
tis neparametriniu Kolmogorovo-Smirnovo testu), taciau pasinaudojant Beta binominio skirstinio
savybémis yra jvertinami galimi formos parametrai. Zinoma, jog Beta binominio skirstinio momen-
tai (pavyzdZiui, vidurkis) ir variacija yra susije su formos parametrais @, 8 ir bandymy skaiciumi

N. Siy dydZiy iSraiskos:

Mvia = Np, (42)

2 a+pB+N
=Np(l-p)————-, 43
o =Np( p)a+ﬁ+1 (43)

kur p yra lygus:
a

= . 44
P=05 5 (44)

Siuos du dydZius nesudétinga nustatyti i§ skaitinio eksperimento gaunamy rezultaty. Taigi i%-

sprendus dviejy lygciy sistema gaunamos iSraiSkos formos parametrams:

2 3 2
_ Nitiq = Big = Bvid®

a , 45
:u%id_N,uvid_No_z )

N
ﬁ:a(ﬂ.d—l). (46)

nsn

Tokiu budu gaunama « verte atitikty sparta "j" busena, o parametro S verté - sparta "i$" busenos.
Sitokia aproksimacija yra tiksli tik tais atvejais kai prielaida, jog skirstinys atitinka Beta binominj,

yra teisingas.

3.3 Aproksimacija vienmaciu stochastiniu procesu

Klasikiniame rinkéjo modelyje, apraSomame spartomis (16), galima pastebéti, jog egzistuo-
ja dvi busenos - viena apibudinama agenty populiacija X, o kita yra likusi busena uZimta agenty
N — X. Tokiai sistemai stochastinis apraSymas yra tikslus vienmaciu atveju, tai reiSkia uZtenka
Zinoti vienos busenos agenty populiacija ir, nepriklausomai nuo likusios sistemos detalios kon-
figuracijos (klasikiniam rinkéjo modeliui ji Zinoma kaip N — X), galima pilnai apraSyti procesa.
Erdvinio rinkéjo modelio atveju $i savybe iSlieka - pagal (23 - 24) lygtis galima pastebéti, jog Suo-
liai j biiseng ir i3 jos jgyja ekvivalencig formg rinkéjo modeliui. Si forma leidZia likusig sistemos
konfigiiracija apibudinti dél e sparty simetrijos. Kita vertus, erdviniame rinkéjo modelyje su kon-
kuruojancia dinamika dél skirtingy tipo ir erdvinio vieneto populiacijy dydZiy Sios spartos nebéra
klasikinio rinkéjo modelio formos.

Norint nustatyti ar konkuruojancios dinamikos rinkéjo modelis tiksliai apraSomas vienmaciu
stochastiniu procesu jam sukonstruojama atitinkama Fokerio-Planko (arba ekvivalenti stochastiné
diferencialiné) lygtis. Tai atliekama suskaiciuojant Kramers-Moyal skleidinio koeficientus, kurie
yra begalinés Fokerio-Planko arba stochastinés diferencialinés lygties koeficientai, atitinkantys drei-

fa, difuzija ar aukStesniy eiliy narius [28]:
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DO(X) = — ([l + A = ¥ o @)

¢ia X Zymi nagrinéjama kintamajj, x(¢) yra jo realizacija laiko momentu ¢, D (X) yra n-tos eilés
Kramers-Moyal koeficientas. Jeigu nagrinéjamas stochastinis procesas yra aprasomas baigtine Kol-
mogorovo (pvz., Fokerio-Planko) lygtimi, tuomet jo dinamikai apraSyti uzteks jskaityti tik pirmus
du, dreifo ir difuzijos, narius [33].

Jeigu dinamikoje pasireikSty difuzijos ir Suolio procesai, pavyzdZiui, Suolinés-difuzijos lygty-
se, pilnam proceso apraSymui reikéty atsizvelgti j aukStesnés eilés narius, pavyzdZiui iki 6-os ar
aukstesniy eiliy [34]. Pastarajame straipsnyje pateikiamas metodas iSreikSti gaunamo skirstinio mo-
mentus M; per Kramers-Moyal skleidinio koeficientus (ir atvirk$¢iai). PavyzdZiui, Suolinei difuzijos

lygCiai:
dX = —aXdt + bdW () + cdJ (1), (48)
antros eilés momentas (variacija) buty gaunama pagal lygtj:
My =2AtD® + AP (DW)?, (49)

o atitinkamas Sios eilés Kramers-Moyal koeficientas gaunamas:

D® = lim [M, — M}] (50)

n!At A—0

Bendros formos iSraiSka Kramers-Moyal koeficientams parodoma [34] pasitelkus Bell polinomus:
1 n
D (X, A) = —— 3" (= 1)k = 1)!Byi (M1, Ma, ... My i), (51)
n!At = ’

kur B, x Zymi Bell polinoma.

Radus Siuos koeficientus, toliau reikia spresti stochasting diferencialing lygtj, kokia uZraSyta
(34) iSraiSkoje. Vienas budy lygciai spresti yra Eulerio-Marujamos metodas detaliau apraSytas [35].
Tai paprasciausias Teiloro aproksimacijos su stipriu konvergavimu sprendinys. Diferencialiné lygtis

(34) pakeic¢iama j tokios formos skirtumin¢ lygtj:
Yor1 =Y, +aAt + bDAW, (52)

kur ¥, yra modeliuojamos eilutés verté, Az atitinka diskretizuota laiko intervala, o W yra Wiener’io
procesas, kuris kai kuriuose darbuose vadinamas standartiniu Brauno judéjimu - jo poky¢iy vidurkis

lygus 0 ir standartinis nuokrypis yra VAr.
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4 Rezultatai

4.1 Agenty populiacijos skirstiniai nekonkuruojancios dinamikos atveju

Erdvinis rinkéjo modelis be konkuruojancios dinamikos pasiZymi pagrindinémis klasikinio
rinkéjo modelio savybémis - jy stacionarus skirstinys yra tas pats ar stebint rinkéjo modelio buiseng
ar vieng erdvinj vieneta erdviniame rinkéjo modelyje. Erdvinio modelio atveju agenty populiacijos
tikimybés tankio skirstinys atitinka Beta binominj skirstinj ir jo formos parametrai « ir § priklau-
so nuo spartos €. Prie§ papildant modelj konkuruojancia dinamika, galima analizuoti kokj poveikj
turéty migracijos proceso pakeitimas analogiSkai apbiréZtu buisenos kitimo procesu pagal (25) lygt;j.
Modeliui su busenos kitimo procesu gaunamas analogiSkas rezultatas - S formos parametro verté
priklauso nuo pastoviy biisenos kitimo sparty u. Si priklausomybé matoma (27) iSraiskoje ir pa-
vaizduota 5 paveiksle.

Spartos i§ busenos migracijos pasiZymi tokia pacia interpretacija busenos kitimo atveju. Migra-
cijos atveju sparta yra sumine sparta agentui persikelti j kitg erdvinj vieneta. Kadangi persikeliant
j erdvinj vienetg agento tipas k nepakinta, Si sparta jgyja tik proporcingumo koeficienta, ji lygi
(M — 1)) Kita vertus biisenos kitimu atveju - tai suminé sparta agentui pakeisti tipg. Si suma
priklauso nuo agenty tipy 7" skai&iaus ir kiekvienam agenty tipui parinkty proporciniy sparty u,
kur m # k. Taip jvestos busenos kitimo spartos yra vienodos erdviniams vienetams, bet skirasi

agenty tipams, kaip ir migracijos spartos.

(a) (b)
10 10°
u©=0.05 & a=0.05, & B=0.05, u©=0.05 & u2 =15,1.5 & a=0.05, & f=2.94,
u©Y=0.15 & a=0.15, & B=0.15, u©=0.15 & p2=15,1.5 & a=0.15, & p=2.98,
104 — u©1=0.3 & a=0.30, & B=0.30, 102 — u©=03 & p?=15,15 & a=0.30, & B=2.94,

— u©=2.0 & a=2.01, & B=2.01,
H© =30 & a=3.01, & B=3.01,
WO D=4.0 & a=4.01, & B=4.01,

— u©=05 & pt?=15,1.5 & a=0.50, & B=3.01,
H@=1.0& p*»=15,15 & a=1.00, & B=2.98,
HO=15& p12=15,15 & a=1.48, & B=2.96,

H
0 100 200 300 400 500 [ 100 200 300 400 500 600
X3 X5

5 pav. Pirmo agenty tipo pirmajame erdviniame vienete populiacijos tikimybés tankio skirstinys.
Modelis tik su busenos keitimo dinamika (migracijos spartos prilyginamos nuliui). (a) paveiksle
pavaizduotas atvejis su modelio parametrais 7 = M =2, N = C = 1000, (b) paveiksle pavaizduotas
atvejis T =3, M =2, N = C = 1200. Kiekviena kreiv¢ atitinka eksperimentus su skirtingomis u

vertémis (Zr. legendg), juodos briksSniuotos kreivés atitinka naivaus modelio aproksimacijg (formos

parametrai pateikiami legendoje). Sparta iS buisenos kokybiskai atitinka ; <k um verte.

Vieno agento tipo erdviniame vienete (X(()O)) skirstinys tinkamas apraSyti bendras modelio savy-
bes, taciau jis neparankus atskleisti skirtumy tarp migracijos ir busenos kitimo dinamiky. 5 paveik-
sle vaizduojamos kreivés gali buti gaunamos modeliui su migracija parinkus panaSius parametrus.
Kyla natiiralus klausimas - koks skirtumas tarp migracijos ir biisenos kitimo procesy? Siuos proce-
sus apraSanciy sparty forma itin panasi (Zr. iSraiSkas (22) ir (25)) bei tokie skirstiniai kaip 5 paveiksle

atkartojami abiejy procesy atvejais.
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(a) (b)

— u®=0.05, 0.05
u1=0.15, 0.15
— u%=0.3,03
u=0.5, 0.5
u®=1.0, 1.0
— u®=15,15
— u®=20,2.0

P(XGIN®)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
XQINo XQINO

6 pav. Normuoti pirmo agenty tipo pirmajame erdviniame vienete skirstiniai. Modelis tik su busenos
keitimo dinamika (migracijos spartos prilyginamos nuliui). Visos kreivés su eksperimento paramet-
raisT = M =2, N = C = 1000, busenos kitimo spartos dviem agenty tipams pateiktos legendoje.
(a) paveiksle pavaizduotas normavimo j erdvinio vieneto populiacijg atvejis (b) paveiksle pavaiz-
duotas normavimo j agento tipo populiacijg atvejis.

Skirtumus j7velgti galima analizuojant kitokio tipo skirstinius - Xéo) /N jr Xéo) /No. Siuos
skirstinius atitinkancios kreivés pateikiamos 6 ir 7 paveiksluose. RySkiausiai pastebima Siy skirstiniy
savybé - priklausomai nuo proceso pobudzio vienas skirstinys jgyja forma, kuria jgyty Beta bino-
minis skirstynis agenty populiacijai, o kitas pasiZymi sudétingesne forma - su papildomu iskilimu
ties 0.5 verte. PavyzdZiui 6 paveiksle (busenos kitimo atvejis) normavimo j erdvinj vieneta atve-
jis atitinka agenty populiacijos (Xéo)) skirstinio forma, o normavimas j agenty tipo populiacija turi
kitokig forma.

Skirstiniy formos pakinta dél to, jog, priklausomai nuo proceso, erdvés arba tipo populiacija
jgyja fiksuota reikSme. Busenos kitimo dinamikos atveju agenty populiacija erdviniame vienete Ng
nekinta, taigi atitinka Beta binominio skirstinio atvejj, kai No = N /M. Toks pats argumentas galioja
migracijos atveju - populiacija vienam agenty tipui nekinta ir lygi N O = N/T.

I8kilusios linijos atsiradimas yra susijes su tuo, jog vienam i$ populiacijos dydZiui (pavyzdZiui,
erdvinio vieneto) nekintant, dydZziai Xéo) ir Xél) yra tarpusavyje nepriklausomi. ISkilusi sritis pa-
dalija skirstinj j dvi simetriSkas dalis. Pradinéje busenoje atvejui 7 = M = 2 tiek erdvinio vieneto,
tiek agenty tipo populiacijos poZiuriu agentai pasiskirste lygiai, todél rezonansiné linija matyti ties
0.5 verte. Kintant 7 dydZziui, papildomos linijos atsirasty ties 1/¢, kiekvienai vertei r € {2,3,...,T}.
AnalogiSkas rezultatas galioja M parametrui.

Pati iSkilimo forma yra nulemta busenos kitimo ar migracijos sparty dydZziy - kuo spartos di-
desnés, tuo daznesni atvejai kai daugiau agenty palieka pradinj erdvinj vieneta ar tipa. Nuo sparty
priklauso kraStutiniy atvejy, kai didZioji dalis agenty uzima vieng erdvinj vieneta arba tipa, daZnu-

mas.

4.2 Agenty populiacijos skirstiniy priklausomybé nuo modelio sparty kon-

kuruojancios dinamikos atveju

Analizuojant konkuruojanc¢ios dinamikos atvejus galima pradéti nuo simetrinio atvejo - parin-

kus parametrus 7 = M = 2 bei u® = €% Siuo atveju matyti, jog normalizuoti agenty populiacijos
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(a) (b)

— ¢%=0.05, 0.05
£9=0.15, 0.15

— £9=0.3,0.3
£#=0.5, 0.5
£9=1.0, 1.0

I — £W=15, 1.5

— £%=2.0,2.0

pxgme)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X8INo XQIN®

7 pav. Normuoti pirmo agenty tipo pirmajame erdviniame vienete skirstiniai. Modelis tik su migra-
cijos dinamika (migracijos spartos prilyginamos nuliui). Visos kreivés su eksperimento parametrais
T =M =2,N = C = 1000, migracijos spartos dviem agenty tipams pateiktos legendoje. (a) pa-
veiksle pavaizduotas normavimo j erdvinio vieneto populiacija atvejis (b) paveiksle pavaizduotas
normavimo j agento tipo populiacija atvejis.

—— £11=0.05, 0.05 & u1=0.05, 0.05 & €=0.05, & f=0.14,
192015, 0.15 & §¥1=0.15, 0,15 & a=0.15, & B=0.44,
0.3,0.3 & =031, & f=0.01,

0.5, 0.5 &a=0.49, & B=1.48,

8 pav. Normuoti (a, b) ir nenormuoti (c) pirmo agenty tipo pirmajame erdviniame vienete skirsti-
niai. Simetriniy sparty atvejis modeliui su konkuruojancia dinamika. Visos kreivés su eksperimento
parametrais 7 = M =2, N = C = 1000, migracijos ir busenos kitimo spartos pateiktos legendoje.
Juodos bruksninés linijos (c) grafike atitinka naivaus modelio aproksimacija Beta binominiu skirs-
tiniu.

skirstiniai yra vienodi nepriklausomai nuo normalizavimo j No ar N O (r. 8 paveikslo (a) ir (b)).
Kita vertus to paties paveikslo (c) dalyje pateikto Xéo) skirstinio forma skiriasi nuo pastaryjy - Sios
maksimumas pasislinkes j maZesniy verciy sritj. Jvertinus Beta binominj skirstinj naivios aproksi-
macijos modeliu gaunama eksperimento rezultatus kokybine prasme atitinkanti aproksimacija. IS
gauty verciy pastebima, jog formos parametras 8 pasizymi proporcingumu TM — 1 vertei. Sis dau-
giklis - tai suminis "kity" agenty tipy ir erdviniy vienety kombinacijy skaicius. Formos parametras 3
yra lemiamas Suoliy j kitas buisenas spartos, toks proporcingumas rodo efekting Suolio spartg j kitas
busenas lygia bet kuriai pasirinktai busenai. Tai neintuityvus rezultatas, nes apibréZtos Suoliy spar-
tos lygtyse (22) ir (25) tokiy Suoliy neleidZia. Jvertinus §j proporcinguma kitoms 7" ir M verciy kom-
binacijoms galima pastebéti, jog simetriSky sparty verciy formos parinkimas lemia agenty verciy
pasiskirtyma pagal Beta binominj skirstinj. Si priklausomybé pavaizduota 9 paveiksle.

Kita vertus jdomu iSsiaiSkinti kokj poveikj skirstiniams turi skirtingy € ir ¢ verciy parinkimas
pagal agento tipa. Viena vertus galima laikyti pastovias € vertes ir keisti visas u vertes (Zr. 11 pav.),
kita vertus galima keisti ¢ priklausomai nuo agento tipo (Zr. 10 pav.).

IS Siy pavyzdziy galima pastebéti, jog keicCiant u vertes pagrindinis pokytis jvyksta Xéo) /No
skirstinyje, kaip ir buvo pastebéta nekonkuruojan&ios dinamikos atveju. Atvejais, kai u(® # p(V
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9 pav. Naivaus modelio aproksimacijos formos parametro 8 verciy priklausomybés nuo sparty
u® = €% dydzio. Biisenos kitimo ir migracijos spartos simetriikos ir atitinka pateiktas 8 pa-
veiksle. Legendoje pateiktos skirtinas kreives atitinkancios 7" ir M eksperimento parametry vertés.
N vertes kiekvienai kreivei lygios 25 - T - M. Logaritminés aSys skirtos pabrézti santykiniams nuo-
krypiams nuo y = x atvejo, kuris pateiktas juoda bruksnine linija.

Sis pokytis keiciasi - pavyzdZiui, agenty tipui su didesne busenos pakitimo j §j tipg sparta skirstinys
jgyja didesnes tikimybes aukStesniy verciy skirstyje. Dél didesnés santykinés spartos tarp agenty
tipy pirmojo agenty tipo biisena yra daZniau pasirenkama. Sj efekta galima pastebéti 10 (a) paveik-
sle.

Padidinus € vertes ir tokiu paciu budu keiciant yu (t.y. iSlaikant u tarpusavyje nevienodas) -
stebimas pokytis kito tipo normuotame skirstinyje (X(go) JN©) (zr. 12 paveikslo (b) dalj). Ta¢iau to
paties paveikslo (a) dalis yra vis dar yra kokybiSkai panasi j 10 paveikslo (a) dalimi.

Kitais atvejais keiciant € vertes vietoje u gaunami kokybiSkai tokie patys rezultatai, taciau vie-
toje grafiky (a) dalyse stebimy pokyciy (t.y. skirstinyje Xéo)/No), pokytis yra stebimas (b) dalyje
(Xéo) /N© skirstinyje). Be to, esant tarpusavyje skirtingoms €% ir 4*) vertéms naivaus aproksi-
macijos modelis nebeduoda tiksliy aproksimacijy. Aproksimacijos netikslumas paneigia prielaida,
jog skirstinys atitinka Beta binominj skirstin;.

Kai kuriy grafiky Xéo) /Ny ir X(go) /N© skirstiniuose galima pastebéti artefaktus primenanciy
rezonansiniy linijy. Siy linijy intensyvumas kai kuriais gaunamais atvejais yra priklausomas nuo
sistemos dydzio parinkimo, pavyzdZziui, viso agenty skai¢iaus N. Dar tiksliau - nuo agenty skaiciaus
tenkancio vienam agenty tipo erdviniam vienetui, t.y. N /(T M). Sios linijos sutinka su tokiy trupmeny
kaip 2/3 ar 3/4 ir pan. vertémis.

Migracijos ir busenos kitimo sparty formose (22) ir (25) be tiesinio nario egzistuoja ir netiesi-
nis narys - priklausantis nuo "i§" biisenos populiacijos ir "j" biisenos populiacijos dydZiy. Sio nario
poveikj galima pastebéti 11 (b) ar 12 (b) paveiksluose. Nors atitinkamos tiesinés spartos € vertés
nekinta, taciau stebimas skirstiniy pokytis. Tai gali buti lemiama dél netiesinio nario poveikio mig-
racijos spartoms - dél busenos kitimo sukurtos didelés populiacijos erdviniuose vienetuose vyksta

daznesné migracija j Siuos vienetus.
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(b) ()
— 110,05, 0.05 & u=0.05, 0.05 & a=0.05, & §=0.14,
=0.15, 0.05 & a=0.08, & $=0.13,
=009, & f=0.11,
=0.08, & B=0.08,
=007, & B=0.08,
=007, & B=0.07,
=007, & f=0.06,
—— €1=0.05, 0.05 & u¥1=4.0, 0.05 & a=0.06, & B=0.06,

(a)

10 pav. Normuoti (a, b) ir nenormuoti (c) pirmo agenty tipo pirmajame erdviniame vienete skirsti-
niai. Pastoviy € ver¢iy su nevienodomis p vertémis atvejis modeliui su konkuruojancia dinamika.
Visos kreivés su eksperimento parametrais 7 = M = 2, N = C = 1000, migracijos ir busenos
kitimo spartos pateiktos legendoje. Juodos bruksninés linijos (c) grafike atitinka naivaus modelio

aproksimacija Beta binominiu skirstiniu.

(b) [C]
£19=0.05, 0.05 & *1=0.05, 0.05 & a=0.05, & B=0.14,
0.15 & a=0.09, & =0.26,
0.36a=0.14, &B=0.41
158 a=0.32, & f=0.98,

(@)

2.06a=0.39, & =113,
3.0 & a=0.43, & =130,
— €#1=0.05, 0.05 &u*=4.0, 4.0 & a=0.50, & B=1.44,

600 800 1000

11 pav. Normuoti (a, b) ir nenormuoti (c) pirmo agenty tipo pirmajame erdviniame vienete skirs-
tiniai. 10 atvejis su padidintomis e vertémis. Modelis su konkuruojancia dinamika. Visos kreives

su eksperimento parametrais 7 = M = 2, N = C = 1000, migracijos ir busenos kitimo spartos
pateiktos legendoje. Juodos briikSninés linijos (c) grafike atitinka naivaus modelio aproksimacija

Beta binominiu skirstiniu.

— €M=2.0,2.0 &u¥=0.05, 0.05 & a=0.37, & B=1.14,
005 &=0.90, & f=152,
0.05 & a=1.41, & B=1.5,
0.05 & a=1.93, & f=2.10,
0.05 & a=1.99, & B=2.11,
0.05 & a=2.01, &B=2.10,
— €M1=2.0,2.0 & u¥=3.0, 0.05 & a=2.03, & B=2.09,

1000

12 pav. Normuoti (a, b) ir nenormuoti (c) pirmo agenty tipo pirmajame erdviniame vienete skirsti-
niai. Modelis su konkuruojancia dinamika. Visos kreivés su eksperimento parametrais 7 = M = 2,
N = C = 1000, migracijos ir busenos kitimo spartos pateiktos legendoje. Juodos briksninés linijos

(c) grafike atitinka naivaus modelio aproksimacija Beta binominiu skirstiniu.
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13 pav. Kramers-Moyal koeficienty priklausomybé nuo pirmo tipo agenty pirmame erdviniame
vienete populiacijos. Grafikai vaizduoja skirtingy eiliy Kramers-Moyal koeficienty kreives. Kon-
kuruojancios dinamikos modelio parametrai N = C = 100,7 = M = 2, € = u = 1. Vertés gautos
laiko eilutei su skyra lygia vidutinei $uoliy tarp biiseny trukmei At = 2.4 - 1075, Kreives aproksi-
muojancio polinomo eilé priklauso nuo Kramers-Moyal koeficiento eilés.

4.3 Kramers-Moyal koeficienty verciy nustatymas

Atliekant skaitinj modeliavima naudojant Gillespie algoritmg gaunama laiko eiluté su jvairiy
verciy laiko intervalais. Kadangi laiko intervalai atrenkami pagal atvirkstinj rinkiniy sudarymo me-
toda, Sio kintamojo verté kiekvienam jvykiui yra skirtinga. Siekiant suskaic¢iuoti Kramers-Moyal
koeficienty priklausomybe nuo agenty tipo erdviniame vienete populiacijos dydZio (pvz., X(go)) ar
rango kintamojo §i laiko eiluté performuojama j vienodo intervalo tarpy laiko eilute, tai reiSkia, jog
suvienodinama eilutés laiko skyra. Suvienodinta rezoliucija yra parenkama lygi Suoliy tarp buseny
intervaly vidutinei vertei.

Erdvinio rinkéjo modelio su populiacija Kramers-Moyal koeficienty kreiviy formos priklau-
so nuo koeficiento eilés. Pavyzdziui, lyginés eilés koeficientai yra parabolinés formos erdviniam
rinkéjo modeliui, o pirmos eilés - tiesinis. Antros eilés koeficientas atitinka difuzijos narj Fokerio-
Planko lygtyje. Pagal Sio koeficiento kreivés forma galima teigti, jog difuzijos poveikis yra didZiau-
sias vidutiniy verciy srityje ir difuzija veikia silpniausiai populiacijos vertei esant kraStutinei. Pirmy
6 eiliy Kramers-Moyal koeficienty kreivés ir jas aproksimuojantys atitinkamos eilés polinomai yra

pateikiami 13 paveiksle.
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14 pav. Kramers-Moyal koeficienty priklausomybé nuo pirmo tipo agenty pirmame erdviniame
vienete rango. Grafikai vaizduoja skirtingy eiliy Kramers-Moyal koeficienty kreives. Nekonkuruo-
jancios dinamikos modelio su rango kintamuoju parametrai N = C = 100, M =20, T =1,e = 1.
Vertés gautos laiko eilutei su skyra lygia vidutinei Suoliy tarp biiseny trukmei Az = 9.2- 1077 Krei-
ves aproksimuojancio polinomo eilé priklauso nuo Kramers-Moyal koeficiento eilés.
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15 pav. Normalizuoty Kramers-Moyal koeficienty kreiviy absoliuciy verciy vidurkiy priklausomybe
nuo koeficiento eilés n (sveikiems skai¢iams, brukSniuota tiesé skirta vizualizavimui). Verciy skalé
sunormuota j pirmos eilés Kramers-Moyal koeficienta n = 1. Kairiame (a) grafike pateikiama ap-
roksimacija erdviniam rinkéjo modeliui su rango kintamuoju, deSiniame (b) grafike pateikiama
aproksimacija modeliui su populiacijos kintamuoju. Modelio parametrai N = C = 100, M = 2,
T =1, e = 1 Vertés gautos laiko eilutéms su skirtinga skyra Az (Zr. legenda). Rango kintamojo (a)
atveju aukStesniy koeficienty (n > 2) jtaka kinta maziau lyginant su kitu atveju (b).

Kita vertus Kramers-Moyal koeficienty kreiviy formos skiriasi erdviniam rinkéjo modeliui pa-
gal rango kintamajj. Siuo atveju koeficienty kreiviy vertes galima interpretuoti kaip dreifo, difuzijos
ar Suoliy jtakg aukSto arba Zemo rango erdviniam vienetui. Dreifo ir difuzijos nariai turi aproksi-
macijas artimas kaip ir jprastiniam erdvinio rinkéjo modeliui su populiacija, bet aukStesniy negu
2-os eilés kreiviy forma skirasi (Zr. 14 paveiksle).

Pagal (47) galima pastebéti, jog laiko eilutés skyra At lemia Kramers-Moyal koeficienty tikslu-
ma aproksimuojant stochastinj procesg. Koeficienty pokytis priklausomai nuo laiko eilutés skyros
pateikiamas 15 paveiksle. Galima pastebéti, jog riboje Az — 0 aukStesniy eiliy (n > 2) koefi-
cientai savo verc¢iy amplitude sumazéja lyginant su pirmy dviejy eiliy koeficientais. Rango atveju
(15 (a) pav.) §i priklausomybé maZesné negu populiacijos kintamojo atveju (15 (b) pav.). Jeigu Sis
mazéjimas nebuty stebimas tai reiksty, jog aukStesniy koeficienty eiliy jtaka dinamikai nepriklauso
nuo proceso tolydumo prielaidos, taciau turi pastovu indélj j proceso dinamikg. Sio darbo apimty-
je buvo sugeneruota ir laiko eiluteé, kuriai gaunamos kreivés 15 paveiksle nepriklauso nuo eilutés
skyros At.

4.4 Konkuruojancios dinamikos erdviniame rinkéjo modelyje aproksimaci-

ja vienmaciu stochastiniu procesu

Pagal prie§ tai buvusiame skyrelyje aptartas Kramers-Moyal koeficienty kreives ir pasinaudo-
jant (52) lygtimi Eulerio-Marujamos metodu yra sugeneruojama laiko eiluté su skyra At. Si skyra
parenkama tokia kaip nurodyta skyrelyje prieS tai. Erdviniam rinkéjo modeliui su konkuruojancia
dinamika jdomu patikrinti du atvejus - savaiminiy sparty e ir u®) vertéms esant tarpusavyje ly-
gioms bei asimetrinius atvejus, kai vertés néra tarpusavyje lygios. Pastarajam atvejui 4.2 skyrelyje

buvo pastebéta, jog agenty tipo erdviniame vienete populiacijos skirstiniai néra gerai aproksimuo-
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16 pav. (a), (d) ir (g) pateikiama pirmo tipo agenty pirmajame erdviniame vienete normalizuotos
populiacijos tikimybeés tankio skirstinys. Raudonos kreivés Zymi modelio rezultatus, o juodos Zymi
vienmacio stochastinio proceso artinj (savaiminés spartos simetrineés, Zr. legenda). (b), (e) ir (h)
pateikiami 1-os eilés, o (c), (f) ir (i) 2-os eilés Kramers-Moyal koeficienty kreivés ir jy atitinkamos
eilés polinominés aproksimacijos. Modelio parametrai 7 = M = 2, N = C = 100, €® ir
vienodi paveikslams vienoje eiléje (Zr. kairiausio paveikslo legenda).

jami Beta binominiu skirstiniu.

Simetrinio atvejo aproksimacijos yra pateikiamos 16 paveiksle ir nesimetrinio - 17 paveiksle.
Visiems atvejams aproksimuojant vienmaciu stochastiniu procesu gauti skirstiniai sutampa arba
yra artimi skirstiniams gautiems i$ tiesioginio modelio. Vienas i§ pasireiSkian¢iy nesutapimy yra
mazy (0.1) simetriniy sparty verciy atvejo skirstiniy nesutapimas (Zr. 16 (a) pav.) Taip pat galima
pastebéti, jog Siam atvejui 1-os eilés Kramers-Moyal koefciento vertés (b) yra iSsibarsciusios nesu-
tampancios skirstinio srities vietoje. Tikétina, jog Sis nesutapimas yra del skaitmeninio netikslumo
- modeliui su $iais parametrais erdviniuose vienetuose vyrauja mazos arba didelés populiacijos
vertés, o dél tarpiniy verciy stokos gauta prasta 1-os eilés Kramers-Moyal aproksimacija. Sis efek-
tas neZymiai pastebimas ir 2-os eilés Kramers-Moyal koefciento vertése (c).

Nesimetriniy atvejy aproksimacijoms pastebimas 1-os eilés Kramers-Moyal koeficienty verc¢iy
netiesiSkumas - tiesiSkai aproksimacija 17 (b) ir (h) vertés neaproksimuojamos. Tai yra neintutyvus
rezultatas, kadangi (33) lygtyse kitokios eilés proporcingumas néra numatomas.

IS gauty skirstiniy aproksimacijy galima apibendrinti, jog aproksimacijos yra tikslios ir atkar-
toja visus kokybinius bruozus nepriklausomai nuo savaiminiy sparty parinkimo simetriSkumo ar
asimetriSkumo. Galima manyti, jog tai yra vienmacio Markovinio proceso atvejai net ir tuomet kai
gauti skirstiniai néra aproksimuojami Beta-binominiu skirstiniu. Detalesnis vaizdas j modelio ir

Eulerio-Marujamos metodu sugeneruotas laiko eilutes yra pateikiamas 18 paveiksle.
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17 pav. (a), (d) ir (g) pateikiama pirmo tipo agenty pirmajame erdviniame vienete normalizuotos
populiacijos tikimybeés tankio skirstinys. Raudonos kreivés Zymi modelio rezultatus, o juodos Zymi
vienmacio stochastinio proceso artinj (savaiminés spartos nesimetrinés, Zr. legenda). (b), (e) ir (h)
pateikiami 1-os eilés, o (¢), (f) ir (i) 2-os eilés Kramers-Moyal koeficienty kreivés ir jy atitinkamos
eilés polinominés aproksimacijos. Modelio parametrai 7 = M = 2, N = C = 100, €® ir
vienodi paveikslams vienoje eiléje (Zr. kairiausio paveikslo legenda).

(c)
08 —— Pagal modelj eV =3.0, @ =0.1, u =0.1, u?'=0.1
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18 pav. (c) pateikiami pirmo agenty tipo pirmame erdviniame vienete normalizuotos populiacijos
tikimybés tankio skirstinys. (a) ir (b) pateikiamos modelio ir artinio laiko eilu¢iy iSkarpos, nor-
malizuotos populiacijos priklausomybé nuo sistemos laiko . Modelio parametrai 7 = M = 2,
N = C =100, savaimines spartas Zr. (c) paveikslo legendoje.
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19 pav. Sistemos dalies, kuri yra atsidurusi sistemos ranginiame sarase (TOP 2), priklausomybé
nuo vidutinio laiko, per kurj Si sistemos dalis yra patekusi j saraSa. Rezultatai erdviniam rinkéjo
modeliui su rangy kintamuoju, modelio parametrai 7 = 1, M = 20, N = 100, skirtingos kreivés
pagal € (Zr. legenda).

4.5 Erdvinio rinkéjo modelio rango-dydzio skirstiniai

Vienas i§ [3] pasiulyty budy analizuoti agenty populiacijos skirstinius erdviniame rinkéjo mo-
delyje - per rango-dydzio kreives, kurios savo interpretacija panasios j sudétinio tikimybés tankio
funkcijas. Siam modeliui rango-dydZio skirstiniai, kaip ir tikimybés tankio skirstiniai, yra stacio-
naris. Stacionarumas nereiSkia, jog agento tipo erdviniame vienete populiacija nekinta laike - Sis
pokytis vyksta iSlaikant pastovios formos rango-dydzio skirstinj. PrieS nustatant (nekonkuruoja-
ncios dinamikos) erdvinio rinkéjo modelio su rango kintamuoju apraSymo vienmaciy stochastiniu
procesu galimuma, pradZioje verta detaliau pasigilinti j rangy dinamikos savybes modelyje.

Rangy dinamika pasiZymincios sistemos yra nagrinéjamos [4, 5] darbuose, kur analizuojami
i$ medicininiy, socialiniy ir panaSiy sistemy gauti empiriniai duomenys. Empiriniy sistemy rangy
laikinei dinamikai analizuoti pasitelkiama keletas statistiky - rango (jvercio) stabilumo kriterijus
bei rango saraSo atsinaujinimas.

Ranginio saraSo atsinaujinimo laikas empirinése sistemose apibudina vidutinj laika, per kurj
sistema atnaujina savo ranginj sarasSa naujais elementais (pavyzdziui, TOP 10). Rodiklio verte
buty 0.2 tuomet, kai 20 proc. sistemos elementy iki laiko 7 yra buve ranginiame sgraSe. [4] dar-
be analizuojamos empirinés sistemos skiriasi savo atvirumu dél saraSo atsinaujinimo laiko formos
- uzdaresnéms sistemoms Sios kreives pasiZymi skirtingu tiesiniu polinkio kampu negu atviresnés.
Kreivés nebitinai tiesinés, tas ypac pasireiSkia atviresnéms sistemoms, kuriose dalis elementy gali
sparciau pateikti j ranginj sarasa negu Kkiti.

Erdvinio rinkéjo modelio atveju sparta € yra ranginio saraSo atsinaujinima kontroliuojantis para-
metras. Parametro verté lemia spartesnj aukStesniy sgraSo verciy atsinaujinimg, o Zemesnes vertes
veikia neZymiai (Zr. 19 pav.). Tai skirtingas rezultatas nuo empiriniy sistemy rezultaty pagal [4],
kur skirtingos sistemos pasiZymi skirtingo proporcingumo tiesémis. Siuo poZiiiriu erdvinis rinkéjo
modelis gali apraSyti tik vienokio tipo ranging sistema, o ne daugelj skirtingy.

Rango (jvercio) stabilumo kriterijus yra matuojamas kaip absoliuciy verciy standartinis nuo-
krypis pasirinktoms rango (jvercio atveju - populiacijos) vertéms. Sis dydis yra labai panasus j

Kramers-Moyal koeficienta, kuriam vietoje standartinio nuokrypio yra vertinamas n-os eilés skirtumy
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20 pav. Rango stabilumo priklausomybé nuo normalizuoto rango vertés. Rezultatai erdviniam
rinkéjo modeliui su rangy kintamuoju, modelio parametrai 7 = 1, M = 20, N = 100, skirtin-
gos kreivés pagal € (Zr. legenda). 1 atitinka aukSciausio jvercio (populiacijos) rangg (rango virSus),
0 atitinka Zemiausio jvercio (populiacijos) ranga.

vidurkis. Empirinéms sistemoms §is dydis kinta pagal laipsninj désnj [5], o erdviniam rinkéjo mo-
deliui Sis rezultatas panaSus j rezultatus gautus Kramers-Moyal koeficienty kreivéms (Zr. 20 pa-
veikslg). Verta pastebéti, kad, prieSingai negu empiriniams duomenims, rinkéjo modelis pasiZymi
stabiliu rango stabilumu Zemo jvercio nariams (Zemiausio jvercio nariai, o kartu ir rango - ties 0).

Laipsninés funkcijos, arba empiriniy duomeny, atveju Zemiausi rangai pasiZymeéty nestabilumu.

4.6 Erdvinio rinkéjo modelio rangy dinamikos aproksimacija vienmaciu sto-

chastiniu procesu

Erdvinio rinkéjo modelio rangy dinamikai jgyvendinami tie patys Zingsniai kaip ir 4.4 skyrelyje
su vieninteliu pakeitimu - vietoje populiacijos erdviniuose vienetuose analizuojamas erdviniam
vienetui priskiriamas rangas. Tokiu budu gaunamos vienmacio stochastinio proceso aproksimacijos
yra netikslios. Sie rezultatai apibendrinami 21 ir 22 paveiksluose.

I8 skaitmeninio modelio laiko eilu¢iy gaunami rango tikimybés tankio skirstiniai primena tolyduyjj
(angl. uniform) skirstinj. Viena vertus, toks rezultatas yra tikétinas ir jprastai gaunamas atvejais kai
atsitiktinis klaidZiojimas vyksta ne begalinéje, o apribotoje erdvéje, Siuo atveju tarp normalizuoty
rango verciy O ir 1. Taciau pagal artinj modeliuotos eilutés skirstinys panaSesnis j normalyjj skirstinj
ir neatitinka modelio erdvinio rinkéjo modelio rezultaty (Zr. 21 (a), (d) ir (g) paveikslus).

Vienas iS tokio skirtumo aiSkinimy gali buti susijes su tuo, jog vis délto pirmy dviejy Kramers-
Moyal koeficiento verciy nepakanka pilnai atkartoti rangy dinamikai. Taip pat tai reiSkiasi, jog
rangy dinamikos aproksimacija Fokerio-Planko lygtimi néra pakankama ir verta buty jskaityti au-
kStesnius narius arba naudoti diferencialine Kolmogorovo-Capmano lygtj [27] jskaitant Suolius ar-
ba naudojant Suoline-difuzine lygti [34]. Rango kintamojo atveju yra jmanomas pakitimas, kuomet
rangas pakinta daugiau negu per 1-3 verte per vieng Gillespie modeliavimo Zingsnj. Modelio ir

artinio laiko eilutés yra pateikimos 22 (a) ir (b) paveiksluose.
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21 pav. (a), (d) ir (g) pateikiama pirmo tipo agenty pirmajame erdviniame vienete normalizuoto
rango tikimybés tankio skirstinys. Raudonos kreivés Zymi modelio rezultatus, o juodos Zymi vien-
macio stochastinio proceso artinj (savaiminés spartos € skiriasi paveikslams eiléje, Zr. legenda). (b),
(e) ir (h) pateikiami 1-os eilés, o (c), (f) ir (i) 2-os eilés Kramers-Moyal koeficienty kreivés ir jy
atitinkamos eilés polinominés aproksimacijos. Modelio parametrai 7 = 1, M = 10, N = C = 100,
€ vienodi paveikslams vienoje eiléje (Zr. kairiausio paveikslo legendg).
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22 pav. (¢) pateikiami pirmo agenty tipo pirmame erdviniame vienete normalizuoto rango tikimybeés
tankio skirstinys. (a) ir (b) pateikiamos modelio ir artinio laiko eiluciy iSkarpos, normalizuoto rango
priklausomybé nuo sistemos laiko 7. Modelio parametrai 7 = 1, M = 10, N = C = 100, savaimines
spartas 7r. (c) paveikslo legendoje.
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23 pav. Konkuruojancios dinamikos erdviniame rinkéjo modelyje pirmojo grizimo laiky tikimybeés
tankio skirstiniai. (a), (c) ir (e) pateikiami skirstiniai gauti modeliui pagal spartas, o (b), (d) ir (f)
pateikiami skirstiniai gauti vienmacio stochastinio proceso artiniui. Skirtingos kreivés atitinka at-
vejus, kai grjZimo riba nustatyta j populiacijos skirstinio percentilines vertes (Zr. legenda). Modelio
parametrai 7 = M = 2, N = C = 100, spartos simetrinés ir pagal eil¢ atitinka spartas i§ 16 paveiks-
lo.

4.7 Pirmojo grjzimo laikai konkuruojancios ir rangy dinamikos atvejais

Konkuruojanciai dinamikai ir rangy dinamikai erdviniame rinkéjo modelyje gaunami skirtingi
aproksimacijos j vienmatj stochastinj procesa rezultatai. Remiantis pirmojo kirtimo laiky apraSymu,
tai galima panaudoti kaip dar vieng testg nustatyti ar procesas i$ tiesy yra vienmatis stochastinis
(kartu ir Markovinis) procesas.

Abiejy dinamiky pirmojo grjzimo laiky kreivés pateiktos 23 pav. (konkuruojanciai dinamikai)
ir 24 pav. (rangy dinamikai). Bendrai galima pastebéti, jog pirmojo kirtimo laiky skirstiniai arti-
niams pagal Eulerio-Marujamos metodg yra labai tiksliai pasiskirste pagal literaturoje pateikiama
173/2 désnj. Rezultatas intuityvus, kadangi toks artinys pagal savo apibréZima yra vienmatis Marko-
vinis procesas. Kita vertus skirtingos grjZimo vertés pasirinkimas, grafikuose tai atitinka skirtingas
skirstinio percentilines vertes, neturi reikSmingo kokybinio pokycio apskaiciuotiems grjZzimo laiky
skirstiniams.

Lyginant abiejy dinamiky pirmojo grjZzimo laikus tarpusavyje konkrecias iSvadas daryti sudétinga
- abiems dinamikoms désnis yra panasus arba artimas t—>/2, jis nejgyja kategoriskai kitokio propor-
cingumo. Taciau rangy dinamikai priklausomai nuo € parametro vertés atsiranda grjZimo kreiviy
iSlinkimas, kuris néra panaSus j griezZta Eulerio-Marujamos atveju gaunama proporcinguma. Todél
galima manyti, jog rangy dinamika pasiZymi nukrypimu ir skirtingais, o ne vienu, proporcingais

skirstinio srityse.
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24 pav. Rangy dinamikos erdviniame rinkéjo modelyje pirmojo grjizimo laiky tikimybés tankio
skirstiniai. (a), (c) ir (e) pateikiami skirstiniai gauti modeliui pagal spartas, o (b), (d) ir (f) pateikiami
skirstiniai gauti vienmacio stochastinio proceso artiniui. Skirtingos kreivés atitinka atvejus, kai
grizimo riba nustatyta j populiacijos skirstinio percentilines vertes (Zr. legendg). Modelio parametrai
T=1,M =10, N = C = 100, savaiminés spartos pagal eil¢ atitinka spartas iS 21 paveikslo.
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5 1ISvados

1. Konkuruojancios dinamikos erdvinio rinkéjo modelio agenty populiacijos skirstiniai yra pa-
siskirste pagal Beta binominj skirstinj tik simetriniu savaiminiy migracijos ir busenos sparty

atvejais (e = ,u(k)).

2. Konkuruojancios dinamikos modelis yra tiksliai aproksimuojamas vienmaciu Markovo pro-

cesu esant simetrinéms ir asimetrinéms savaiminiy migracijos ir busenos kitimo sparty vertéms.

3. Erdvinio rinkéjo modelio rangy dinamikos aproksimacija vienmaciu Markovo procesu nau-

dojant tik pirmy dviejy eiliy Kramers-Moyal koefcientus néra tiksli.

4. Pirmojo grjzimo laiky skirstiniai konkuruojancios dinamikos atveju atitinka gaunamus vien-
maciams difuzijos procesams, o nekonkuruojancios rangy dinamikos atveju pasireiSkia pri-

klausomybé nuo ribos j kurig grjZtama vertés ir savaiminiy migracijos Suoliy €.
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6 Pristatymai konferencijose ir parama tyrimui

Sio tyrimo rezultatai buvo pristatyti stendiniais ir Zodiniais praneSimais tarptautinése ir nacio-

nalinése mokslinése konferencijose:

J. Kvedaravicius, A. Kononovicius, “Erdvinio rinkéjo modelio rangy dinamikos aprasy-
mas Fokerio-Planko lygtimi“, LMT studenty konferencija, Vilnius, Lietuva. Zodinis prane-

Simas, geguZzés 16 - 17 dienomis, 2024.

J. Kvedaravicius, A. Kononovicius, “Rank dynamics in compartmental voter model*.
Konferencija DPG Meeting of the Condensed Matter Section, 2024, Berlynas, Vokietija. Sten-

dinis praneSimas, kovo 17-22 dienomis, 2024.

J. Kvedaravicius, A. Kononovicius, “Competing dynamics in compartmental voter mo-
del*, Konferencija Open Readings, 2024, Vilnius, Lietuva. Stendinis praneSimas, balandZio
18 — 21 dienomis, 2024.

J. Kvedaravicius, A. Kononovicius, “Scaling index to measure spatial patterns in compe-
ting dynamics Ising model“. Konferencija International Conference of Young Scientists and
Post-Graduate Students, UZzhorodas, Ukraina. Zodinis praneSimas, geguZés 15 — 18 dienomis,
2023.

J. Kvedaravicius, A. Kononovicius, “Spatial diversity in competing dynamics Ising mo-
del. Konferencija Open Readings, 2023, Vilnius, Lietuva. Zodinis praneSimas, balandzio 18
— 21 dienomis, 2023.

Dalis tyrimo rezultaty gauti jgyvendinant Lietuvos moksly tarybos remiama studenty tyrimy

semestro metu projekta Nr. S-ST-23-122, pavadinimu "Rangy dinamika erdviniame rinkéjo mode-

lyje"".
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Justas Kvedaravicius

ERDVINIO RINKEJO MODELIO SU KONKURUOJANCIA DINAMIKA
APROKSIMAVIMAS VIENMATE FOKERIO-PLANKO LYGTIMI

Santrauka

agentais paremtg modeliavimg. Jeigu daromos prielaidos apie socialiniy agenty esmines savybes
yra pernelyg reduktyvios - modelio rezultaty palyginimas su empiriniais duomenimis tampa keb-
lus. Dauguma dabartiniy nuomoniy dinamikos modeliy néra validuoti empiriniais duomenimis.
Rezultaty palyginamumui pagerinti kai kurie autoriai s€ékmingai pritaike idéja vietoje laikinio sis-
temos modeliavimo pasitelkti erdvinj modeliavimg, pavyzdZiui, migracija arba kasdienj mobiluma.
problemos. Nuomoniy dinamika pasireiSkia sistemose, kurios tarpusavyje néra paprastai palygina-
mos, pavyzdZiui, demokratiniuose procesuose, socialiniuose tinkluose, Eurovizijos balsavimuose ir
panas$iai. Nors Siose sistemose naudojami jverciai (dydZiai) tiesiogiai nesilygina, i§ daugelio dalyky
galima sudaryti palyginamus rango-dydZio sgraSus. Jei rangai kinta laike galima analizuoti jy laiking
dinamika. Kai kuriems empiriniams duomenims rangy dinamika galima modeliuoti kaip vienmatj
stochastinj procesa - vieno rango kitimas laike gali suteikti pakankamai informacijos apibudinti
visos sistemos dinamikai.

Siame tyrime i$ple¢iamas ir analizuojamas erdvinis rinkéjo modelis su dviem fundamentaliais
fizikiniais nuomoniy dinamikos procesais - biisenos kitimo ir viety apsikeitimo vyksmais. Sio ty-
rimo tikslas - Erdvinio rinkéjo modelio su konkuruojan¢ia dinamika aproksimavimas vienmaciu

Markovo procesu. Pagrindiniai darbo rezultatai yra Sie:

1. Konkuruojancios dinamikos erdvinio rinkéjo modelio stacionarus populiacijos dalies skirsti-
nys nevisais atvejais apraSomas Beta binominiu skirstiniu. Pagal §j skirstinj erdvinio vieneto

populiacija yra pasiskirsciusi tik simetriniy savaiminiy Suoliy tarp buseny sparty atvejais.

2. Konkuruojancios dinamikos erdvinis rinkéjo modelis yra gerai apraSomas vienmate Fokerio-
Planko lygtimi, todel yra tiksliai aproksimuojamas kaip vienmatis Markovinis procesas. Kita
vertus, rangy dinamikai aproksimuoti vienmaciu Markoviniu procesu nepakanka atsizvelgti

i pirmy dviejy Kramers-Moyal koeficienty vertes.

3. Modelio rangy dinamikos pirmojo grjzimo laiky skirstiniai kinta priklausomai nuo savai-

minés $uoliy tarp biiseny spartos ir neatitinka laikinio ~3/2

proporcingumo. Rango kintama-
sis gali kisti netolydZiai todél buty tiksliau apraSomas Suoline-difuzijos lygtimi, o Fokerio-

Planko lygtyje j Suolinius procesus neatsizvelgiama.
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Justas Kvedaravicius

APPROXIMATION OF COMPETING DYNAMICS COMPARTMENTAL VOTER MODEL TO
ONE-DIMENSIONAL FOKKER-PLANCK EQUATION

Summary

Models in sociophysics aim to describe real social processes with the use of agent based model-
ling. If the underlying assumptions of the model are too reductive, the empirical validation becomes
difficult. Most of the currently developed models lack empirical validation. Some overcame this is-
sue by accounting for spatial dynamics, i.e. migration or commuting.

The need to validate with empirical data also poses challenges regarding the diversity of data.
Opinion dynamics are concerned with data which are intrinsically difficult to compare, e.g. de-
mocratic elections, interactions in social networks, Eurovision voting, etc. Even though scores in
these systems are uncomparable, the ranking (rank-size distributions) provide a general framework
to compare such data. If ranks vary in time, rank dynamics can be analyzed. For some empirical
data rank dynamics can be modelled as one-dimensional Markov processes - change of one rank
over long enough period of time is enough to describe dynamics of the system.

In this research we extend compartmental voter model to competing dynamics case by intro-
ducing state change and space exchange processes. The goal of this thesis is to approximate com-
partmental voter model with competing dynamics to one-dimensional Markov process. The main

results are these:

1. Competing dynamics compartmental voter models stationary distribution of population in
compartment is not necessarily distributed by Beta-binomial distribution. It is only the case

for symmetric choice of idiosyncratic transition rates between states.

2. Competing dynamics compartmental voter model is well approximated by one-dimensional
Fokker-Planck equation thus being a one-dimensional Markov processes. For rank dyna-
mics, however, accounting for first two orders of Kramers-Moyal coefficients is not enough

to approximate to one-dimensional Markov process.

3. First return times of ranking dynamics in the model depend on idiosyncratic transition rates
and do not necessarily follow the power law of r~3/2. Rank variable can change disconti-
nuously thus leading to a jump-diffusion process, where as Fokker-Planck equation does not

account for jump processes.
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