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Ivadas

Natiiralieji skai¢iai ¢ > 1 yra vadinami pirminiais skaiciais, jeigu jie turi tik du daliklius ¢ ir 1.
Taigi, 2,3,5,7,11,... yra pirminiai skaiCiai. Nataralieji skaiciai k& > 1, kurie turi dalikliy nelygiu & ir
1, yra vadinami sudétiniais skaiciais. Garai yra zinoma, kad pirminiy skai¢iy aibé yra begaliné. Sj fakta
pirmasis jrodé Euklidas (Euclid). Pagal pagrinding aritmetikos teorema, kiekvienas sveikasis skaicius

k > 1 yra iSreiskiamas vieninteliu biidu pirminiy skai€iy laipsniy sandauga. Vadinasi, su tam tikru r ¢ N
k=qi" g, a;eNg=Nu{0},

Cia q; yra j-asis pirminis skaiius, j = 1,...,7.
Pirminiy skai¢iy maZesniy uz x skaiciaus funkcija
def
m(z)= > 1, x> oo,
qsT
yra labai sudétinga. Palyginus neseniai, 1896 m., Adamaras (Hadamard) ir de la Valé-Pusenas (de la

Vallée-Poussin), nepriklausomai vienas nuo kito, jrodé, zr. [13] ir [6], asimptoting formulg

W(:E)Zfldu +O(a:efCV1°g$), ¢>0.
J logu

Sios formulés jrodymui jie panaudojo Rymano (Riemann) idéja, t. y. naudojo funkcija
o 1 1\-! .
C(S):k_lg =H(1—¥) , s=o+it, o>1,
= q
kuri dabar vadinama Rymano dzeta funkcija. Tokiu budu, buvo gautas pirminiy skai¢iy pasiskirstymo
désnis.

Pirminiai skaiCiai gali bati apibendrinti. Realiyjy skaiciy sistema P, 1 < p; < py < -+ < pp < ==
su lim,, . P = 00 yra vadinama apibendrintaisiais pirminiais skaiiais. Siuos skai¢ius 1937 m. jvedé
Svedy matematikas Beurlingas (Beurling) [2] straipsnyje. Sistema P generuoja susijusia apibendrinty
sveikyju skaiciy sistema Np, kuri, analogiSkai sveikiesiems skaiCiams, su tam tikru r € N yra gaunama

i$ tokios baigtinés sandaugos

piteprt, €Ny, j=1,...7

Apibendrintyjy pirminiy skai¢iaus pagrindinis uzZdavinys yra funkcijos
mp(x) def > 1, z-oo.
psz, peP
asimptotinio elgesio tyrimas. Funkcija 7p(x) yra glaudziai susijusi su apibendrinty sveikyjy skaiciy
skaiCiaus funkcija

Np(x)dgf Z 1, x—oo.

m<x, meNp
Siuose apibréZzimuose sumuojant yra jskaitomas p ir m kartotinumas. Apibendrinty sveikyju skai¢iy

pasiskirstyma nagrinéjo Beurlingas [2]], Borelis (Borel) [4], Diamondas (Diamond) [[7} (8, 9], Malvinas

4



(Malvin) [20], Nymanas (Nyman) [23]], Ryavekas (Ryavec) [26], Hilberdinkas (Hilberdink) ir Lapidus
(Lapidus) [14], Stankus [27]], Zangas (Zhang) [31] ir kiti. Apibendrinty skaiciy teorijoje didelis démesys
yra skiriamas rySio tarp funkcijy Np(x) ir wp(x) radimui. Paminésime keleta i§ ju. IS bendrosios

Landau (Landau) teoremos pirminiams idealams, Zr. [[16], gauname, kad iS§ jver¢io
Np(m):ax+0(acﬁ), a>0,0<p<1, (1)

seka jvertis

rod o5s
ﬁp(m):flosu+0(a:e_c logw), c¢>0.
2

Nymanas jrodé, zr. [23]], kad jverciai

Np(aj)zax+0(L), a>0, )
(log z)®

ir N
du T
= —+ O —, >0,
0] g (o)

su bet kokiais o > 0 ir 1 > 0 yra ekvivalentus. Beurlingas [2] straipsnyje gavo, kad sarysis

X

mp(x) ~ T — 00

9

logx’
seka i§ ([2)) jver¢io su a > 3/2.
(1) asimptotikos pagristumo problema néra lengva. Yra jrodyta asimptotika vieno pavyzdzio at-

veju, Zr. [14]. Tegul sistema Np yra generuota sistemos
P =(2,v3,5,5,V/7,V/11,13,13,...),

t. y. P yra sudaryta i§ skaiCiaus 2, pirminiy skai¢iy ¢ = 1(mod4), imant juos du kartus, ir skaiciy /g,

jeigu pirminis skaicius g = 3(mod 4). Tuomet yra Zinoma tokia asimptotika:
_T 23/73
Np(x)—4x+0(3; )

Reikia paZzyméti, kad Beurlingas funkcijos 7p(z) tyrimui pradéjo naudoti dzeta funkcijas. Sios
dzeta funkcijos (p(s) dabar yra vadinamos Beurlingo dzeta funkcijomis ir, pusplok§tuméje o > o, yra

apibréziamos Oilerio (Euler) sandaugomis
1 -1
(p(s) = H(l—E) :

arba Dirichlé (Dirichlet) eilutémis
CP (8) = 2
T

¢ia og priklauso nuo sistemos P.



Tarkime, kad yra teisinga (I)) asimptotika. Tuomet, i§ eiluc¢iy (p(s) daliniy sumy matome, kad
Sios eilutés yra absoliuciai konverguojancios pusplokStuméje o > 1, galioja lygybé

Cp(s) :stp(x) dz, 3)

$s+1
1

funkcija (p(s) analiziné, kai o > 1, ir

2

meNp

L:H(Lé)l.

m? peP
Funkcijos (p(s) analizinis pratgsimas néra lengva problema. Jeigu (I]) asimptotika yra teisinga,

tuomet i§ (3) gauname, kad

Cp(s) =

as c><>R(gzc)
3_1+slf o dz, R(m):O(fL’B),O<B<1.

Pastaroji lygybé duoda funkcijos (p(s) analizinj pratgsima j pusplok$tume o > 3, i§skyrus taska s = 1,
kuris yra paprastasis polius su reziduumu a.

Beurlingo dzeta funkcijos yra jdomis analiziniai objektai. Tirdami jy savybes gauname daug
idomiy rezultaty, taciau tam yra reikalingi nauji metodai. [vair@is autoriai jdéjo daug pastangy, kad
parodyty, jog Beurlingo dzeta funkcijos turi panaSiy savybiy kaip ir klasikinés dzeta ir L funkcijos.
Paminésime neseniai paskelbta rezultata, Zr. [24], kuriame yra funkcijos (p(s) nuliy pasiskirstymo
rezultatai.

Magistro darbe tirsime funkcijos (p(s) analizines savybes. Analiziniy funkcijy aproksimavimas
yra viena svarbiausiy funkcijy teorijos daliy. Gerai Zinoma, kad Rymano dzeta funkcija yra universali,
zr. [30]], analiziniy funkcijy aproksimavimo prasme. Tiksliau tai reiSkia, kad kiekviena nejgyjanti nuliy
analiziné funkcija apibréZta juostoje {s € C : 1/2 < o < 1} gali buti aproksimuojama norimu tikslumu
postimiais ((s + i7), 7 € R. Rymano dzeta funkcijos universalumas turi gilius teorinius (nuliy pasi-
skirstymas, funkcinis nepriklausomumas, aibés tirStumas, momenty uzdavinys, ...) ir praktiniy (aprok-
simavimo problema, kvantiné mechanika) taikymus. Kita vertus, dzeta funkcijy universalumo teorija turi
tam tikry problemy (efektyvumas, universaliy funkcijy klasés apraSymas, Linniko-Ibragimovo (Linnik-
Ibragimov) hipoteze, zr. [28]] monografijos 1.6 skyriy, ...), todél universalumo tyrimai yra tgsiami, Zr.
[30, 12} 14 1155 117, 128) 21]].

Magistro darbo tikslas — jrodyti funkcijos (p(s) universalumg su tam tikromis sistemomis P.
Analiziniy funkcijy aproksimavimas postimiais (p(s + i7) buvo pradétas nagrinéti [18] straipsnyje.

Tarkime, kad galioja (I) jvertis. Tegul
T
Mp(,T) = [ [p(o+it)] dt,
0

7 =inf {a :Mp(0,T) <, T, o> max(%,ﬁ)}.



Targ, kad < 1, apibrézkime juosta kompleksinéje plokStumoje
D=Dp={seC:7<o<1}.

Cia ir toliau Zymuo a <. b, a € C, b > 0, reiskia, jog egzistuoja konstanta ¢ = ¢(¢) > 0, kad |a| < cb.
Tegul H (D) yra analiziniy juostoje D funkciju klasé su tolygaus konvergavimo kompaktuose topologija,
o measA —maciosios aibés A c R Lebego (Lebesgue) matas. Pagrindinis Laurin¢iko straipsnio, Zr. [18]],
rezultatas yra tokia teorema:

1 teorema. Tarkime, kad sistema P tenkina (1) aksiomq. Tuomet egzistuoja uZdaroji netuscioji

aibé Fp c H(D), kad su kiekviena kompaktine aibe K c D, funkcija f(s) € Fp ire >0

1
lim inf meas {7’ €[0,T] :sup|lp(s+iT) — f(s)| < 5} > 0.
seK

T—)OO
Be to, riba

T—o0

lim lmeas {7’ €[0,T] :sup|{p(s+iT) - f(s)| < 5}
T seK

egzistuoja ir yra teigiama su visais € > 0, nebent isskyrus skaiciqjq € > 0 reikSmiy aibe.

Pastaroji teorema demonstruoja geras funkcijos (p(s) aproksimavimo savybes, tatiau aproksimuojamuy
funkcijy aibés F’p pavidalas yra neiSreikstinis. Misy tikslas yra identifikuoti aibg F’p, naudojant papil-
domg informacija apie sistema P.

Naujas funkcijos (p(s) analizinio pratgsimo metodas apima apibendrinta fon Mongolto (von

Mangoldt) funkcija
logp, jeigum=p*, peP, keN,

Ap(m) =
0, kitais atvejais.
Tegul
Yp(z)= ), Ap(m).
msz
meNp

Tuomet [14] straipsnyje buvo jrodyta, kad su v € [0, 1) ir kiekvienu € > 0
Yp(z) =2+ 0 (7). 4)

Be to, [14] straipsnyje buvo gauta, jog funkcija (p(s) yra analiziné pusplok§tuméje o > «, i§skyrus
paprastaji poliy taske s = 1. Todél (@) tipo jverCiai yra naudingi sistemos P charakterizavimui. Taip yra

aisku, zr. [14]], kad (1)) su 8; < 1 neseka i§ jvercio
Up() =2+ 0 (). ©)

Tegul K yra juostos D kompaktiniy poaibiy klasé su jungiuoju papildiniu, o Hy(K), K € K,

tolydZiyjy aibéje K ir analiziniy aibés K viduje funkcijy klasé. Be to, tegul

L(P) = {logp:peP}.
Akivaizdu, kad sekanti teorema tik sustiprina Liniko-Ibragimovo hipoteze.
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2 teorema. Tarkime, kad sistem P tenkina (1)) ir ) aksiomas, o aibé L(P) yra tiesiskai nepri-
klausoma virs racionaliyjy skaiciy kino Q. Tegul K € K ir f(s) € Hy(K). Tuomet su visais € > 0

1
lim inf —meas {7‘ €[0,T] :sup|Cp(s+it) - f(s)|< 5} > 0.
T—ooo T seK

Be to, riba

lim lmeas {7‘ €[0,T] :sup|Cp(s+iT) - f(s)| < z—:}
T seK

T—o0

egzistuoja ir yra teigiama su visais € > 0, nebent isskyrus skaiciqjq € > 0 reikSmiy aibe.

Pazymésime, kad reikalavimas aibei L(P) yra pakankamai stiprus. Kitaip tariant, sistemos P

elementai turi biiti skirtingi. Paprasciausias sistemos pavyzdys yra
P ={q+ «:qyrapirminis},

¢ia av yra transcendentusis skaicius.
Sistemos P su apréZtu kvadratiniu vidurkiu pavyzdys yra pateiktas [[10] straipsnyje.
2 teoremos jrodymas remiasi ribine teorema analiziniy funkcijy erdvéje H (D).

Magistro darbas parengtas [[11]] mokslo straipsnio pagrindu.



1. Atsitiktinis elementas

Apibrézkime Dekarto (Descartes) sandauga
Qp=]]{seC:ls|=1}.
peP
Aibé Qp yra sudaryta i§ visy funkcijy w : P - {s € C : |s| = 1}. Joje gali bati apibréZta pataskinés
daugybos operacija. Tokiu biidu gauname, kad )p yra topologiné grupé. Kadangi vienetinis apskritimas
yra kompaktiné aibé, tai ir grupé Qp yra kompaktiné. Tegul B(X) Zymi erdvés X Borelio (Borel) o-
kiing. Tuomet i§ aibés 2p kompaktiskumo gauname, kad erdvéje (Q2p, B(2p)) egzistuoja tikimybinis
Haro (Haar) matas mp, t. y. gauname tikimybing erdve (Qp, B(Qp), mp).

Pazymékime w = (w(p) : p € P) aibés Qp elementus. Kadangi Haro matas mp yra Haro maty
ant vienetiniy apskritimy sandauga, todél {w(p) : p € P} yra nepriklausomy, kompleksines reik§mes
igyjanciy (kompleksiniareik§miy) atsitiktiniy dydziy, tolygiai pasiskirs¢iusiy ant vienetinio apskritimo,
seka.

Funkcijas w(p), p € P, prateskime j apibendrintyjuy sveikyju skaiciy aibe A'p. Tegul
m = ptpim e Np.

Tuomet gauname
w(m) = w* (p1)-w (pr). (1.1)
Dabar su s € D ir w € {)p apibrézkime

w(m)
CP(va) = Z s
mENp m
1 lema. Su 2 teoremos sqlygomis funkcija (p(s,w) yra H(D)-reikSmis atsitiktinis elementas

apibréZtas tikimybinéje erdvéje (Qp, B(2p), mp).

Irodymas. Fiksuokime o¢ > T ir pazymékime

w(m)

am(w) = W, mENp.

Tuomet {a,, : m € Np} kompleksiniareik§miy elementy seka erdvéje (Qp, B(Qp), mp). Tegul Z Zymi
kompleksinio skaiCiaus z € C jungtinj skaiciy. Tarkime, kad m; # mo, m1,ms € Np. Kadangi aibé
L(P) yra tiesiskai nepriklausoma vir§ Q, sandaugoje w(m;)w(mse) yra maziausiai vienas daugiklis

w*(p), p € P, su sveikuoju a # 0. Todél, pazyméje EE atsitiktinio dydZio & vidurkj, gauname

1
Elay, (w)[* = et L € Np, (1.2)

- 1 -
Eap, (w)am, (W) = —5s— [ w(my)w(me)dmp =0, my #ma,
my'my’ s



kadangi integrale yra toks daugiklis

1
f w*(p)dm., = f et qq, = ),
0

v
Cia y yra vienetinis apskritimas C plokStumoje, o m., Haro matas ant apskritimo +. Sis faktas ir (T.2)
lygybé rodo, kad {a,,} yra poromis ortogonaliy kompleksiniareik§miy dydZiy seka, o eilutés
> E|am|? log?m
meNp
konverguoja. Vadinasi, pagal klasiking Rademacherio (Rademacher) teorema, Zr. [19], eilutés

y wim)

o0
mENp m

konverguoja su beveik visais w mato myp atzvilgiu. Todél panaudoj¢ Dirichlé eiluéiy savybes, zr. [17],

gauname, kad

5 w(m) (1.3)

S
mE/\/p m

konverguoja tolygiai su beveik visais w € {2p pusplokStumés o > oy kompaktinése aibése.
Dabar, tegul

ak=8+E, keN,

0Dy ={seC:o>or} ApibréZkime aibe Q) c Qp, kad eilutés (I.3) su beveik visais w € €

konverguoty tolygiai pusplokStumés D}, kompaktinése aibése. Tada
mp(Q) = 1. (1.4)

IS kitos pusés, imdami
Q= U,
k
i§ (L4) lygybés gauname, kad mp(ﬁ) = 1. Todél eilutés (1.3) konverguoja tolygiai pusplokStumeés

o > & kompaktinése aibése, taigi, juostoje D. Vadinasi, (p(s,w) yra erdvés (Qp, B(Q2p),mp) H(D)-

reikSmis elementas.

2 lema. Su beveik visais w sandauga
-1
peP p

konverguoja tolygiai pusplokstumés o > G kompaktinése aibése ir galioja lygybé

) Cw))
CP(Saw)—H(l ps) :

peP

10



Irodymas. Eilutés (p(s,w) absoliudiai konverguoja pusplok$tuméje o > 1. Vadinasi, atsizvelge i
(1.1) lygybe, matome, kad lemos lygybé yra teisinga su o > 1. IS 1 lemos jrodymo turime, kad funkcija
(p(s,w) su beveik visais w € Qp yra analiziné pusplok§tuméje o > 7. Todél, pagal analizinj pratgsima,

pakanka parodyti, kad lemos sandauga su beveik visais w € {2p konverguoja tolygiai juostoje D.

Tegul )
I}D(l—%) = I_7I>(1+ap(s,w)) (1.5)
ap(s,w) = 5> ()
p(’ ) 0; pos :

Pastebime, kad (I.5)) sandaugos konvergavimas gaunamas i$ eilu¢iy

Z ap(s,w) ir Z |ap(s,w)|2

peP peP
konvergavimo. PaZzymékime
w(p
bp(S,CL)) = —S
Tada
oo « 1
ap(s,w) —bp(s,w) = Z w(p) K==y 0>T
=5 pCl{S p o}
Vadinasi, eilutés
Z lap(s,w) —by(s,w)] (1.6)
peP

konverguoja su visais w € {2p ir kiekvienu o = ¢, o9 > 7, todél konverguoja tolygiai pusplok§tumés
o > 7 kompaktiniuose poaibiuose. Kad jrodytume eiluciy

Z bp(S W),

peP
konvergavima, taikysime tuos pacius argumentus kaip ir 1 lemos jrodyme. Su fiksuotu o > G gauname,
kad

1
2 _
Elby (o) = 255

osup,qeP,p+q, turime

Eb, (0, w)by(o,w) =

[ ey dmp -0,

g A0
Py

Vadinasi eilutés

> Elby(o,w)[*log” p
peP

konverguoja, o Rademacherio teorema duoda, kad eilutés

Z bp(o',w)

peP

11



konverguoja su visais w € {2p. Vadinasi, su bevei visais w € {)p konverguoja tolygiai pusplok§tumés
o > & kompaktiniuose poaibiuose. Sis faktas kartu su eiludiy konvergavimo savybe rodo, kad
eilutés

Z ap(s,w),

peP

su beveik visais w € {2p konverguoja tolygiai pusplokStumés o > & kompaktiniuose poaibiuose. Lieka
irodyti ta patj ir eilutéms
S ap(s,w)| (1.7)

peP
IS tiesy, su visais w € Op

1
|ap(s,w)|* < s o>7.

Vadinasi eilutés (I.7) su visais w € 2p konverguoja tolygiai pusplok§tumés o > & kompaktiniuose

poaibiuose.

12



2. ErgodiSkumas

Su 7 € R tegul

kr=(p"TipeP),

9r (W) = krw, wep.

Kadangi Haro matas mp yra invariantinis aibés {)p elementy postimiy atzvilgiu, t. y. su visais A ¢
B (Qp) irwe Qp
mp(A) = mp(wA) = mp(Aw),

tai g-(m) yra macioji, mata i§sauganti transformacija aibéje (2p. Taigi, gauname vienparametring aibés
Qp transformacijy grupe G, = {g, : 7 € R}. Aibé A € B(Qp) yra vadinama invariantine grupés G,
atzvilgiu, jeigu su kiekvienu 7 € R aibés A ir A; = g-(A) skiriasi viena nuo kitos aibe, kurios matas mp
yra lygus 0. Yra gerai Zinoma, Zr. [5], kad visos invariantinés aibés sudaro o-kiina, kuris yra pokiinis
kino B(Qp). Grupé G, yra vadinama ergodine, jeigu jos invariantiniy aibiy o-kiinas yra sudarytas i§
aibiy, kuriy matas mp yra lygus O arba 1.

3lema. Su 2 teoremos sqlygomis grupé G yra ergodiné.

Irodymas. Tegul A € B(2p) yra fiksuota grupés G, invariantiné aibé, o I 4(w) — aibés A indika-

torius. Tuomet su beveik visais w € Qp

La(gr(w)) = Ta(w). 2.1

Grupés (2p charakteriai y yra tokios formos:

x(w) =T " (p). (2.2)

peP
Cia * rodo, kad tik baigtinis skaiCius sveikyjuy skaiciy £, yra nelygus nuliui. Tarkime, kad x yra netrivia-
lusis charakteris, t. y. su visais w € Qp charakteris x(w) # 1. Tada gauname, kad
x(gr) = H*p_ikPT =expy —iT Z* kplogp .
peP peP

Kadangi aibé L(P) yra tiesiSkai nepriklausoma vir§ racionaliyjy skai¢iy kiino Q, o y yra netrivialusis
charakteris, todél

Z* kylogp # 0.
peP

Taigi, egzistuoja a # 0, kad

iTa

x(gr) =€

Vadinasi egzistuoja 7y € R tenkinantis salyga x(gr,) # 1.
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Dabar aibéje 2p naudosime Furjé (Fourier) analizg. Pazymékime G funkcijos g Furjé transforma-
cija, t. y.
700 = [ 9(@)x(w) dmp.
Qp

Atsizvelge i (2.1)) lygybe, randame, kad
Ta00) = [ La@)x(@)dmp =x(9n) [ X(@)La(w) dmp = x(gr)Ta ().
Qp Qp

Vadinasi, nelygybé x(g-,) # 1 duoda
Ta(x) = 0. 2.3)

Lieka iSnagrinéti grupés 2p trivialaus charakterio yo atveji. Tegul TA(XO) = c¢. Tuomet, i

charakteriy ortogonalumo, gauname

) = [ eCox@)dmp =c [ x(wydmp={ & TEATA
Op Op 0, jeigu x # Xxo-
Todél panaudoje (2.3) lygybe turime
Ta(x) =2(x)- 2.4)
Gerai 7inoma, kad funkcija visiSkai apibréZia jos Furjé transformacija. Taigi, pagal (2.4) lygybe, su
beveik visais w € Qp turime, kad 14(w) = ¢. Taliau, kadangi I4(w) yra indikatorius, tai reiskia, kad
¢ = 0 arba 1. Kitaip tariant, su beveik visais w € Qp gauname, kad I4(w) = 0 arba I4(w) = 1. Taigi,

mp(A) =0, arba mp(A) = 1. Lema jrodyta.

3 lema taikysime funkcijos (p (s, w) kvadratiniam vidurkiui jvertinti.

4 lema. Tegul galioja 2 teoremos sqlygos. Tuomet su fiksuotu G < o < 1 ir beveik visais w € Qp

T
f](p(0+it,w)|2 dt <po T, T - co.
T

Irodymas. Tegul a,,(o,w), m € Np, yra tas pats, Kaip ir 1 lemos jrodyme. Atsitiktiniai dydZiai

am (o, w) yra poromis ortogonalds ir

1
2
E|am(o,w)|” = e
Vadinasi
? 1
E’CP(O-7W)|2 =E Z CLm(O',(A)) = ]E’am(0-7w)|2 = Z o0 < o0. (25)
meNp meNp meNp

Tegul g, (w) yra transformacija i§ 3 lemos. Tada i§ g, apibréZimo turime

6P (o, 96(w)I = [¢p (0, i) = [P (o + it, W)
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Priminsime, kad stipriai stacionarus atsitiktinis procesas X (t,w), t € T, aibéje (€2,.4, P) yra vadinamas
ergodiniu, jeigu jo invariantiniy aibiy o kiinas yra sudarytas i§ aibiy, kuriy matas P yra 0 arba 1. Kadangi
grupé G, yra ergodiné, tai stacionarusis procesas |Cp (o + it,w)|* yra ergodinis, i$samiau ziaréti [17]
monografija. Todél galime taikyti klasiking Birchofo-Chinc¢ino (Birkhoff-Khintchine) ergoding teorema,
7r. [Sf]. Taigi, i8 iver¢io gauname, kad

T T
1 1
;ggoﬁlkp(mt,ww dt=;ggoﬁ!<p(a,gt(w)>dt=E|<p<a,w>|2<oo.
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3. Aproksimavimas vidurkiu

Siame skyriuje funkcijas ¢p(s) ir (p(s,w) aproksimuosime absoliu¢iai konverguojan¢iuomis Di-

richlé eilutémis. Tegul 1 > 1 - yra fiksuotas skaiCius ir su m € Np, n € N

ool (2 )

Tuomet eilutés

an(m)w(m) — cqn.

()= Y M s = Y

S S
mENp m mENp m

yra absoliu¢iai konverguojancios su o > 7 ir kiekvienu fiksuotu n € N. Funkcijas (p(s) ir (p(s,w) ati-
tinkamai aproksimuosime vidurkiu funkcijomis (p ,,(s) ir (p 5, (s, w). Priminsime erdvés H (D) metrika
su jos topologija. Tegul { K : I € N} c D yra jdétyjy kompaktiniy aibiy seka, kad

D=J K,
=1

o kiekviena kompaktiné aibé K c D yra tam tikroje aibéje K;. Tuomet

& . SUDgk, |91(8) = g2(s)]
p(g1.92) = .27 il 91,92 € H(D),

o 1 +supgeg, lg1(s) - 92(s)|’
yra norima erdves H (D) metrika.
Yra jrodytas, Zr. [[18] straipsnj, toks tvirtinimas:
5lema. Tarkime, kad galioja (1)) jvertis. Tuomet

T
1
lim limsupf p(Cp(s+iT),(pn(s+ir)) dr =0.

n—=00 T,

Pazymékime aibés €2p poaibj 2p 1 su kuriuo sandauga

)

peP p ®
konverguoty tolygiai juostos D kompaktiniuose poaibiuose. Analogiskai, paZymékime aibés {2p poaibj

Qp o su kuriuo galioty jvertis
T
f Cp (0 +it, )2 dt < T,
-T
kai & < o < 1. Tuomet, pagal 3 ir 4 lemas, mp(2p ;) =1, j = 1,2. Tegul
Qp =Qp1nQps.
Tuomet mp(p) = 1.

6 lema. Su 2 teoremos sqlygomis, kai w € Qp, galioja lygybé

T
1
lim limsupf p(Cp(s+it,w),lpn(s+ir,w))dr=0.

n—o0o T—o00
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Irodymas. Pazymékime

ln(s) =n'T(nts)n®, neN,

¢ia T'(s) yra Oilerio gama funkcija. Tuomet klasikiné Melino (Mellin) formulé

a+100

1
- / T()b*dz=e?, ab>0
211 J
su m € Np duoda
n+ico n+i00
1 1 -
— f m Zl,(2)dz = — f I'(z) (T) dz = a,(m).
27w J 2wt J n
1—100 7n—100

Todélsua>8irwe§p

n+i00
sy = 3 Gnlmem) 1 | ( 5 w(m))ln(z)dz

meNp ms 2m77_ioo meNp mst?
1 n+i00
= — / (p(s+z,w)ly(2)dz.
2w J
7—100

IS metrikos p apibrézimo seka, kad pakanka jrodyti, jog su kiekvienu K c D

T
1
lim limsup — [ sup|(p(s+it,w) - (pn(s+ir,w)| dr =0.

=00 Tooo 0 seK

3.1

(3.2)

Tegul K c D yra kompaktiné aibé. Tada egzistuoja € > 0 su o + it € K tenkinantis nelygybes o + ¢ <

o <1-¢/2. Sutam tikru o imkime n = 1irn; =0 —¢/2 - 0. Tuometn; < 0irm 2T +¢/2-1+¢/2 =

T —1+¢ > -1. Todeél (3.1) israiskos pointegraliné funkcija juostoje 71 < Rez < 7 turi tik paprastaji poliy

taske z = 0. Vadinasi, pagrindiné reziduumy teorema ir (3.1)) lygybe su s € K duoda

71+100

Cpn(s,w)—Cp(s,w) = 5 / Cp(s+z,w)l,(2)dz.

71100

Taigi, su s € K

Cp (s +im,w) - Cp(s + im,w)
L (e ~ £ .
=—/Cp(0+—+z7’+zt+zu,w)ln(0+——a+w) du
2m . 2 2
—ifoog (6‘+£+i7+iu w)l (8+£—s+iu) du
T P\T T2 )T T

o]
~, € . .
< Cp a+5+zr+zu,w

sup du.

seK

~ € .
ln(a+§—s+zu)

3.3)

Gerai zinoma, kad gama funkcijai I'(o + it) tolygiai su o € [07, 03] ir kiekvienu o7 < o9 galioja jvertis

(o +it) < exp{-c|t|}, ¢>0.

17
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Todél i§ (3.3)) i8raiskos gauname, kad

T
1
—fSllpr(S-l—iT,W)—Cp7n(8+l'7',w)|dT
TO seK

) T
1 -~ E . .
<<f —f‘C’p(O’+-+’LT+’LU,W>‘dT sup
TO 2 seK

—00

IS 4 lemos su w € ﬁp turime
2

T
/ ‘C’p (6+ g +i7’,w)

dr <. T.
Vadinasi,

T T 1/2
1_/’C ("+5+'+' )‘d< 1f‘€ (A+6+'+' )2d
— g — 1T 1, W TS| = g - 1T mu,w T
TJ |°” 2 ’ TJ |7 2

0 0

1/2
< 17u|’§ ("+€+' )2d /
<= 0+ — +1iT,w T

T P 2

[

1/2
«. (T+T‘“‘) o (1+ V2.

Atsizvelge i (3.4) ivertj, su s € K gauname

G+e/2-0

_ € . .
ln a+§—5+zu <n

exp{—clu—t|} < n"?exp{-ci|ul}, ¢1>0.

Pastarasis ir (3.6) jver¢iai duoda

I <. ne/? f(l +|u) 2 exp{—ci|ul} du Lo K ne?.

%

Vadinasi, (3.2)) lygybeé yra jrodyta.
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4. Ribinés teoremos

Prie§ tai buvusiuose skyriuose gavome rezultatus reikalingus funkcijos (p(s) ribinés teoremos

irodymui analiziniy funkcijy erdvéje H (D). Siame skyriuje jrodysime maty
Prp(A) = %meas {7 e[0,T]:{p(s+iT) € A}
ir
Pro(A) = %meas{T €[0,T]: Cp(s +im,w) € A}
silpnaji konvergavima, kai 7' — oo, &ia A € B(H (D)), w € Qp.

Pradésime nuo ribinés lemos aibéje 2p. Su A € B(2p) apibréZkime mata
1 »
P%’;(A) = pmeas {re[0,T]:(p" " :peP)eA}.

7 lema. Tarkime, kad aibé L(P) yra tiesiskai nepriklausoma virs racionaliyjy skaiciy kiino Q.

Tuomet matas Pg % su T — oo silpnai konverguoja i matq mp.

Irodymas. 3 lemos jrodyme turéjome, kad grupés 2p charakteriai yra apibrézti (2.2) formule.

Todél mato PJQJ’; Furjé transformacija Frrp(k), k = (kp : k, € Z,p € P) apibreZiama integralu

T
Frpk) = [ TT o () Py = /(H*p_mp) "
0

Op peP peP

peP

T
1 *
=7 f exp {—ir Z kp logp} dr. 4.1)
0

Parodysime, kad

. 1, jeiguk=0,
lim Frp(k) = (4.2)
T—oo 0, jeiguk #0.

Tam mes taikysime aibés L(P) tiesinj nepriklausomuma. Akivaizdu, kad

def

Ap(k) S kylogp=0

peP
tada ir tik tada, kai k,, = 0. Taigi, i§ (#.1) iraiSkos gauname

L, jeiguk =0,

L-exp{~iT Ap(k)}
T oxp{—i Ap(k)}

Frp(k) =
kitais atvejais.

I$ pastarosios lygybés matome, kad galioja ir (4.2)) lygybe.
Kita lema yra skirta funkcijoms (p () ir (p n(s,w). Su A € B(H (D)) apibrezkime matus
Prpn(A)= %meas {re[0,T]:¢(pn(s+ir)e A}
ir
Prp..(A) = %meas {7€[0,T]:¢{pn(s+itT,w) e A}.
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8 lema. Tarkime, kad aibé L(P) yra tiesiskai nepriklausom virs racionaliyjy skaiciy kiino Q.
Tuomet erdvéje (H(D),B(H(D))) egzistuoja tikimybinis matas Pp.,, kad abu matai Pr.p., irPrp.,

silpnai konverguoja i Pp p, kai T — oo.

Irodymas. Naudosime silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo i§saugojimo tolydZiuose atvaiz-

dZiuose savybe. Apibrezkime atvaizdavima vp , : Q2p - H (D) formule

'UP,n(w) = CP,n(& w)'

Kadangi eilutes (p,,(s,w) su o > G yra absoliuciai konverguojancios, todél atvaizdavimas vp ,, yra

tolydusis. Be to, su A € B(H (D)) apibrézkime
1 .
Prpn(4) = guneas{r ¢ [0,T): (577 :p e P) e v} = PR (v04)

Taigi, pazyméje P:??’;v;n mata pastarojoje lygybéje, gauname, kad Prp ,, = P%’;v{)}n. Si lygybe, at-
vaizdavimo vp ,, tolydumas ir silpnojo konvergavimo i§saugojimo principas, Zr. [3] monografijos 5.1 teo-
rema, duoda, kad matas Prp,, su T — oo silpnai konverguoja j mata Qp def mpv;)%n

Apibrezkime dar viena atvaizdavima Up , : Qp - H (D) formule

Tp (@) = (pin(s,0), DeQp.

Panaudoje¢ tuos pacius argumentus kaip ir anksciau, randame, kad matas }’D\T’p,n silpnai konverguoja i

~ def  __ _ _ o . .
mata Qp 2 mpvp%n. Tegul vp (W) = ww. Tada i§ mato mp invariantiSkumo turime

) -1 -1y, -1 -1
Qpn =mp(vpnvp)~' = (mpvp' ) vp, = mpup, = Qp .
Taigi, matai Prp ,, ir ﬁTj)’n su T’ — oo silpnai konverguoja j ta patj mata Qp .

Dabar nagrinésime tikimybiniy maty Seima {Qp ,, : n € N}. Priminsime keleta savoky. Erdvéje
(X, B(X)) tikimybiniy maty Seima { P} yra vadinama suspausta, jeigu su kiekvienu ¢ > 0, egzistuoja
kompaktiné aibé K c X, kad
P(K)>1-¢

su visais matais P. Seima { P} yra reliatyviai kompaktiska, jeigu kiekviena seka { P} c {P} turi poseki
{P,,} silpnai konverguojantj j tam tikra erdves (X, B(X)) tikimybinj mata P, kai k - oco. Klasikiné
Prochorovo (Prokhorov) teorema, zr. [3] monografijos 6.1 teorema, teigia, kad kiekviena suspausta

tikimybiniy maty Seima yra reliatyviai kompaktiska.
9 lema. Su 2 teoremos sqlygomis Seima {Qp y, : n € N} yra reliatyviai kompaktiska.

Irodymas. Pagal Prochorovo teorema, matome, kad pakanka jrodyti Seimos {Qp ,, } suspaustuma.
Tegul K c D yra kompaktiné aibé. Panaudoje¢ Kosi (Cauchy) integraling formule ir eiluciy (p ,,(s)

absoliutyjj konvergavima, su o, > 0 gauname

T
1 2 1
sup lim sup — f sup |(pn(s+ iT)|? dr < sup > w < > 5 def V. < 00. (4.3)
o m=4ox
0

neN T—oo seK neN meNp TVF meNp
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Tarkime, kad &7 tam tikros tikimybinés erdvés (=, A, u) atsitiktinis dydis tolygiai pasiskirstgs intervale

[0,T']. Apibrézkime H (D)-reik8mj atsitiktinj elementa
Yrpn = Yrpn(s) = Cpals +ilr).
Tegul 2, Zymi konvergavima j skirstinj. IS 8 lemos gauname, kad
D
Yrpn o Yp o, (4.4)

¢ia Yp ,(s)yra H(D)-reikSmis atsitiktinis elementas, kurio skirstinys Qp ,,. Kadangi konvergavimas

erdveéjs H (D) kompaktinése aibése yra tolygusis, i§ (4.4)) sarysio turime
D
sup [Y7,2.,5,(8)] ——— sup [Ypn(s)].- 4.5)
seK T—ooo geK

Dabar, tegul K = K, ¢ia { K;} juostos D kompaktiniy aibiy seka i§ metrikos p apibrézimo. Fiksuokime
e > 0 ir tarkime, kad R; = 2 1\/V}, &ia V] = Vi,. Todel @.3) sarysis ir Cebysevo (Chebyshev) tipo

nelygybé duoda

1
lim sup p {sup Yrpn(s)| > Rl} <suplimsup — [ sup|(pn(s+ir)| dr

T—o0 seK; neN T—oo TRZ 0 seK;
1/2
1 1 N2 9
<suplimsup — | = f sup [Cpn (s +i7)|" dr =—.
seN T—ooo Ry \T seKl‘ " | 2
Vadinasi, atsizvelge i (4.3) sarysj, gauname
€
u{sup 1Yp n(s)| > Rl} <57 (4.6)

SGKZ 2

Apibrézkime aibg

H(e)={geH(D):su%)|g(s)|<Rl,leN}.

Tada H () yra erdves H (D) kompaktiné aibé. Be to, i§ (4.6) nelygybés turime, kad su visais n € N

M{YmeH(E)}=1—M{Yp7n¢H(€)}21—€i%=1—€.
=1

Kadangi matas ()p ,, yra atsitiktinio elemento Yp ,, skirstinys, todél su visais n € N
Qpn(H(g))21-e.

Lema jrodyta.

Dabar jau esame pasiruoSe jrodyti maty Pr p ir ]’5T7p silpnajj konvergavima. Dél pilnumo, sufor-

muluosime vieng labai svarby tvirtinima

1 teiginys. Tarkime, kad metriné erdvé (X,d) yra separabilioji, o X-reikSmiai atsitiktiniai ele-

Mentai Ty, ir yn, m,n € N, yra apbréZti toje pacioje tikimybinéje erdvéje (2, A, 11). Be to, tegul

D D
Tmn > Tmy, Tm > T
n—o0 m— o0
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ir su kiekvienu € > 0

im limsup p{d(zmn,yn) 2 €} = 0.

1
m—=>00 pn 5o

Tuomet

D
Yp —> X.
n—>00

Irodymas. Teiginys yra 4.2 teorema i§ [3] monografijos.
10 lema. Su 2 teoremos sqlygomis erdvéje (H (D), B(H(D))) egzistuoja tikimybinis matas Pp
toks, kad abu matai Prp ir FT,p silpnai konverguoja j Pp, kai T — oo.

Irodymas. Tegul & yra atsitiktinis dydis i§ 9 lemos jrodymo. Pagal 9 lema egzistuoja seka
{QPn.,} c {Qp.r} ir tikimybinis matas Qp erdvéje (H(D), B(H(D))), kad matas Qp 5, sum — oo

silpnai konverguoja j Qp. Kitaip tariant, su 9 lemos Zymenimis
D
Ypm — > Qp- 4.7
Erdvéje (2, A, 1) apibrézkime dar viena H (D)-reikSmj atsitiktinj elementa

Yrp =Yrp(s) = Cp(s+ir).

Tada, taikydami 5 lema su € > 0, gauname

lim limsup pu{p(Yrp,Yrpn,) >€}
m—=00 T 00

1
= lim limsup meas {r€[0,T]:p(Cp(s+iT),(pm,,(s+iT)) 2}

m— 00 T— 00

T
1
< lim limsup—T[p(Cp(s+iT),Cp,nm(s+iT)) dr = 0.
0

m—oo p_ o &

Sis faktas, sarysiai (@.4) ir (#.7) rodo, kad visos 1 teiginio salygos yra i$pildytos. Taigi,

D
Yrp QP (4.8)

arba matas Pr p silpnai konverguoja j mata Qp, kai 7" — co. Kadangi maty Seima {Qp ,, } yra reliatyviai
kompaktiska, sarysis ({.8)) papildomai duoda, kad

D
Yp, —— Qp. 4.9)

n—o00
Lieka jrodyti mato Py p silpnajj konvergavima. Tikimybiné erdvéje (Z, A, i) apibrézkime H (D)-

reikSmius atsitiktinius elementus

Vipm = Yrpn(s) = Cpn(s +iér,w)
ir
Yrp =Yrp(s) =(p(s+iér,w).
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IS 8 lemos gauname sarysj

> D
YT,P,n %—m> Qp, (4.10)

018 6 lemos su € > 0 turime

T}im limsup p {p (?T,P, ?Typvn) 2 5}

—> 00 T—>OO

T
1
< lim limsup — / p(Cp(s+it,w),(pn(s+ir,w)) dr =0.
n—o0o o eT J ’

Pastaroji lygybe, sarysiai (4.9), (4.10) ir 10 lema duoda sarysj

> D

Yrp — Qp.

T—)(X)
Taigi, p’f"p, kai T' — oo, taip pat silpnai konverguoja j mata Qp.
Lieka identifikuoti mata Qp. Atsitiktinio elemento (p(s,w) skirstinj pazymekime P, t. y.
P (A) =mp{weQp: (p(s,w) e A}.

3 teorema. Su 2 teoremos sqlygomis matas Pr p silpnai konverguoja i matq P, kai T' — oo.

Irodymas. parodysime, kad 10 lemos ribinis matas () sutampa su Fp,.
Naudosime silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo ekvivalenta tolydumo aibiy terminais, Zr.
2.1 teorema i$ [3] monografijos. Tegul A yra mato Qp tolydumo aibé, t. y. Qp(9A) =0, ¢ia JA Zymi

aibés A siena. Tuomet, i§ 10 lemos gauname, kad
Jim Prp(A) =Qp(A). (4.11)
Erdvéje (Q2p, B(Q2p)) apibrézkime atsitiktinj dydj

0, jeigu(p(s,w) ¢ A,

1, Kkitais atvejais.

{p(w) =

Grjzkime prie grupés G i§ 3 lemos. Kadangi, pagal 3 lema, grupé G, yra ergodiné, todél procesas

&(g-(w)) yra ergodinis. Taikydami Birchofo-Chin¢ino teorema, Zr. [5], turime

T
Jim Of ep(gr(w)) d7 = Ep(w) (“.12)

su beveik visais w € p. Taciau atsitiktinio dydZio &r(w) apibrézimas reiSkia, kad su beveik visais

wer

T
7 [ & (arw))dr = meas (€ [0.7]: Gp(s.90()) € A)
0

= %meas {T7€[0,T]:{p(s+itT,w) e A}.
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Taigi, @.11)lygybe duoda
T
.1
Jim = [ &p(9:(w)) dr = Qp(4). @.13)
0
Be to,

E&(w) = [ €p(w)dmp = Py (A).
Qp

Pastarasis faktas, (.12) ir @.13) lygybes jrodo, kad Qp(A) = P, (A) su visomis mato Qp tolydumo
aibémis A. Gerai zinoma, kad visos tolydumo aibés sudaro determinuojancia klasg. Vadinasi, turime,

kad Qp = P,. Teorema yra jrodyta.
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5. Mato atrama

2 teoremos jrodymui yra reikalingas iSreikStinis mato P, pavidalas. Priminsime, kad mato P,
atrama yra tokia minimali uZdaroji aibée Sp ¢ H(D), kad P, (Sp) = 1. Kiekvienos atramos Sp atviro-
sios aplinkos matas P, yra teigiams.

Apibrézkime aibe

Sp={geH(D):g(s)+0o0rg(s)=0}.

2 teiginys. Su 2 teoremos sqlygomis mato P, atrama yra aibé Sp.

2 teiginio jrodymas yra panasus kaip ir Rymano dzeta funkcijos atveju. Suformuluosime tik keleta
lemy be jrodymo, kadangi juy jrodymai Zodis Zodin sutampa su analogisSkais tvirtinimais i§ [17] mono-
grafijos.

Pradésime nuo keleto jverciy susijusiy su p € P.
11 lema. Tarkime, kad galioja (B)) ivertis. Tuomet su x — oo

Z E =loglogz +a+ O (x'BQ_l),
psz
peP

Cia a yra konstanta, 0 0 < 5 < 1.

Irodymas. Turime, kad

01(2) € Y logp = v(z) - Y > logp
p<x <z 2<ag(logz)/(log2)
peP peP
=y(x)+0 (1/1 (xl/Z) loga;) =x+r(zx),
Cia
r(z)=0 (xﬁQ loga:)
su

)

IS Cia, pritaike dalinj sumavima, gauname

v 1o Zlogp+i( L, 12)w1(u)du

e D xlogm < 2 u?logu  u?log®u
peP peP

T

1 1 1
+c1+f 5 + r(u)du
x 4 u?logu w log“u

+loglog x —
lo

:logm

log1 + +f°° L (u)d

=loglogx + ¢ r(u)du
g 10g 1 UQIOgU ’U,210g2u

1 1
- d
l[(uglogu + qungu)r(u) u

=10g10gx+02+0(f u512du) ZIOgIng+02+O((x52*1)_
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Toliau naudosime keleta eksponentinio tipo funkcijy savybiy. Priminsime, kad srityje | arg s| < 6y,

0 < 6p < 7 analiziné funkcija ¢g(s) yra vadinama eksponentinio tipo, jeigu tolygiai pagal 6, 6 < 6y,

lim su

r—>00

1 0
loglo(re)
T

12 lema. Tarkime, kad g(s) sveikoji eksponentinio tipo funkcija, galioja () ivertis ir

lim sup

1

oglg(r)l
r—o00 T

Tada

> lg(logp)| = oo.

peP
Irodymas. Naudojame 11 lema ir Zodis Zodin pakartojame 6.4.14 teoremos jrodyma i$ [17] mono-

grafijos.

Tegul s € D, o |ap| = 1. Dél trumpumo, paZymékime

a
973(87ap)=10g(1_p_§)7 pGP,

¢ia )
log( _%) W Y
ps ps 2p25 ’

13 lema. Tarkime, kad galioja (B)) ivertis. Tuomet konverguojanciy eiluciy

Z gP(sv ap)

peP

aibé yra tirsta aibéje H(D).

Irodymas. Su aibe P yra susijusi tik 12 lema. Kiti jrodymo argumentai yra tie patys, kurie yra

taikomi 6.5.4 lemos i$ [[17]] monografijos jrodymui.

Priminsime, kad atsitiktinio elemento X skirstinio atrama yra vadinama elemento X atrama ir
Zymima Sx.

Dél pilnumo, suformuluosime lema apie atsitiktiniy elementy eilu¢iy atrama.

14 lema. Tegul {,,,} nepriklausomy H (D)-reiksSmiy atsitiktiniy dydZiy seka erdvéje (2, A, 1), o

eiluté
[ee]
. &m
m=1
konverguoja beveik tikrai. Tuomet Sios eilutés sumos atrama yra visy funkcijy g € H (D) isreiskiamy

konverguojancia eilute
9= 9m: 9m€5Se,

aibés uZdarinys.
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Irodymas. Lema yra 1.7.10 teorema i$ [[17]] monografijos

2 teiginio jrodymas. Pagal apibréZima, {w(p) : p € P} yra nepriklausomy kompleksiniareikSmiy
atsitiktiniy dydziy seka. Todel {gp(s,w(p))} yra nepriklausomy H (D)-reik§miy atsitiktiniy elementy
seka. Kadangi kiekvieno elemento w(p) atrama yra vienetinis apskritimas, todél gp(s,w(p))} atrama
yra aibé

a
{ge (D) g(5) = -108(1- E) lal =1}.
Taigi, i§ 14 lemos matome, kad H (D)-reik§mio atsitiktinio elemento
wip
log ¢p(s,w) ==Y log (1 - %)
peP p
atrama yra visy konverguojanciy eiluciy

Z gP(57 ap)

peP
aibés uzdarinys su |a,| = 1. Pagal 13 lema, $iy eiluciy aibé yra tir§ta erdvéje H (D). Apibrézkime
u: H(D) - H(D) lygybe u(g) = ¢9, g € H(D). Atvaizdavimas u yra tolydusis, u(log (p(s,w)) =
(p(s,w), o u(H(D)) = Sp ~ {0}. Tai rodo, kad Sp \ {0} priklauso atsitiktinio elemento (p(s,w)

atramai. Kadangi atrama yra uzdaroji aibé, gauname, kad (p(s,w) yra aibés Sp \ {0} uzdarinys, t. y.
SCP ) S’p. (51)

I§ kitos pusés, atsitiktinis elementas (p (s, w) su beveik visais w € (2p konverguojanti nenuliniy daugikliy
sandauga, Zr. [29], todél

SCP c Sp.

Sis poaibis (5.1)) jrodo 2 teiginj.
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6. Universalumo jrodymas

Siame skyriuje jrodysime 2 teorema. [rodymas remiasi 3 teorema, 2 teiginiu ir Mergeliano (Mer-
gelyan) teorema apie analiziniy funkcijy aproksimavima polinomais kompaktinése aibése su jungiaisiais
papildiniais, Zr. [22].

2 teoremos jrodymas. Tugul p(s) yra polinomas, K ir € apibréZti 2 teoremoje, 0

€
< —=—r.
2}

Tuomet aibé G, yra elemento ) ¢ §p atviroji aplinka. Pagal 2 teiginj, aibé Sp yra mato I, atrama,

Ge = {g € H(D):sup ‘9(5) - e?l®)
seK

todél panaudoj¢ atramy savybes gauname, kad
P, (G.) > 0. 6.1)
Kadangi f(s) € Hy(K), todeél galime taikyti Mergeliano teoremg ir parinkti tokj polinoma p(s), kad

sup| f(s) - e

seK

€
<.

2
Tai rodo, kad visi aibés G. elementai yra aibéje

G. - {g < H(D) suplg(s) - £(5)] < }

Todel, pagal (6.1) nelygybe, turime
P, (G2) > 0. (6.2)

3 teorema ir silpnojo tikimybiniy maty konvergavino ekvivalentas atviryjy aibiy terminais rodo, kad
lim inf Prp(G.) > P,y (G).

Pastaroji, (6.2) nelygybés, mato Pr p ir aibés G. apibréZimai duoda pirmosios teoremos dalies tvirtinima.

Kad jrodytume antrajj teoremos tvirtinima, pastebime, jog aibés G. siena 0G. yra aibéje
{110y suplat) - 7)1 =<}
seK

Taigi, sienos 8@1 ir 8@;2 nesikerta su skirtingais teigiamais €1 ir e2. Todel, P, (5@;) > 0 su daugiausiai
skaiciaja € > 0 reikSmiy aibe. Kitaip tariant, G. yra mato P, tolydumo aibé su visais € > 0, nebent
isskyrus skai¢iaja € > 0 reik§miy aibe. Sis faktas, nelygybé, 3 teorema ir silpnojo tikimybiniy maty

konvergavimo ekvivalentas mato tolydumo aibiy terminais jrodo antrajj teoremos tvirtinima.
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Beurlingo dzeta funkcijos universalumas

Santrauka

Tegul P yra apibendinty pirminiy skaiiy aibé, o (p(s), s = o +it, — Beurlingo dzeta funkcija su-
sieta su P. Magistro darbe jrodéme analiziniy funkcijy aproksimavima naudojant postamius (p (s +i7),
7 € R. Tarkime, kad galioja klasikinés hipotezés apibendintyjy pirminiy skaiciy skaiciui ir apibendrin-
tos fon Mangoldto funkcijos kvadratiniam vidurkiui, aibé {logp : p € P} yra tiesiSkai nepriklausoma
vir$ racionaliyjy skaiCiy kiino Q ir egzistuoja apréZtas funkcijos (p(s) vidurkis. Su Siomis hipotezémis
jrodome funkcijos (p(s) universaluma. Tai reiSkia, kad postamiy (p (s + i7), aproksimuojanciy duota
analizine funkcija apibréZta tam tikroje juostoje & < o < 1 turi teigiama apatinj tankj. Sis rezultatas

patvirtina Liniko-Ibragimovo hipotezg apie Dirichlé eilu¢iy universaluma.
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Universality of the Beurling Zeta-Function

Summary

Let P be the set of generalized prime numbers, and (p(s), s = o + it, denote the Beurling zeta-
function associated to P. In the Master thesis, we consider approximation of analytic functions by using
shifts (p(s +i7), 7 € R. We assume the classical axioms for the number of generalized integers and
the mean of the generalized von Mangoldt function, the linear independence of the set {logp : p € P},
and the existence of a bounded mean square for (p(s). Under the above hypotheses, we obtain the
universality of the function (p(s). This means that the set of shifts (p(s + i7) approximating a given
analytic function defined on a certain strip @ < o < 1 has a positive lower density. This result supports

the Linnik-Ibragimov conjecture on universality of Dirichlet series.
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