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Zymusis italy aktuaras Gaetano Balducci ir kai kurie skai¢iavimai
pagal jo pasiulyta prielaida

Santrauka

Aktuarinio mokslo literaturoje placiai paplitusi Balducci prielaida, tac¢iau truksta Saltiniy,
kuriuose buty nagrinéjama teorijos atsiradimo istorija, bei informacijos apie patj italy aktuarg
Gaetano Balducci. Siame darbe tiriamos prielaidos apie isgyvenimo funkcijos s(z) interpoliavi-
ma, kai x € Ny nurodo asmens amziy. Tuomet siekiama teorijas pritaikyti gyvybés draudimo
srityje, vertinant busimosios ismokos dabartinés vertés v7= pagrindines charakteristikas (T} yra
atsitiktinis dydis ir nurodo Zzmogaus likusiaja gyvenimo trukme) — grynaja vienkartine premija

EVT”]]_{ngn}, n € {1,2---}, dispersija ID)I/T“f]l{ngn} ir pan.

Raktiniai zodzZiai: Balducci, Balducci prielaida, gyvybés draudimas, iSgyvenimo funkcija, in-

terpoliacija, Wittstein, grynoji vienkartiné premija, dispersija.

The Famous Italian Actuary Gaetano Balducci and Some
Calculations Based on His Offered Assumption

Abstract

Balducci assumption is widely spread in the actuarial science literature, however, it lacks
sources that analyse the reasoning behind the creation of that assumption, as well as the Italian
actuary Gaetano Balducci himself. This work is dedicated to examining popular assumptions
about interpolation of survival function s(x) where x € Ny denotes the age of the person. Then
these theories are carried out in the life insurance sector, evaluating the main properties of
discount v+ (here T}, is a random variable and denotes the future lifetime of an individual) —

net single premium EVTIH{ngn}, n € {1,2---}, dispersion DI/TZH{ngn}, etc.

Keywords: Balducci, Balducci assumption, life insurance, survival function, interpolation,

Wittstein, net single premium, dispersion.



1 Jzanga

Aktuariné matematika yra tiesiogai susijusi su neapibréztumu ir rizika. Sie veiksniai
turi buti atidziai jvertinami dél tikétiny ateities prognoziy visose srityse, taciau ypatingai
draudimo ir finansy sektoriuose. Viena i$ pagrindiniy sri¢iy, kurioje aktuarai susiduria
su butinybe atlikti matematiniais metodais gristas prognozes yra gyvybés draudimas, ku-
ris paremtas iSgyvenimo modeliais ir su jais susijusiomis teorijomis. Zmogaus gyvenimo
trukmé X vertinama kaip neneigiamas atsitiktinis dydis, kurio skaitines charakteristikas
galima apibrézti naudojant tinkamus statistinius metodus [12]. Ivertinus zmogaus gyve-
nimo trukme jmanoma tinkamai apskaic¢iuoti gyvybés draudime reikalingus parametrus,
pavyzdziui, busimosios iSmokos dabartine verte, reikalinga premijos dydj, uz kurj draudi-
kas gali parduoti draudima.

Statistinius duomenis apie populiacijos gyvenimo trukme jprasta rinkti mirtingumo
lentelése — Sia praktika naudojasi jvairios Salys, periodiskai rinkdamos informacijag apie
individy mirtinguma tarp nustatyty laiko tarpy. Sie duomenys renkami sveikosioms x
(mety) reik8méms ir be iSgyvenimo tikimybiy s(x) gali buti papildomi ir kitomis skai-
tinémis charakteristikomis, aktualiomis vertinant individy mirtinguma, pavyzdziui — vidu-
tinj sulaukusiy z amziaus individy skai¢iy i§ pradinés vertintos grupés (I, ); vidutinj skaic¢iy
individy, kurie miré sulauke x mety (d,); tikimybe, kad individas mirs sulaukes amziaus
x (q); ir busimosios gyvenimo trukmés vidurkj (éx) Taciau realybéje gyvenimo trukme
néra tik sveikosiomis reikSmeémis apibréziamas atsitiktinis dydis, vadinasi, mirtingumo
lentelés nesuteikia pilnos informacijos apie individy iSgyvenamuma. Tarpinés reikSmeés
mety intervaluose ieskomos naudojantis pasirinktu analizinés iSgyvenimo funkcijos s(x)
pavidalu (taip apibréZiamas funkcijos elgsena apibrézimo srityje) ir su Sia funkcija susie-
tomis interpoliavimo prielaidomis.

Analizinés iSgyvenimo funkcijos (gyvenimo trukmés pasiskirstymo) pavidalas nagrinéja-
mas nuo seny laiky, siekiant pritaikyti Zinias, kurias suteikia mirtingumo lentelés. Pagrin-
dus tam tiesé mokslininkai nuo pat XVII amZiaus, pavyzdziui — J. Graunt!, E. Halley 2,
D. Bernoulli®, R. Price?. Vienas pirmuyjy, pateikes analizinés iSgyvenimo funkcijos versija,
buvo A. de Moivre® — 1729 m. pasiules vertinti, kad gyvenimo trukmeé pasiskirsciusi toly-
giai per visg maksimaliai jmanoma Zmogaus gyvenimo laikotarpj [5] [12]. Si teorija buvo

atmesta jvertinus jos netinkamuma pagal empirinius duomenis, taciau kiti mokslininkai

1John Graunt (1620-1674) — angly statistikas, vienas i§ pirmyjy mokslininky, tyrusiy demografinés
statistikos sritj, 1662 m. publikavo skai¢iuotas iSgyvenimo tikimybes ir mirtinguma apibudinanéius ro-
diklius pagal Londono populiacijos mirtingumo statistika [10].

2Edmond Halley (1656-1742) — angly astronomas ir matematikas; prisidéjo prie mirtingumo lenteliy
kurimo ir jy pritaikymo tinkamoms gyvenimo anuitety kainoms nustatyti 1693 m. publikacijoje [13].

3Daniel Bernoulli (1700-1782) — §veicary matematikas, tiesiogiai su aktuarine matematika nedirbo,
taciau 1738 m. publikuotame darbe pateiké vertingy idéjy apie sasaja tarp gyvenimo trukmés nenu-
spéjamumo ir rizikos [6].

4Richard Price (1723-1791) — Jungtinés Karalystés, Velso, moralés filosofas ir matematikas; prisidéjo
prie actuarinés matematikos apibrézdamas vidutinés gyvenimo trukmeés vidurkio savoka 1771 m. publi-
kacijoje [19].

®Abraham de Moivre (1667-1754) — prancuzy matematikas.



ja réemesi ir adaptavo vertinant iSgyvenimo pasiskirstyma vieneriy mety perioduose, kad
buty gauti tikslesni rezultatai. Kitos populiarios versijos buvo pristatytos po Simtmecio:
1825 m. B. Gompertz ¢ modifikavo eksponentine funkcija iSgyvenamumo funkcijos api-
brézimui [9], 1860 m. W. M. Makeham” patikslino i§gyvenamumo funkcija naudodamasis
Gompertz apibrézimu [17], o 1939 m. E. H. W. Weibull® pateiké dar viena klasiking
isgyvenimo funkcijos versija besiremdamas eksponentinés funkcijos savybémis [23].
Parametrai, apibudinantys mirtinguma mety intervaluose, t. y., kai gyvenimo trukme
vertinama ne tik sveikosiomis reikSmémis, randami pasitelkiant interpoliacija. Pagrindinés

prielaidos apie s(z) yra Sios:
1. Mirtingumas pasiskirstes tolygiai mety intervaluose;
2. Mirtingumo galia pastovi;
3. Balducci prielaida.

Praktikoje dazniausiai pritaikoma pirmoji prielaida, antraja dél paprastumo patogu nau-
doti edukaciniuose uzdaviniuose apie gyvenimo anuitetus (pavyzdziy galima rasti [12]), o
trecioji jdomi dél to, kad néra placiai naudojama bei viesai pasiekiamoje aktuarinéje lite-
raturoje informacija apie Balducci prielaidg yra minimali, nors pati prielaida gerai zinoma;
be to, literaturoje prakstiskai néra informacijos nei apie prielaidos autoriy Balducci, nei
apie jo prielaidos atsiradimo istorija bei prielaidos pritaikymo tinkamumo motyvacija.
Todél siame darbe siekiama papildyti informacija, kurios truksta gyvybeés draudimu
besidomintiems asmenims. Pirmiausiai bus apibréziamos svarbiausios iSgyvenimo mo-
deliuose naudojamos charakteristikos, véliau bus nagrinéjama surinkta informacija apie
Gaetano Balducci ir pristatoma, kaip atsirado jo vardu pavadinta prielaida. Tada bus
atliekami skai¢iavimai gyvybés draudimo srityje (skai¢iuojama grynosios vienkartinés pre-
mijos iSraiSka, dispersija ir kitos skaitinés charakteristikos), kuriuose bus pritaikyta Bal-
ducci i8gyvenimo funkcijos interpoliavimo prielaida ir atliekami aktualus palyginimai su

tolygaus pasiskirstymo mety intervaluose prielaidos rezultatais.

6Benjamin Gompertz (1779-1865) — brity matematikas ir aktuaras.

"William Matthew Makeham (1826-1891) — angly aktuaras ir matematikas.

8Ernst Hjalmar Waloddi Weibull (1887-1979) — §vedy inZinierius ir matematikas, labiausiai Zinomas
del 1951 m. pristatytos i8gyvenimo funkcijos [23], kuri buvo patobulinta pagal 1939 m. isleista publika-
cija. Taciau jdomu tai, kad Weibull visy pirma daugiausiai démesio skyré inZinerijos srifiai — statistinei
medziagy stiprumo analizei, ta¢iau pagrindiniai principai ir matematinis jo iSvady jvardijimas padéjo
pagrindus vélesniam Weibull skirstinio pritaikymui Zmoniy iSgyvenimo funkcijos analizéje.



2 ISgyvenimo modeliai
2.1 Pagrindiniai apibrézimai ir Zymeéjimai
Ivadas j i8gyvenimo modeliy kursa iSsamiau isdéstytas [12], todél ¢ia pateikiama su-
trumpinta informacija, skirta apibrézti zymeéjimus, kurie bus reikalingi sekanciuose sky-
riuose. Pirmiausiai aptariamos svarbiausios iSgyvenimo funkcijos charakteristikos.
I§gyvenimo funkcijos reikimé yra lygi tikimybei, kad zmogus sulauks z mety. Zmogaus
gyvenimo trukmeé X yra neneigiamas atsitiktinis dydis, kuris, laikoma, kad yra absoliuciai

tolydus. Konkretus asmens amzius = € |0, 00) naudojamas iSgyvenimo funkcijoje kaip

pagrindinis kintamasis:

Fz)=P(X <x) = / f(u)du yra gyvenimo trukmes pasiskirstymo funkcija, o
0

f(u) a.d. X tankis.

2.1.1 Isgyvenimo funkcijos savybés

[Sgyvenimo funkcijai teisinga:

6. s(x) yra tolydi apibrézimo srityje.

2.2 Gyvenimo trukmeés charakteristikos

Pagrindinés asmens gyvenimo trukmeés charakteristikos yra Sios:

1. Mirtingumo kreivé — tankio ir nagrin¢jamos zmoniy grupes [y sandauga:

Lof(X) =1pF'(x) = —lys'(x);

2. Mirtingumo galia: i, = {:((i)) == i((_f));

3. Vidutiné gyvenimo trukmé: ¢ = EX = I, s(z)da;

4. Busimosios gyvenimo trukmes vidurkis: e, = ET, = ﬁ [ s(t)dt;



5. Tikimybé, kad (x) mirs per artimiausius ¢ mety:

e =BT, < 1) = Bt bt

6. Tikimybeé, kad (x) iSgyvens dar bent ¢ mety:
pe =P > 1) =P(X >z 41X > 1) =1 - g, = U = Lewe
tPe = PaDat1 - Patt—1, L € N;

7. Vidutinis x mety sulaukusiy zmoniy skai¢ius is pradinés vertintos grupés:

l. = lps(z), pradiné grupé ly;

8. Vidutinis skai¢ius individy, kurie, sulauke x mety, miré per ateinanc¢ius metus:

da: = la: - l:c+l;
9. Tikimybeé, kad individas sulauks x mety ir mirs per ateinancius metus:
_ da

2.3 Interpoliacijos prielaidos

Kaip ir buvo uzsiminta jzangoje, pagrindinis mirtingumo lenteliy trukumas yra tas,
kad duomenys yra riboti, t. y. pateikiami tik sveikosioms z amziaus reikSmeéms. Kadangi
x yra absoliudiai tolydus dydis ir praktikoje gali prireikti atlikti aktuarinius skaic¢iavimus
tarpinéms reikSmeéms tarp x ir x + 1, iSgyvenimo funkcijy reikSmes tenka interpoliuoti.
Pagrindinés interpoliavimo prielaidos yra:

2.3.1 Mirtingumas pasiskirstes tolygiai mety intervaluose

Taikoma prielaida, kad s(z) funkcija yra tiesing? kiekviename intervale [z, x + 1]:
s(x+t)=(1—t)s(x) +ts(x+1), x € Ny, t €[0,1]. (1)

2.3.2 Mirtingumo galia pastovi

Taikoma prielaida, kad mirtingumo galia yra konstanta. Kadangi mirtingumo galia

visada yra teigiama, tai ir Sioje prielaidoje konstanta yra teigiama, t. y.

=ANkaiz>0ir A >0, A = const. (2)

2.3.3 Balducci prielaida
Pagal Balducci prielaida, iSgyvenimo funkcija tenkina $ia salyga:

1 1—1t t
@) 5@ sweny LN 10 (3)

9Mirtingumas pasiskirstes tolygiai mety intervaluose - angl. Uniform distribution of deads (UDD).
Pastaba: Sis trumpinys bus naudojamas toliau tekste dél patogumo.



Visose prielaidose x yra fiksuotas dydis, o tam tikriems skai¢iavimas kartais jtraukiamas
koeficientas k£ € N, jeigu norima ieskoti ;1 ¢p, - tikimybeés, kad x mety turintis asmuo isgy-
vens dar bent k + ¢ mety (tokiu atveju, akivaizdu, k + ¢ € [k, k + 1]).

3 Gaetano Balducci

3.1 Biografija

Gaetano Balducci turéjo buti Zinomas zmogus dél vykdytos politinés veiklos, taciau
laisvai prieinamos informacijos apie jo biografija yra labai nedaug. Nepaisant to, Siame
darbe surinkti bent keli faktai apie tiriamosios prielaidos autoriy, kurie, tikimasi, ateity-
je galéty buti patikslinti kity Sia aktuarinés matematikos atSaka susidoméjusiy atstovy
darbuose.

Gaetano Balducci (1887-1974) [8] buvo italy aktuaras, labiausiai zinomas dél jnaso
aktuariniam mokslui nagrinéjant su draudimu susijusias teorijas. G. Balducci buvo akty-
vus Aktuary draugijos'® narys, savo jzvalgomis apie gyvybés draudimo teorijas dalinosi
ne viename Statistikos apZvalgos ir ekonomisty Zurnale'!, taip pat leido aktuariniy knygy.
Iki siol yra tiriamos ir pripazjstamos vertingomis jo darbuose iSreikstos idéjos tiriant mir-
tingumo modeliy kurima, rizikos vertinima bei finansine analize draudimo produktuose.

Taip pat yra zinoma, kad G. Balducci buvo svarbus asmuo Italijos politikoje — beveik
10 mety éjo Italijos Respublikos Audito Rumy skyriaus pirmininko pareigas'? Romoje
[18]. Zemiau pateiktame 1 paveiksle pateikta vienintelé laisvai prieinama 8io italy aktuaro

nuotrauka internete.

1 pav.: G. Balducci, 1952, [2].

10 Angl. Society of Actuaries.

HTt. Giornale degli Economisti e Rivista di Statistica [2], 3], [4]

12Nuo 19944-09-26 iki 1953-12-24 G. Balducci buvo Audito Rumy (it. Corte dei Conti) skyriaus
pirmininkas, atsakingas uz generalinio valstybés buhalterio (it. Ragioniere generale dello Stato) funkcijas.



3.2 Balducci teorijos uzuomazgos

Kaip ir uzsiminta jzangoje, nuo pat XVII a. matematikai modeliavo mirtingumo lente-
les ir jomis naudojosi pritaikydami jvairias prielaidas, o Balducci prie diskusijos prisijunge
1911 metais, komentuodamas 1901 m. sudaryta Italijos vyry populiacijos mirtingumo len-
tele, interpoliuota remiantis W. M. Makenham prielaida [3].

W. M. Makeham analizinés i8gyvenimo funkcijos versija (pristatyta 1860 m.) teigia,
kad Zmogaus (x) mirtingumo galia priklauso ne tik nuo amziaus, bet ir kity susijusiy
aplinkybiy:

e = A+ Be® x>0, (4)

kai A > —B, a > 0, B > 0. Parametrai A, B, « randami i§ Zmogaus gyvenimg apibudinanciy

duomeny [12]. Pagal tai, i8gyvenimo funkcija yra apibréziama siuo budu:

s(z) = exp{—Aw — g (e — 1)} , x>0,
B

F(z)=1 —exp{—A:z:— — (e** — 1)} , x>0,
a

flz) = (A—I—Beaw)exp{—Ax—g(e‘” — 1)} , x> 0.

1911 mety publikacijoje [3] Balducci komentuoja interpoliacijos buda, kurj naujai pri-

staté profesorius Tullio Bagni'?.

Interpoliacija pasitelkta naudojant Gauss maziausiyjy
kvadraty metoda [3] ir i8gyvenimo funkcija mety intervaluose laikoma tiesine, bet i prie-
laida tinkama tik tuo atveju, jeigu tikrinamos (z) reik8més sutampa su mirtingumo len-
teléje aprasytomis reikSmeémis. Tac¢iau mety intervaluose Balducci ginéija [3], kad mirtin-

gumo pasiskirstymas néra tiesinis ir tai galima pastebéti i [, iSraiskos:
C.
la: =k Sz 9",

kai k, g, c yra zmogaus gyvenima apibudinantys duomenys, k£ skai¢iavimuose buna paren-
kamas fiksuotas [3].

Todel T. Bagni pateikti skaiciavimai ir prielaidos yra tinkami nebent empiriniams
skai¢iavimams, siekant paprastesniu metodu rasti artima reiksSme tikrajai. Kitas atlie-
kamos interpoliacijos trukumas - netiksliai apskai¢iuojamos reiksmeés ieskant mirtingumo
parametry jaunesniems nei 19 ir vyresniems nei 82 m. zZmonéms, kadangi tuose interva-
luose, pagal Balducci, nebegalima pasikliauti Makeham prielaidomis [3|. Taciau, kadangi
atlikta interpoliacija yra ganétinai tinkama naudoti dideliame Zmoniy gyvenimo mety
intervale (nuo 19 iki 82 m.) gaunant pakakankamai tikslias reikSmes, ateityje modelio
tobulinimui pasiuloma ieskoti tikslesniy metody, su kuriais, zinoma, skai¢iavimai tapty

sudétingesni, ta¢iau buty galima pasiekti geresniy rezultaty [3].

137Zinoma tik tiek, kad profesorius Tullio Bagni désté Auksciausiame Romos verslo studijy institute (it.
Istituto superiore di studi commerciali di Roma) [3]. Siuo metu tokig veikla vykdancio instituto néra.



3.3 Pirmoji Balducci teorijos publikacija

Po 1911 m. isleisto kritikos straipsnio apie kolegy bandymus analizuoti mirtingumo
lenteles, 1917 m. tame paciame Statistikos apzZvalgos ir ekonomisty Zurnale Gaetano Bal-

ducci publikavo ,Mirtingumo lenteliy kurimas ir kritika“!*

straipsnj, kurio tikslas — atrasti
tiksly, realybe atitinkantj iSgyvenimo charakteristiky skaic¢iavimo metoda, kuris jvertinty
mirtinguma nusakanc¢ius dydzius ne tik statiskai (individy mirtis priskiriant tik mety pa-
baigoms, t. y. vertinant, kad populiacijos mazéjimas vyskta tik sveikose z reik§mése), bet

ir amziaus tarpinéms reikSmeéms [4].

3.3.1 Apibréziamos charakteristikos

Pirmiausiai pasirenkamas gana siauras laiko periodas: G. Balducci tiria laikotarpj nuo
T} mety sausio 1 dienos iki 75 mety gruodzio 31 dienos. Siame laikotarpyje turi pakakti
statistiniy duomeny tyrimui, taip pat statistiniai duomenys islieka pakankamai stabilus.

Siame laikotarpyje svarbu apibrézti skirtingas individy grupes:

Sy individai, kurie jau priklausé tiriamai grupei ir numatyto periodo eigoje sulauké
(z) mety;
Ny individai, kurie ,prisijungé“'® prie tiriamos Zmoniy grupés ir tiriamuoju periodu

sulauké (x) mety;

[y individai, kurie sulaukia z mety amziaus Ty metais (t. y. tirlamojo periodo
antroje puséje);

d, individai, kurie tiriamuoju laikotarpiu sulauké amziaus (x) ir miré nesulauke
amziaus (r + 1) (¢ia svarbu paminéti, kad kalbama tik apie individus, kurie,
jeigu nebuty numire, buty turéje sulaukti amziaus (z+1) iki tiramojo laikotarpio

pabaigos).

Tuomet i3 visy $iy grupiy galima apskaic¢iuoti populiacijos dydj A\(x), kurioje vertinami

() amziaus sulauke ir iSgyvene individai [4]:

AMz)=XMz—1)+s,+n, —lp —dpy =

T r=r—1

M) =) (s +mn—1)— Y d.

r=0

Vadinasi, jeigu vienintelis veiksnys, kuris lemia individy kiekio pasikeitima (sumazéjima,)

tiriamoje baigtinéje populiacijoje tarp x ir x + 1 amziaus, yra individo mirtis, tai tikétiny

14Tt.  Costruzione e critica delle tavole di mortalita‘.

15Tekste nepatikslinta, kg Balducci konkrediai vertina ,prisijungimu® prie tiriamos grupés Zmoniy. Ka-
dangi tik véliau straipsnyje yra pateikiama galimybé ,prisijungti prie tiriamos grupés dél kitos nei gi-
mimas prieZasties (pavyzdziui, imigracija), ¢ia daroma prielaida, kad dydis n, aktualus, jeigu tiriama
naujagimiy populiacija.
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mirciy kiekis tarp mety x ir x + 1 yra:
M, = \(z) q, . =P(T, <t)e[0,1]. (5)

3.3.2 Populiacijos tyrimas

Realybéje tokios populiacijos kiekio kitimas priklauso ir nuo kity nei mirtis veiksniy,
todél tiriamas budas apibrézti likusiojo gyvenimo trukmeés tikimybe, kuri jvertina ir kitus
veiksnius!® .

Vadinasi, M, reikSmeé tarp x ir x + 1 amziaus turéty apibrézti ne tik tikétiny mirciy

kiekj, bet ir kity veiksniy nulemty populiacijos objekty kiekio sumazéjima:

M, = M2)ge + > K (2 + t)qoss, (6)

¢ia K(x +1t) = I(z+t) — E(z +t) nurodo individy kiekj, kuris dél bet kokios priezasties
tapo tiriamos populiacijos dalimi [ ir del kitos priezasties nei mirtis paliko populiacija E
laikotarpiu tarp z ir  + 1 amZiaus, o t € (0, 1]*".

Tuomet, pagal apibrézima zinome, kad d, = [, — l,+1 = l.q.. Jeigu skai¢iuojame

intervalo (x; x 4+ 1) viduje, turime:
td, = tlyqs, t € (0,1]. (7)

I$ to seka, kad [, = I, — tlyq, = (1 — tq,). Toliau, naudojantis ¢, apibrézimu,
galima tirti tikimybe, kad atskiras individas mirs sulaukes = 4+ ¢ mety (t. y. mirs pries

sulaukdamas = + 1 mety):

e =l
tdz = lx
la:+t - lirl lx(l - th> - lm+1 11—t
et = = =gy 8

Pasinaudojus paskutine israiska, taikant elementariuosius pertvarkymus patikslinama

16Pavyzdziui, Balducci [4] pateikia tokius kriterijus kaip atsistatydinimai, atleidimas (it. ,,dimissio-
ni, rescissiond, riscatti, ecc.) - atrodo, labiau su einamomis profesinémis pareigomis susieti veiksniai,
tac¢iau kodeél jie turéty turéti jtaka priklausymui tiriamai populiacijai, néra zinoma. Zinoma, jeigu tiria-
ma populiacija buty sudaryta i§ kokio nors sektoriaus darbuotojy, Balducci pateikti ,is¢jimo” i§ popu-
liacijos veiksniai, buty labai logiski, tac¢iau bendriniu atveju, kai tiriama populiacija, pavyzdziui, Salies
lygiu, tikétina, realesnis ,isé¢jimo* i$ populiacijos veiksnys galéty buti emigracija (ir atitinkamai imigracija
»iéjimo* i populiacija atveju.

1"Kadangi t € (0, 1], naturaliai norétysi (6) formuléje naudoti integrala vietoj sumavimo, taciau, pagal
[4], skaifiavimams atlikti numatomos fiksuotos t reiksmés, kuriy kiekis baigtinis.
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tikétiny mirciy kiekio tarp mety z ir x + 1 (6) lygybe:

1 1
1—t 1—t
(x)q +; (e + 01— - =4 ((x)Jr; (93+)1_tqm) 9)
Is to seka, kad tikimybeé ¢, yra:
M,
A@) + 2o Kz + t)m
Kadangi
1 1 —tq, + tq, t
=T 14y, , (11)
1_tQCB 1_tQI 1_tq$
tai paskutiniaja ¢, iSraiska galima patikslinti iki
M,
(e = —. (12)

N2 N K ()1 - )+ g, > K+ t)(1—1)

1_tQ:L'

Taciau matosi, kad, j skai¢iavimus jtraukus populiacijos kitimo veiksnius, kurie neap-
siriboja mirtimi, rasti tikslia mirties tikimybe yra labai sudétinga. IS matematinés pusés
nepakanka zinoti kity kriterijy (t. y. M,, M\(x), K(x+1)), kad surastume grynaja tikimy-
be, kad atskiras individas mirs sulaukes x mety. Taigi, G. Balducci teigia, jog tam, kad
gautume pakankamai tiksly jvertinj, i§ paskutiniosios israiskos galima iSbraukti treciaji
vardiklio narj, nes jis yra labai mazas [4].

Toliau atliekami atitinkami pertvarkymai. Padauginus skaitiklj ir vardiklj i§ sumos
Aw) + Yo Kz +1)(1 1),

M A+ Y K@t -1)
A@)+§ﬁgﬁﬁx+txr—w<1+f%z> ANz)+ S Kz +t)(1—1t)

Gz =

vardiklius sukei¢iame vietomis,

_ M, | Az)+ 3o K(z+1)(1—1) <1 ol 1221)
Iz = ANz) + 3 Kz +1)(1—t) AMNa)+ S, K(z+)(1—1) (1 N tq_w>

1-tqe

(13)
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Tuomet reikia sutvarkyti antrajj sandaugos démen;j:

Aw) + S Ko+ (1= 1) (14 1% ) = S Ko+ 0)(1 - 1) %

1—-tqy 1-tqs

@)+ K@ +1)(1—1t) <1+tq_z) _

17t(1$

@)+ S K00 -0 (14 1) — g S K+ (-
- M) + S Ko+ 6)(1— 1) (14 712

17tqz

= *.

Galima pastebeéti, kad trupmena galima iSskaidyti iSskiriant sveikaja dalj:

oK@+t —t)L

1_th

o)+ S K000 (1 2 )

*:1_(]2

Sio skirtumo ((13) iSraiskos antrasis sandaugos démuo) antrasis narys jvardijamas kaip

paklaidos démuo €, kurio, aproksimuojant ¢, reikSme, galima atskirai neskaiciuoti [4]. I8

tiesy
el qﬂ:ZioK@‘i_t)(l_t)ljtqz _1_Mx—)\($)%_
qx </\<I> + Ztlzo K(ac + t) 1:¢§z> M,
Mz)ge  Mx)qe
=1-1 = ~1
+ M, M, ’

o gauta trupmena buty tiksliai lygi vienetui, jeigu populiacioje nevertintume objekty

kiekio poky¢io dél kity nei mirtis veiksniy.

Tikslesnis paklaidos démens € radimas taip pat gali buti pateiktas ir kitu budu. Dau-

1
1_tqz

giklis isskaidomas remiantis geometrinés progresijos (g. p.) formule ir tolimesniems
skai¢iavimams panaikinami visi iSskleistos g.p. nariai su ¢, nes jy reikSmeés labai mazos
lyginant su visais kitais viso reikinio (13) démenimis:
M,
Qe = :
Az)+ g K(z+1)(1—1)
1— g S oK@+t —t)(t+t2q + 32+t + ) N
NE) + S Kz + 1)1 — 1) (1 + tqe + (tqe)? + (tg)® +---)
M, o K+ ) (1 —t)t

%%M@+ZQK@+ML%YG_%M@+ZAK@+WL%J'
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Tuomet, sudauginus panariui ir antrajj narj padauginus is %, gaunama:
x

N M, - M, N
N+ K011 "\ Mo+ oy K+ (1 —1)
K@+t -t N

M,
G~ M, _q32t1:0K(35+t)(1_t)t:
NI K@ - " M,
M,

N2+, Kz 4+ 1) (1—1)

Taigi turime, kad

B M, Iy K(x—l—t)(l—t)ﬁ
N Y Kt (1 1) N+ K+ (1 —1) (1+ o)

taciau aproksimacijai pakankama iSraiska yra:

MJ:
o™ ANa) + S Kz +t)(1—1t) (14)

Is tiesy, kadangi matome, kad j populiacijos dydzio pokytj nulemianc¢ius veiksnius
jtraukiant ir kitas nei mirtis priezastis, nejmanoma gauti visiskai tikslios ¢, reiksmes, G.
Balducci [4] teigia, jog aproksimuotoms reikSméms, vietoj (14) israiskos, pakanka naudoti

. . 1 . . . - 18.
(8) lygybe vertinant, jog =i daugiklis yra labai mazas'®:

1—tqdz+t =~ (1 — t)Qw- (15)

Paskutinioji lygybé (15) ir yra vadinama Balducci prielaida.

3.3.3 Zinomesnis Balducci prielaidos pavidalas

Taigi, nors ir yra aiski Balducci prielaidos kilmé, jdomu pastebéti, kad si formulé
daugelyje saltiniy nefiguruoja kaip populiariausia prielaidos iSraiska. Tad ¢ia pateikiamas

jrodymas, kaip su (15) apibrézimu galima gauti [12]| Saltinyje naudojama (3) iSraiska.
Jrodymas. Zinoma, kad
1—tdz+t = Qx(l - t) ir

_s(x) —s(z+1)
YT s

18Remiantis tokia pacia logika, kuri pateikta ir ieskant paklaidos démens e igraigkos.
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I abi pirmosios lygybés puses jsistacius ¢, apibrézima turime

s(z+t)—s(z+t+1-t) s(@)—sl@+1)
s(z+1) B s(x) (1-t=

- - (-t e
1—% —1—i- S(i(;l)a—t) o~
Gl el
Abi lygybés puses padalinus i s(z + 1);
1t N s(x+1) (1-1).

s(zx+t) s(z+1) s(z)s(x+1)
Taigi, suprastinus s(z + 1) paskutiniame lygybés naryje, gauname (3) pristatyta israiska:

1 t 1—-t

swtd) s@tl) | s(@)’

kai x € Ny, t € (0, 1]

3.4 Oficialus Balducci teorijos pripazinimas

Is praeitame skyrelyje pateiktos informacijos akivaizdu, jog G. Balducci prielaidas
del isgyvenimo funkcijos pavidalo ir pasiulymus, kaip buty galima tiksliau interpoliuoti
ieskomas reik8mes mety tarpe, pateiké bent jau 1917 m. publikuotame straipsnyje [4].
Taciau jvairiuose Saltiniuose pateikiama informacija, kad $i teorija atsirado tik 1920 m.
(pavyzdziui, [5] [14]). I8 tiesy, 1920 metais Balducci isleido straipsnj apie $ia teorija
[26]1, tadiau tai jau buvo anks¢iau j akademinj pasaulj iSsiystos teorijos aptarimas ir
atsakymas j gautus komentarus?® i§ A. T. Traversi®! [22]. Kadangi vystydamas savo
hipoteze G. Balducci rémesi ir nepriklausomy dydziy tikimybés savoka (P(T, >t N T, >
t) = P(T, > t)-P(T, > t)) [4], o Traversi kritikavo nepriklausomy dydziy prielaidos
taikyma [22], Balducci dedikavo [2] laiska pagristi savo metodams ir jy tinkamumui. Deja,

bet priezastis, kodél kai kuriuose Saltiniuose teigiama, jog Balducci prielaida atsirado 1920

19Straipsnis originaliai publikuotas Balducci mégtame Aktuary instituto Zurnale (angl. Journal of the
Institute of Actuaries (1886-1994)), o straipsnio svarbg pagrindzia tai, kad ji perspaudino ir Kembri-
dZo universiteto leidykla (angl. Cambridge University Press on behalf of the Institute and Faculty of
Actuaries).

20Panasu, kad pokario laikotarpiu, pana$iu metu, kai G. Balducci i§vysté savo hipoteze, aktuary drau-
gijoje vyko diskusijos apie 1-ojo Pasaulinio karo jtaka populiacijy mirtingumui. Akivaizdu, kad dél karo
mirtingumo statistika skyrési nuo statistikos, gautos taikos metais ir jvairus matematikai ieskojo budy
isskirti butent karo nulemtq mirtingumo rodikli (angl. rate of mortality) [21], [22].

21 Antonio Thomas Traversi (1871-1960) - Naujosios Zelandijos aktuaras, Vyriausybés draudimo ko-
misaras, nacionalinio aprupinimo fondo vadovas. Londono Aktuary instituto narys, Valstybés tarnybos
Pensijy tarybos narys [22].
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metais, néra tiksliai zZinoma, tac¢iau labai tikétina, kad skirtingi aktuarinio mokslo atstovai
apie Balducci prielaidg dél 1-ojo Pasaulinio karo galéjo suzinoti is iy skirtingy Balducci

publikacijy ([2] arba [4]) ir rémési informacija, kuria turéjo prieinama.

3.5 Kitas budas Balducci teorijai apibreézti

Siame darbe jau paaiskinta Balducci teorijos kilmé bei jrodytas kituose Saltiniuose
naudojamo teorijos pavidalo korektiskumas. Jdomus ir Siek tiek kitoks pri¢jimas prie
(15) isvados, kuris taikomas jvairiuose i8gyvenimo teorijas tirianc¢iuose Saltiniuose [5], 7],
[14]. Taigi, kitas budas, kuriuo galima apibrézti mirtingumo tikimybés aproksimacija,
remiasi tam tikru panasumu j Tolygaus mirties pasiskirstymo mety intervaluose teorijq,
t. y. pastaroji teorija teigia, kad ,q, = a + bu, u € [0,1) funkcija yra tiesiné, o Balducci

teorijoje tiesiSkumas suprantamas kaip:
l—ularu = @ + bu, u € [0,1).
éiq iSraiska galima jvertinti keliuose taskuose:

Kai u =0, tai 1q, = a,

Kaiu =1, tai y¢gg+1 =a+b=20 pagal Sios tikimybés savybes,
todel, iSsprendus paprasta lygciy sistema gaunama, jog

b:_a:_ﬂ]m:>

1—ulz+u =1 Gz —1 4z - U =

1wlerw = (1 —u)qe, kaiwue]|0,1).
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3.6 IS Balducci prielaidos sekancios gyvenimo trukmeés charakteristiky
lygybés

Pagal Balducci prielaida, iSgyvenimo funkcija tenkina (3) salyga. Naudojantis Sia

prielaida galima prieiti prie tokiy isvady??:

Pz
U 16
£z
r = s 17
1 11— (1 - t)Qa: ( )
Y4z
_ 1
yQZ‘+t 1 — (1 —y— t)Qw’ ( 8)
qx
x = ] 19
Pz 4z
lx : lx+1
lpog = —2 ot 21
i lx+1 + tdw ( )
VeeNg, tel0,1,ye0,1]]iry+t<1.
s(x+t)

Irodymas. Kaip jau zinoma, tikimybeé, kad (z) iSgyvens dar bent ¢t mety: ;p, = =+

pritaikius (3) prielaida:

s(z) (1 —1t)s(x) ts(z)

s(@+ 1) s(x) s(w+1)
S(i(i)t) = (1 —t)+t%
s(jz(fr)t) —(1-1) Hpix = “_2%“.
5 to,
e S(f@;t) (e ke (Rrn e il e e T
Ti- (fm— t)ge

Kadangi (16) israiska jrodyta, (17) formulé jrodoma elementariai:

" tpx 1-(1~-1)g 1—(1=1)g 1—(1-1)q,
_ 2
C1-(1-1)g

Lygybé (18) nurodo tikimybe, kad (x +¢) numirs per ateinancius y mety. Todél reikalinga

22Sjas israiskas galima rasti jvairiuose siame darbe naudojamuose Saltiniuose, pavyzdziui, [5], [12], [16].
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atlikti keitima ¢ — y + ¢t. Tuomet (3) prielaida atrodo taip:

1 l—t-y y+t
s(z+y+t)  s(x) i s(x+1) ~
s(z+t) o s(x4i) s(z +1) s(z)
s(x+y+t) (1=t-y) s(x) +(y+t>s(x—|—1)s(x)'

Kadangi pagal isgyvenimo fukncijos charakteristiky savybes zZinoma, kad

s(x+y+1)

ot = 1 —y Da ir ot =
ydz+t y PDa+t yPz+t s(a:—l—t)

’

tuomet turime, kad

s(z+1) 1 1 Da ( y t) _

= =—+y+t)—=p(l-t—y+—+—
s(:v+y+t) ypx-i—t tPx Pz ! Dz Dz

1 Yy Yt Pa
=tpx(——y+—) =1l—yp:+ LR

tPx Pz T
_ PatY(Pe —tPaP2) _ PetY-ePa(l —Pa)  PetY-tPaGa
Dz Dz Dz

Toliau, pasinaudojus (16) israiska ir atlikus elementarius pertvarkymus,

L _ Pty mtn e et (L= t)pe) tygepe 1
yPx+t Pz 1+ (1 - t)pw Pz
_t+(1_t><1_Qa¢)+yQI_t+1_(h_t+th+yQZ_1_(1_t_y>qgc
t+(1—=t)(1—-q) t+1—q—t+tq 1-(1—t)q
IS to seka, kad
— 1_<1_t)qg:
ypﬂt_l—(l—t—y)qx'
Vadinasi,
Gost=1—yp _ 1T Y — 1 G — e Yo
z+t — + Ty M+t — = .
! ! 1—(1—t—y)g 1—(1-t—y)g

Mirtingumo galios israiska (19) pagal Balducci prielaida jrodoma naudojantis mirtin-

gumo galios apibrézimu (2 i skyrelio 2.2), daline iSvestine ir ¢, apibrézimu. Kadangi

He+t = — m7
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pirmiausiai surandama s'(z + t) iSraiska:

1t t (I —=t)s(x+1) +ts(x)
sx+t)  s(@)  s(@+1) s(x)s(z +1)
St t) = s(x)s(z+1)

(1—=t)s(z+ 1)+ ts(x)

s(z)s(z +1)- (1 —t)s(z+1) +ts(z)) s(x

)s(@ + D(=s(z +1) + 5(z))

S = = st @) (A sl )+ ds()?
Tuomet
s — s@)s(z+1)(=s(z+1) +s(x) (L-t)s(x+1)+ts(x) _
T+t (1= t)s(z + 1) + ts(x))? s(z)s(x 4+ 1)

_ —s(z+ 1)+ s(x)
(1—1t)s(x+1)+ts(x)

Is Balducci prielaidos (3) turime, kad paskutinés gautos tupmenos vardiklis yra lygus

(1—-t)s(z+1)+ts(x) = @)

todel i$ to seka, kad p,4, nurodanti trupmena yra

s(z)s(z+1)

Y

_ @) —s@+1))s(@+1t) _s(x)—sx+1) s@+t) s@ 1
Hatt = s(x)s(x +1) N s(x) s(z)  s(x+1) e tbe Da

_ pe 1 @

B 1_(1_t)QI I Pz B 1_(1_75)(&.

[sraiska (20) gaunama jsistacius gautas ¢p, ir p,1; formules®®) o (21) lygybei patikrinti

galima naudoti (16) lygybe:

1 1—(1—108q,
1 _1-0-1¢

tPx Dz
1 1
— = (1—t)+t—.
tPx Dz
Kadangi ;p, = SSEI;) = % ir d, =1, — l,41, tai
1 x
— =(1—t)+t
tPx ( ) T+t
1L 1t bt e L (e~ L)
tPx l:t l$ lac lx-l—t B l:clac—i—l lzlac—i—l l:c+tl:v B lxlac—‘rl
l o l:clz—i—l
e l:c+1 + tdac

23 Alternatyvus jrodymas pateiktas 4.1.3 skyrelyje.
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3.7 Trumpy intervaly mirtingumo tikimybé

Nagrinéjant trupmeninius laikotarpius, pasitelkus Balducci prielaida, galima apskaic¢iuo-
ti tikimybe, kad z iSgyvens dar bent a—l—? mety, taciau numirs per artimiausia % laikotarpj
[11]:

1 1

h ’ h+1
Pz+a + 7 *Qz+a  Pz+ta + T * Qz+ta

1
a+%px Tat+htl Pz =a+1 Pz * Qada - 3 : ) (22)

kaiz,a €Ny, jeN irh=0,1,...,5—1.

Jrodymas. Pasinaudojus tikimybés, kad x iSgyvens dar t mety, apibrézimu ;p, = %,

gauname

s(x+a—|—%)—s(:v+a+%)
atpPe Tat il Pa = s(x)

Toliau, trupmenos skaitiklyje esantiems nariams pritaikius Balducci prielaida (3),
ST R

; h
= + , x+a€Ny, —€|0,1),
S(x—l—a—i—%) s(x+a) s(x+a+1) 0 0.1)

bei atitinkamai

1 1k htl h+1

= + ! , *+ a € Ng,
s(:zc—ira—l—%) s(x+a) s(x+a+1) 0

€ (0,1],

galima nagrinéti trupmenos skaitiklyje esantj skirtuma:

h h+1
s(x+a+;)—s(x~l—a+7):

s(x+a)s(zr+a+1) B s(x+a)s(zr+a+1)

S(.l’—l-a—f—l)(l—%)—}—s(x_Fa)% S(x_’_a"}_l)(l_%)-f-s(l’—i—a)% = *. (23)

Reigkinj subendravardiklinus, (23) skaitiklyje gauname:

s(:c+a)s(:c+a+1)(s(a:+a+1)—?s(x+a+1)—%s(m+a+1)+%s(x+a)+
—i—%s(:c—i—a)— (s(x—i—a—l—l)—?s(m+a+1)+?s(m+a))> =
:s(x—i—a)s(x—i-a—i—l)(s(x—i-a—i-l)—?s(x—i—a%—l)—%s(x—i—a%—l)—i—%s(x—l—a)—k
+%s(x+a)—3(x+a+1)+§s(;p+a+1)—?s<x+a)> _
:s($+a)s(x+a+1)(s(x+a)—s(x—i—a—l—l))l..

<
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Vardiklis (23) tupmenoje nagrinéjamas atliekant elementariuosius pertvarkymus:

(s(x+a+1)(1—?)+s(x+a)?>( (x+a+1)(1_ﬂ)+s( n >h;r1) _

h h
(s(x+a+1)—s(x+a+1) + s(z + a) > s(t+a+1l)—s(z+a+1)— +
J

+s(x+a)h;r1) = <h( (x+a)—sx+a+1))+sx+a+1)>

_|_

J

(Bt - sta ot 1) Hoeraty) =
:w(s(gﬂ_a)—s(a:+a—|—1))2—|—?s(x—l—ajtl)(s(a:jta)—s(a:~|—a+1))+
+h—|—1

s(x+a—|—1)(s(m+a)—S(m+a+1))+(S(x+a+1))2:
:j2(h(s(x+a)—s(x+a+1))+js(x+a+1))~
: ((h—l—l)(s(x—l—a)—s(x+a+1))+js(x+a+1)).

Grjztant prie (23), turime

— s(e+a)s(a +a+ V(s +a) - s(o+a+ 12D,

js(x+a)
1

j2 (h(s(m +a)—s(x+a+1))+js(x+a+ 1))
1

((h +1)(s(z+a)—s(zx+a+1))+js(x+a+ 1))

:*’

Svarbu atkreipti démesj, kad, norint atlikti vertingus pertvarkymus, buvo reikalinga reiskinj

padauginti i§ ngia; Toliau, atitinkami s(x+a) démenys perkeliami j trupmeny skaitiklius

ir trupmenose galima jzvelgti tikimybiy israiskas:

*:s(x+a+1)8(x+a)_S(QH_&JFU' s(z +a)

s(x 4 a) Ws(z+a)—s(z+a+1)+js(x+a+1)
s(x+a)

C(h+1)(s(z +a) = s(x+a+1)+js(z+a+1)

Taip pat galima pastebéti, jog reiskinj padauginus i3 zgg, pirmajj narj galima iSreiskti per

1 1
O =at1 Pr - 5(2) - Gas1 - I hetra) s@rat) | islararl) | () ((era) —saa+D) =

js(z+a+1)
s(z+a) s(xz+a) s(z+a) + s(z+a)
1 1

Qa+1 "] ; . - .
o hQeia~+ 7" Peta (h+1)'Qx+a+]'pa:+a

- S(I) ‘a+1 Pz *
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3.8 Theodor Wittstein

Kadangi Sio darbo tikslas - surasti kuo daugiau informacijos apie Balducci prielaidos
kilimo istorijg ir aktualig kontekstualig informacija, Sis skyrelis yra skiriamas aptarti kito
matematiko jnasa j iSgyvenimo funkcijos analize ir diskusijas. Svarbu paminéti, jog (3)
prielaida zinoma Balducci vardu, taciau apie pussimtj mety anksciau Sig prielaidg pristate
Theodor Wittstein.

Theodor Liudwig Wittstein (1816 — 1894) — vokie¢iy matematikas, gimnazijos moky-
tojas, vadovéliy autorius, gyvenes Zemutinés Saksonijos regione?*. Uz savo veikla T. L.
Wittstein ne karta buvo apdovanotas Hanoverio karaliaus George V. 1862 m. Wittstein
publikavo straipsnj ,, Apie matematine statistikg ir jos pritaikyma politinei ekonomikai ir
draudimui“® 27, kuriame vienas pirmyjy jvardijo savoka matematiné statistika®. Siame
straipsnyje, tirdamas populiacijos dydj mety x ir x 4+ 1 tarpe, Wittstein nagrinéjo ir kitus
nei mirtis tiriamy objekty i8éjimus i§ populiacijos, t. y. A+ B — C — d atitinka gyvy
objekty kiekj populiacijoje momentu x + 1, kai A Zymi gyvy objekty kiekj momentu z,
B nurodo gyvy objekty kiekj, kurie jtraukiami j tiriama populiacija tyrimo metu (mety
bégyje), C - gyvy, taciau i tiriamos populiacijos isbraukiamy objekty kiekj tyrimo mety
bégyje bei d - mirc¢iy kiekj tais metais. Zinoma?®, jog [24] straipsnyje Wittstein prieina

prie dviejy budy isreiksti mirties tikimybe trupmeniniams laiko tarpams:

Qx(l - t)
1 —tq,

-Gyt = 1 — (1 — Qm)lfta (25)

; (24)

1—tQe4+t =

ciat € (0;1), x € Ny, pagal [20].

Akivaizdu, jog (24) iSraiSka yra tapati (8)-ai, kuria tirdamas populiacija Gaetano Bal-
ducci pasiulé (15)-a. Priezastys, kodél Balducci nejvardijo Wittstein atradimy, nezinomos,
bet neatmetama galimybeé, jog Balducci Wittstein straipsnio nebuvo skaites, taciau verta
kelti klausima, ar nereikéty garsiosios Balducci prielaidos vadinti Wittstein-Balducci

prielaida.

24Gimé Hann. Miinden, miré Hannover miestelyje.

251855 m. Gauss medaliu ir 1857 m. Ketvirtuoju karalitkojo Gueplh ordinu, ir 1862 m. Auksiniu
garbés medaliu uz mena ir moksla

26Vok. Die Mortalitéit in Gesellschaften mit successiv eintretenden und ausscheidenden Mitgliedern.

ZTPastaba: [24] straipsnio vertimas j angly kalba gali buti ieSkomas Saltinyje [25], ta¢iau pastarasis
minimas Saltinis nesuteikia ziniy apie Wittstein hipoteziy matematinius iSvedimus; apie juos Siek tiek
informacijos galima rasti [20] disertacijoje.

ZTarptautinis statistikos institutas (angl. International Statistical Institute, ISI) jvardija T. L. Witt-
stein kaip savokos matematiné statistika pradininka vokie¢iy kalboje - vok. mathematische Statistik.

PWittstein teorijas issamiau nagrinéjo Hilary L. Seal (1911 - 1984) jvairiuose straipsniuose, kurie
jvardinti Saltinyje [20].
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4 Skirtingy interpoliavimo prielaidy palyginimas

4.1 ISgyvenimo funkcija
4.1.1 Isgyvenimo funkcija visam likusiam gyvenimui

Kaip jau ir buvo minéta, naudotis mirtingumo lentelés duomenimis siekiant apskaiciuo-
ti gyvybés draudimo premijas galima pritaikant pasirinktas prielaidas apie iSgyvenimo
funkcijos s(x) pavidala. Akivaizdu, jog kiekviena prielaida suteiks skirtingus rezultatus,
o rezultaty skirtumo dydis priklausys ir nuo tiriamo asmens x amziaus. Siame skyriuje
nagrinéjamas isgyvenimo funkcijos pavyzdys. Tiriama Lietuvos populiacija®® ir, priklau-
somai nuo pasirinkto zmogaus amziaus x € Ny, ieSkoma jo likusios gyvenimo trukmeés
funkcija o parametras ¢t € (0, 1].

IS Zemiau pateikty grafiky 2 pav., 3 pav. ir 4 pav. galima pastebéti kelias iSgyvenimo
funkcijos savybes. Visy pirma, iSgyvenimo funkcijos s(z) pavidalas drastiskai keiciasi,
priklausomai nuo zmogaus z amziaus. Akivaizdu, kad kuo jaunesnis asmuo tiriamas,
tuo didesnis tikétiny likusiy iSgyvenimo mety kiekis. Taip pat iS kreivés matyti, jog vy-
resniems zmonems tikétiny likusiy iSgyvenimo mety tikimybés yra mazesnés ir tikimybes
mazeja su didesniu pagrei¢iu nei jaunesniems asmenims. Visy antra, grafikuose nurodytos
likusios gyvenimo trukmés funkcijy grafikai pagal dvi prielaidas — tolygiai mety interva-
luose pasiskirs¢iusio mirtingumo (UDD, raudona linija) ir Balducci (mélyna linija)— taciau
gaunamy reikdmiy skirtumas praktiskai nepastebimas (gaunamos reiksmeés skiriasi per 4
arba 5 skai¢ius po kablelio) ir vizualiai isryskéja tiriant vyresnius asmenis (4 pav.), t. y.

naudojant Balducci prielaida, likusio gyvenimo trukmeé daugeliu atvejy mazesné.

—e—5_UDD  —e—s_Balducei

2 pav.: I8gyvenimo funkcija, kai x =0, t = 0.8.

30Naudojami duomenys i§ Lietuvos mirtingumo lentelés 1991-1996 m., pateiktos Saltinyje [12].

23



S(erket)

S(erket)

017

8

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 3B 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

k

—e—5_UDD  —e—s_Balducci

3 pav.: I8gyvenimo funkcija, kai x = 40, t = 0.8.

K

—8—5_UDD —e—s_Balducc

4 pav.: Isgyvenimo funkcija, kai z = 88, ¢t = 0.8.
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4.1.2 Isgyvenimo funkcijos interpoliacija

Tiriant trupmenines gyvenimo trukmeés reikSmes nepakanka stebéti bendro likusios
gyvenimo trukmes s(x) grafiko, kadangi reiksmiy skirtumai yra labai nedideli, todél rei-
kia nagrinéti ir iSgyvenimo funkcijos elgsena mety intervaluose [z, z + 1], kaip parodyta
5 paveiksle®!. Svarbu jvardinti, kad skiriasi ne tik gaunamos s(z) reik§més - skiriasi
grafiky pavidalai, priklausomai nuo pasirinktos interpoliavimo prielaidos, tai yra, pagal
tolygaus pasiskirstymo mety intervaluose prielaidg iSgyvenimo funkcija yra tiesiné inter-
valuose [z, x + 1], o pagal Balducci prielaida i8gyvenimo funkcija intervaluose [z, z + 1]

sudaryta is paraboliy.

10p — ubD
— Balducci ]

0.9 B

0.8 B

Six+k)

o7k ]

osf d
C1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L L1

0 1 2 3 4
k

5 pav.: I8gyvenimo funkcijos pagal Tolygaus pasiskirstymo mety
intervaluose ir Balducci teorijas.

4.1.3 Likusiojo gyvenimo trukmeés tankis

[sgyvenimo funkcijos salyginio tankio funkcija taip pat galima pritaikyti nagrinéjant
trupmenines laiko reikmes. Salyginé tankio funkcija, kai X > z (X nurodo asmens

amziy), yra:

d
fx(k +t) == %kﬂqx, T € No, k c N, t e [0, 1]

Salyginis tankis pritaikius Balducci prielaida [11] iSreiskiamas

d k+1PzGx+k
(k+t)=—— e = , v €Ny, keN, tel0,1]. 26
foll+8) =~ Guonpe = T F s w €N 0.1 (26)

Jrodymas. Kadangi Zinome, kad

d ds(zx+k+t)

folk+1) = (P(Ty <k + t))/ = (k—i—t(h), = &(_k-s-tpx) = —dtT,

3MHliustratyviam grafikui gauti buvo parinktos tam tikros fiktyvios s(z) reik§meés.
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tai, pasinaudojus Balducci prielaida:

d 1 s(r+k+1)s(x+ k)

Jo(k+1) = Cdts(z)s(r+k+ D)1 —t) +is(x+ k)

_dslz+k+1) sle+k+1)+is(x+k)—ts(x+k+1)

dt  s(x) ' s(x+ k)
_ d e _ k+1pz%(]0a«+k + tqatk) __kt1Pr Guvk
dt pryk + 1otk (Patk + tqatr)? (Patk + tqarr)?
k+1Pz * Qu+k _ k+1Pz * a+k L we No, k€N, t € [07 1]_

B (1 — Qeik t+ tqac+k)2 (1 - (1 - t)qa:—i-k)

O

Atitinkamai, pritaikius tolygaus mirtingumo pasiskirstymo mety intervaluose prielaidg

[11], gauname:

fx(k + t)[UDD] =K1 s, T € No, ke N, t e [0, 1] (27)
Irodymas.
ds(z+k+t) d(1—-t)s(r+k)+s(z+k+1)
DDl=———"— % = —— _
Jolk+DIUDD)] dt  s(x) dt s(x)
S(IL‘ +k+ 1) B S(ZL’ + k) lx-i—k - lx-i—k—i—l da:—f—k
=k Pz —k+1 Dz = = =K1 Gz

S(ZL‘) l$+k l:c-i—k

O

Taigi, tankis pagal tolygaus pasiskirstymo mety intervaluose prielaida (UDD) yra ne-
priklausomas nuo parametro t, vadinasi, pastovus ir dél to skaic¢iavimai, reikalingi gyvybés
draudime, yra daug paprastesni ir patogesni nei renkantis skaic¢iuoti remiantis Balducci
prielaida, su kuria tankio funkcija yra sudaryta i mazéjanciy paraboliy mety intervaluose

(zr. pav. 6)32.

4.2 Busimosios gyvenimo trukmeés vidurkis

Busimosios gyvenimo trukmes vidurkis, apibréztas 2.2 skyrelyje, randamas tokiu budu:

gx:IETx:/ tfx(t)dt:/ tdIP’(Tz<t):/ t 1P ploie At
0 0 0

:/ td(—tpx)z—ttpx!?Jr/ tpmdt:/ D dt,
0 0 0

kai limy o ts(z+1) =0 = limy oo tip, =0 (pagal [7], [12]).

32liustratyviam grafikui gauti naudoti parinktos tam tikros s(x) reik§mes, taciau realybéje Balducci
prielaidos tankio funkcija buty sudaryta i§ paraboliy, kurios yra Zymiai horizontalesnés ir tokio ryskaus
reiksmiy skirtumo tarp Balducci ir Tolygaus pasiskirstymo mety intervaluose i$ tiesy nematyti.
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0251

020

0151

0.10F

0.05F

— UDD

— Balducci

6 pav.: Isgyvenimo funkcijos tankis pagal Toly-
gaus pasiskirstymo mety intervaluose ir Balducci
teorijas.

Busimosios gyvenimo trukmés vidurkj galima patikslinti pritaikant 2.3 skyrelyje iSvar-

dintas prielaidas [7].

4.2.1 Mirtingumas pasiskirstes tolygiai mety intervaluose

Jei mirtingumas pasiskirstes tolygiai mety intervaluose, tai

Jrodymas.

1<

T2

TR

oA " R Ny e o dyi 1
Crm — ttq:c dt = / t—x a dt = a (k’ + —> =
n—1
achk: dx+k
Lk
k=0

Kai n — oo, tai

1
k=0

_1l _lm+1+lm+1 lw+2+"'

1 Z m+k
2
n—1
m+k
k=0 Ly
Vadinasi,

1
ly 2’

ly Ly (x+k+1)
Zk +h — otk Zk S&)m :kax,
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4.2.2 Balducci prielaida

Jei mirtingumas pasiskirstes pagal Balducci prielaida, tai

oB pxlnpa: - ( prrklnprrk
5 ([T ) Tt
Pz = pe—1 k=1 \j=0 +k — 1
Irodymas.
n n—1l g1
o ; t k1Pe Qurrdt
€, = Emin(T,,n) = t f.(t)dt = —
n = BmintTo) = [Fegoie =3 [ G

k=0

n—1 k+1 1 !
S [t )
Yo (- [t (=
B ”Z‘l ) (_ t ‘k+1 +/’f+1 tdt ) B
=0 k1l (1 — (k + ]. — t)qx+k)2 k k ]_ — (k + 1 — t)CIx—i-k
— ( k Inl—In(1— qu))
= Zk—l-lpr =
k=0 Pa+k

Qz+k
- nz_l (k sletktl) o) _ (k+ Dp1pe — In{l = gure) qx%)) =

—(k+1)+

— s(z)  s(z+k) otk
n—1 n—1 n—1 » 1I1(]_ —q )
= Z k peir — Z(k + Drg1Pe — Z bt k) =
k=0 k=0 k=0 Qatk
n—1
. In(1 — g,
-3 k1Pe (1 — goyr) _—
k=0 Ptk — 1
Pastaba 1. Kai n — oo, tai n,p, — 0.
[rodymas.
n—1
ET, = Y P(T, > k) — nP(T, > n) Z kP(T,
k=0 k=n+1

Kadangi vidurkis ET), yra baigtinis, tai

lim > KP(T, = k) =0.
k=n+1

Kai n — oo, turime, kad

EX = Sm(n — k) +§:k]P’(Tw —k) > nz_kaP’(Tx =k)+n> P(T,=k)

k=n k=n
n—1 oo
> KP(T, =k)+n > P(T, ka k) +nP(T, > n), n > 2.
k=1 k=n+1
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Vadinasi,

n—1 oo
0<nP(T, >n) BT, - Y kP(T, =k)=> kP(T, = k)
k=1 k=n
ir, remiantis dviejy policininky principu, n,p, — 0, kai n — oo. O

Vadinasi,

n—1 0o
oB xl 1- T = In(1 — 2
lim e - — lim (Z k1P In( Qutk) o nnpx) _ Z k1P I ( q +,€).

to0 77 t—o0 Ptk — 1 =0 Prtk — 1

Kadangi
k—1
k+1Pz = Pa+k "k Pz = Pa+tk Hpa:—i-aa tai
a=0
oB Dz lnpx-i-k + i ]ﬁ hl(l - Qx+k)
e = —- Ppgpqg————————=
: Pz = 1 k=1 a=0 o Qatk

]

Galima pastebéti, jog busimosios gyvenimo trukmeés vidurkis, remiantis Balducci prie-

laida yra maziausias [7]:

5 Gyvybés draudimas

5.1 Grynoji vienkartiné premija
Busimosios iSmokos dabartiné verté yra atsitiktiné funkcija

TfI) P
7, _]/TTI].{T> y v, JelTxgna
T — = =N

0, jei T, > n.

Busimosios i§mokos dabartinés vertes vidurkis yra vadinamas grynaja vienkartine pre-

mija:
EZ, = / Ve f(t) dt. (30)
0
Pries atliekant grynyjy premijy skai¢iavimus, apibréziamas eksponentinis integra-
las:
00 y
. e ” e?
Bity) =~ [ Sai= [ Sdsyer\(0), (31)
z z
2y o
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o0 o0 o0

8 pa s — - =
Fi (_M) — Ei <_ ) = — / € dz + / € dz:—/e dz = Fig(9).
Qotk Qutk z z <

SPotk 8 —
[ o4k

(32)

Teiginys 1. Tegu iSgyvenimo funkcija s(z),x € Ny interpolivojama pagal Balducci prie-
laidg (3), T, nurodo Zmogaus likusj gyvenimo laikq, kai jam yra x € Ny mety. Tuomet,
grynoji vienkartiné premija yra [11]:

I+n)

m A1 . mT, _ .ml m
I Am:ﬁ[ = Ev ac]]'{lgngH-n} =V Pz —V ( ‘I4+n Pz

1

n—1
+ méz YU ) | kidly Eig(md), n,me N, 1l e Ny,  (33)
Qu+tk+1
k=0

i A, = lim ;M;ﬂ. (34)

n—o0

Irodymas. Pagal grynosios premijos apibrézima turime, jog

l4+n—1

B l+n k+1
}TLA}W = EymTzl{lng<z+n} = / v fo(u)du = / VL L (t)dt.
! — Jk

Eod

Pasinaudojus (26) tankio funkcijos israiska,

l+n—1

l+n k+1 k+1p 'q+k
NATITESD S e otk g,
/l 2 ), (L= (1~ Dgors)?

l+n—1

i Qu+k
mt z
= k-‘rlpz/ v : dt:
kz:; k (1= (1= 1)qzsr)?

galima pastebéti, jog reiskinj reikia integruoti dalimis:

/k—l-l ot < 1 > th
_ "™ d - _
k 1= (1 —=1)qutr 1= (1= 1)qutr

mk m(1+k7 q$1+k)
=L _gymen 2 T Eir(md) mé.
Pz+k Qutk

i k1 mov™
N )
% po 1= (1= 1)qutk

Paskutinéje lygybéje buvo panaudota §i iSraiska (nurodyta Pastaboje nr. 2):

Pastaba 2. Kai k € Ny, m € N ur latkoma, jog @, > 0, tai

k+1
mt m(1+k—1/qp k)
/ Y S Eig(md). (35)

30



Irodymas. Integralui apskaic¢iuoti reika atlikti kintamojo keitima:

y=1—(1+k—t)qusr =
_ y_1+QI+k+kQI+k

t
qu+k
dt = = 5 —d 7
Au+k y Qryk Qz+k

todél integralas (35) yra lygus:

71 vt dt /1 ym(qziﬁr(uki qwirk)) y
= d —
! 1- (1 +k— t)Qm—i—k 1—Qutk Yy Qz+k
Y
/1 Z/mﬁ .Vm(l"‘k_qz:-k) d y /1 Vm(l—&-kz—ﬁ) . eln(1+i) dz+k 4 y
Px+k Y Qu+k Patk Yy Qur+k

ymao

mo dz+k
dr+k

y dz+k md

m( 14+k——2 _ mys m( 14+k——2 _ mys
1 [ [ 1
v T -e dr+k y v x e dz+k myé
= d . = %
Pa+k Pr+k Qx+k

Qz+k z+k

Kadangi paskutiniame reiskinyje gaunamas eksponentinis integralas, reigkinj galima per-

tvarkyti ir gauti anks¢iau nurodyta pavidala:

m (1+k— 1 )
v dr+k

Qu+k
[
Taigi, griztant prie grynosios vienkartines premijos, turime
m 1
m A1 lJmZ_I ym m(k+1) |V (Hk q“’“) Eig(mé) mé
oA k+1Px -V + —— Fip(md)m —
i K Tl Dz+k Az+k
l4n—1 [ mk s(@tk+1) m(1+k— q;k)
_Z _ s@ m(k+D) + V—E( Syms | =
= s(@tht1) k+1Pz T k+1Px p tg\mo)mo | =
k=l s(z+k) otk
l+n—1
m( 14+k——1— - .
— mGkpx _ Vm(k+1)k:+lpx _|_ méy ( qz+k) ﬂ Ezk(md) —
k=l etk
n—1
m — L .
=0 Qr+k+l
[

Taigi, su bendrine (33) iSraiSka nesunkiai galima iSgauti grynasias premijas, pavyzdziui,

Sioms draudimo rusims:
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5.1.1 N-mety gyvybés draudimas

Grynoji vienkartiné premija:

n—1
_ _ 1
Ag=1-0 o p,+8Y v P g (5), ne N, (36)
qu+k
k=0

Antras momentas, reikalingas dispersijai apskaic¢iuoti:

n—1
AL = 1= g+ 20y T ) ey (mg), e N (37)
Dispersija:
2 A1 A1 )2
DZ, =" A7 — (Ax:m) . (38)

5.1.2 M-mety atidétas gyvybés draudimas n-mety laikotarpiui
Grynoji vienkartiné premija:

n—1
= m— 1 m T .
mlA:}::m =" Dy — plmtn) ‘man Pz + 52 l/(1+k+ ki) . FEm 1P Eijm(6), (39)
=0 Qr+k+m

kai n,e N, m € Nj.

5.2 Skaid¢iavimai

Pavyzdys 5.1.
Tarkime l =0, m =1, i = 5%, n = 10, ir

100 — k
. k=1,2, ... 10.
kP 100 0

1) Pagal duotus duomenis galima apskaiciuoti Aiﬂ naudojantis Balducci mirtingumo
prielaida (3) ir gautq reikSme palyginti su gryngja premija, gauta pagal UDD prielaidg

[11];

2) Taip pat pagal abi prielaidas bus apskaiciuota ir palyginta busimosios i§mokos dabar-

tinés vertés dispersija DZ,.
Sprendimas:
1) I8 duotos salyginio tankio funkcijos pp, galima rasti ¢,.. Kadangi

k kE+1 ac
kprS(x+ ) s(t+k+1)  pap ’ (40)
s(x)  s(r+k+1)  patk
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tai

— 1 71_k+1px71_100—k‘—1‘100—1{37100—]{‘—99—{—]{;
e Pk = e 100 100 100 — k&
k=0,1,...,09.

Qzi+k = 100 — L’
Pasinaudojus (36) formule, gaunama:

9
_ _ 1
Ai-m 1 _ 0 0 Pa - 521/1“@ Pl k+1Dzx ~Eik(5), neN.
' k=0 otk

Toliau atliekami reikalingi pertvarkymai:

02 —k 1
e (M LY () ()
10 & 100 100 — k Goth Gork

=1 = 2 ST U2R(100 — k) (99 — k) (Bi(S(k — 99)) — Ei(3(k — 100))).

k=0

Taigi, grynosios premijos verté®® pagal Balducci prielaidg yra:

AL 1y ~ 0.0791388.

Apskai¢iuojama grynosios premijos verté pagal UDD34:

. .9 .9
_ 100—-k 1
Al I/ DD = E141 l/ DD = 2 k+1 = 2 kt1 =
1‘:10[ ] 5 ;U:IO[ ] 5 kzzg 4 kP Qz+k 5 kz:; v 100 100 _ k,

. 9
- ﬁ YU & 0.0791321.

k=0

Taigi, gaunama, kad Siame pavyzdyje, grynosios premijos reiksmeé pagal Balducci prie-
laida yra Siek tiek didesné lyginant su UDD prielaida:
At

2:10]
0 1.000085.
Al L[UDD]

2) Zinoma, kad buisimosios i¥mokos dabartinés vertés dispersija yra [12]:

DZ, =* Al — (AL.)".

33Pastaba: Siame ir kituose pavyzdziuose atsakymams gauti buvo naudojamasi programa Wolfram

Aplha [15].

34Pirmoji lygybé zinoma ir jrodyta jrodyta [12].
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Antrasis skirtumo narys fliﬂ surastas a) dalyje, lieka pasinaudoti (37) iSraiska ir

gauti:

2 11 2(1+k— E+1P5 .
Al =1 % px+25g ik 2. Fip(md) =
xTO\ 2 Qu+k ( )

21 . q 91’20 V299 (99 _ k(1 e

25 » 28 9 20 198 9
.(Ei(_ﬂ)_m(_ )):1_L ZV“’“
Qe+k Qz+k 100

- (100 — k) (Bi(20(k — 99)) — Ei(25(k — 100))) ~ 0.063867.

Taigi, dispersija yra lygi
DZ, ~ 0.0576041.
Atitinkamai bus apskai¢iuota dispersijos reiksmé pagal UDD:

%+ 21 i+ 20

9
Qflim[UDD]:TGAH[UDD]) 10025 2 uQ(k+1)%O.0638562.:>

DZ,[UDD] ~ 0.0575943.

Siame pavyzdyje busimosios iSmokos dabartinés vertés dispersija DZ, yra mazdaug

11% didesné skaic¢iuojant pagal Balducci prielaida:

DZ,
——  ~1.10872.
DZ,.[UDD]
Pavyzdys 5.2.
Tarkime l =0, m =1, i = 5% ir
I 11
= (1-— <z < 110.
s(x) ( 110),0\90\ 0

1) Pagal duotus duomenis galima apskaiciuoti fl;zm naudojantis Balducci mirtingumo
prielaida (3) ir gautq reikSme palyginti su grynagja premija, gauta pagal UDD prielaidg,
kai:

a) =30 irn=>5,10,25;
b) x =80 irn =>5,10,25;

2) Taip pat pagal abi prielaidas bus apskaicivota ir palyginta busimosios iSmokos dabar-

tinés vertés dispersija DZ,.
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Sprendimas:

1) a) Pirmiausiai patogu rasti

s(x+1) T 2 4+t 110 —z —t\°
e = "5 ) ( 110 ( 110) ( 10—z ) v

Kadangi pagal salyga x = 30, tai

(801’
tP30 = 30 :
Remiantis (40),

80—k —1\> /80—k)\>
—1— kP30 (TN TE) O OVTRY
q30+k P30+k ) 20

kP30
. (79—k)2 6400 — 160k + k* — 6241 + 158k — k*
80 — k (80 — k)2
159 — 2k
(80 — k)%

Taip pat galima iSsireiksti:

kPso  [(T9—K\? 159 —2k 1 (79— k)%(80 — k)?

430+k _( 80 ) T80 — k)2 802 159 — 2k

paosk  (T9—Kk\° 159 —2k (79 —k)?
_(80—k) T(80— k)2 159 — 2k

q30+k

Apskai¢iuojamos grynyjy vienkartiniy premijy vertés, kai n = 5. Pagal Balducci:

75\ > 5 w2 (79 — k)?
Al 5 (9 14+k—
08 = -7 (80) 6400 2" 159 — 2k

(6(79 — k)2 [ 6(80 — k)2
| ((E (m)) o (m ~ 0107612
Premija pagal UDD:

. 4
i 80 —t\° 159 —2k
A3 5lUDD] = 5A§07 UDD] = < § ( ) G0 h)E

k+1
- Z VE(159 — 2k) & 0.10759.
64005 &

Grynoji premija, kai n = 5, pagal Balducci prielaida yra didesné lyginant su UDD
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prielaida:

Al 5
30:
————— =~ 1.00021.
A;O T[UDD]

Kai n = 10, grynosios premijos verté pagal Balducci prielaida:

0\ 5 o so-? (79 — k)?
Al =1- 1022 —_— Ik—Temar N7 Y|
3010 = LV (80) 5200 ll 159 — 2k

' ((EZ (52(14;79_—_1];2)2» - B (52(20_—_11;5)) ~ 0.186497.

Kai n = 10, grynosios premijos verté pagal UDD prielaida:

9
Z '(159 — 2k) & 0.186457.

Al

YglUDD] =

640()

Grynoji premija, kai n = 10, pagal Balducci prielaida yra didesné lyginant su UDD

prielaida:

fi ~ 1.00022.
Ay, lUDD]

Kai n = 25, grynosios premijos verté pagal Balducci prielaida:

Al — 92k ~ 7
03 80/ 6400 & 159 — 2k

' ((EZ (%)) - ki (62(20_—_1];2)2)) ~ 0.315916.

Kai n = 25, grynosios premijos verté pagal UDD prielaida:

25(55>2+ - ik (79— k)?.

. 24

]
Al UDD| = —— E F1(159 — 2k) ~ 0.315843.
30:2 j[ ] 6400(5 p v ( )

Grynoji premija, kai n = 25, pagal Balducci prielaida yra didesné lyginant su UDD
prielaida:
Al
02~ 1.00023.

Al 5UDD]

Pazvelgus atidziau galima pastebéti, kad pagal Balducci prielaida grynosios premi-

jos verte ne tik didesné lyginant su gaunamomis reikSmemis pagal UDD, taciau, kuo
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ilgesniam mety kiekiui n premija skaic¢iuojama, tuo didesnis skirtumas pastebimas:

Aéa 28] > Aéo 10 > A;’O 9 , kadangi
Aéo j[UDD] A;Oj[UDD] Aéo T[UDD]

1.00023 > 1.00022 > 1.00021.

Atliekami atitinkami skai¢iavimai, kai x = 80. Siuo atveju,

(30—’
tP8o0 = 30 .

(RN 59 -2k
48o+k = 30—k _—(BO—k)2'

Remiantis (40),

Taip pat galima iSsireiksti:

papso L (20— B)(30 — k)2,
dsoen 302 50— 2k
psork (29 —k)?

gso+r 59— 2k

Apskai¢iuojamos grynyjy vienkartiniy premijy vertés, kai n = 5. Pagal Balducci:

25\%  § o wor? (39 — k)°
1 N o0 1+k—B0=R) _
U (30) + 500 2 59 — 2k

(6(29 — k)? (5(30 — k)2
Premija pagal UDD:

Al

t3lUDD] =

1(59 — 2k) ~ 0.272101.
900 )~

Grynoji premija, kai n = 5, x = 80, pagal Balducci prielaida yra didesné lyginant
su UDD prielaida:
Al
508~ 1.00059.

Al 5[UDD]
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Kai n = 10, grynosios premijos verté pagal Balducci prielaida:
2 9
J @o-n? (29 — k)?
A —1_ 0 14k— _
019 = =Y ( ) 90;0” 59 — 2k
5(29 — 4(30
[ E ~ 0.446959.
(( 2(2/4 59 >) (2k:—59 ))
Kai n = 10, grynosios premijos verté pagal UDD prielaidg:

Asog

9
¢ k+1
g V(59 — 2k) ~ 0.446673.
9000 &

[UDD] =
Grynoji premija, kai n = 10, x = 80, pagal Balducci prielaidg yra didesné lyginant
su UDD prielaida:
Al

010~ 1.00064.

Al UDD]

Kai n = 25, grynosios premijos verté pagal Balducci prielaida:

5\ § & ok (29 — k)®
1 2 [ 2 9 14k—EO=R7 (29 — R)™
R 1) A P 59 — 2k

. (<EZ (5(22;—__5’22» — Ei (5(23;—__5]{9)2)) ~ 0.641689.

Kai n = 25, grynosios premijos verté pagal UDD prielaida:

Aélao :25]

.2
i
UDD M(59 — 2k) ~ 0.641167.
(UDD) = g5 Do v+ (690 — 26)
Grynoji premija, kai n = 25, x = 80, pagal Balducci prielaidg yra didesné lyginant
su UDD prielaida:
Al
80:25]
—————— = 1.00081
1

A80 7 [UDD]
Kaip ir a) dalyje galima pastebéti, kad pagal Balducci prielaida grynosios premijos
verté ne tik didesné lyginant su gaunamomis reikSmeémis pagal UDD, taciau, kuo

ilgesniam mety kiekiui n premija skaic¢iuojama, tuo didesnis skirtumas pastebimas:

Al Al Al
T 80:24 > = 8010 > — 80:5 , kadangi
Aso j[UDD] Asoj[UDD] Ago T[UDD]

1.00081 > 1.00064 > 1.00059.
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Taip pat, Siuo pavyzdziu pagrindziamas teiginys, kad grynosios premijos reikSmé

yra tuo didesné, kuo vyresniam z zmogui skai¢iuojama, t. y.

Alygy > Ajyg, nes 0.641689 > 0.315916;
Al

1
80:10,

19 > Al mes 0.446959 > 0.186497;

Agog > Ajgg, nes 0.272261 > 0.107612.

Skirtumas tarp premijos dydzio, skai¢iuojamo pagal Balducci prielaida ir pagal

UDD prielaida, taip pat yra tuo didesnis, kuo vyreniam x zmogui skai¢iuojamas, t.

y.
AéO :25| > Ail%O:m AéO:a Ail’)O :25] >
Al lUDD] ~ Al [ [UDD] ~ AL [UDD] ~ AL . [UDD]
B A
Al lUDD] ~ AL [UDD]

2) Kadangi dispersijai apskai¢iuoti reikalingas pirmasis momentas, jau turimas i$ a) dalies,

lieka rasti antrajj momenta pagal (37):

75 20 o~ 21 S ) (79 — K)?
2L w02 1592k )
05 = - (80) 6400 2" 150 — 2k

(26(79 — k)? (25(80 — k)2\\ _

Taigi, dispersija pagal Balducci prielaidg yra
DZ, ~ 0.0845241.

Antrasis momentas pagal UDD:

2 9 9
AT 2k & 0.0960643

2A1
100 - 20
k=0

tglUDD] =

Vadinasi, dispersija pagal UDD prielaida yra
DZ,.[UDD] = 0.0844888.

Toliau bus atliekami atitinkami skaic¢iavimai, kad buty galima surasti visy busimyjy
ismoky dabartiniy ver¢iy, rasty a) dalyje dispersijas, ir gauti (suapvalinti) rezultatai

supildomi j lentele.

Siame pavyzdyje, kaip ir pirmame, visais atvejais dispersija, apskai¢iuojama pagal

Balducci prielaida yra didesné nei pagal UDD.
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X 30 80
n 5 10 25 5 10 25
A;:m 0.107612 | 0.186497 | 0.315916 | 0.272261 | 0.446959 | 0.641689
2[1}:@ 0.0961045 | 0.151309 | 0.210954 | 0.243787 | 0.366463 | 0.460747
DZ, 0.0845241 | 0.116528 | 0.111151 | 0.169661 | 0.166691 | 0.0489825
A;ﬂ[UDD] 0.10759 | 0.186457 | 0.315843 | 0.272101 | 0.446673 | 0.641167
2flglmm[UDD] 0.0960643 | 0.151244 | 0.210859 | 0.243501 | 0.366001 | 0.460071
DZ.,UDD] | 0.0844888 | 0.116478 | 0.111102 | 0.169462 | 0.166485 | 0.0489759

1 lentelé: Grynosios vienkartinés premijos ir dispersijos.

Pavyzdys 5.3.

Tarkime l =0, m =1, i = 5% ir

1) Pagal duotus duomenis galima apskaiciuoti Aiﬂ naudojantis Balducci mirtingumo
prielaida (3) ir gautq reikSme palyginti su gryngja premija, gauta pagal UDD prielaidg,
kau:

a) n = 10;
b) n=40;

2) Taip pat pagal abi prielaidas bus apskaiciuota ir palyginta busimosios i§mokos dabar-

tinés vertés dispersija DZ,.
Sprendimas:

1) a) Is duotos salygos pirmiausiai lengva rasti
Dotk = 1 — qear = 0.98 — 0.02k.

kP galima gauti pasinaudojus 2.2 skyrelyje pristatyta lygybe:

k—1

kPz = PzPz+1 - - - Pz+k—-1 = Hp;z’+a7 teN=
a=0
k—1
e = | [(0.98 = 0.020).
a=0
Pagal (40) lygybe turime, kad
k+1Pz = Pa+k 'k Pz =
k—1 k
kr1De = (0.98 — 0.02k) [ J(0.98 — 0.02a) = J[(0.98 - 0.02a).

a=0 a=0
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[sistacius apraSytas reikSmes gaunama grynoji premija (pagal Balducci prielaida),
kai n = 10:

k
kgt . 1laz0(0-98 — 0.02a)

0.02(k + 1)
D)) -

0.0
i . (0.98 — 0.02
Z 002(k+1) . Ha:O( e v a>.

M@

9
Al g =1-v"T](0.98 - 0.02a)

a=0 k=0

(-0 il

B
o 10
—1— }_[0()98 0.02a) + + 50 |
§(0.02k — 0.98)
A E ~ 0.529233.
( Z< 0.02(k + 1) ) ( ))

O grynoji premija pagal UDD:

?

AlluDD) = o

.9
2
Al UDD = 5 Z kpa: Qe+k = VoPzqs + V1+11pqu+1+
k=0

J

9
7
+ V1+22pqu+2 + . Vl 9prx+9) = 5 (0 02v + E k+ kprJ:-‘rk:) -
k=1

k—1
ol k1 _
== (o 02v + § V*10.02(k + 1) [ J(0.98 — 0.02a)> =

a=0

2
_ 0 0 iv ( Z (k4 1) H(0.98 — 0.02a)> ~ 0.528683.

Grynoji premija, kai n = 10, pagal Balducci prielaida yra didesné lyginant su UDD

prielaida:

Al T
x:10|
—— =~ 1.00104
Al 5[UDD]

b) Atitinkamai, grynoji premija pagal Balducci prielaida, kai n = 40:

Al g =1-v" H098 0.02a) +

A
(60 02k; 0.98)
(i (P00 i (4 k+1>)~0@%%.

O grynoji premija pagal UDD:

39 k
Z o O2(k+1) . Ha:O(0~98 - 002a> ‘
k=0 E+1

3 k—1
i 02i
Al [UDD] = 0 05 v (1 + Y o (k1) JT(0.98 — 0.02a)> ~ 0.689927.

k=1 a=0

Grynoji premija, kai n = 40, pagal Balducci prielaida yra didesné lyginant su UDD
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prielaida:

Al
_ e 10014,

Ai:m[U DD]
Ir, kaip ir praeitame pavyzdyje,
Ay A
A}C:m [UDD] Ai:m[UDD]

2) a) Antrasis momentas pagal (37) ir Balducci prielaida, kai n = 10, yra lygus:

9 9
211 . 20 1+k I
Algg=1-v"]](0.98 - 0.020) + o E Aot ).

a=0 k=0
[15_,(0.98 — 0.02a) o (2000-02k —0.98)\ . —25 N
k+1 0.02(k + 1) 0.02(k+1)/)) ~
~ 0.409464.

Dispersija pagal Balducci prielaida:
DZ, ~ 0.129376.

O antrasis momentas pagal UDD:

P2+ 20
24

QAalcTO\[UDD] - (V2 0Pzqz + V41pa:Q:c+1+

9 ) 9
1°+ 21
+ V62pqu+2 4+ ... y209pqu+9) = 55 <0.02u2 + ; Vk+1kme:p+k) =

0.020%(i2 + 2i - T
_ v é; + 2i) (1 + Zyk+1(k+ 1) H(0_98 —0.02a) | ~ 0.40866.
k=1 a=0

Dispersija pagal UDD prielaida:
DZ,[UDD] = 0.129155.

Palyginimas:

DZ,

——— = 1.00172.
VA7) It
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b) Antrasis momentas pagal (37) ir Balducci prielaida, kai n = 40, yra lygus:

39

26 .
241 . 80 2(1+k—5os0Ty ) .
Al H098 0.02a) +m§_jy( G0zt )
T :0(0.98 — 0.020) (26(0.02k — 0.98) , —9§
- == ) S 1)) ) [ — ~
i+ 1 0.02(k + 1) 0.02(k + 1)
~ 0.496289.

Dispersija pagal Balducci prielaida:
DZ, ~ 0.0189603.

O antrasis momentas pagal UDD:

_ 0.0202(i% + 2i) > ’H
AL lUDD] = 55 L+ Mk +1) 11(0.98 —0.02a) | ~ 0.495053

Dispersija pagal UDD prielaida:
DZ,.[UDD] = 0.0190546.

Siuo konkreciu atveju gaunama isvada, kad dispersija yra didesné skai¢iuojant pagal

UDD prielaida nei skai¢iuojant pagal Balducci prielaida:

DZ,[UDD]

= 1.00497.
DZ,
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6 ISvados

Apibendrinant, Siame darbe buvo atidziai iSanalizuota informacija apie italy aktu-
ara Gaetano Balducci ir jo garsiosios prielaidos apie iSgyvenimo funkcijos interpoliavimo
varianta. Atrastas originalus Balducci prielaidos argumentavimo procesas ir iSnagrinéti
jvairus Sios teorijos pateikimo budai, randami jvairiuose Saltiniuose. Pagal Balducci prie-
laida apskaic¢iuotos vertingos iSgyvenimo charakteristiky lygybés, taip pat atlikti skaicia-
vimai gyvybés draudimo srityje: $i teorija pritaikyta grynosioms vienkartinéms premijoms
skaiciuoti. Be to, gauti rezultatai palyginti su busimyjy iSmoky dabartiniy verciy vidur-
kiais, skai¢iuotais pagal tolygaus mirtingumo pasiskirstymo mety intervaluose pielaida.

Vertingy isvady yra kelios:

e Analizuojant Balducci teorijos kilme i$ istorinio aspekto, buvo atrasta, kad italy
aktuaras nebuvo pirmasis, pasiules tokj interpoliavimo budg, o pirmasis buvo Theo-
dor Wittstein. Rasta informacija apie T. Wittstein prielaidas yra priezastis, dél ko
kyla klausimas, kodél zinoma prielaida yra vadinama tik Balducci pavarde. Siame
darbe buvo pristatyta tik minimali informacija apie pastgrajj autoriy, taciau at-
eityje buty tikslinga asmenins, susidoméjusiems isgyvenimo funkcijy tyrimo tema,
toliau testi tyrima apie T. Wittstein ir jo indélj j aktuarine matematika. Galbut
ateityje buty vertinga Balducci prielaida pradéti vadinti Wittstein-Balducci vardu,

jvertinant abiejy autoriy svarbg.

o Atlikti skai¢iavimai grynosioms vienkartinéms premijoms rasti atskleidé, kad, gauna-
mi rezultatai, lyginant su grynyjy vienkartiniy premijy reikSmemis, gautomis pagal
UDD prielaida, skiriasi labai nedaug, taciau premijos pagal Balducci prielaida gau-
namos didesnés. Svarbu atkreipti démesj, jog rezultaty skirtumas tarp Siy dviejy
prielaidy stipriai priklausé nuo dviejy parametry - nuo vertinamo zmogaus amziaus
ir mety kiekio, kuriam skai¢iuojamas draudimas. Atrasta, kad, kai vertinamo zZmo-
gaus amzius didéja ir (arba) kai draudimo mety kiekis didéja, skirtumas taip pat
pastebimas vis didesnis (t. y. vienkartiné grynoji premija pagal Balducci prielaida

gaunama vis didesné lygynant su premijos dydziu pagal UDD prielaida).

e Daugeliu atvejy busimyjy iSmoky dabartiniy verc¢iy dispersija taip pat gauta didesné
skai¢iuojant pagal Balducci prielaida nei pagal tolygaus mirtingumo pasiskirstymo
mety intervaluose prielaida, iSskyrus viena atvejj. Vadinasi, yra atvejy, kai gauna-

mos reikSmes gali buti tikslesnés skai¢iuojant pagal Balducci prielaida.

Zinoma, §io darbo neuztenka suprasti konkretiems kriterijams, kada yra tikslingiau
naudoti grynyjy vienkartiniy premijy israiska pagal Balducci prielaida (nei pagal UDD
prielaida), taciau tai yra jrodymas, kad Sia sritj verta nagrinéti toliau ir ieskoti daugiau
pavyzdziy, kai buty pastebimas Sis skirtumas. Neatmetama ir galimybe, jog yra atvejy, kai
grynosios vienkartinés premijos verté yra mazesné pagal Balducci nei pagal tolygaus mir-

tingumo pasiskirstymo mety intervaluose prielaida, taciau Siame darbe pateikty pavyzdziy
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siai hipotezei patvirtinti ar paneigti nepakako.

Taigi, gauti rezultatai patvirtina, jog §i aktuarinés matematikos tema dar néra iki galo
iSnagrinéta, taciau atliktas tyrimas uzpildo tam tikras informacines ir praktines spragas.
Sio darbo deka iskelti klausimai jrodo temos aktualuma ir skatina toliau tirti ir pildyti

aktuarinio mokslo akademinius Saltinius naujais samprotavimais.
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7 Priedai
7.1 Grafiky kodai

Listing 1: I8gyvenimo funkcijos

Labeled [ Plot [{ Piecewise |

{

{(1 — t)*x1 + t%0.9, 0 < t < 1},

{(2 — t)x0.9 + (t — 1)%x0.85, 1 < t < 2},
{(3 — t)x0.85 + (t — 2)%x0.7, 2 < t < 3},
{(4 — t)x0.7 + (t — 3)x0.5, 3 < t < 4}
H

Piecewise [{{0.9/((1 — t)%0.9 + t),
0 <t < 1}, {0.940.85/((2 — t)x0.85 + (t — 1)%0.9),
1 <t < 2}, {0.85%0.7/((3 — t)%x0.7 + (t — 2)%0.85),
2 < t < 3}, {0.7%0.5/((4 — t)%0.5 + (t — 3)%0.7),
3 <t < 4}}|}, {t, 0, 4},

PlotStyle —> {Red, Blue},

Frame —> True,

FrameLabel — {"k", "S(x+k)"},

FrameStyle —> Directive [Black, 10],

PlotLegends —> Placed | Automatic, {Right, Top}|]|]

Listing 2: Tankio funkcijos

Labeled | Plot [{ Piecewise [{{

0.1, 0 <t < 1},
{0.05, 1 < t < 2},
{0.15 |, 2 < t < 3},
{0.2, 3 <t < 4}}],

Piecewise [{
{0.09/(((1 — t)%x0.9 + t*1)"2), 0 < t < 1},
{0.03825/(((2 — t)%0.85 + (t — 1)%x0.9)°2), 1 < t < 2},
{0.08/(((3 — t)%0.7 + (t — 2)%0.85)°2), 2 < t < 3},
{0.07/(((4 — t)x0.5 + (t — 3)%x0.7)°2), 3 < t < 4}}]

b {t, 0, 4},

PlotStyle — {Red, Blue},

Frame —> True,

FrameLabel — {"k"},

FrameStyle —> Directive [Black, 10],

PlotLegends —> Placed [Automatic, {Left, Top}]]|]
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