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Pagrindinés savokos

Tekstinis uzdavinys, tai pasakojimu apibtidinta problemineé situaci-
ja, kuriai formuluojamas vienas ar keli klausimai. Tekstinis uzdavi-
nys sprendziamas pritaikant matematines operacijas skaitinéms rei-
k$Sméms pateiktoms uzdavinyje (Matematikos mokymo enciklopedija,
2014 [149]).

Matematinio modeliavimo uZdavinys tai tekstinis uzdavinys, kurio
pasakojimas yra apie realaus pasaulio objektus, ju sprendimas reikalauja
iSnagrinéti ne tik pateikta informacija, bet remtis mokslo, bei realaus pa-
saulio Ziniomis, kartais iSnagrinéti ne viena, o keleta galimuy sprendimo

variantu [91].

Aritmetiniai tekstiniai uzdaviniai gali biiti standartiniai ir problemi-
niai. Standartinis tekstinis uZzdavinys (S uzdavinys) tai toks tekstinis
uzdavinys, kuriame pateikta informacija yra baitina ir pakankama no-
rint atsakyti i jame pateikta klausima ir i ji atsakyti galima tiesiogiai
pritaikius matematines operacijas skaitinéms reikSmems pateiktoms
uzdavinyje. Probleminis uzdavinys (P uzdavinys), tai toks tekstinis
uzdavinys, kurj spresdamas mokinys turi ivertinti duota informaci-
ja, susirasti tritkstama informacija, arba atrinkti, kuri informacija néra
reikalinga. ([149] p. 10)

Nuoseklus uzdavinys tai toks tekstinis uzdavinys, kurio dydziuy
sarysiai ir matematinés operacijos veiksmai suderinti, t.y. jei sarysis
didéjimo atliekamas sudéties arba daugybos veiksmas, jei mazéjimo - at-
imties arba dalybos. Nenuoseklus uZzdavinys tai tas tekstinis uzdavinys,

kuris néra nuoseklus ([95] p. 15).

Matematinis samprotavimas matematinis samprotavimas mokykloje
yra désningumu paieska, hipoteziy formulavimas ju pagrindimas ir

apibendrinimas [8].

Dedukcinis argumentas tai tokia grupé teiginiuy, tarp kuriu vienas

teiginys yra iSvada, o kiti teiginiai prielaidos.



Pagrjstas argumentas yra toks dedukcinis argumentas, kai visoms

prielaidoms esant teisingoms iSvada taip pat teisinga.

Sintetinis modelis tai mokiniy bandymas susieti nauja informacija

su ju jau turima samprata apie tam tikra savoka.

Pradiné skaic¢iaus samprata tai vaiko nuomoné kas yra skaicius, dar
pries pradedant ji mokytis.



Ivadas

Matematikos mokymo nejsivaizduojame be tekstiniy uzdaviniu. Ne-
paisant to, kad tai yra viena sudétingiausiu temuy mokiniams, negalime
vienareikSmiskai atsakyti, kokia yra tekstiniu uzdaviniy naudojimo
matematikos mokyme nauda ar prasmeé. Sio darbo tikslas praplesti
tekstiniu uzdaviniy naudojimo matematikos mokyme galimybes. Isskir-

sime $iuos pagrindinius tekstiniy uzdaviniy mokymo tikslus:

1. Susieti supaprastinta realaus pasaulio situacija su matematinémis
savokomis.

2. Motyvuoti mokinius mokytis matematikos.

3. Lavinti mokiniy kiirybiskuma, problemu sprendimo gebéjimus.
Talkinti mokantis naujas matematines temas ir jgyti joms reikalin-

gus igtidZius.

Standartiniai tekstiniai uZdaviniai siejami su pirmuoju tikslu, proble-
miniai tekstiniai uzdaviniai su 2, 3 ir 4 tikslais, nestandartinius teksti-
nius uZdavinius (,,Kur koks skaicius tinka“ tipo ir modifikuoti tekstiniai
uzdaviniai) siesime su 2 ir tre¢iuoju tikslais. Taip pat siekiame atskleisti
tekstiniy uZdaviniy panaudojimo platesnes galimybes bei nauda. Ap-
zvelgiant kiekviena i§ matematikos mokymo tiksly, pateikiama teoriné
dalis su literat@iroje randamais pasitilymais, bei pateikiamas empirinis

tyrimas.

Pirmieji tekstiniai uzdaviniai randami mazdaug pries 4000 mety
Egipte. Nuo pirmuyju uZdaviniu iki dabar nuolat keitési uzdaviniu
kontekstai, matematiniai Zyméjimai, bet tekstiniai uzdaviniai visad buvo

ir yra svarbi matematikos mokymo dalis. Mes aptarsime tekstinius
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uzdavinius kaip galima priemone siekiant tam tikru tiksly matematikos

mokyme ir atskeisime ju panaudojimo galimybes.

Tyrimo aktualumas

Tekstiniai uzdaviniai yra viena sudétingiausiy matematikos temu moki-
niams [149]. Lietuvoje valstybiniame matematikos egzamine tekstiniai
uzdaviniai mokiniams sunkiau jveikiami, nei kiti matematiniai uzda-
viniai, daZnai mokiniai ju visai nesprendzia ([97]). Tuo tarpu tekstiniai
uzdaviniai gali biti naudinga priemoné gilinti mokyklinés matema-
tikos Zinias ir jgtidZius. Tinkamai juos idarbinant gali baiti gaunami
ivairiapusiai teigiami rezultatai. Tiek Lietuvoje, tiek pasaulyje galima
tobulinti tekstiniu uZzdaviniu pateikima, sandara, mokyma juos spresti.
Tekstiniy uzdaviniu mokymas gali biiti naudingas norint jgyvendinti

tam tikrus matematikos mokymo tikslus.

Lietuvoje moksliniy tyrimuy susijusiu su tekstiniu uzdaviniuy naudoji-
mu atlikta nedaug. Yra publikuotos apZvalgos, kur apZvelgiami ank-
s¢iau naudoti uzdaviniai, uzdavinynai (AZubalis, Zenkevicitité, Banio-
nis, Ragalyteé) [5, 10, 99, 160], nagrinétas tekstiniu uzdaviniy naudojimas
dirbant su specialiuosius poreikius turinciais mokiniais (Grabauskiené
et. al., Tubutiené)[48, 133], kitos temos moksliniuose darbuose susiju-
siuose su Lietuvos Svietimu nepalie¢iamos. Todél, siekiant gerinti esama
situacija matematikos mokyme biitina istirti vadovéliuose naudojamus

tekstinius uzdavinius ir ju reikSme matematikos mokymui(si).

Sio darbo naujuma sudaro tekstiniuy uZdaviniy naudojimo matemati-
kos mokyme praplétimas ir galimu pasiekti tikslu naudojant tekstinius
uzdavinius atskleidimas. Tekstinius uZdavinius kaip priemone pasiek-
ti ivairius mokymo tikslus nagrinéjanc¢iy apibendrinty tyrimy mums
néra Zinoma. Tyrimai arba nagrinéja tik viena i$ tiksly arba nagrinéja
tekstiniy uzdaviniu savybes (zitreti 0.1 skyriu), bet netiria ju kaip prie-
monés. Siame darbe nagrinéjame ne tik standartinius tekstinius uzda-
vinius ir ju naudojima Lietuvos vadoveliuose, bet ir nestandartinius,

retai naudojamus tekstinius uZdavinius. Atliekamas empirinis tyrimas
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su Cekijos ir Lietuvos moksleiviais, naudojant nestandartinius uzdavi-
nius, kuriuose didele reikSme turi iSskirtinés siy kalby taisyklés. Kitame
empiriniame tyrime mokykliniai tekstiniai uZdaviniai modifikuojami
itraukiant dedukcinj argumentavima, tai nauja ir nenagrinéta tyrimu
kryptis. Taip pat iSbandome naujus matematiniuy temu pateikimo biidus
naudojant tekstinius uzdavinius. Atlikti empiriniai tyrimai patvirtina ir
pademonstruoja tekstiniy uzdaviniuy kaip priemonés gilinti mokyklinés

matematikos Zinias galima naudojima.

Tyrimo problema

Atskleisti tekstiniy uzdaviniy matematikos mokyme galimus tikslus
ir pasitilyti priemones (tekstiniy uzdaviniy tipus ir ju pateikima), ku-
rios skirtos tuos tikslus pasiekti, taip pat pademonstruoti tu priemoniu

naudojima.

Tyrimo uZdaviniai

1. Aprasyti pagrindinius tekstiniy uZdaviniuy naudojimo matematikos
mokyme tikslus ir juos susieti su tam tikro tipo (ar sandaros) tekstiniais
uzdaviniais.

2. Nustatyti standartiniy tekstiniy uzdaviniu tipu dazniu pasiskirstyma
pradiniy klasiu vadoveélyje ir pateikti rekomendacijas matematikos
mokymo turinio kiiréjams.

3. Suskirstyti ir empiriskai patikrinti tekstinius uzdavinius kaip priemo-
ne lavinti matematinj komunikavima.

4. Sumodeliuoti ir empiriskai patikrinti nestandartiniy tekstiniu uzdaviniu

panaudojima motyvuojant mokytis matematikos.
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Tekstinio uzdavinio savoka

Uzdavinys 0.0.1. Kiekviename i5$ 7 namy yra po 7 kates. Kiekviena katé
suvalgé po 7 peles. Kiekviena pelé biity suvalgiusi po 7 kvieciy griidus. IS
kiekvieno kviecio griido isauga po 7 tonas griidy. Kiek grady buvo sutaupyta?
[16]

Tekstiniai uzdaviniai randami matematiniuose dokumentuose nuo
rasto atsiradimo. Babilonie¢iai uZdaviniuose aprase kasdieniy objekty
ar veikly skai¢iavimus. Rhindo papiruse (apie 1650 m. pr. Kr.) randami
ivairiis tekstiniai uZzdaviniai, vienas i$ ju pateiktas skyriaus pradZioje
(ziareti uzdavinj 0.0.1).

Sie uzdaviniai i$ pradZiu neisskiriami kaip atskiras uzdaviniu ti-
pas. Jie ivardijami kaip problemos (angl.: problems). Véliau randami
terminai ,,pasakojimo uzdaviniai“ (angl.: story problems), ,Zodiniai
uzdaviniai s* (angl.: word problem), ,.tekstiniai uzdaviniai“ (angl.: text

problems).

Tekstiniy uzdaviniuy kontekstai keitési pagal Zmoniu poreikiu kaitq
[126] (zitreéti: 1 pav.).

Zemdirbysté Statyba Darbas - Pre(cy b.a o
Darbo uzmo- | | 1Mamai
Sodinimas, Geodezija, estis, "y Pinigai,
der?zays Plotas, | Mokesiai, |, Partneryste,
nuémimas, Tiris, Verte, Pelnas,
paskirstymas, Geometrinés Proporcijos, Nuostoliai,
saugojimas, squokos. Socialinis Palitkanos,
kalendorius. paskirstymas. Matavimai

1 pav.: Tekstiniy uzdaviniu vystymosi schema pagal Zmoniu poreikiu
kaita adaptuota iS straipsnio [126]

Siy dieny matematikos mokyme mokiniams pateikiami uzdaviniai
atitinka tam tikras realaus pasaulio situacijas, kurias mokinys gali pa-

zinti ar isivaizduoti, bet ne visada yra susije su mokinio poreikiais.
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Tekstinio uzdavinio sprendimui reikalingas supaprastintos situacijos
matematinis modelis. DaZniausiai yra nusistovéjusios tam tikros nor-
mos, kurias klasés bendruomené laiko teisingomis, pavyzdZiui: objekto
greitis yra pastovus, aprasomi dydziai yra tiksliai tokie, kokie nurodyti
(1kg, 2cmirt.t.).

Kalbant apie matematinius uZzdavinius, kurie yra pateikiami su tam
tikra realaus pasaulio situacija lietuviskoje literattiroje galime sutikti du

terminus: ,,7odiniai uzdaviniai“ ir ,,tekstiniai uzdaviniai® .

Dar 1921 P. Masiotas straipsnyje [82] kritikavo negyvenimiskus uzda-
vinius uzdavinynuose [4]. Tai reiskia, kad uzdaviniai buvo aptariantys
tam tikras situacijas, bet nejvardinta kaip jie buvo vadinti, tekstiniai, ar

zZodiniai.

Tarpukario programose buvo isreikstas poreikis, naudoti uzdavi-
nius i§ mokiniu aplinkos [99]. Neatitikimui tarp mokinio aktualiju ir
uzdaviniy matematikos mokyme iliustruoti pateikiamas uzdavinys i3

1921 m. PanevéZio berniuky gimnazijos egzamino.

Uzdavinys 0.0.2. Pirklys pirko aviy ir arkliy is viso uz 780 auksiny. Po to
jis pardaveé visus gyvulius, gaudamas uz arklj po 73,6 auksino, o uz avj po 11
auksiny ir taip gaudamas uz kiekvienq arklj 15% pelno, o uz avj tiek procenty
pelno, kiek auksiny ji jam paciam kainavo. Kiek arkliy ir aviy jis buvo pirkes,

jeigu bendras gyvuliy skaicius maZesnis uz 307 [99]

Lietuvos matematikos bendrojoje programoje (patvirtintoje 2022 me-
tais) naudojami abu terminai ir tekstiniai uzdaviniai ir Zodiniai uzda-
viniai kaip sinonimai. Visuotinéje lietuviu enciklopedijoje uzdavinys,
kuriam reikia parinkti matematinj modeli vadinamas tekstiniu uzdavi-
niu (vle.lt). Tuo tarpu mokslinéje literattiroje daZniau minimas terminas
Zodiniai uzdaviniai. O. Salkuviené [108] mini, kad ,,animuotu priemoniu
taikymas matematikos pamokose padeda mokiniams spresti Zodinius
uzdavinius bei daro teigiama jtaka visam matematiniam ugdymui* .
L. Skromovaités magistro darbe [118] iSskiriami Zodiniai uZdaviniai,

kaip atskiras tiriamu uZdaviniuy tipas. Google scholar pateikia 3440
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Saltiniy ieSkant termino ,,tekstiniai uzdaviniai“ ir 8550 Saltiniy ieSkant
termino ,,Zodiniai uzdaviniai* (2023 - 10 - 20 duomenimis). Galimai
taip yra dél to, kad moksliniuose Saltiniuose daZzniau remiamasi anglu
kalba parasytais Saltiniais, o angliska termina ,,word problems* i§vertus
pazodziui gautume: Zodiniai uzdaviniai arba problemos. Siame darbe
naudosime terming tekstiniai uzdaviniai, neatmetant sarysio su kitu

lietuviy autoriy tekstuose naudojamu terminu ,,Zodiniai uzdaviniai“ .

Tekstiniy uZzdaviniy apibréZimas

Tekstiniai uzdaviniai yra pla¢iai nagrinéjama tema matematikos moky-
mo tyrimuose. Siame darbe nagrinésime standartinius ir nestandartinius
tekstinius uzdavinius. Standartiniai tekstiniai uZdaviniai pasakojimu
pateikia uZdavinio situacija, su vienu ar keliais klausimai, i kuriuos
galima atsakyti pritaikius matematines operacijas skaitinéms reikSméms
pateiktoms uZdavinyje, arba iSvestinéms skaitinéms reiksmeéms ([149]
p- 10). Tekstiniuose uzdaviniuose pateikiamas pasakojimas apie mo-
kiniui paZistamus ne matematinius objektus, o sprendimui naudojami

matematiniai principai susije su matematinémis savokomis.

Nestandartiniais uZdaviniais vadinsime tekstinius uzdavinius, ku-
rie néra standartiniai. Vienas i$ tokiu uZdaviniu tipu yra probleminiai
uzdaviniai (P uzdaviniai). Probleminis uzdavinys, (angl.: P problem),
tai uzdavinys, kuriame pateiktos informacijos yra daugiau arba maZziau
nei reikia atsakyti j uzdavinio klausima. P uZdaviniai tai tekstiniai
uzdaviniai, kuriuos spresdamas mokinys turi apdoroti duota informaci-
ja, susirasti triikstama informacija, arba atrinkti, kuri informacija néra
reikalinga [145], [67].

Naujausiuose matematikos mokymo tyrimuose iSsamiai nagrinéjami
matematinio modeliavimo uzdaviniai. Tai tekstiniai uzdaviniai, kuriy
aprasyta situacija yra apie realaus pasaulio objektus, ju sprendimas rei-
kalauja iSnagrinéti ne tik pateikta informacija, bet remtis mokslo, bei
realaus pasaulio Ziniomis, kartais iSnagrinéti ne viena, o keleta galimu

sprendimo varianty. Siame darbe nagrinésime tik uzdavinius, kurie
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néra matematinio modeliavimo uzdaviniai. Lietuvoje matematinio mo-
deliavimo uzdaviniai dar néra jtraukti i matematikos mokyma ir ju

iStyrimas reikalauja atskiro démesio bei tiriamojo darbo.
Standartinj tekstinj uzdavinj sudaro $ios trys dalys [121]:

1. Realaus pasaulio situacijos aprasymas.
2. Informacija reikalinga atsakyti i klausima.

3. Klausimas.

Taip pat laikysime, kad uzdavinys tekstinis, jei dalis jo informacijos
yra pateikta paveiksléliu. Ta pati uzdavinj galima pateikti skirtingais
bidais. Moyer et. al. iSskiria to paties tekstinio uzdavinio tris skirtin-
gas versijas: pasakojima (angl.: verbal), santrauka (angl.: telegraphic)
ir iliustracija (angl.: drawing) [87]. Uzdavinio 0.0.3 pasakojima gali-
ma pateikti naudojant maziau teksto, tai vadinsime santrauka, Zitréti

uzdavinj 0.0.4.

Uzdavinys 0.0.3. IS viso yra 7 dézés Zaidimy. Kiekvienoje déZéje yra po 25
Zaidimus. Vienos Zaidimy dézZés kaina yra 5 Eur. Kiek kainuoja visos 7 Zaidimy

deZes?

Uzdavinys 0.0.4. 7 déZés Zaidimy.
25 Zaidimai kiekvienoje déZéje.
Kiekvienos dézés kaina 5 Eur.

Kiek kainuoja 7 Zaidimy dézés?

Si uzdavinj taip pat galima pateikti iliustracija. Pateikiame du varian-
tus labiau ir maZiau detaly (Zitreéti pav. 2). Visas $ias versijas laikysime

tekstiniais uzdaviniais ir nagrinésime Siame darbe.

Tekstiniy uZdaviniy naudojimo matematikos mokyme tikslai

Tekstiniai uzdaviniai yra neatsiejama matematikos mokymo dalis. Kny-
goje ,.Matematinés ekspedicijos: tekstiniy uzdaviniu tyrinéjimas skirtin-

gais amZiais“ pateikiami tekstiniai uZdaviniai naudoti jvairiose kultiirose
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7 DEZES

25 ZAIDIMAI 25 ZAIDIMAI 25 ZAIDIMAI

25 ZAIDIMAI 25 ZAIDIMAI g

(sEuR)
=
- KIEK KAINUOJA 7

LLEnIES it KIEK KAINUOJA 7 DEZES ZAIDIMY? I
A

2 pav.: Piestos uzdavinio versijos, antrasis paveikslélis sugeneruotas
naudojantis dirbtiniu intelektu

nuo pat ju naudojimo pradZios iki dabar [126]. Lietuvos matematikos
bendrojoje programoje (patvirtintoje 2022 metais) kiekvienos klasés nuo
1 klasés iki 4 gimnazineés (12 klasés) mokymo(si) turinyje yra minimi teks-
tiniai, Zodiniai, konteksto arba probleminiai uzdaviniai. Todél tekstiniu
uzdaviniy mokymas svarbus jvairiy klasiu matematikos mokyme ir

visose arba didZiojoje dalyje pasaulio Saliu.

Matematikos mokymo enciklopedijoje (2020) [149] iSskiriami Sie

tekstiniy uzdaviniu naudojimo matematikos mokyme tikslai:

1. Susieti supaprastinta realaus pasaulio situacija su matematinémis
savokomis.

2. Motyvuoti mokinius mokytis matematikos.

3. Lavinti mokiniy karybiskuma, problemu sprendimo gebéjimus.

4. Talkinti mokantis naujas matematines temas ir igyti joms reikalingus
igtidZzius.

Keisdami ir modifikuodami tekstinj uzdavinj galime pasiekti skirtin-

gus matematikos mokymo tikslus (Zitiréti pav.: 3).

Standartinis tekstinis uZdavinys atliepia pirmaji mokymosi tiksla,
susieti supaprastinta realaus pasaulio situacija su matematinémis savo-

komis. Keisdami uZzdavinyje pateikiama informacijos kieki galime S
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uzdavinj performuluoti i P uzdavinj. Naudodami P uZdavinius galime
pasiekti kitus mokymo tikslus: mokyti matematinio komunikavimo, pri-
statyti naujas matematines temas ir didinti mokiniy motyvacija mokytis
matematikos. Kei¢ant uzdavinio klausimo pateikima gausime kitu tipu
uzdavinius, vieni i$ ju: WNMS (Kur koks skaicius tinka, angl.: What
numbers make sense) uzdaviniai jie taip pat gali pasitarnauti matemati-
nio komunikavimo lavinimui, bei motyvacijos didinimui. Siame darbe
taip pat aptarsime modifikuotus tekstinius uzdavinius kuriuose spren-
dimui reikalingas dedukcinis argumentavimas. Kei¢iant uzdavinyje
naudojama realaus pasaulio situacija ir jos pateikima galime jtraukti
iliustracijas, schemas, Sie poky¢iai gali btiti pagalba iSmokti ir suprasti

[159], [59], [78], tad galime juos sieti su motyvacijos skatinimu.

Motyvacija skirtingi autoriai apibréZia skirtingai. Siame darbe nau-
dosimés motyvacijos apibréZimu, kuris siejamas su motyvacija mokytis
matematikos. Motyvacija, tai galimybé nukreipti elgesi pasitelkiant

emocine sistema.[56].

Siame darbe norime atsakyti i klausima kaip tekstiniai uzdaviniai
gali padéti mokytis mokyklinés matematikos, todél apzvelgsime TU
tipus kaip matematikos mokymo priemones, skirtas pasiekti tam tikrus

matematikos mokymo tikslus.

0.1 Tyrimy apie tekstinius uzdavinius apZvalga

Aptarsime pagrindines tyrimuy susijusiu su tekstiniais uzdaviniais kryp-
tis. Knygoje ,,ZodZiai ir pasauliai* (angl. Words and Worlds) [145] igski-
riamos 5 moksliniy tyrimu apie tekstinius uzdavinius kryptys: teorinés
perspektyvos, sociokulttiriniai faktoriai, mokiniu suvokimo tyrimai,

mokytoju suvokimo tyrimai, poky¢iai klasése.

Nagrinéjant tekstinius uzdavinius i$ teorinés perspektyvos, galime
tirti jvairius btidus, kaip apibréZiamas tekstinis uzdavinys, koks yra jo
susiejimas su realiu pasauliu, kokie gali biti tekstiniy uzdaviniy tikslai.
Kai kurie autoriai grieZtai atskiria tekstinius uZdavinius ir matematinio

17



WNMS uzdavinys
(pasakojimas, informacija,
vietoj klausimo instrukcija)
Mokyti matematinio komunikavimo,
Didinti motyvacijq
mokytis matematikos

S uzdavinys
(pasakojimas, infor-
macija, klausimas)

Mokyti susieti nematematines
situacijas su matematiniais simboliais.

P - uzdavinys

(pasakojimas, ne pilna, ar-
ba daugiau nei reikia in-
formacijos, klausimas)
Mokyti matematinio komunikavimo,
Pristatyti naujas matematines
temas ir gilinti jy supratima,
Didinti motyvacijq

Modifikuotas TU
(pasakojimas, informacija, klausi-
mas, praSoma atsakyma pagristi)
Mokyti matematinio samprotavimo,

Didinti motyvacijq

mokytis matematikos

mokytis matematikos

3 pav.: TU klasifikavimas pagal tiksla ir sandara

modeliavimo uZzdavinius ([149] p. 2). Pasak Kaiser [60], pagrindinis skir-
tumas tarp tekstiniy uzdaviniy ir matematinio modeliavimo uzdaviniu
yra tas, kad tekstinis uzdavinys neturi aktualaus klausimo ar proble-
mos, kurie biity svarbiis realiame pasaulyje ar autentiSkame kontekste.
Jo sprendimas yra svarbus tik mokykloje. Todel tekstinio uZzdavinio
sprendimo procesas neapima realaus pasaulio prielaidu jvertinimo, taip
pat néra atliekamas sprendimo vertinimas. Kiti autoriai laiko tekstinius
uzdavinius supaprastintais matematinio modeliavimo uzdaviniais, bet
taip pat savyje turin¢ius modeliavimo elementy. Paskutinius deSimt-
mecius kai kurie matematikos mokymo tyréjai Kaiser (2017), Blum
(2015), Palm (2002), Verschaffel et al. (2000) [14, 60, 94, 145, 149] ir
kiti sitilo, kad mokyklinéje matematikoje atsirasty uzdaviniai panases-
ni i realaus pasaulio matematinj modeliavima. [vairioms matemati-
nio modeliavimo uzduotims apibtidinti naudojami skirtingi terminai:
konteksto problemos, kontekstualizuotos problemos, realaus pasaulio
problemos, realistinés problemos, autentiskos problemos, matematinio
modeliavimo problemos.

Tekstiniai uZdaviniai nagrinéjami psichologijos ir matematikos mo-

kymo tyréju jau kuri laika (Daroczy, Wolska ir kt. 2015; Thevenot ir
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Barrouillet 2015; Verschafel ir kt. 2000; Verschafel, Depaepe ir kt. 2013)
[25, 128, 144, 147]. 1ki 1970 m. tekstiniy uzdaviniy tyrimai daugiausia
buvo sutelkti i tai, kaip ivairios uZdaviniu ypatybeés bei mokinio savybeés
veikia mokiniy sékme. Buvo atliekami jvairiis tyrimai kei¢iant uzdavi-
nio ypatybes: ZodZiu skaiciy, gramatinj sudétinguma, raktinius ZodZius,
reikalingas matematines operacijas, bei tiriant uzdaviniuy sprendimo
rezultatus atsizvelgiant i mokinio savybes, tokias kaip amZius, lytis,
intelektas, kalbiniai ir matematiniai gebéjimai (Goldin ir McClintock
1984) [47] [149]. Tobuléjant tyrimo metodams pléteési ir tiriamos temos.
Nuo 1990-yju buvo priimta idéja, kad klasikiniai informacijos apdoroji-
mo modeliai yra nepakankami suvokti visa besimokanciuyju tekstiniy
uzdaviniuy sprendimo procesu sudétinguma ir kad Siuos modelius rei-
kia praturtinti idéja, kad tekstiniu uZdaviniu sprendimas yra Zmogaus
veikla, esanti konkre¢iame matematikos klasés mikrokosme (Lave 1992;
Verschafel ir kt. 2000, 2014) [75, 144? ].

IS pradZiy tyrimai buvo nukreipti i vieno Zingsnio adityvius teksti-
nius uzdavinius, kuriuose naudojami nedideli nattiralieji skai¢iai. Buvo
apraSytas $iu uzdaviniy klasifikavimas ir isskirta 14 skirtingu tipu (Zr.
[25, 45, 104, 143]). Ivairiis tyrimai atliekami su 5-8 metu vaikais parode,
kad uzdaviniai, kurie sprendziami ta pacia matematine operacija, bet
priskiriami skirtingiems tipams yra skirtingo sudétingumo, mokiniai
skirtingai atlieka ju sprendimus ir ju klaidu tipai atliekant Siuos uzdavi-
nius skiriasi [45, 143]. Tik véliau buvo pradéti nagrinéti multiplikatyviis
uzdaviniai. Buvo aprasytos multiplikatyviu uzdaviniuy kategorijos ir ju
tipai (Vergnaud 1983; Greer 1992) [51, 141].

Taip pat buvo tiriami ir aprasomi adityviu tekstiniy uzdaviniu spren-
dimo modeliai (apZvalgas zr. [45, 100, 143]). Schukajlow ir kt. (2010)
ir Leiss, Plath ir kt. (2019) [77, 112] nustate, kad situacijos modelio
sukiirimas mintyse yra svarbus uzdavinio sprendimui ir kad $is sprendi-
mo etapas priklausomai nuo kalbinio uZduoties sudétingumo paprastai
uZima apie 40% viso sprendimo laiko. Taip pat mokiniu skaitymo
igidZziai, tiek bendrieji, tiek susije su matematikos dalyku stipriai pri-
sideda prie situacijos modelio tikslumo ir uzdavinio sprendimo teisin-

gumo (Zr. [76, 77]). Teoriskai buvo aiSkinama, kad schemomis gristas
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supratimas apie skirtingy tipu tekstinius uzdavinius padeda mokiniams
spresti tekstinius uzdavinius, bet $ios teorijos susilauke kritikos, nes
jose néra vertinamas tekstiniu uzdaviniy turinys ir kontekstas (Theve-
not, 2010; Thevenot and Barrouillet, 2015; Vicente, Orrantia et al., 2007)
[127, 128, 151]. Tai paskatino alternatyviu teoriju atsiradima, kurios lai-
ko Zodinio uzdavinio reprezentacija specifine ir laikina protine struktiira,
suformuota darbinéje atmintyje ir nesusijusia su i§ anksto turimomis
schemomis [53, 127, 128]. Tekstiniy uZdaviniu schematizavimas vis dar

yra intensyviai diskutuojama ir tiriama tema.

Nors laikoma, kad tekstiniai uZdaviniai yra btidas perteikti matema-
tines temas idomesniu formatu, tyrimai rodo, kad vaikai sekmingai i$-
sprendZia tekstinius uZdavinius, gerokai prie$ iSmokdami jiems reikalingu
matematiniy Ziniy. PavyzdZziui Carpenter ir Moser (1984) [17] ir De Cor-
te and Verschafel (1987) [31] pateiké iSsamius apraSymus kaip darZelio ir
pradinés mokyklos vaikai sprendZia vieno Zingsnio adityvius tekstinius
uzdavinius, naudodami skaiciavimo strategijas, kurios tiesiogiai mode-
liuoja uzdavinio sprendima. Panasiai, dar prie§ mokantis daugybos ir
dalybos didelé dalis mokiniy jau geba spresti multiplikatyvius teksti-
nius uzdavinius naudodamiesi neformaliomis skai¢iavimo strategijomis,
skai¢iavimu balsu, skai¢iuojant objektus, arba panaudodami kartotine
sudeétj arba atimtj [21, 73, 88]. Pastebima, kad mokiniy sprendimo stra-
tegijos vystosi dviem kryptimis. Viena kryptis - nuo neformaliu spren-
dimo strategiju iki labiau formaliy, kita kryptis - nuo daug skirtingu
strategiju kiekvieno tipo uzdaviniams, link vienos bendros strategijos
visiems uzdaviniams, kuriems reikalinga ta pati matematiné operaci-
ja [55, 70]. Kaip galima optimaliai i$naudoti Sias dvi kryptis dar vis

diskutuojama.

Tyréjai, kurie nori naudoti tekstinius uzdavinius kaip priemone ugdy-
ti problemu sprendimo gebéjimus naudoja tekstinius uzdavinius kuriu
negalima iSspresti rutininiu bidu. Tokiems uzdaviniams spresti reikia
tam tikry sri¢iu Ziniy ir igtidZiy, ilgesnio sprendimo kelio, tinkamos
informacijos parinkimo ir t.t. (Zr. [32, 83, 111, 148]). Tokius uzdavinius
spresti padeda euristiniai metodai [96, 111]. Tai metodai, kai naujos

Zinios pateikiamos ir jtvirtinamos pagalbiniais, primenamaisiais klausi-
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mais, jie skatina mokinius aktyviai, logiskai mastyti, ugdo samoningu-
ma, iSradinguma (Euristika, Visuotiné lietuviy enciklopedija) [153]. Taip
pat tokiu uzdaviniy sprendimui svarbiis metakognityviniai ir saviregu-
liavimo procesai, pavyzdziui: savo sprendimo ar mokymosi proceso
planavimas, savo progreso stebé¢jimas, rezultato vertinimas, ankstesnio
sprendimo pergalvojimas [111]. Euristiniy ir metakognityviniu procesu
vaidmuo yra placiai pripaZintas tekstiniy uzdaviniu sprendime, taip pat
ir matematinio modeliavimo bei nerutininése uzduotyse [79, 81, 122].

Iliustracijos tekstiniuose uZzdaviniuose skirstomos i 4 kategorijas [40]:
1. Dekoratyviné —nesusijusi su uzdaviniu ar jo sprendimu, tik papuosia

puslapi.
2. Vaizduojamoji iliustracija;
3. Organizaciné iliustracija;
4. Informaciné iliustracija iSsamiau zr. 1.1 skyriuje.

Iliustraciju naudojimas tekstiniuose uZdaviniuose gali biiti tiek nau-
dingas, tiek neturéti jtakos, arba net trukdyti spresti uzdavini. Irodymu,
kad dekoratyvines iliustracijos biity naudingos néra. Vaizduojamosios
ir organizacinés iliustracijos arba Siek tiek gerina mokiniu sprendimo
rezultatus, arba neturi jtakos, bet kartais taip pat gali létinti sprendimo
procesa. Sudétingesniems uzdaviniams Sios iliustracijos gali biiti nau-
dingos jei mokinys pastebi jose pateikta informacija ir ja ivertina [29, 36].
Informacinés iliustracijos néra iSsamiai istirtos, bet esami tyrimai rodo,
kad toks pateikimas kai dalis informacijos yra iliustracijoje gali sulétinti
sprendimo procesa, tai teigiama remiantis kognityvinés apkrovos teorija,
kadangi sprendZiant tokj uzdavinj reikia apdoroti informacija i$ dvieju

skirtingu Saltiniu [12].

Taip pat atliekami tyrimai apie grafines uzdaviniu reprezentacijas,
kurias kuria patys mokiniai. VienareikSmiskai negalima teigti apie
ju nauda, bet didelé dalis tyrimu patvirtina, kad mokinio gebéjimas
uzdavinj iliustruoti schema yra susijes su uzdavinio teisingu sprendi-
mu. Taip pat svarbu, kad mokinys tiksliai galétu atvaizduoti uzdavinij

piesiniu. Pradéti tirti ne tik mokiniu pieSiniai, bet ir kiti su tuo susije
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veiksniai, tokie kaip mokinio nusiteikimas, Zinios apie pieSima (Rel-
lensmann ir kt., 2017) [102], motyvacija piesti, su pieSimu susijusios
emocijos. Manoma, kad Sie veiksniai yra svarbiis uztikrinant grafiniy
iliustraciju, kurias kuria mokiniai, tiksluma sprendZziant uzdavinius
(Uesaka ir Manalo, 2012; Schukajlow, Blomberg ir kt., 2019b) [113, 134].
Dar reikalingi iSsamesni tyrimai, norint nustatyti grafiniy iliustraciju

vaidmenj uZdaviniy sprendimui.

Tekstiniy uzdaviniy sprendimui reikalingas gebéjimas teisingai su-
prasti pateikta pasakojima, organizuoti teiginius i schema ir sukurti
situacijos modelj, kuris atspindi santykius tarp veikéju ir objekty. Dar-
binés atminties pajégumas ir procesu létinimo gebéjimas vaidina svarbu

vaidmenj formuojant tinkamas aritmetines reprezentacijas [43, 57].

Tyrimai rodo, kad darbiné atmintis ir uzdaviniu sprendimo gebéjimai
turi priezastinj rysj, bet néra tyrimuy, kurie parodyty, kad lavinant dar-

bine atmintj geréja tekstiniy uzdaviniu sprendimo igtidziai.

Tyrimai rodo, kad pedagogai daznai neatsiZvelgia i kognityvinius
procesus, tokius kaip darbiné atmintis ir procesu letinimo gebéjimas,
kurie yra svarbiis sprendZiant tekstinius uzdavinius [34, 84]. Svarbu
i8tirti, kaip mokytoju supratimas apie lingvistinius faktorius ir kognity-
vinius procesus gali pagerinti mokymo praktikas ir mokiniu rezultatus
[44, 150].

Elgsenos studiju tyrimu apZzvalgoje ([58], 2023) patvirtinama, kad
ivairaus amziaus Zmonems tekstiniai uZzdaviniai kelia sunkumuy [15,
24, 57]. Sunkumai sprendziant tekstinius uzdavinius yra susije ne tik
su matematiniuy veiksmu atlikimu. PavyzdZiui jaunesniu klasiy mo-
kiniai statistiskai reikSmingai pras¢iau sprendZzia paprastus tekstinius
uzdavinius lyginant su aritmetiniais uZdaviniais [19, 74]. Tai rodo, kad
situacijos vertimas i matematine israiska prideda uzdavinio sprendimo

procesui sudétingumo.

Tekstiniy uZdaviniu sprendimui turi jtakos tokie veiksmai kaip skai-
tomo teksto supratimo igtdziai (skaityti, apdoroti, interpretuoti rei-

ksme) ir kognityviné apkrova. Remiantis kognityvinés apkrovos teorija
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[125] Zmogus gali apdoroti tik ribota informacijos kiekj per ribota laika.
Didéjant tekstinio uzdavinio informacijos kiekiui ir sudétingéjant jo
sprendimui sprendéjas gali jo nebeiSspresti. Toliau pateikiami veiksniai

turintys jtakos tekstinio uzdavinio sudétingumui.

¢ Tekstinio uZdavinio struktiira: Tekstinio uZdavinio strukttira gali
reikSmingai paveikti uzdavinio sprendimo sékme. PavyzdZiui,
zodziy eilés tvarka ar skaiciy pateikimas skirtinguose sakiniuose,
gali tureéti jtakos sprendimo strategijoms ir rezultatams [105].

* Semantiniai sarys$iai: Sékmingas uzdaviniuy sprendimas priklauso
nuo teisingo semantiniy sarysiu tarp veikéju ir objektu supratimo.
Netikslus $iu sary$iu supratimas gali lemti klaidingus sprendimus
[42].

* Pasakojimas: PaZjstamas uzdavinio kontekstas gali palengvinti
sprendima [27].

* Nestandartiniai tekstiniai uzZdaviniai: Nestandartiniai uzdavi-
niai, kuriuose pateikiama nebiitina arba klaidinanti informacija,
kelia didesnius i$stikius sprendéjams. Tokie uZdaviniai reikalauja
papildomu gebéjimu, tokiu kaip procesu létinimas (angl.: inhibi-
tion control) siekiant atmesti nereik§minga informacija [146].

¢ Kalbos nuoseklumas: UZdavinio nenuoseklumas (pvz. naudoja-
mas zodis ,,daugiau*, bet reikalinga atimtis) gali sukelti papildomu
sunkumu [57].

¢ Skaitinés informacijos pateikimas: Skaiciai gali bati pateikia-
mi skirtingais btidais, pvz., skaitmenimis arba tekstu. Pateikimo
btidas gali paveikti informacijos apdorojima ir sprendimo efekty-
vuma [132].

* Uzdavinio ilgis: Ilgesni uzdaviniai gali sumazinti sprendimo tiks-
luma, ypac tiems sprendéjams, kurie turi maZesnj darbinés atmin-
ties pajéguma [155].
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0.2 Darbo struktiira

Disertacija sudaro trys pagrindiniai skyriai, kurie siejami su tekstiniuy
uzdaviniy mokymo tikslais.

Pirmasis skyrius nagrinéja standartinius tekstinius uzdavinius ir ju
panaudojima siekiant susieti supaprastinta realaus pasaulio situacija
su matematinémis savokomis. Pateikiama Lietuvos pradiniu klasiuy
vadoveéliuose esanc¢iu standartiniy tekstiniy uzdaviniy analizé ir ju pa-
lyginimas su Ispanijos ir Singaptiro vadovéliais.

Antras skyrius nagrinéja tekstinius uZdavinius, kurie lavina matema-
tinio komunikavimo kompetencija. Jame apZvelgiami tekstiniai uzda-
viniai dar neskaitantiems vaikams, nestandartiniai uzdaviniai ,,Koks
skaic¢ius kur tinka “ ir modifikuoti tekstiniai uzdaviniai, kuriy sprendi-
mui naudojamas dedukcinis argumentavimas. Aprasomi su $iu tipu

uzdaviniais atlikti tyrimai ir bandymas.

Treciajame skyriuje pateikiami tekstiniai uzdaviniai motyvuojantys
mokytis naujas matematines temas. Tai probleminiai uzdaviniai ir ju
serijos. Pateikiamas empirinis tyrimas, kuriame naudojami P uzdaviniai

naujoms matematinéms temoms pristatyti.
Darbo pabaigoje pateikiamos iSvados ir rekomendacijos.

Be tekstiniy uzdaviniy panaudojimo galimybiy, kurie aptariami $ia-
me darbe dar reikéty paminéti platesnes ju panaudojimo galimybes.
Tekstiniai uZdaviniai naudojami tarpdisciplininiam mokymui: mokant
finansinio rastingumo, fizikos, chemijos, biologijos, gali btiti naudojami

ir muzikos bei dailés pamokose.
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1 skyrius

Empirinis tyrimas: pradiniy
klasiy vadoveéliy analize

Mokinys spresdamas uzdavinj jam tekstu pateikta pasakojima turi su-
prasti, transformuoti i matematine israiska, tada iSspresti ir sprendima
pagristi, bei gauta atsakyma vél transformuoti ir pateikti atsakyma teks-

tu.

H. Wu pateikia uzdavinio, kuris atspindi $ia transformacija pavyzdi
[158] (zitréti uzd. 1.0.1).

Uzdavinys 1.0.1. Gustas turi du brolius ir seserj. Jo sesers amZius atitinka
puse jo vyresnio brolio amZiaus ir tris ketvirtadalius jo jaunesniojo brolio
amZiaus. Vyresnysis Gusto brolis yra ketveriais metais vyresnis uz Gustq, o jo
jaunesnysis brolis yra dvejais metais jaunesnis uzZ Gustq. Tequl G yra Gusto
amZius, A vyresniojo Gusto brolio amZius ir B jaunesniojo Gusto brolio amZius.

Auksciau pateiktq informacijq isreikskite G, A ir B.

Pastebékime, kad Sis uzdavinys néra jprastas, jis nepraso pateik-
ti konkretaus atsakymo, jame reikia pateikti tik matematine iSraiska.
Iprastai sprendZiant uzdavini dar reikéty rasti tam tikra atsakyma
(daZniausiai skaitine reikSme) ir ji transformuoti i Snekamaja kalba,

pavyzdziui: Gusto sesei yra 9 metai.
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Bet spreskime btitent toki uzdavinj, koks yra pateiktas. Pastebime,
kad sesers amzZius néra paZymeétas jokia raide, visa uzdavinyje duo-
ta informacija reikia iSreiksti nenaudojant sesers amziuy atitinkancio
Zyméjimo. Siam uzdaviniui yra ne vienas galimas sprendimo biadas,
mes analogiskai [158] pasirinkome sesers amZiu pazyméti raide S ir
véliau atliekant pertvarkymus visa informacija pateikti be Zyméjimo S.

Paeiliui skaitydami salyga, naudodami Zyméjimus S - sesers amzZius,
A - vyresnio brolio amZius, B - jaunesnio brolio amZius, G - Gusto amZius

galime uZrasyti Sias lygybes:

A

S=73. (1.1)
3

S =B, (1.2)

A=G+4, (1.3)

B=G-2. (1.4)

Kadangi mums reikia iSreiksti situacija nenaudojant Zymeéjimo S,
lygybés 1.3 ir 1.4 yra tam tinkamos. Bet taip pat svarbu isreiksti sarysi
tarp sesers amzZiaus ir vyresnio bei jaunesnio broliy amziy, t.y. 1.1ir 1.2
lygybes. Ju tiesiogiai naudoti negalime, bet abieju lygybiu deSiniosios
pusés yra lygios S, bei dél to lygios tarpusavyje, tad galime uzrasyti

lygybe: A s

Si lygybe isreiskia santyki tarp abieju broliu amziy ir taip pat Zinodami
bent vieno i3 tu broliy amzZiy galime pasakyti ir sesers amZiu.

Todél Sio uzdavinio atsakymas yra:

A:G+¢B:G-g§:%3 (1.6)

ISsprende Siu triju lygciu sistema gautume ir sprendinj su skaitinémis

reikSmémis, bet uzZdavinio formuluoté to nepraso.
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Toliau nagrinésime tekstinius uzdavinius kai praSoma ne tik situacija
transformuoti i matematine israiska, bet ir rasti uzdavinio atsakyma. Sia-
me skyriuje kalbésime apie standartinius tekstinius uzdavinius, jprastus
tiek savo struktiira, tiek informacijos kiekiu, tiek klausimu. Juos nag-
rinésime kaip priemone skirta susieti supaprastinta realaus pasaulio
situacija su matematinémis savokomis. Kiekviena standartinj uzdavinij
galima iSspresti, sprendimui panaudojama visa duota informacija ir yra
tik vienas galimas atsakymas [145].

Mokyklinéje matematikoje tapo tradicija, kad tekstiniai uzdaviniai
sprendziami mechaniskai ir nesigilinant i uZzdavinio situacija. Nors
standartiniai uzdaviniai daznai sprendziami mechaniskai, jie taip pat
kelia mokiniams pakankamai sunkumu. Matysime, kad galimai taip
yra todeél, kad suskirs¢ius Siuos uzdavinius j skirtingus tipus, vieni

uzdaviniy tipai mokiniams yra pateikiami daug reciau nei kiti.

Sio tyrimo naujumas yra edukometrijos mokslo taikymas vadoveéliu
analizei. | vadovéliy tyrima Zitirime ne i$ edukologijos pusés, bet kaip i

Svietimo srities duomenis, kuriuos analizuojame statistiskai.

1.1 Pradiniy klasiy vadovéliy rinkinio analizé, Lie-

tuvos atvejis

Pazinirékite j skaicius, klausiamuosius ZodZius ar frazes, jie pasakys, kuriq
operacijq naudoti. ISbandykite visas operacijas ir pasirinkite labiausiai tinkantj
atsakyma. [90]

Pradiniy klasiy mokiniai su samprotavimu pirma karta susiduria
spresdami tekstinius uzdavinius. Pradinéje mokykloje mokiniai mokosi
kiekybinio samprotavimo, tai yra gebéjimas naudoti bendrus matema-
tinius jgtidZius, tokius kaip algebra, analizuoti ir interpretuoti realaus
pasaulio kiekybine informacija [41].

Thompson apibtidina kiekybinj samprotavima taip:
Svarbiausia kiekybinio samprotavimo savybé yra tai, kad skaiciai ir
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skaiciy sarysiai yra antros svarbos ir néra jtraukiami i pirmine situacijos

analize. Svarbiausia yra sarysiai tarp kiekiu [130].

Kiekybinis samprotavimas naudingas sprendZiant jvairius aritmeti-
nius tekstinius uzdavinius (ATU). I8skiriami du kiekybinio samprotavi-
mo tipai: adityvus samprotavimas ir multiplikatyvus samprotavimas
[93]. Svarbu mokinius mokyti spresti ivairiu tipu ATU, tam, kad lavintu-
me ju kiekybinio samprotavimo gebéjimus. Kiekybinis samprotavimas
savyije talpina rySius tarp kiekiy, o baitent tai ir nusako skirtingi ATU
tipai, todél svarbu, kad mokiniai spresty jvairius ATU. Nepaisant to
ATU pasiskirstymas jvairiose Salyse yra panasus [152] [121]. Kai kurie
ATU tipai vadoveliuose visai nenaudojami. Siuo tyrimu norime istir-
ti Lietuvos vadovelyje pateikiamus ATU ir ju pasiskirstyma palyginti
su Singapiro ir Ispanijos. Taip pat apibtidinsime teorine aplinka, kuri

leidZia atlikti tyrimus su daugiau $aliy ir daugiau vadovéliy.

Lietuvoje pradinése klasése mokiniams pateikiami standartiniai teks-
tiniai uzdaviniai, kuriy sprendimui naudojami 1 arba 2 matematiniai
veiksmai (sudétis, atimtis, daugyba, dalyba). | Siuos uzdavinius norime
pazvelgti atidziau. Sakysime kad tekstinis uzdavinys yra standartinis
uzdavinys (S uzdavinys, angl.: S problem), jei jis turi optimaly kiekij
informacijos reikalingos atsakyti i uzdavinio klausima.

Standartiniai uzdaviniai gali btiti jvairiuy tipu ir tokiu badu jvairiapusiskai
lavinti mokinio matematinius gebéjimus [95], [152]. Savo disertacijoje
,.Kaip pradiniu klasiy mokiniai mokosi matematiskai analizuoti teks-
tinius uzdavinius: sudéties ir atimties atvejai“ [95] Elena Polotskaia
detaliai aptaria keturias skirtingas aritmetiniy uzdaviniu klasifikacijas.
Klasifikacijos skiriasi pozitiriu i tekstinj uZdavinij i$ operacinés (angl.:
operational) ir sarysio (angl.: relational) paradigmu. | uzdavinj galime
zvelgti kaip i procesa kai atliekamos tam tikros operacijos, arba kaip i

dydzius kurie vienas su kitu yra susije tam tikru rysiu.

Taip pat iSskiriami nuoseklis (angl.: consistent) ir nenuoseklis (angl.:
inconsistent) uzdaviniai. Uzdavinys nuoseklus, jei jo sarysio ir matema-
tinés operacijos veiksmai suderinti, t.y. jei sarysis didéjimo atliekamas
sudéties arba daugybos veiksmas, jei maZéjimo - atimties arba dalybos.
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Uzdavinys 1.1.1. Toma turéjo 13 lipduky, keletq lipduky ji pameté. Ji dabar
turi 8 lipdukus. Kiek lipduky ji pameté?

UZzdavinyje 1.1.1 sary$is pameté yra mazéjimo ir reikia atlikti atimties
veiksma, todél uzdavinys yra nuoseklus.

Uzdavinys 1.1.2. Toma turéjo 8 lipdukus. Kazkiek lipduky ji laiméjo. Dabar
ji turi 13 lipduky. Kiek lipduky ji laiméjo?

Tuo tarpu uzdavinyje 1.1.2 sarysis ir matematiné operacija yra priesin-
gi vienas kitam. ZodZio ,laiméjo* sarysis teigiamas, bet uZdavinyje rei-

kia atlikti atimties veiksma. Tokius uZdavinius vadinsime nenuosekliais.

Standartiniams uZdaviniams, kurie iSsprendZiami sudéties ir atim-
ties veiksmais yra naudojama keletas klasifikaciju [140], [90], [106] [22].
ISnagrinéje Elenos Polotskaia disertacijoje pateikta klasifikaciju palygini-
ma [95] galime pastebéti, kad aptariamos klasifikacijos labai panasios,
visose keturiose vieno veiksmo standartiniai tekstiniai uzdaviniai iSski-
riami i 20 skirtingu tipu.

Siame darbe aptarsime klasifikavima pagal uzdavinio situacijoje ap-

rasoma (ne matematinj) situacijoje aprasyta veiksma (sarysi).

UZdaviniai 1.1.3 ir 1.1.4 iSsprendZiami tuo paciu matematiniu veiks-
mu 12 — 7 = 5, bet skiriasi apraSoma situacija.

Uzdavinys 1.1.3. Rokas turi 12 baliony. Lukné turi 7 balionus. Keliais
balionais daugiau turi Rokas nei Lukné?

Uzdavinys 1.1.4. Lukas turéjo 12 sausainiy. Jis suvalgé 7 i$ jy. Kiek sausainiy
jam liko?

UZdavinyje 1.1.3 situacijoje apraSomas palyginimo veiksmas, 1.1.4
uzdavinyje ivykstantis veiksmas yra pokytis. Matome, kad skirtin-

gos uzdavinio situacijos iSsprendZiamos atliekant ta pati matematinj
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veiksma. IS viso 20 skirtingu adityviuy tekstiniuy uzdaviniu tipu apraso
matematines situacijas, kurios iSsprendziamos naudojant tas pacias tris
skaitines reikSmes ir sudéties arba atimties veiksma. Skiriasi ir moki-
nio mastymo procesas galvojant apie situacija, véliau matysime, kad
vienokias situacijas mokiniai sprendZia lengviau nei kitokias.

Adityviis vieno veiksmo uzdaviniai

Vieno veiksmo adityviu uzdaviniy (kur naudojamas sudéties arba atim-
ties veiksmas) klasifikacija detaliai aprase Stigler et al. [121], taip patji
nagrinéjama ir kituose darbuose [18], [90]. Vienas naujausiu tyrimu Sia
tema yra autoriy Vicente et. al. [152], jame naudojama 8i klasifikacija ir
lyginami Ispanijos ir Singapiiro vadovéliai. Lenteléje 1.1 pateikta minéty
autoriy naudojama klasifikacija.

Matome, kad visuose 20 uzdaviniu tipu, uZdavinio sprendimui nau-
dojami tik sudéties ir atimties aritmetiniai veiksmai su skaiciais 5, 8,
13:

* 5+8=13,
e 13-5=3§,
e 13-8=5.
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Pokytis

1. Goda turéjo 5 lipdukus. Adas dave
jai dar 8 lipdukus. Kiek lipduku Goda
turi dabar? [Pok+F]

3. Goda turi 5 lipdukus. Kiek lipdukuy jai
dar reikia gauti, kad turéty 13 lipduky?
[Pok+Pok]

5. Goda turéjo kazkiek lipduku. Adas
davé jai dar 5 lipdukus. Dabar ji turi 13
lipdukuy. Kiek lipduky Goda turéjo i§
pradziu? [Pok+P]

2. Goda turéjo 13 lipduku. Ji dave 5
lipdukus Adui. Kiek lipduku jai liko?
[Pok-F]

4. Goda turéjo 13 lipduku. Keleta ju
davé Adui. Dabar ji turi 8 lipdukus.
Kiek lipduku Goda dave Adui? [Pok-
Pok]

6. Goda turéjo kazkiek lipduku. Ji daveé
5 lipdukus Adui. Dabar ji turi 8 lip-
dukus. Kiek lipduku Goda turéjo i$
pradziu? [Pok-P]

Apjungimas

7. Goda turi 5 raudonus lipdukus ir 8
mélynus lipdukus. Kiek lipdukuy i$ viso
ji turi? [Apj+]

8. Goda turi 13 lipduku. 5 yra raudoni,
like mélyni. Kiek mélynu lipduku turi
Goda? [Apj-]

Palyginimas

9. Goda turi 13 lipduky. Adas turi 5
lipdukus. Keliais lipdukais Goda turi
daugiau nei Adas? [Pal+Pok]

11. Adas turi 5 lipdukus. Goda turi 8 lip-
dukais daugiau nei Adas. Kiek lipduku
turi Goda? [Pal+Pagr]

13. Goda turi 13 lipduku. Ji turi 5 lip-
dukais daugiau nei Adas. Kiek lipduku
turi Adas? [Pal+Skirt]

10. Goda turi 13 lipduky. Adas turi 5
lipdukus. Keliais lipdukais Adas turi
maziau nei Goda? [Pal-Pok]

12. Adas turi 5 lipdukus. Jis turi 8 lip-
dukais maZiau nei Goda. Kiek lipduku
turi Goda? [Pal-Pagr]

14. Goda turi 13 lipduku. Adas turi 5 lip-
dukais maZziau nei Goda. Kiek lipduku
turi Adas? [Pal-Skirt]

Sulyginimas

15. Goda turi 13 lipduku. Adas turi
5 lipdukus. Kiek lipduku Adui reikia
gauti, kad turety tiek pat lipdukuy kaip
Goda? [Sul+Pok]

17. Adas turi 5 lipdukus. Jei jis gaus
dar 8 lipdukus, jis turés tiek pat lipduku
kiek Goda. Kiek lipduku turi Goda?
[Sul+Pagr]

19. Goda turi 13 lipduku. Jei Adas gaus
dar 5 lipdukus jis turés tiek pat lipduku
kiek Goda. Kiek lipduku turi Adas?
[Sul+Skirt]

16. Goda turi 13 lipduku. Adas turi
5 lipdukus. Kiek lipduky Godai reikia
prarasti, kad ji turety tiek pat lipduku
kiek Adas? [Sul-Pok]

18. Adas turi 5 lipdukus. Jei Goda pra-
ras 8 lipdukus, ji turés tiek pat lipduku
kiek Adas. Kiek lipduky Goda turi?
[Sul-Pagr]

20. Goda turi 13 lipduku. Jei ji pra-
ras 5 lipdukus ji turés tiek pat lipduku
kiek Adas. Kiek lipduky turi Adas?
[Sul+Skirt]

1.1 lentelé: S1 tekstiniai uzdaviniai pagal uzdavinyje atliekama veiksma
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Adityvius vieno veiksmo uzdavinius galima suskirstyti i keturias
grupes: pokytis, apjungimas, palyginimas ir sulyginimas. Kiekvieno-
je i8 8iu grupiu puseé tipu apraso teigiama sarysj, kita puseé neigiama
sary$i. Apjungimo grupéje démeny tvarka néra svarbi, sarysis kalba
apie objekty apjungima i$ dvieju grupiu i viena, néra svarbu, kuri grupé
pirmoji, dél to Sioje grupéje turime tik 2 uzdaviniu tipus: kai neZinomas

vienas i$ démenuy, arba kai neZinoma bendra suma.

Panas$iausi yra palyginimo ir sulyginimo uzdaviniai, bet $iu grupiu
uzdaviniy situacijos taip pat skiriasi. Palyginimo uZdaviniai lygina
turimus objektus, sulyginimo grupéje klausiama, kas turi nutikti(arba

jau nutiko), kad abi objektu grupés bty lygios.

Multiplikatyviis vieno veiksmo uZdaviniai

Analogiskai galime koduoti ir multiplikatyvius vieno veiksmo uzdavi-
nius. Skirtingas uzdaviniuy situacijas galime suskirstyti i 14 multiplikatyviu

uzdaviniy tipuy keturiose grupése (zZitiréti lentele 1.1).

Metodas

ISnagrinéje viena naujausiu Vicente ir kt. [152] sitilomu klasifikaciju
atlikome Lietuvos pradiniu klasiu matematikos vadovéliu apzvalga.
Tyrimui buvo pasirinktas matematikos vadovélis ,,Taip*, bei jo dalys
1-4 klaséms (i$ viso 12 vadovélio daliuy). Taip pat tam, kad galétume
palyginti duomenis naudojome ne [152] pateikta statistika, bet duome-
nis kuriuose atsispindi matematiniu veiklu skaicius tik vadovéliuose
nejtraukiant pratybu sasiuviniuy, reikalingus duomenis pateiké straips-
nio autoriai. Nusprendéme analizuoti tik vadovéliu duomenis, nes
Lietuvoje pratybu sasiuviniai néra naudojami visose mokyklose, dalyje
mokyklu naudojami skirtingi pratybu sasiuviniai nei vadovélis, daznu
atveju jie kei¢iami, ar apjungiami kartu su skaitmeniniu turiniu, dél to

nusprendéme nagrineéti tik vadovélio medZiaga.
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Santykis

Daugialypis

Paprastas |

1. Jei nupiesiu 3 piesinius per 6 | 2. Tu nusipirkai 3 uzrasuy knygeles,
dienas, kiek pie$iniu nupiesiu per | kuriy kiekviena kainavo po 5 €. Kiek
4 dienas, pieSdamas tuo paciu tem- | iSleidai i$ viso? [SantP]
pu?[SantDaug]
3. Tu isleidai 15 € uz 3 vienodas
uzrasu knygeles. Kiek kainavo vie-
na knygelé? [Sant-asis]

4. Tu isleidai 15 € uz uzrasuy kny-
geles. Viena knygelé kainuoja 5 €.
Kiek uzrasuy knygeliu tu nusipirkai?
[Sant-iklis]

Palyginimas

Kartais daugiau

Kartais maZiau |

1. ASisleidau 15 €, o tu iSleidai 5 €. | 2. ASiSleidau 15 €, o tu iSleidai 5 €.
Kiek kartu daugiau a$ iSleidau nei | Kiek kartu maziau tu isleidai nei as?
tu? [Pal+Skirt] [Pal-Skirt]

3. Asisleidau 5 €, o tu iSleidai 3 kar- | 4. A i8leidau 15 €, o tu isleidai 3 kar-
tus daugiau nei a8. Kiek tu isleidai? | tus maZziau nei as. Kiek tu isleidai?
[ Pal+Pal] [Pal-Pal]

5. AS iSleidau 15 €, tai yra 3 kar- | 6. AS iSleidau 5 €, tai yra 3 kartus
tus daugiau nei tu. Kiek tu iSleidai? | maZiau nei tu. Kiek tu isleidai? [Pal-
[Pal+Pagr] Pagr]

Dekarto sandauga

Produktas | Matavimas |

1. AS turiu 3 skirtingus raSikliusir 5 | 2. AS turiu 3 skirtingus rasiklius
skirtingas knygeles. Kiek skirtingy | ir keleta skirtingy knygeliu. Jei ga-
btidy juos galima suderinti? [Dek- | liu juos suporuoti 15 skirtingu bidu,
Sand+] kiek knygeliu turiu? [DekSand-]

Statiakampé matrica

Produktas | Matavimas |

1. AS turiu didelj lapa, kuris yra 3 | 2. AS turiu lapa, kurio plotas 15m2.
metry ilgio ir 5 metru plo¢io. Koks | Lapas yra 5 metry ilgio. Koks yra
yra jo plotas? [StrMatr+] lapo plotis? [StrMatr-]

1.2 lentelé: multiplikatyviuy standartiniu uzdaviniu klasifikacija (adap-
tuota is [121, 152])
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1.1.0.1 Statistinio metodo prielaidos

Tarkime, kad S yra visy Lietuvos matematikos vadovéliy 1-4 klaséms
aibe. Tegul A(s) yra visy veikly vadovélyje s skai¢ius. Kintamasis s
gali reiksti viena vadovélj arba vadovéliuy rinkinj, priklausomai nuo

hipotezés, kuriq norime patikrinti.

Jei norime analizuoti konkrecias vadovélio dalis, galime suskirstyti

vadovel;j i dalis sy, s2, . . ., s, ir nagrinéti kiekviena dalj atskirai.

Tuomet turime populiacija:

a1 (S), y2(5)7 R yA(S)(S)v

kur 7 atitinka i-tajg uzduoti vadovélyje s. Kiekvienas y; € B = {0, 1},
o B yra uZzduotiu tipu rinkinys: 0 - kita matematiné uzduotis, 1 - ATU
veikla.

Tuomet ATU = {y;(s) = 1} yra visu ATU uzduo¢iu aibé, vienai ATU
veiklai priklauso viena arba daugiau ATU.

Tegul N (s) yra visu ATU skai¢ius vadovélyje s.

Tuomet turime populiacija:

r1(8), 22(5), - - - 71'N(s)(5)

kur 7 atitinka i-taja ATU vadovélyje s. Cia kiekvienas v, € D =
{1,2,...,34}, o D yra galimy uzduo¢iu tipu rinkinys (20 adityviu tipu
ir 14 multiplikatyviy, kaip aprasyta lentelése 1.1, 1.1).

Aprasysime iy populiaciju charakteristikas:

paru(s) - ATU veiklu proporcija ir ATU = {y;(s) : yi(s) = 1}
porma(s) - OMA kity matematiniu veikly proporcija ir OMA =

{wi(s) : yi(s) = 0}
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PaTU(a)(8) - adityviu ATU proporcija ir ATU (a) = {z;(s) : xi(s) <
20}

PATU(m) () - multiplikatyviu ATU proporcija ir ATU (m) = {w;(s) :
zi(s) > 20}

paru (i) (s) - ATU su iliustracijomis proporcija; pary(io) () atitinka
organizacines iliustracijas atitinkamai. AT'U(i0) yra x; poaibis,
ATU su organizacinémis iliustracijomis.

Apjungdami ATU pagal tipus galime gauti Sias charakteristikas:

paru(+)(s) - ATU uzduotiy, kur reikalinga sudétis, proporcija ir
ATU(+) = {i(s) : 2:(s) < T}

paru(—)(s) - ATU uzduociy, kur reikalinga atimtis, proporcija ir
ATU (=) = {xi(s) : 7T < z4(s) < 20}

paru(x) (8) - ATU uzduotiy, kur reikalinga daugyba, proporcija ir
ATU (%) = {x;i(s) : 20 < z4(s) < 25}

PATU(:) (s ATU uzduociy, kur reikalinga dalyba, proporcija ir
ATU (%) = {zi(s) : 25 < xi(s)}

Matematiskai, pavyzdZiui,

PATU(a Z T Aty (74)( (1.7)

Norime jvertinti $ias proporcijas. Tam turime kelias galimybes. Ga-
lime fiksuoti vadovélj ir istirti visa jo populiacija. Tuomet puslapis po
puslapio kategorizuojame visas veiklas vadovélyje. Tai daug laiko rei-
kalaujantis procesas. Kita galimybé yra naudoti atsitiktine populiacijos
imtj. Siuo tikslu i vadovelio s atsitiktinai pasirenkame M (s) puslapiy ir
gauname s ivercius §1(s), - - -, Ja(s)(8) it £1(8), - - ., Tp(s)(8), kur a(s) yra
bendras veikly skai¢ius pasirinktose puslapiuose, o n(s) yra bendras
ATU skaicius pasirinktose puslapiuose ir g;(s) € B, Z;(s) € A.

Tuomet aprasome

n

—

1)

PaTU(a)(8) = n(s) - ]lATU(a)(fi(S))- (1.8)

||M
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Kaip paru(a)(s) it pona(s) iverti. Tada 95% patikimumo intervalas

populiacijos parametrui p 4774 () yra

n n

. patu(a)(l — Patu@) . PATUG) (1 — DATU))
(pATU(a) - 2\/ @ , DATU(a) + 2 @ @ ;

kur p = patu)(s) ir n = n(s). AnalogiSkai gauname jvercius visoms

kitoms proporcijoms.

Jei manome, kad, tam tikra prasme, siektina proporcija yra, sakykime,

po, tada galime patikrinti hipoteze:

Ho:p(s)=po pries Hi:p#po (p<poarbap > pp).

Pasirinkome Lietuvos vadovéliu rinkinj s. Ji sudaro 12 knygu. Visa-
me vadoveliy rinkinyje i$ viso yra 902 puslapiai (iSskyrus jvadinius ir
pabaigos puslapius, kuriuose néra matematiniy veikly). Imciai buvo
pasirinkta 50 puslapiu. Jei vadovélio dalyje yra m puslapiu, tuomet atsi-
tiktinai i$ jos pasirenkamu puslapiu skaicius yra x, toks, kad 555 = =5-
PavyzdZiui, pirmoje vadoveélio dalyje veiklos yra nuo 8 iki 83 puslapio,
t.y. 76 puslapiai su veiklomis; reikia pasirinkti % ~ 4 puslapius i$
Sio vadovélio. Taip buvo gauti visi 50 atsitiktinai pasirinkti puslapiai ir

analizuojamos ju veiklos.

Norédami patikrinti proporciju lygybés hipotezes, pirmiausia noréjome
patikrinti, ar imtis atitinka visa s. Tikriname hipoteze, kad atsitiktinés
puslapiu imties i s pasiskirstymas atitinka empirinj bendra s ATU
tipu pasiskirstyma. Norédami patikrinti $iq hipoteze, naudojame chi
kvadrato testa.

Miisu duomenys atitinka Sias prielaidas:

* Duomenys gauti atsitiktinai.
* Duomenys yra kiekybiniai.
* Lyginamos ATU tipu grupés nesuderinamos.
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¢ Duomenys yra nepriklausomi.
Tikrinome hipotezes:

Hj: Imties i$ s pasiskirstymas atitinka bendra empirinj s ATU tipu
pasiskirstyma.
Hy: Imties i s pasiskirstymas neatitinka bendro empirinio s ATU tipu

pasiskirstymo.

Pasirinke ATU tipu grupe testavome Sias hipotezes ju pasiskirstymo

atzvilgiu, naudodami chi kvadrato testa.

Aritmetiniy uzdaviniy tipu pasiskirstymui vadovélyje itakos turi
matematiniy temuy eiliSkumas. Lietuvoje pagal matematikos progra-
ma pirmoje klaséje nagrinéjami tik adityviis uzdaviniai, o nuo antros
klasés jau ir multiplikatyviis. Visa vadovéliu rinkinj galime padalinti i 5

nesikertanéias dalis:

e Pries§ sudéties pristatyma;
* Po sudéties pristatymo iki atimties pristatymo;

¢ Po atimties pristatymo iki daugybos pristatymo;

Po daugybos pristatymo iki dalybos pristatymo;

Po dalybos pristatymo.

Mes galime identifikuoti konkrec¢ius laiko momentus, kurie yra svarbtis

uzdaviniy tipu pasiskirstymui:

* 21 - momentas, kai pristatoma sudétis;
* 29 - momentas, kai pristatoma atimtis;
* 23 - momentas, kai pristatoma daugyba;

* 24 - momentas, kai pristatoma dalyba.

Xl X2 X3 X4 X5

I | | N
T T I I
Z1 Z9 Z3 Z4

1.1 pav.: Vektorius X su laiko momentais zi, 22, 23, 24 ir vektoriais
X1, Xo, X3, X4, X5
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1.1.0.2 Vadovéliy lyginamoji analizé

Nepublikuoti Vicente ir kt. tyrimo duomenys [152], kuriuos pateiké au-
toriai ir miisy tyrimo duomenys leidzia palyginti triju Saliu vadovélius
ATU tipu proporciju vadovéliuose atzvilgiu. Naudojame dvieju im¢iu Z
proporciju testa, norédami palyginti Lietuva su Singapitiru ir Lietuva su
Ispanija pagal proporcijas.

Teisingam testo taikymui yra dvi prielaidos: nepriklausomi stebéjimai
ir pakankamas imties dydis. Pagal Agresti ir Franklin [1], p - n > 10 ir
(1 —p) - n > 10 turi galioti abiems imtims, kur n yra imties dydis, p -
proporcija imtyje.

Mes tikriname hipoteze, kad tam tikru tipu ATU proporcijos va-
doveélyje s ir proporcija Singapiiro vadovélyje sutampa.

Hy : p(s) = po
H, : proporcijos skiriasi.

Cia pg yra pavyzdine proporcija, kuria norétume, kad Lietuva pasiekty.

Kategorijos: ATU ir kitos matematinés veiklos (KMV)

Pirmiausia vadovélyje buvo surastos visos veiklos (angl.: activities).

Veikla vadinsime , kiekviena uzduotj, arba uzduociy rinkinj, kuria
sudaro atskira mokomoji veikla (angl.: instructional activity) vadoveélio
puslapyije, kuri pazymeéta pavadinimu, numeriu, arba nurodymu (angl.:
instruction) veiklos pradzioje, arba iSdéstant kitaip* [152]

Veikla laikoma ir mokiniui skirta uzduotis ir vadovélyje pateiktas
paaiskinimas kaip tam tikra uzduoti atlikti ir gauti atsakyma. Veik-
la daZniausiai yra susijusi su tam tikromis matematinémis Ziniomis,

atliekamais skaiciavimais ir ju pritaikymu.

Tada veikos buvo suskirstytos i aritmetiniy tekstiniy uzdaviniy
veiklas (ATU veikla, angl.: ATU activity) ir kitas matematines veiklas
(KMV, angl.: OMA).

38



Aritmetiniy tekstiniy uzdaviniu veikloms priskyréme aritmetinius
uzdavinius, arba kartu pateiktus kelis aritmetinius uzdavinius, kuriu

salyga formuluojama bendrai, biitent Siuos uzdavinius ir nagrinéjome.

ApibréZzimas 1.1.5. Aritmetinis tekstinis uzdavinys (ATU) tai proble-
minés situacijos tekstinis apibtidinimas, kai iSkeliami vienas ar daugiau
klausimy, i kuriuos atsakant gali biiti panaudojamos matematinés ope-
racijos ir skaitinés reikSmés pateiktos problemos formuluotéje. [149]

Kategorijos: semantiné, matematiné struktiira

Aritmetiniai tekstiniai uZdaviniai buvo skirstomi i adityvius ATU ir
multiplikatyvius ATU. Kiekvienam uzdaviniui priskiriamas tam tikras

tipas. Dvieju veiksmu uZdaviniams buvo priskiriami du tipai.

e Adityviis ATU tipai. Siai kategorijai priklauso uzdaviniai, kuriems
spresti naudojama atimtis arba sudeétis. UZdaviniai skirstomi i ke-
turias kategorijas: pokytis, apjungimas, palyginimas, sulyginimas.
Siose kategorijose i3 viso buvo i$skirta 20 subkategoriju pagal
atliekama veiksma ir tai ka norima apskaiciuoti (Zitreéti: 1.1).

e Multiplikatyviis ATU tipai. Siai kategorijai priskiriami uZda-
viniai, kuriems naudojama daugyba arba dalyba. ISskiriamos
keturios pagrindinés grupés: santykis (angl.: rate), Dekarto san-
dauga (angl.: Cartesian product), palyginimas (angl.: compare),
sta¢iakampé matrica (angl.: rectangular matrix) ir i$ viso 14 ju
subkategoriju 1.1.

Kategorijos: iliustracijos

ATU su iliustracijomis buvo priskiriamos Sios kategorijos:

¢ Vaizduojamoji (angl.: figurative): iliustracija, kuri vaizduoja dali
situacijos, arba visa situacija, bet neperteikia skaitiniu jos reiksmiu.
¢ Informaciné (angl.: informational): iliustracija, kuri perteikia visa,

ar dalj uzdavinio skaitinés informacijos.
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¢ Organizaciné (angl.: organizational): schematineés iliustracijos,
kurios atvaizduoja dalj, arba visa situacija ir padeda mokiniui
suprasti matematinius sarySius tarp situacijos objekty.

Lenteléje 1.3 pateikiami ju pavyzdZiai.

Vaizduojamoji

#5® 2. Pavaizduok udavin] schema ir i3spresk dviem badais

3

£

13 dviejy stovyklavieciy, tarp kuriy
yra 72 km, tuo pat metu vienas
priesais kitq i%éjo du turistai. Vie-
nas éjo vidutiniu & km/h greiciu,
kitas - 4 km/h. Keks atstumas

Iliustracija be uZdavinio skai- Juosskur po €17
tinés informacijos

Informaciné

3. Mokykla kvadrato bureliui nupirko
25 sportinius mar3kinelius ir tiek

AR
pat sportiniy Sorty. Jy kaina nuro- 8
dyta paveiksle. Dviem skirtingais w m
|
o
| S—

bidais apskaigiuok, kiek kainavo

Iliustracija su dalimi arba viso- s pringe.

1799 Eur T
mis skaitinemis uzdavinio rei- -
kSmemis

Organizaciné
;,,uz"“ 2. Kuri schema vaizduoja $io uzdavinio duomenis?
Du raiteliai tuo pat metu vienas priesais kitq i3jojo is skirtingy arkli- l
dZiy. Jie susitiko po 1valandos. Koks atstumas yra tarp arklidziy,
jei vienas raitelis jojo 16 km/h, o kitas - 13 km/h greigiu?
’ﬁ 16 km/h 13 km/h ﬁ L 16 km/h "# 13 km/h
Omm T €-==T"-0 L Po-—= =T3¢
) ?
Miustracija, kuri perteikia uzda- Ui s °

vinio matematine struktira

1.3 lentelé: 3 skirtingu tipu iliustraciju pavyzdZiai i§ Lietuvisko va-
dovélio

Rezultatai

ATU uzduodiy daznumas

Lietuvos atveju, 1-4 klasiu vadovéliy rinkinyje buvo rastos 2626 matema-
tinés veiklos, i$ ju 879 veiklos (33,47%) buvo priskirtos ATU veikloms.

Pradiniu klasiuy aritmetinius uZdavinius galime suskirstyti j adityvius

ir multiplikatyvius. I8nagrinéjus Lietuvos pradiniu klasiy vadoveéliy
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rinkinj ,,Taip* i§ viso buvo i$skirti 1966 ATU uzdaviniai. I8 ju 53% buvo
adityviis.

Klasifikuojant smulkiau apzvelgsime ATU pasiskirstyma pagal tipus.
Adityvius ATU galime suskirstyti i 20 skirtingu tipu. Matome, kad
tipu pasiskirstymas néra vienodas (pav. 1.2). Dalies tipu visai néra
vadoveéliuose (dvieju tipu pokycio ATU, dvieju tipu palyginimo ATU ir
visy 4 tipy sulyginimo ATU). O kai kuriy tipy yra itin daug, pavyzdziui
tipai Apj+, Apj- ir Pok-F Lietuvos atveju sudaro 68,4% visu adityviu
ATU uzdaviniu. Siu tipu uzdaviniai, remiantis [93, 152] laikomi lengvais,
arba vidutiniskai lengvais.

1.2 pav.: Adityviu ATU tipu uzdaviniuy kiekis

Esami tyrimai kol kas negali atsakyti, ar Siu tipu uzdaviniai moki-
niams sunkis deél paciy uzdaviniy savybiy, ar tai yra paseka to, kad
mokiniai maZai sprendzia tokiu uZzdaviniu (ju néra vadovéliuose).

1.1.0.3 Multiplikatyvios struktiiros

Multiplikatyvius uzdavinius suskirste pagal tipus taip pat galime matyti
tam tikras tendencijas (Pav.: 1.3). Lietuvos atveju apZvelge visus multi-
plikatyvius ATU vadovéliuose galime rasti 81, 69% paprastu santykio
uzdaviniu: SantP, Sant-asis, Sant-iklis.
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Uzdaviniy skaicius
N
S
3

200

SantP mm

1.3 pav.: multiplikatyviu ATU kiekis 1-4 klasés lietuviskame vadovélyje

1.1.0.4 Uzdaviniy tipy pasiskirstymas vadovélyje

Jei norétume, kad visu uzdaviniu tipu kiekiai bty vienodi, kiekvieno
uzdavinio tipo turéty biiti po g3 vienety, kur n yra bendras ATU skaicius.
Bet reikéty atsiZvelgti i matematiniu temu pateikimo momentus. Tu-
rima vektoriu X, kuris yra n ilgio ir kiekviena jo koordinaté atitinka
tam tikro ATU uZdavinio tipa padalinsime i nesikertancius vektorius
X1, X2, X3, Xy ir X, kurie atitinka vadovélio dalis pagal matematiniuy
temu pateikima.

¢ Vektorius X neturéjo nei vieno ATU.

¢ Vektoriy X, sudaré 26 ATU, visi jie buvo ,,Apjungimo 1 tipo, kitu
tipu ATU nebuvo. skirtingu tipu uzdaviniai, kuriuose naudojama
tik sudetis.

* Vektorius X3 yra vadovélio dalis kai jau pristatyta sudétis ir atim-
tis, bet dar nepristatyta daugyba, todél Sioje dalyje galetu btuiti 20
skirtingy adityviu tipu. Bet rezultatai, kurie gaunami iSnagrinéjus
visa vadovelj atsispindi ir Siame vektoriuje. Apjungus populia-
riausius tipus: ,,Apjungimas 1“ir ,,Pokytis 2* gauname 69.49% visu
ATU uzdaviniy $ioje vadovélio dalyje. .

* Vektoriuje X4, galéty biiti visu tipu adityviu uzdaviniu (20 skirtingu
tipu) ir 5 tipai multiplikatyviu uzdaviniy, kuriems spresti reikia
daugybos, bet nebiitina moketi dalyba. Lietuvos atveju §i va-
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dovélio dalis gana trumpa, greit po daugybos temos pristatoma
ir dalyba. IS viso Sioje dalyje buvo tik 34 ATU uzdaviniai, 2 i$ ju
adityvis ir 34 multiplikatyviis (30 ,.Santykio 2 and 4 ,.Santykio 3
)- )

¢ Vektoriu X5 sudaro daugiausiai ATU uZdaviniu. Sioje vadovélio
dalyje gali baiti visi 20 adityviu tipu ir 14 multiplikatyviu. Matyti
panasi situacija kaip ir visame vadovélyje.

Paveiksle 1.4 pateiktas teorinis ATU tipu pasiskirstymas. Suba-
lansuotas tipu pasiskirstymas vektoriuose X», X3, Xy ir X5 pateiktas
stulpeliuose. Subalansuotas tipu pasiskirstymas visame vadovélyje pa-
teiktas vidurkio linija. Stulpeliuose skirtingomis spalvomis pavaizduoti
uzdaviniai vektoriuose X5, X3, X4 ir X5.

80
70

60

«
3

Number of AWP
»
8

30

12 3 4 5 6 7 8 9 101112 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34
AWP type

— 2 — X3 X4 W XS em—Average

1.4 pav.. Hipotetinis ATU tipu pasiskirstymas pradiniu klasiy va-
dovéliuose

Tarkime vektoriy ilgiai yra atitinkamai: nx, vektoriui X, nx, vek-
toriui X3, nx, vektoriui Xy ir nx, vektoriui X5. Tuomet, 1-7 ATU tipu
uzdaviniuy kiekis turety bati:

an nx3 + 77,_)(4 nX5
7 20 25 34

(1.9)
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8-20 ATU tipu:

nXxy nxy NXs
20 25 34 (1.10)

21-25 ATU tipu:

nx, nXxs
—_— 4 == 1.11
25 + 34 ( )

Ir galiausiai 26-34 tipuy uzdaviniy kiekis:

nX5
= 1.12
34 (1.12)

Sitilomas uzdaviniy kiekis pavaizduotas paveikslélyje: 1.4.

Taip pat galime suskirstyti visus ATU tipus pagal sprendime reika-
linga atlikti matematine operacija: sudeéti, atimti, daugyba, dalyba. Taip
suskirste galime pastebéti, kad uzdaviniu grupiu dydZiai $iuo aspektu
daug panasSesni visose trijose Salyse (zitiréti pav.: 1.5).

1000
900

800
700

600
500
4
3
2
1

0

Sudétis Atimtis Daugyba Dalyba
M Lietuva M Singapuras Mlspanija

ATU skaicius
o O O o
o O o

o
o

1.5 pav.: ATU skaicius vadovéliuose pagal reikalinga atlikti matematinj
veiksma

Galime numatyti, kad vadovéliy autoriai atkreipia démesj j uzdaviniu
skirtinguma matematinio veiksmo aspektu, bet su skirtingais uzdaviniy
tipais skirstant juos pagal uzdavinyje aprasyta situacija jie gali bati

nesusipaZzine, dél to tipu pasiskirstymas toks netolydus.
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Apzvelkime, ar tipu pasiskirstymas skiriasi 1, 2, 3 ir 4 klasiu va-
dovéliuose (ziareéti lenteles 1.4, 1.5). Matome, kad visose klasése taip

pat turime vieny tipu Zenkliai daugiau nei kitu.

1klasé 2klasé 3klasé 4 klasée

Pokytis
Pokytis 1 13 3 6 4
Pokytis 2 103 26 32
Pokytis 3 10 8 0 28
Pokytis 4 9 14 2 10
Pokytis 5 1 3 4 2
Pokytis 6 0 11 5 0
Apjungimas
Apjungimas1 86 90 95 149
Apjungimas 2 2 25 24 35
Palyginimas
Palyginimas1 8 11 9 24
Palyginimas2 2 8 10 13
Palyginimas 3 9 36 16 4
Palyginimas 4 5 26 8 1
Palyginimas5 0 0 0 1
Palyginimas 6 0 0 0 0
Sulyginimas
Sulyginimas1 3 1 0 0
Sulyginimas2 0 0 0 0
Sulyginimas 3 0 0 0 0
Sulyginimas 4 0 0 0 0
Sulyginimas 5 1 0 0 0
Sulyginimas 6 0 0 0 0

1.4 lentelé: Adityviis ATU pagal klases

1.2 Atsitiktinés imties atitikimas visam vadoveéliui

Buvo sugeneruota atsitiktiné 50 puslapiu i§ vadovélio imtis. Rasta 110
matematiniy veikly, i$ kuriuy 32 (29,09%) buvo ATU veiklos. I$analiza-
vome 66 ATU, i8 kuriu 39 (59,09%) buvo adityvios.

Palyginome imties ATU tipu pasiskirstyma su empirinj vadovélio s
ATU tipuy pasiskirstyma.
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1klasé 2klasé 3klasé 4 klasé

Multiplikatyviis ATU
Santykis
Santykis 1 0 0 0 55
Santykis 2 0 76 120 253
Santykis 3 0 53 101 89
Santykis 4 0 25 15 22
Palyginimas
Palyginimas 1 0 2 6 2
Palyginimas 2 0 0 4 1
Palyginimas 3 0 6 26 10
Palyginimas 4 0 10 11 2
Palyginimas 5 0 0 0 0
Palyginimas 6 0 0 0 0
Dekarto sandauga

Dekarto sandauga 1 0 0 0 0
Dekarto sandauga 2 0 0 0 0

Sta¢iakampé matrica
Statiakampé matrica 0 1 1 26
Staciakampé matrica2 0 0 2 4

1.5 lentelé: Multiplikatyvus ATU pagal klases

Hj : Imties i s pasiskirstymas atitinka empirinj viso s ATU tipu pasi-
skirstyma.

H, : Imties i$ s pasiskirstymas neatitinka empirinio viso s ATU tipu
pasiskirstymo.

Pirmiausia veiklas suskirstome i KMV ir ATU bei tikriname hipote-
ze, kad imties pasiskirstymas atitinka s pasiskirstyma. Pritaikius chi
kvadrato testa, gauname P reikSme p = 0.633559, p > 0.05; todél re-
miantis Siais duomenimis, neturime prieZasties atmesti hipotezés Hj,

teigiancios, kad pasiskirstymai sutampa.

Kartojame ta pacia procediira, tikrindami imties atitikima adityviy ir
multiplikatyviy ATU pasiskirstymui ir jvairiu matematiniu operaciju
ATU pasiskirstymui. Abiem atvejais gauname, kad imties pasiskirsty-
mas pagal ATU tipus atitinka s pasiskirstyma.

Matome, kad atsitiktiné imtis atitinka vadovélj jvairiais aspektais:
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pagal ATU veiklu ir KMV proporcijas, pagal adityviu ir multiplikatyviu
ATU proporcijas ir pagal ATU grupiu pagal matematines operacijas
proporcijas.

Todél atliekant vadovélio tyrimus, tam tikrais atvejais rekomenduo-
jama tirti atsitiktine vadovélio imtj, toks metodas taupo laika ir leidZia
atlikti platesnius tyrimus su daugiau saliy ir vadovéliu. Atliekant pla-
tesnius tyrimus lengviau nustatyti aukstos kokybés vadoveéliy savybes.

1.3 Lietuvos ir Singapiiro bei Lietuvos ir Ispanijos

vadoveliy palyginimas

Misy turimi duomenys ir Vicente et al. [152] pateiki Singapiiro ir Ispa-
nijos vadovéliu nepublikuoti duomenys (Zr. lenteles 1.6, 1.7, 1.8) leidZia
palyginti $iu triju Saliu vadovélius.

Lietuva | Singaptras | Ispanija
KMV 1747 3167 3681
ATU veiklos | 879 1097 1047
IS viso: 2626 4264 4728

1.6 lentelé: ATU ir KMV skaicius Lietuvos, Singapiiro ir Ispanijos va-
doveéliuose

Lietuva | Singaptiras | Ispanija
Adityvis ATU 1042 1096 1520
Multiplikatyviis ATU | 924 820 1349
IS viso 1966 1916 2869

1.7 lentelé: adityviu ir multiplikatyviu ATU skaicius Lietuvos, Singaptiro
ir Ispanijos vadovéliuose

Neéra vadovélio etalono i kurj turéty lygiuotis visos Salys, bet galime
lygindami $alis ieskoti $io etalono. Siame tyrime lyginome Lietuvos
vadovélius su Singapiiro vadovéliais ir Lietuvos vadovélius su Ispanijos

vadoveéliais.
Tikriname hipoteze, kad dvieju 8aliu ATU tipuy proporcijos:
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Lietuva | Singaptras | Ispanija
Sudetis | 528 1057 1046
Atimtis | 513 1211 1045
Daugyba | 519 736 1184
Dalyba 404 828 648
I8 viso 1964 3832 3923

1.8 lentelé: Skirtingy matematiniu operaciju ATU skai¢ius Lietuvos,
Singapiiro ir Ispanijos vadovéliuose

1. Lietuva ir Singapiiras;
2. Lietuva ir Ispanija

yra lygios.
Ho: p1=p2
Hy @ p1 # po.

1.3.0.1 ATU proporcijos

Tikrinome hipoteze, kad abieju 8aliu vadoveliu ATU proporcijos yra
lygios.

Atlikome Z-testa, lyginant ATU proporcijas Lietuvos ir Singapiiro
vadovéliuose. Gavome Z reikSme: Z = 6.9. Jei Z-testo prielaidos yra
tenkinamos, tuomet Z apytikriai seka standartinj normaluji pasiskirsty-
ma. I$ to gauname P(2 — tailed) = 0.01, o lyginant Lietuvos ir Ispanijos
vadovelius Z = 10.59, P(2- tailed) yra artima 0. Matome, kad turime

atmesti hipotezes, kad proporcijos lygios.

1.3.0.2 Adityviy ATU proporcija

Lyginant Salis pagal adityviu problemu proporcija vadovéliuose, mato-
me, kad neturime prieZasties atmesti hipotezés, jog adityviu problemu
proporcijos Lietuvos ir Ispanijos vadovéliuose yra vienodos Z = 0.014,
P(2 — tailed) = 0.9886, todél galime teigti, kad Lietuvos ir Ispanijos
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vadovéliai Siuo aspektu yra panasiis, taciau Lietuvos vadovélis skiria-
si nuo Singaptro vadovélio Z = —2.63, P(2 — tailed) = 0.009, kuris
turi didesne dalj adityviu ATU. Siuo aspektu, Lietuvos vadoveéliai yra

panasesni i Ispanijos nei i Singapfiro.

1.3.0.3 Proporcijos pagal matematines operacijas

Mes taip pat lyginome Lietuva su Singapfiru ir Ispanija pagal ATU,
naudojanciy tam tikra matematine operacija (sudéti, atimti, daugyba,
dalyba), proporcija. Neturime prieZasties atmesti hipotezés, kad ATU,
priskirty sudéties operacijai, proporcijos yra vienodos nei Lietuvoje ir
Singapiire Z = —0.57, P(2 — tailed) = 0.57, nei Lietuvoje ir Ispanijoje
Z =0.18, P(2 — tailed) = 0.86.

Lietuvos ir Singapiiro atveju, atimties ATU proporcijos skiriasi (Z =
—4.32). Neturime prieZasties atmesti hipotezés, kad Lietuvos ir Is-
panijos atimties ATU proporcijos yra vienodos Z = —0.424478445,
P(2 — tailed = 0.67.

Daugybos atveju, mes atmetame hipotezes su abiem Salimis, Lietuvos

ir Singapiiro atveju Z = 6.32, Lietuvos ir Ispanijos atveju Z = —3.

Dalybos atveju, neturime prieZasties atmesti hipotezés, kad Lietuvos
ir Singaptiro dalybos ATU proporcijos skiriasi Z = 0.91, P(2 — tailed =
0.36, taciau atmetame $ia hipoteze Lietuvos ir Ispanijos atveju Z = 3.82.

1.3.0.4 Iliustracijos

Analizavome iliustruotus ATU Lietuvos vadovélyje. Nustatéme vaizduojamuju,
informaciniy ir organizaciniu iliustraciju kiekius Lietuvos vadovéliuose

ir palyginome juos su Singapiiro ir Ispanijos vadovéliu rezultatais [152].

Pagrindinis veiksnys, aptartas autoriy, yra organizaciniy iliustraciju
skaic¢ius ir mes matome, kad Lietuva yra tarp Singapiiro ir Ispanijos
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pagal organizaciniy iliustraciju procenta. Lietuva taip pat yra tarp Sin-
gaptro ir Ispanijos pagal 4 klasés mokiniy aukstyju gebéjimu pasie-
kimus ir kognityvinius gebéjimus sprendZziant uzduotis pagal TIMSS
ataskaita [89], kaip minéta auks¢iau. Gauti rezultatai nepriestarauja
Vicente ir kt. hipotezei, kad didesnis organizaciniy iliustraciju procentas
vadovélyje teigiamai veikia mokiniy rezultatus [152].

1.9 lentelé: Organizaciniy, informaciniy ir vaizduojamuju iliustraciju
bendras skaicius Lietuvoje, Singapfire ir Ispanijoje

Lietuva Singapiiras Ispanija
Organizacinés 108 (10.76%) | 190 (36.4%) | 21 (1.8%)
Informacineés 392 (39.04%) | 244 (46.7%) | 348 (52.1%)
Vaizduojamosios | 504 (50.20%) | 88 (16.9%) | 308 (46.1%)

Palyginome ATU su organizacinémis iliustracijomis proporcija Lietu-

voje su Singapfiro proporcija.

Ho : patu)(s) = po
Hy : parvy(s) # po

kur pg yra Singaptiro organizaciniu iliustraciju ATU proporcija, pa7v ;) ()
yra organizaciniy iliustraciju ATU Lietuvos vadovélyje s. Tai reiSkia, kad
laikome, kad Singaptiro vadovélis turi norima organizaciniuy iliustraciju
proporcija ir siekiame, kad Lietuvos vadoveélis turéty tokia pacia organizaciniu
iliustraciju proporcija. Norédami patikrinti hipoteze, atlikome Z-testa.
Z reikSmé yra —5.1755. Atmetame hipoteze apie proporciju lygybe.

Diskusija

Lietuvos vadovélyje buvo nustatytas maZesnis matematiniuy veikly
skaicius, palyginti su Singapiiro ir Ispanijos vadovéliais. Rasta 2 626 ma-
tematineés veiklos, i$ kuriu 879 (33,47%) buvo ATU veiklos; Singaptro va-
doveélyje buvo 4 264 matematinés veiklos, i§ kuriu 1 097 veiklos (25,73%)
buvo ATU, o Ispanijos vadovélyje buvo 4 729 veiklos, i§ kuriy 1 047
(22,14%) buvo ATU [152].
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Visose trijose Salyse ryskéja panasios tendencijos kuriy ATU tipy yra
daugiau ir kuriy visai néra vadovéliuose. Lietuvoje triju rasiu ATU,
sudaro 68,40% visy adityviy ATU. Panasiai Singapiiro ir Ispanijos va-
dovéliuose Sie tipai sudaro atitinkamai 64,6% ir 69,3% adityviu ATU.
Taip pat visose Siose Salyse kai kurie ATU tipai yra retai randami arba ju
visai néra vadoveéliuose. Svarbu mokiniams pateikti jvairiu tipu ATU,
kad jie galéty susidurti su jvairiomis situacijomis atitinkanc¢iomis ta pati

matematinj veiksma.

Zitrint i multiplikatyvius ATU, randame tuos pacius panagumus:
Lietuvos vadovélyje 81,69% visu multiplikatyviu ATU sudaro paprasti
santykio ATU. Tuo tarpu Singapiire ir Ispanijoje 75,8% ir 86,8% atitinka-
mai [152]. Kaip ir adityviu ATU atveju lengvesni multiplikatyviis ATU
dazniau randami vadovéliuose nei sudétingesni. Reikalingi ateities ty-
rimai apimantys daugiau $aliy ir vadovéliy, taip pat Salis i3 skirtingu

regionuy.

Norédami turimo vadovélio proporcijas lyginti su tam tikru py, tu-
rime nuspresti, kokio pg siekiame. Tai galime atlikti skirtingais btidais:
imdami kaip siekiamybe 8aliuy su auksc¢iausiais mokiniuy rezultatais va-
dovélius, apklausdami ekspertus ir gaudami tam tikra po.

Rekomenduojame vadovélyje itraukti jvairiu tipu tiek adityviy, tiek
multiplikatyviy ATU. Atsizvelgiant i tai, kad pradZioje mokiniai Zino tik
sudetj ir gali spresti tik uzdavinius, reikalaujancias sudéties operacijos,
véliau jie iSmoksta atimtj tik po daugyba ir dalyba, pateikiame hipotetini
uzduociuy tipu kiekj vadovélyje.

Kiekvienas ATU tipas turi skirtingus komponentus. Autoriai Jaf-
fe ir kt. [58] nurodo 9 lingvistinius veiksnius, kurie turi jtakos ATU
sprendimui, Siame darbe ju neaptariame, taip pat svarbiis yra skaitinés
iSraiskos veiksniai [26, 149], kurie daro jtaka ATU sudétingumui. Sio
tyrimo rezultatai patvirtina hipoteze, kuria pateiké Vicente ir kt. [152],

apie organizaciniy iliustraciju nauda.
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2 skyrius

Matematinio komunikavimo

kompetencija

Antrasis tikslas, kurj i8skiria Verschaffel et. al. [149] yra: lavinti mokiniu
karybiskuma, problemu sprendimo gebéjimus. Tam, kad mokiniai
galéty kiairybiskai pazvelgti i uZdavinio sprendima, jiems svarbu gebéti
tinkamai i$reiksti matematines mintis. Siame skyriuje apZvelgsime ne-
standartinius tekstinius uZdavinius kurie lavina matematini samprotavi-
ma ir skatina matematine diskusija. I Sias savokas jeina ir kiirybiskumas
(hipoteziy iskélimas), problemu sprendimo gebéjimai (désningumuy pa-
stebéjimas), argumentavimas, dedukcinis samprotavimas (hipotezés
pagrindimas/atmetimas) [124].

Savoka matematiné diskusija naudojame negrieztai, tai gali baiti
mokiniy (kartu su mokytoju arba be jo) pokalbis apie uzdavinj ar kita
matematine situacija, arba mokinio vidiné (ar garsiai iSsakyta) disku-
sija apie matematine situacija pacio su savimi. Matematiné diskusija
priklausomai nuo diskutuojan¢iy asmeny ar grupiuy gali biiti argumen-
tuota, pagrista, logiska, nuosekli, gali turéti aisky tiksla, kurio norima
pasiekti. Tam, kad diskusija biitu kokybiska siekiame, kad mokiniai,
priklausomai nuo ju amzZiaus gebéty formuluoti matematines mintis,
naudoti matematines savokas, apibtidinti situacija ar sprendima taip,
kad suprasty auditorija.
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Reid et. al. [101] i8skiria keturis samprotavimo tipus: dedukcinis sam-
protavimas, indukcinis samprotavimas, samprotavimas pagal analogija
ir abdukcinis samprotavimas. Stylianides poZitiriu [124] matematinis
samprotavimas apima Sias keturias matematines veiklas: $ablony atpazi-
nima, hipoteziy is8kélima, argumentavima be jrodymo, irodyma. Stylia-
nides [124] apibréZzia irodyma kaip pagrista argumentuota teiginj, kuris
remiasi teisingomis prielaidomis, kurios pagrindZia arba paneigia mate-
matine hipoteze. Remdamiesi Thompson et al. (2012) [129], Arbaugh
et al. (2018) [2] ir Stylianides et al. (2016) [123] idéjomis apibiidinsime

tekstinius uzdavinius, kurie ugdo matematinj samprotavima.

Tekstinis uzdavinys ugdo matematinj samprotavima, jei jo sprendi-
mui yra reikalingas argumentavimas, pagrindimas, ar schemu atpaZini-
mas. Taip pat, jei sprendime naudojami teiginiai Zinomi ir suprantami

auditorijai/klasei ir sprendéjui [68].

2021 m. projekto ,,Matematinio samprotavimo mokykloje tobulini-
mas*“ metu, vienas i$ projekto tikslu buvo iSanalizuoti Lietuvos ma-
tematikos vadoveéliuose esancius tekstinius uzdavinius, kurie lavina
matematinj samprotavima. Trumpai apzvelgsime uzdaviniu tipus, ku-
rie atitinka bent viena i§ samprotavimo uzdaviniu aspektu (désningumu
paieska, hipotezés iSkélima, iSvadu daryma).

MS1: Pateiktos informacijos daugiau, arba maZiau nei reikia. Infor-
macija reikia apdoroti. (P uzdavinys)

MS2: PraSoma atsakyma pagristi, paaiskinti, reikalingas irodymas
(Uzdaviniai, kurie iSreikstiniu pavidalu skatina matematinj samprotavi-

ma. Ju salygoje praSoma pagristi, paaiskinti, reikalingas jrodymas).

MS3: Mokiniui neZinoma situacija (nestandartiniai, originalaus spren-
dimo reikalaujantys uZdaviniai).

Atlikus vadoveliu apZvalga buvo iSskirti subkategoriju atvejai.
MS1 uzdaviniy kategorijoje pavyko rasti keleta skirtingu tipu uzdaviniu.

1. Prasoma rasti daugiau nei viena galima atsakyma (pavyzdZiui uzda-
vinys 2.0.1).
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2. Trukstama informacija néra mokinio naudojama kasdieninéje aplin-
koje (pavyzdziui uzdavinys 2.0.3).

3. Triikkstama informacija yra mokiniui kasdiené.

4. Duomenu daugiau nei reikia gauti atsakymui (pavyzdziui uzdavinys
2.1).

5. Reikia atrinkti kurie duomenys reikalingi atsakyti i kurj klausima
(pavyzdziui 2.2 uzdavinys).

6. Varianty kiekio radimas. Sprendimas reikalauja jvairiapusiskai iSnag-
rinéti situacija (pavyzdZiui 2.0.4 uzdavinys).

MS1 kategorijos uzdaviniu pavyzdZziai:

Uzdavinys 2.0.1. Lina suskaic¢iavo, kiek Zingsniu yra nuo jos namu iki
mokyklos. Jei §j Zingsniy skai¢iu suapvalintume iki deSim¢iy, gautume

1000. Kiek zingsniu galéjo suskaiciuoti Lina?

UZdavinys 2.0.2. Kiek maZziausiai sekundziu gali turéti ménuo? Atsa-
kyma parasykite standartine iSraiska.

UZzdavinys 2.0.3. Kristupo skoty aviganiui yra lygiai 10 mety. Kiek
sekundZiu Kristupo Suo jau gyvena Zemeéje, jei yra Zinoma, kad jis
gime keliamuyju mety kovo 12 diena? Atsakyma parasykite standartine

iSraiska.

. Ao Ay ] 172
Penki berm}]kdl {s:?mkuv'o pagal ugi. 160 160 166 170 !
1) Tarp kuriy dviejy berniuky turi at- 4 8 34 \;2

sistoti Paulius, jei ty SeSiy berniu- ,i\ 5 : ) I ,‘;g A

ky figiy mediana lygi 164 cm? kt‘ VL e A

2) Koks Pauliaus Gigis? i ‘? i €{. [1 % / {1
ANl e L M

-:&L,Jw%m‘.b b s ded e

Jonas Simas Antanas
Rimas Kestas

2.1 pav.: Uzdavinio, kai duomenu daugiau nei reikia gauti atsakymui
pavyzdys i$ 7 klases vadovelio

UZdavinys 2.0.4. Eitynése dalyvauja daugiau kaip 840, bet maZziau kaip
910 Zmoniu. Kiek daugiausia Zmoniu dalyvauja eitynése, jei Zinoma,
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Dviejy laikra$¢iy redakcijos sitilo darba pardavéjams visuose Lietuvés regionuose. Stai $iy redakeijy

pasitlymai:
4Atkeliauja diena” ,Dienos jvykiai”
Neturi laiko dirbti visg diena? Nori uzsidirbti?
Stai tau pasiulymas! Prekiauk musy laikrasciu!
Prekiaudamas laikrasciu,Atkeliauja diena” Per savaite pardaves 180 egzemplioriy gausi
per savaite uzdirbk 75 Eur + 0,1 Eur po 0,25 Eur uz egzemplioriy, o uz kiekvieng
uz kiekviena parduotg laikrast;]. papildomai parduota laikrastj — dar + 0,30 Eur.

Tautvydas jsidarbino laikra$¢io , Atkeliauja diena® redakcijoje, o Smilte — , Dienos jvykiy“ redakcijoje.
8.1. Tautvydas praeitg savaite pardaveé 300 laikrasciy. Kiek eury jis uzdirbo?

8.2. Smilteé praeitg savaite pardavé 260 laikrasciy. Kiek eury ji uzdirbo?

8.3. Smilte sig savaite uzdirbo 122 Eur. Kiek laikrad¢iy ji pardave?

8.4. Tautvydas Sig savaite uzdirbo 120 Eur. Kiek laikras¢iy jis pardavé?

8.5. Kuriuo laikras¢iu geriau prekiauti, jei planuoji kas savaite parduoti 250 jo egzemplioriy?

2.2 pav.: Uzdavinio, kai reikia atrinkti kurie duomenys reikalingi atsa-
kyti i kuri klausima pavyzdys i$ 7 klasés vadovélio

Greitiausias Lietuvojé gyvenantis paukstis — juodasis ¢iurlys — geba skristi iki 144 km/h greiciu.

10.1. Per kiek laiko tokiu greiciu juodasis ¢iurlys nuskristy 200 metry?

10.2. Ar tiesa, kad greiciausias pasaulio Zmogus Usainas Boltas (Usain Bolt) 100 m béga beveik 4 kartus léciau,
nei t atstuma skrenda &iurlys? Atsakyma pagriskite (reikalingos informacijos ieskokite internete).

2.3 pav.: Pavyzdys uzdavinio, kai praSoma sprendima pagristi palygi-
nant informacija

kad dalyvius galima surikiuoti arba po 2, arba po 3, arba po 5, arba po 9,
arba po 10?

Visi MS1 subkategoriju uzdaviniai yra rekomenduojami kaip skati-
nantys matematinj samprotavima. Tuo tarpu MS2 subkategoriju uzdavi-
niai yra biitent taip sukonstruoti, kad lavinty matematinj samprotavima
ir ji skatinty. Pavyko vadovéliuose aptikti Sias MS2 subkategorijas:

1. Prasoma sprendima pagristi palyginant informacija (pavyzdZziui uzda-
vinys 2.3).

2. Prasoma pagristi atsakyma argumentuojant (pavyzdZziui uzdavinys
2.4).

3. PraSoma patvirtinti arba paneigti teigini, sprendima (pavyzdziui
uzdavinys 2.5, 2.6).
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Arnas isdalijo 36 mandarinus 9 draugams po lygiai. Ar draugai galéjo gauti po 5 mandarinus?
Atsakymg pagriskite.

2.4 pav.: Pavyzdys uzdavinio, kai praSoma pagristi atsakyma argumen-
tuojant

Automobilio bake buvo 44 1 degaly. Arnas vazinédamas

sunaudojo 3 kartus daugiau degaly, negu jy liko bake.

2.1. Kiek litry degaly buvo sunaudota?

2.2. Arno draugas Tomas, pazvelges i prietaisy skydelj,
pasake, jog buvo sunaudota 33 | degaly. Patvirtinkite
arba paneikite Tomo teiginj.

2.5 pav.: Pavyzdys uzdavinio, kai praSoma patvirtinti arba paneigti
teiginj, sprendima

Irma ir Rima skaiéiy —42 sumazino 12 karty. Irma
gavo skaiciy 604, o Rimos atsakymas buvo

100 vienety didesnis negu Irmos. Kurios merginos
atsakymas teisingas?

2.6 pav.: Pavyzdys uzdavinio, kai praSoma patvirtinti arba paneigti
teiginj, sprendima

B=20. Jurgita gamina ir parduoda apyrankes. Vienos apyrankés pagaminimo iSlaidos (savikaina)
yra 20 Eur. IS pradziy Jurgita pardavinéjo apyrankes po 38 Eur ir per ménes] parduodavo
vidutiniskai 10 apyrankiy. Ji pastebéjo, kad kiekvienas pardavimo kainos sumaZinimas x eury
ménesio pardavimus vidutiniskai padidina x apyrankiy; ¢ia 0<x<18.

20.1. Tarkime, kad apyrankés pardavimo kaing Jurgita sumazino x eury. Parodykite, kad uz
parduotas  apyrankes gautas ménesio pelnas  apskaiCiuojamas pagal formule
P(x)=—x" +8x+180.

(2 taskai)

Juodrastis

2.7 pav.: Uzdavinio pavyzdys i§ VBE, kuriame prasoma kazka parodyti
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Visgi démesio tokio tipo uZzdaviniams vadovéliuose mazai. DaZnai
zodziai ,pagriskite“ , ar ,jrodykite“, ,parodykite* téra praSymas ap-
skaiCiuoti (pavyzdziui uzdavinys 2.7), ar atlikti kitus matematinius

veiksmus [62].

Tam, kad mokinys samprotauty apie uzdavinj pirmiausia turi uzda-
vinio salyga tinkamai suprasti. Tac¢iau, dalis mokiniy uzdavinio salygos
neskaito, tik Zitirédami i uZdavinio skaicius ir klausiamaji Zodi parenka
sprendima [52]. Tai iliustruoja ne vienoje Salyje atlikti tyrimai su Flau-
bert Gustave uzdavinio 2.0.5 skirtingomis versijomis (pavyzdZziui 2.0.6.
Dauguma mokiniy atlieka veiksmus, pavyzdZiui sudéties ir pateikia
uzdavinio atsakyma [52], [11], [114].

UZdavinys 2.0.5. Kadangi dabar studijuojate geometrija ir trigonomet-
rija, pateiksiu jums uZduoti. Laivas plaukia vandenynu. IS Bostono jis
iSvyko su medvilnés kroviniu. Jis sveria 200 tonu. Jis vyksta i Havra.
Pagrindinis stiebas nultiZes, kajuté guli denyje, laive yra 12 keleiviy,
véjas pucia ryty-Siaurés-rytu kryptimis, laikrodis rodo ketvirti triju po
pietu. Tai geguzés ménuo. Kiek kapitonui mety? (cituojama [156]).

UZdavinys 2.0.6. Valtyje yra 20 aviu ir 6 oZkos. Kiek kapitonui mety?

Neskaitant salygos, naudojant tik klausiamuosius ZodZius ir skaitines
reik8mes galima spresti uZdavinius, kurie apibiidinami kaip nuosekliis

[95] (angl.: consistent) standartiniai uzZdaviniai.

PavyzdZiuose (zitréti lentele 2.1) pateikti skaiciai ir klausiamieji
70dziai i§ tekstiniu uzdaviniuy pirmos klasés vadovélyije [98]. Siuose

uzdaviniuose ir be uzdavinio salygos galima gauti teisingus atsakymus.

Siems uzdaviniams galima sugalvoti jvairias salygas, su pasakojimais
apie realius objektus, bet matome, kad ir be salygos uzdaviniai iSspren-
dziami, todél uzdavinio formulavimas kaip tekstinio §iuo atveju labiau
pridétinis nei baitinas pa¢iam uzdaviniui. Toks standartinio uzdavinio
pateikimas nekuria poreikio suprasti apie ka yra pats uZzdavinys. Nenei-

giame tokiu uZdaviniy reikalingumo, bei pritaikymo galimybiu. Tokie
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Skaitinés reikSmés | Klausiamasis Zodis | Atsakymas
6,3 IS viso 9
8,5 Liko 3
9,7 Laisvu 2
1,8 Kiek yra 9

2.1 lentelé: Skaitinés reikSmés ir klausiamieji Zodziai i§ tekstiniuy
uzdaviniy pirmos klasés vadovélyje [98]

uzdaviniai gali biiti puiki priemoné mokytis iSkelti uzdavinio klausima,
jei uzdavinio formuluotéje biitent to ir prasSysime. Taciau papildomai
reikéty ieSkoti bity, kaip tekstinj uzdavini pateikti taip, kad mokinys
pirmiausia biitinai turéty ji perskaityti ir suprasti jame pateikta situacija
ir tik tada galéty gauti atsakyma.

Pateiksime keleta nestandartiniy uzdaviniu pavyzdZiuy, kai vien i$
skai¢iy ir klausiamuju ZodZiu atsakymo nuspéti nepavyksta. Zemiau pa-
teiktuose uzdaviniuose teisingus atsakymus galima gauti tik perskaicius

ir supratus uzdaviniu salygas.

Uzdavinys 2.0.7. Kajus turéjo 16 rieSuty, Gerda 15 rieSutu. Kajus Gerdai
daveé 1 rieSuta. Ar po lygiai rieSuty turi vaikai? [98]

Uzdavinys 2.0.8. Kai 2 adatos nuliiZo, liko 7 didelés ir 8 maZos adatos.
Kiek adaty liko? [9]

Matome, kad 2.0.7 uZdavinyje reikia atlikti du veiksmus ir palyginti
gautus atsakymus, o 2.0.8 uzdavinyje dalis pateiktos informacijos néra
reikalinga ir tai sukuria poreikij isigilinti i uZdavinio salyga, tad tai néra
standartinis, o probleminis uzdavinys (Zr. skyr. tekstiniu uzdaviniu

apibréZimas).

Siame skyriuje apZvelgsime jvairius tekstinius uzdavinius, kurie
kuria poreiki uzdavinj suprasti ir tuomet ji sprendziant mokytis isreiksti

matematines mintis.
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2.1 Tekstiniai uzdaviniai neskaitantiems vaikams.

Eksperimentas.

- Lina turéjo kazZkiek knygy. Kai 3
knygas atidavé jai liko 4 knygos. Kiek
knygy turéjo Lina?

- 7. As Zinojau, nes pas mus yra toks ki-

)
N
v
E
H
5
2
z
z
7
z

limélis, kur 4 ir 3, as buvau suskaicia-
vus, kad 7.

Matematinis samprotavimas daZniausiai ugdomas vyresnése klasése,
arba uz mokyklos ribu. Visuomenéje paplitusi nuomoné, kad tam reika-
lingas didelis Ziniu bagaZas, bei patirtis sprendZiant sudétingus mate-
matinius uzdavinius. Ta¢iau tyrimai rodo, kad vaikai, kurie dar neturi
jokio matematinio iSsilavinimo taip pat yra pajégiis su mokytojo pagalba
lavinti matematinj samprotavima, bei spresti nestandartinius Zodinius

uzdavinius [20].

Zinoma, negalime irodymo uzdavinio i§ matematikos olimpiados pa-
teikti keturmeciui, turime apgalvoti uzdavinio formata ir sudétingumo
lygi. Vienas i galimy sitilymy, kaip lavinti matematinj samprotavima
ankstyvame amziuje yra tekstinius uzdavinius pateikti paveiksléliais.
Sio amziaus vaikai geresnius rezultatus pasiekia kai uzdaviniai yra pa-
teikti paveiksléliy forma [39]. Citata apie uZdavinj su Lina ir knygomis
iliustruoja, kad tam tikri skaiciu sarysiai vaikui uzsifiksave naudojan-
tis vizualia informacija. Kol vaikas negeba skaityti ir rasyti, jis geba
klausyti, matyti ir kalbeéti.

Dalij tekstiniy uzdaviniu galima pateikti iliustracijomis, taip juos
pritaikant mokiniams, kurie dar negeba skaityti, arba turi skaitymo
sunkumu. Bandymui naudojome Schliemann et al. [110] uzdavinj, kuris
buvo pateiktas 3 klasés mokiniams: 2.1.1.

Uzdavinys 2.1.1. Ant stalo A yra 3 Sokoladukai ir dvi kédes prie Sio
stalo. Ant stalo B 6 Sokoladukai ir 4 kédés prie jo. Ant stalo C yra 5
Sokoladukai ir 2 kédés prie jo.
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a) Parodyk, kaip padalintum Sokoladukus po lygiai sédintiems prie
kiekvieno stalo.

b) Prie kurio stalo rinktumeisi atsisésti? Itikink, kad prie to stalo séstis
geriausia.

¢) Ar kurie nors stalai vienodai geri?

Iliustracijoje 2.8 pateiktas mokinio sprendimas naudojant jo paties piesini.

Mokinys pakomentavo, kad rinktusi stala C, nes jis turi daugiau saldainiu,
o stalai A ir B yra vienodi.

M

|- -
b1 2

2.8 pav.: 2.1.1 uzZdavinio sprendimas i3 Schliemann et. al. [110] atlikto
bandymo su 3 klasés mokiniais

Uzdavinys turi potencialo lavinti matematini samprotavima. Jis
praso iskelti hipoteze ir jtikinti, kad ji teisinga. Tre¢ioko itikinimas gali
atrodyti nerimtas matematikui akademikui, bet i akademiko postrin-
gavimus trec¢iokas taip pat numoty ranka. Remdamiesi [124] ieSkome
klasés auditorijai tinkamuy argumentavimo biiduy, todél noréjome isban-
dyti Sio uzdavinio galimybes su vaiku, kuris su jrodymo uzdaviniais
dar néra susipaZines.

Si uzdavinj adaptavome pakeisdami skaitines reik§mes ir visa infor-
macija pateikdami vizualiai. Skaitinés reik§meés buvo parinktos tokios,
kad sprendimas biitu paprastesnis ir 4-5 metu vaikui nekilty sunkumuy
dél matematiniy veiksmu.

Originalaus uzdavinio skaiciai yra tokie, kad prie pirmojo ar antrojo
stalo atsisédes veikéjas gauna 1,5 Sokoladuko, o prie treciojo stalo 2,5 So-
koladuko. Mums pakeitus uzdavini sprendéjas turi pasirinkti tarp staly,
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2.9 pav.: Iliustruotas tekstinis uzdavinys, dalininké Eidvilé Viktorija
Buozyte

kur gaunama maZiau nei viena keksiuka, daugiau nei viena keksiuka ir

lygiai viena keksiuka.

Uzdavinj pateikéme paveikslélio forma taip, kad visa informacija
biity atskleista piesiniu, o uzdavinio klausima biitu galima suformuluoti

ir pateikti vaikui ZodZziu.

Uzdavinys 2.1.2. Visi meskuciai susés prie stalu (zitreti pav. 2.9). Prie
kurio stalo meskuciui geriausia séstis, jei jis nori suvalgyti kuo daugiau

keksiuku. Ar gali paaiskinti kodel?

Bandyma atlikome su 4 metu dar neskaitan¢iu, darzelj lankan¢iu
vaiku. UZdavinio sprendimo metu atlikto interviu itrauka pateikta

lenteléje 2.2, i$ jos matyti, kad:

1. Vaikas nezinodamas trupmenu, bei negebédamas isreiksti minties
tinkamomis matematinémis savokomis supranta, kad meskutis gaus
viena dalj i keturiu lygiu daliu.

2. Vaikas negeba suformuluoti minties, kad susidaro nepilni du vienetai,
bet iSreiSkia mintj, kad objektai(dalys) yra du.

3. Be mokytojo nurodymo vaikas pats naudoja terming dalis.
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4 mety bandymo dalyvis

Tyréjas

Prie pirmo stalo meskiukas gauty viena
keksiuka.

Tikrai? Kiek meskuciuy ¢ia sedés?

Keturi meskiukai. Tada mes turim per-
Si-
tas meskiukas gaus viena dalj, kitas

pjauti Sita keksiuka i dvi dalis.

meskiukas gaus antra dali (rodo pi-
r$tu i kédes kur sédés meskucdiai). Per-
pjaukim kita keksiuka i dvi dalis. Si-
tas meskiukas gaus viena dalj, kitas
meskiukas antra dali (rodo pirstu i
kedes).

Kiek kiekvienas megkiukas

gaus?

Po keturias dalis.

Kiek gaus kiekvienas meskiukas
sedintis prie vidurinio stalo?

Jis gaus du.

Net du? Kodél?

Cia yra dvi keédes, trys keksiukai.

Vienas gaus du, o kitas?

Tada mes galim perpjauti viena keksiu-
ka. Vienas gaus du ir kitas du.

Bet ne pilnus du?

Po viena ir dar dalj.

O kaip prie trecio stalo?

Jie gaus visi po viena.

Prie kurio stalo geriausia sédéti?

Prie 8ito stalo (rodo i vidurini), jie visi
gaus po du keksiukus.

2.2 lentelé: Interviu istrauka

Diskusija

Bandymo metu buvo pastebéta, kad tokio amZziaus vaikui svarbts to-

kie aspektai, kaip iliustraciju dydis, situacijos nusakymas, situacijos

supratimas. DaZnai vyresni mokiniai i tokius dalykus matematiniuose

uzdaviniuose nekreipia démesio ir tai gali biiti tiek trukdis, nes moki-

nys nejsigilina i situacija, tiek teigiamas aspektas, nes nesiblaskoma ir

atmetami nesvarbiis uzdavinio aspektai.

Atvejo analizé rodo, kad net neskaitantis vaikas geba teisingai pagristi

uzdavinio sprendima, tik neturi tam reikalinguy savokuy, pavyzdZziui: vai-

kas negeba suformuluoti minties, kad susidaro nepilni du vienetai, bet
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iSreiskia mintj, kad objektai (nors ir ne pilni) yra du, be mokytojo pagal-
bos vaikas pats naudoja termina dalis.

Pavyzdys pademonstruoja, kad tekstinj uzdavinj skirtingais forma-
tais galima pateikti skirtingo amziaus mokiniams ir i$ ju tikétis skirtingy,
bet ju amzZiui priimtiny ir teisingu sprendimo formu.

Pateiktas uzdavinys atitinka tris Stylianides et. al. [124] apraSytus
samprotavimo Zingsnius: praso surasti désninguma (prie kurio stalo
kiek keksiukuy gaus kiekvienas veikeéjas), iSkelti hipoteze (prie kurio
stalo geriausia séstis) ir ja pagristi, argumentuoti (paaiskinti kodél). Pa-
ruosus mokinj ir pademonstravus jam tam tikras taisykles, kuriomis
galima naudotis pagrindZiant galétume tikétis aiSkesnio ir taisyklinges-
nio pagrindimo. Taip pat, galima bty formuluoti uzduoti kai prasoma
apibendrinti situacija didesniam staly ar keksiukuy skaiciui, véliau api-

bendrinti situacija bet kokiems skai¢iams.

Ateityje galima atlikti empirinj tyrima, kuriame atsitiktinai parink-
tiems dar neskaitantiems vaikams pateikiami iliustruoti tekstiniai uzda-
viniai. Tyrimo metu svarbu turéti galimybe dirbti su vaikais individua-
liai, siekiant jsitikinti, kad jie gerai supranta uZdavinio salyga ir gali
ja nagrinéti. Svarbu parinkti tinkamus tekstinius uzZdavinius, kad ju

matematiné situacija btitu vaikui suprantama ir jis gebétu ja isivaizduoti.

Taip pat galima stebéti, ar tokio pat amZiaus vaikai, kurie jau geba
skaityti taip pat gerai sprendZia tokio tipo uzdavinius, ar ju sprendimo
galimybés iSmokus skaityti padidéja.

Remiantis $iuo bandymu ir Elia [39] poZitriu rekomenduojame iki-
mokyklinio amZiaus vaikams, kurie dar negeba skaityti formuluoti
uzdavinius paveiksléliais, bei formuluoti uzdaviniuy klausimus, kurie
skatinty matematinj samprotavima [110]. Sio bandymo pagrindu bu-
vo sukurti iliustruoty uzdaviniy rinkiniai , MISKO USAT* (autoriai L.
Kiliené, S. Das¢ioras), kuriuose uzdaviniai pateikiami iliustracijomis ir

sitiloma juos pateikti 4-9 metu vaikams.
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2.2 Koks skaicius kur tinka uZdaviniai. Empirinis

tyrimas

Keistai skambéty jei biity trys ateiviuy arba keturi ateiviy,

nesirimuoja [Penktokas]

Jau ankstesniuose skyriuose aptaréme, kad mokiniai daznai spren-
dzia tekstinius uzdavinius nejsigilindami i tekstu pateikta salyga. No-
rint iSvengti proceso kai pazvelgus i uzdavini ,,iStraukiami* klausiamieji
zodziai, skaitinés reikSmés ir mechaniSkai gaunamas atsakymas ieSkome
kitokiu uzdaviniy formulavimo btidy, kurie neleisty uzdavinio i$spresti

iji nejsigilinus.

Vienas tokiu uzdaviniu pavyzdziu yra nestandartiniai uzdaviniai
.Kur koks skaicius tinka* (angl.: what numbers makes sense) (pavyz-
dziui 2.2.1) juos i8spresti mokinys gali tik jsigilines i uzdavinio salyga.

UZdavinys 2.2.1. Jrasyk skaicius 3, 5, 6, 10 i tinkamas vietas ir pasitik-

rink ar tinkamai jrasei.

Kontroliniui kartu ruosiasi . . . draugai. Kiekvienameis ... skyriuy bu-
vo po ... uzdavinius. Visi vaikai iSsprendé po ... (skirtingu) uzdaviniu

ir né vieno neliko neisspresto.

Mokykloje dazniausiai sprendZiami standartiniai uzdaviniai, kurie
turi tik viena teisinga sprendima, jis gaunamas pritaikius tam tikras
matematines operacijas skaic¢iams pateiktiems uzdavinio salygoje. Teks-
tinio uzdavinio tikslas néra tik pritaikyti matematine operacija, svarbu,
kad mokinys suprasty uzdavinio salyga, ja nagrinéty, kelty klausimus,

diskutuoty apie galimus sprendimus ir strategijas.

Remiantis Stylianides et. al. [124] Siame uZdavinyje mokinys turi
surasti désninguma (iSsiaiskinti kur koks skaicius galétu tikti), iskelti
hipoteze (kad skaiciai tinka biitent ten) ir jsitikinti ar ji teisinga (pagristi,
paaiskinti). Taip pat Sio tipo uZdavinius galima papildyti dar viena

instrukcija: rask visus tinkamus variantus, atsakymaq pagrisk.
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Tekstiniy uzdaviniu sudétingumas taip pat priklauso nuo kalbos,
kuria uzdavinys uZrasytas [26]. Tas pats uzdavinys uZrasytas skirtingo-
mis kalbomis gali biiti skirtingo sakiniy ir ZodZiy ilgio. Kaip mokinys
supras teksta priklauso nuo vartojamu ZodZiy, sakiniy susietumo. Kai
kuriose kalbose kartu su skaiciais naudojami artikeliai, arba skirtingos
galtinés priklausancios nuo skai¢iu. Nuo 8iy kalbos skirtumuy gali pri-
klausyti ir uzdavinio sprendimas. Tyrima atlikome Lietuvoje ir Cekijoje,
todél mums buvo svarbu iSsiaiskinti lietuviu ir ¢eku kalbose specifines
taisykles susijusias su skai¢iu vartojimu. Pastebéjome, kad Sios kalbos
turi iSskirtines ypatybes, kurios leidZia sukurti ir panaudoti nestandar-
tinius tekstinius uZdavinius. Taip pat noréjome pasinaudodami Siais

uzdaviniais stebéti kalbos ir matematikos mokymo sasajas.

Vadovaudamiesi Cekijos mokslininkiuy atliktu tyrimu [86] pasitléme
atlikti bendra tyrima kartu ir pateikti nestandartinius tekstinius uzdavi-
nius Lietuvos moksleiviams. Lietuviy ir ¢eky kalbuy panasumas leido
patikrinti mokiniy argumentavimo ir sprendimo strategijas. Toliau ap-
zvelgsime naudoty nestandartiniu uzdaviniu , kur koks skai¢ius tinka*
pateikima ir potenciala vystyti mokiniuy argumentavimo ir samprotavi-

mo jgadZzius.

Teoriné aplinka

Tekstiniai uzdaviniai ,,Koks skaicius kur tinka*“ (angl.: what numbers ma-
kes sense) buvo naudojami Kaur ir Har projekte Singapiire ,,Matematikos
mokytoju pedagoginiu igidZiy lavinimas, siekiant pabréZti supratima,
samprotavima ir bendravima klaséje“ (angl.: Enhancing the pedagogy
of mathematics teachers to emphasize understanding, reasoning and
communication in their classrooms) [63, 64]. Projektas buvo atliekamas
po Singapiiro mokyklinés matematikos reformos, kai i programa buvo

itrauktos Sios kompetencijos [64]:

1. Matematinis samprotavimas, komunikavimas ir sasajos;
2. Mastymo igtidZiai;
3. Euristika.
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Sitilomos astuonios skirtingos strategijos, naudojant nestandartinius

uzdavinius, vieni i$ ju yra ,.koks skai¢ius kur tinka*“ tipo uzdaviniai.

Lietuvoje ir Cekijoje moksleiviai sprendzia tekstinius uzdavinius nuo
pirmos klasés. Pradinéje mokykloje (Lietuvoje 1-4 klasés, Cekijoje 1-5
klases) mokiniai sprendZia vieno ar dvieju veiksmu tekstinius uzdavi-
nius, 5 klaséje ir sudétingesnius tekstinius uzdavinius. Abiejose Salyse
daZniausiai mokiniams pateikiami standartiniai tekstiniai uZzdaviniai.
Tuo tarpu patys sprendimo metodai turi skirtumu. Cekijoje moksleiviai
perskaite uzdavinj turi uzrasyti kas uzdavinyje yra duota, apskai¢iuoti
ir atsakyma uzrasyti pilnu sakiniu. Lietuvoje uzdaviniai sprendZiami

tik uZraSant matematinj veiksma ir trumpa atsakyma.

Siame tyrime nagrinégjome nestandartinius tekstinius uzdavinius.
Skirtingai nuo standartiniu tekstiniu uzdaviniu formulavimo, Siuose
uzdaviniuose néra klausimo, bet uZdavinio pradZzioje yra nurodymas
(instrukcija) ka atlikti. Skaitinés reikSmés pateikiamos kartu su nurody-
mu, o ne aprasant situacija tokio uzdavinio pavyzdys pateiktas Zemiau
(2.2.2 uzdavinys).

UZdavinys 2.2.2. Jrasyk skaicius 6, 37, 5, 7 i tinkamas vietas ir pasitik-

rink, ar teisingai jrasei.

Jonas perka ... balionus po ... centus ir viena ledinuka uz . .. centus.
Jis sumokéjo ... centus.

Tekstiniai uzdaviniai: ,.koks skai¢ius kur tinka?* yra tokios sandaros:
nurodymas, duomenuy aibé (skaiciai, ZodZiai ir t.t.) ir tekstinis situacijos
aprasymas su paliktomis vietomis, kur duotieji duomenys i§ duomenu
aibés turi biti jrasyti.

Zodis ,tinka* gali biiti interpretuojamas trimis reikSmémis:

1. Matematiskai tinka (pavyzdZziui: 6 - 5 4+ 7 = 37).

2. Tinka pagal konteksta (kai kurie skai¢iai i tam tikras vietas gali netikti
pagal konteksta, pavyzdZiui i$ viso sumoketi 5 centus uZ tai ka isigijo
Jonas atrodo nelogiska).
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3. Tinka kalbiniu aspektu (atitinka kalbos taisykles, pvz.: 7 balionus, o

ne 11 balionus).

Tai ar mokinys atsiZvelgia i Siuos aspektus ar ne gali paveikti jo spren-
dimo strategijos pasirinkima [57], bei procesa kaip uzdavinys spren-
dziamas [103] ir Zinoma sprendimo teisinguma. Kai kurie mokiniai
konteksto aspektu uZdavinio teisingumo nevertina ir démes;j kreipia
tik i matematinj teisinguma [30]. Kai kurie mokiniai atsizZvelgia i rea-
lios situacijos vertinima [139], bei pagrindZia savo argumentus ju paciu
gyvenimiska patirtimi. Realios situacijos vertinimas sprendZziant Sio
tipo uzdavinius gali padéti (pavyzdZiui mokinys jvertines, kad pirstiniuy
poroje yra 2 pirstinés, skai¢iu kiek yra pavieniu pirstiniuy gali parinkti
lyginj). Kai kurie mokiniai neatsiZvelgia i kalbinius uzdavinio aspektus,
bet tai gali priklausyti nuo mokiniy amziaus [86]. Sprendziant $io tipo
uzdavinius kalbiniai aspektai gali atskleisti tam tikru skaiciu vieta ir liks
tik uzpildyti likusias vietas atsiZvelgiant i kitus aspektus.

Tyrimo klausimai

Sekdami tyrima atlikta tyréju Mottlova ir Slezdkova [86] buvo sukurti
nauji to paties tipo tekstiniai uzdaviniai ir tyrimas atliktas dviejose
salyse Lietuvoje ir Cekijoje. I$sikéléme §iuos tyrimo klausimus:

TK1: Kokias argumentavimo technikas spresdami WNMS tipo teksti-
nius uzdavinius kartu su visa klase mokiniai naudoja?

TK2: Ar Cekijos ir Lietuvos moksleiviy naudojami argumentai skiriasi?

Pagrindinis tyrimo tikslas buvo pateikti mokiniams WNMS tipo
uzdavinius ir analizuoti ju diskusija sprendimo metu. Noréjome suzi-
noti kokios bus naudojamos strategijos, ar bus atkreipiamas démesys i
kalbinius aspektus, ar mokiniai argumentuos savo pasirinkimus. Lie-
tuvoje tokio tipo uzdaviniai mokyklose nenaudojami, tad papildomas
tikslas buvo stebéti ar $io tipo uzdaviniai tinkami lavinti matematinj
samprotavima, argumentavimo jgtidZius ir ar naudinga juos naudoti
pamokoje. Taip pat noréjome palyginti Lietuvos moksleiviu ir Cekijos

moksleiviy uZzdaviniy sprendimo eiga.
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Metodologija

Buvo atlikti du tyrimai Cekijoje ir Lietuvoje. Dalyvavo 28 Cekijos ir 20
Lietuvos penktos klasés moksleiviu. Mokiniai dalyvavo taip pat supla-
nuotose pamokose, jie kartu su visa klase sprendé du nestandartinius
tekstinius uzdavinius. Pamokas vedé abi Sio tyrimo autorés, pastovios
klasiu mokytojos stebéjo pamokas. Mokiniams buvo duota laiko sava-
rankiskai jsigilinti ir spresti uzduoti ir tada savanoriai mokiniai buvo
kvie¢iami prie lentos paaiskinti uzduoties sprendima ir jrasyti tinkamus
skaiCius j laisvas vietas. Kiekvienam atéjusiam mokiniui buvo leidZiama

irasyti po viena skaiciu i uZzdavinio salyga.
Kalbiniai skirtumai

Vienas pagrindiniy komponentu tekstiniuose uzdaviniuose (ypatin-
gai $io tipo uzduotyse) yra kalba. Siame tyrime mums buvo svarbu
atsizvelgti i ¢eky ir lietuviu kalby skirtumus ir panasumus. Lietuviu
ir ¢eku kalbose svarbus veiksnys yra skaiciu ir daiktavardziy linksniu
derinimas. Abiejose kalbose tam tikri skaiciai dera tik su tam tikromis
daiktavardziy galtinémis. Abi kalbos turi panasias gramatines taisykles
skaiciams su daiktavardZiais derinti, bet pacios skaiciy grupés skiriasi.

Ceky kalboje skai¢ius galime suskirstyti j tris grupes 2.4:

e Skaicius 1.
e Skaiciai 2, 3, 4.
e Ir visi skaic¢iai didesni uz 4.

Lietuviy kalboje taip pat galime isskirti tris grupes 2.3.

e Skaiciai, kuriy pavadinimai baigiasi ZodZiu vienas: 1, 21, 31, 41...

e Skaiciai, kurie baigiasi nuliu ir visi skai¢iai nuo 11 iki 19: 10-20, 30,
40, 50, ....

e Skaiciai, kurie baigiasi skaitmenimis 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9, iSskyrus
skaic¢ius nuo 12 iki 19: 2-9, 22-29, 32-39 . ..

Siekdami tikslo, kad mokinys isigilinty i uZdavinio salyga ir ja suprastu
galime pateikti uZdavinius, kur mokinys turi i salyga irasyti duotus
skaicius. Tuo atveju visai neskaitant salygos, jei duota n skaiciu ir n
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tusciy viety, buduy irasyti skaic¢ius yra n!. Tinkamai suformuluota salyga
kelia apribojimus, kur skaiciai gali biiti jrasyti, juos lemia matematiné
iSraiska ir tekstiné iSraiSka. Lietuviy kalba turtinga linksniais, todél
skaiciai ir ZodZiai turi atitikti vienas kita. Matome, kad lietuviu kalboje
pagal atitikima daiktavardZziu linksniams skaicius galime suskirstyti
i tris grupes 2.3, ¢eku kalboje taip pat yra trys grupés, tik jos skiriasi.
UZzdaviniui parinkome tokius skaicius, kad jie abiejose kalbose atitikty

tas pacias grupes.

Daiktavardis | Daiktavardis | Daiktavardis

Skaiciuy grupeé _ . ~ . _
su galtine ,is* | su galtine ,.€“ | su galtine ,.a“

1,21, 31,41, 51, 61,
71,81,91, 101, 121, | Ateivis Dezeé Pora

10-20, 30, 40, 50,
60, 70, 80, 90, 100, | Ateiviu Déziu Pory
110-120, 130, ...

2-9, 22-29, 32-39,

Ateiviai Dézeés Poros

2.3 lentelé: Skai¢iu suderinimas su daiktavardZiu galtinémis Lietuviu
kalba

Skaiciuy . .
| Ateivis(-iai) Deézé(s) Pora(-os) Ranka(-os)
grupés
1 mimozemstan | balik par ruka
2,3,4 | mimozemstani | baliky pary ruce
4<. mimozemst'anti | balikt part rukou

2.4 lentelé: Skai¢iuy suderinimas su daiktavardziu galtinémis ¢eku kalba

Uzdaviniai buvo pateikti ¢ekigkai Cekijos mokiniams ir lietuvigkai
Lietuvos mokiniams, Zemiau pateikiame uzdavinius lietuviy, ¢eky ir
anglu kalbomis. Lietuviy ir ¢eky kalba uzdavinio formuluotéje Zodziuy

galtinés prie viety, i kurias reikia jrasyti skaicius tinka tik tam tikriems
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skaiciams, tuo tarpu anglu kalboje visi skaiciai kalbiniu aspektu tinka i

visas laisvas vietas.

Tyrime naudojami uzdaviniai

Naudojome du tekstinius uzdavinius. Pirmasis buvo skirtas pristatyti
.Koks skai¢ius kur tinka“ tipo uZdaviniams. Tokio tipo uZdaviniai

iprastai néra naudojami mokykloje nei Cekijoje nei Lietuvoje.

Pirmajame uZdavinyje 2.2.3 pasirinkome skaicius i$ tu paciu grupiuy,
visi skaiciai pagal linksnius tinka i visas laisvas vietas, todel kalbiniai
aspektai néra svarbiis, 8io uzdavinio pateikimo tikslas supazindinti

mokinius su jiems nejprastu uzduoties formulavimu.

Uzdavinys 2.2.3. Irasyk skaicius 6, 37, 5, 7 i tinkamas vietas ir pasitik-
rink, ar teisingai jrasei.

Lietuviy kalba: Jonas perka ... balionus po ... centus ir viena ledinu-

kauz ... centus. Jis sumokéjo ... centus.

Ceky kalba: Jonas si do kosiku dava ... balénkt po ... korunach a
lizatko za ... korun. U pokladny zaplati ... korun.

Angly kalba: John buys ... balloons for . .. cents each and one lollipop
for ... cents. He paid ... cents.

Sis uzdavinys buvo i$samiai aptartas prof. R. Norvai$os organizuoja-
mame matematikos mokymo seminare 2023 mety kovo ménesj. Kartu
su matematiky bendruomene aptaréme uzdavinio svarba ir panaudoji-
mo galimybes. Zemiau pateikiamas uzdavinio sprendimas ir aptarimas,
kurio idéja pateike dr. Ri¢ardas KudZma.

UzZdavinio modelis

Naudojant Singaptire naudojama uzdaviniy vaizdavima schemomis
(angl.: bar method) galime atvaizduoti uZdavinj taip:
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Uz balionélius sumokéjo, d; | Uz ledinuka sumokéjo, ds

— _/
~

I$ viso sumokéjo, ¢

b 4 o b Y- |Uzledinuka sumokéjo, dy

— _/
v

N balionéliy o -

IS viso sumokeéjo, t

Siame modelyje

* Melsva schemos dalis Zymi suma d; centais, kuria Jonas sumokéjo
uZ balionélius.

* Rausva dalis Zymi uZ ledinuka sumoketa suma centais.

* Kiekvienas i$ mazZesniu meélyny sta¢iakampiy Zymi vieno balionélio
kaina centais b. PaZzyméjome, kad i$ viso balionéliy buvo pirkta n

vienetu.
Pirmaja schema apraso lygtis:
t=dy+do,
Antraja schema Sios lygtys:
di=n-b,
t=n-b+ds.
Sprendimo metodo parinkimas

Lygtis t = n - b + da turi 4 neZinomuosius, bet Siame uZdavinyje
kiekvienas nezinomasis gali igyti tik 4 reikSmes, batent, 5, 6, 7, 37.

Vienas i§ metodu Siai lyg¢iai spresti: perrinkti visus galimus variantus.
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Skirtingu atveju gali bati 4! = 4 -3 -2 -1 = 24. Tikrinti visus i$ eilés
uztrukty, todél paieskokime kitokio sprendimo.

Matematinis sprendimas

IS lygties matyti, kad ¢ turi biiti didZiausias skaicius, nes visi nezino-
mieji yra teigiami sveikieji skaiciai, todél atliekant daugyba ir sudéti gau-
sime didesni skai¢iy uz dauginamuosius ir sudéties démenis. Pasirinke
i§ duoty skai¢iu didziausia gauname, kad ¢t = 37. Tuomet 37 = n - b+ d.
Pertvarkome lygtii 37 —do =n - b.

ISnagrinésime galimus atvejus.

1. Jei do = 5, tada kairé lygybeés pusé yra lygi 37 — ds = 37 — 5 = 32,
o desiné lygybés pusén-b=0>b-n =67 = 42. Lygybé negalioja,
gauname prieStara. Prielaida neteisinga;

2. Jeidy =6,tada 37 —dy =37—-6=3L,on-b=>b-n=5-7=35,
tai nelygu 31. Lygybé negalioja, gauname priestara. Prielaida
neteisinga;

3. Jeidy =7,tada 37 —dy =37 —-7=30,n-b=>b-n=5-6 = 30.
Galimi du atvejai: b =5,n =6irb=6,n = 5.

ISnagrinéje visus galimus atvejus gauname du tinkamus sprendinius:
t=37,do=7,n=50b=6irt=37,do =7,n=6,b=>5.

Kalbinis aspektas

Tikriname sprendinius. Kai ¢t = 37,dy = 7,n = 5,b = 6, gauname

salyga su reikSmémis:

Jonas perka penkis balionus po SeSis centus ir viena ledinuka uz

septynis centus. Jis sumokéjo trisdesimt septynis centus.
Kait =37,d2 = 7,n = 6,b = 5, gauname $iq salyga su reikSmémis:

Jonas perka SeSis balionus po penkis centus ir viena ledinuka uz
septynis centus. Jis sumokéjo trisdesimt septynis centus.

Abu sprendiniai tinka. Para8yti sakiniai ir yra atsakymas.
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Toliau aptarsime antrojo tyrime naudoto uzdavinio 2.2.4 sprendima.
Si uzdavinj pateikeme jau noréedami stebeti pati sprendimo procesa.
Jame i pirma ir trecia laisvas vieta pagal linksnius tinka tik skaiciai 12 ir
18, i antra ir ketvirta skaiciai 3 ir 4. Bet matematiskai uzdavinj atitinka
tik vienas sprendinys.

UZdavinys 2.2.4. Jrasyk skaicius 3, 12, 18, 4 i tinkamas vietas ir pasitik-
rink, ar teisingai jrasei.

Lietuviy kalba: Planetoje D gyvena ... ateiviu. Jie nusipirko ... déZes
pirstiniy. Kiekvienoje déZéje buvo ... pirstiniu poru. Kiekvienas
ateivis turi ... rankas. Kai visi uzsimove po pirstine ant kiekvienos
rankos, laisvy pirstiniu nebeliko.

Ceky kalba: Na planeté D je ... mimozemstand. Koupili ...baliky
rukavic. V kazdém baliku bylo ... péart. Kazdy mimozemst'an ma

... Tuce s nasazenymi rukavicemi. Zadna rukavice v baliku nezbyla.

Angly kalba: Planet D is home to ... aliens. They bought ... boxes
of gloves. Each box contained ... pairs of gloves. Each alien has ...
hands. Once everyone had put on a glove on each hand, there were no
more free gloves left.

Kalbinis ir matematinis aspektai

Jei mokiniai pastebi, kad pirmoje tus¢ioje vietoje netinka skaiciai 3 ir
4, tada jiems lieka tik nuspresti, tarp skaic¢iu 12 ir 18. Jie gali tai atlikti
bandymu ir tikrinimy biidu, bei toliau uzpildyti likusias tus¢ias vietas.

Teisingas $io uzdavinio sprendimas yra Sis:

Planetoje D gyvena aStuoniolika ateiviu. Jie nusipirko tris déZes
pirstiniu. Kiekvienoje déZéje buvo dvylika pirstiniu poru. Kiekvienas
ateivis turi keturias rankas. Kai visi uzsimové po pirstine ant kiekvienos
rankos, laisvy pirstiniu nebeliko.

Uzdavinio kontekstas
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UZdavinys apie ateivius buvo pasirinktas siekiant sudominti 5 klasés
moksleivius. Situacija neatitinka realaus pasaulio objekty, joje minimi
ateiviai, todél mokiniai neturi galvoti apie realaus pasaulio fakty atitiki-
ma. Bet svarbu, kad mokiniai pastebéty, kad salygoje minimos pirstiniu
poros ir sprendime panaudotu fakta, kad pirstiniy pora turi 2 vienetus
pirstiniy. Pateiksime pavyzdZziy, kad mokiniai atkreipé démesi i tai
démes;.

Rezultatai

Pateiksime mokiniuy teiginius, kurie labiausiai atspindi tris uzdavi-
nio sprendimo aspektus: kalbinj, matematinj ir konteksto sprendziant
antraji tyrimo uzdavinij 2.2.4. Pateikiami abieju Saliu moksleiviy teiginiu

pavyzdziai kiekvienam i$ aspektuy ir jie pakomentuoti.

Kalbiniai aspektai turéjo jitakos uzdavinio sprendimui. Ir Lietuvos ir
Cekijos moksleiviai jvertino kalbinius aspektus ir pirmiausia i tus¢ias
vietas jra$é skaicius pritaikydami kalbines taisykles. Lenteléje: 2.5 pa-
teikti mokiniy argumenty pavyzdZiai kai kalbama apie kalbinj aspekta.
Galime pastebéti, kad abieju Saliu mokiniai atkreipé démes;j i kalbinj
aspekta ir nusprendé, kad 3 (arba 4 ) ateiviy yra neteisingas issireiski-
mas. Jie iSreiSké savo mintis naudodami tokias iSraiskas: ,,nesirimuoja“,
,heturi prasmeés*, ,negali baiti“ . Po to kai mokiniai tai pastebéjo jiems
reikéjo pasirinkti tik tarp 2 skaiciu kiek bus ateiviu 12 ar 18.

DaZniausiai sprendZiant matematinius uzdavinius reikia jvertinti
tik matematinius aspektus. Mokiniams pateiktame uzdavinyje buvo ir
kity svarbiy aspekty, bet skaiciai jrasyti i vietas taip pat turéjo tikti ir
pagal matematinius veiksmus. Lenteléje pateikti abieju Saliu mokiniu
argumenty pavyzdZiai, kur kalbama apie matematinj uzdavinio aspekta.
Cekijos moksleiviai bande uzrasyti lygti, Lietuvos moksleiviai naudojo
spéjimo - tikrinimo strategija. Sie pasirinkimai gali priklausyti nuo
mokomojo turinio, kurj mokiniai tuo matu nagrinéjo klasese, ar kituy
Salies, ar konkrecios klasés jprociu. Lietuvos moksleiviai gavo galutinj

teisinga atsakyma, Cekijos moksleiviai nespéjo to padaryti. Tai gali
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Cekijos mokiniy argumentai

Lietuvos mokiniy argumen-
tai

Mes manome, kad ¢ia yra klai-
da [ateiviu - mimozemstanti]

Negali biiti 4 arba 3. Nesiri-
muoja.

3 ateiviy [3 mimozemst'ant],
neturi prasmes

Ateiviai turéty btti, bet &ia
ateiviu.

12 déZes [baliky] arba 18
dézes [ baliky] neturi prasmes,
bet 3 déZes [baliky] ir 4 déZes
[baliky] tinka.

Keistai skambeétu [jei bty 3
arba 4 ateiviy].

kazkiek poru [part] kiekvie-
noje pakuotéje, negali buti
3 poru [part] arba 4 poru
[parti], todel vel 12 arba 18.

18 poruy biity geriau.

2.5 lentelé: Cekijos ir Lietuvos mokiniy argumentai susije su kalbiniu
aspektu

priklausyti nuo pasirinktu sprendimu strategiju. IS diskusiju iStrauku
2.2 galime pastebéti, kad abieju Saliu moksleiviai diskutavo aktyviai ir

naudojo matematinius argumentus.

Cekijos mokiniy argumentai

Lietuvos mokiniy argumen-

tai

AS Zinau, kad vienas i$ Siu
skaic¢iu [3 arba 4 antrame lau-
kelyje], turi baiti padaugintas
i Sio skaiciaus [12 arba 18

tre¢iame laukelyje]. Tada as

Nes jei bus 18 ir turés po 4
rankas, tai tada 12... jiems rei-
kia 72 pir$tiniy. Ir jeigu bus 3
déZés po 12... [skai¢iuoja min-

tyse].

sudaugines tuos du skaicius
ir tuos kitus du ir skaiciaus,

kurj gauciau puse turéty bati

vienas i$ §iu skaiciu.

2.6 lentele: Cekijos ir Lietuvos mokiniy argumentai susije su matemati-

niu aspektu

Spresdami tekstinius uZdavinius mokiniai naudoja savo gyvenimiska
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patirti. Abiejose Salyse mokiniai pastebéjo, kad ,,pora pirstiniy“ yra dvi
pirstineés, taip pat aptareé, kad ju manymu rankuy skaicius turéty bati

lyginis.

Cekijos mokiniy argumentai

Lietuvos mokiniy argumen-

tai

Jei biitu 3 rankos nebfity poruy,
nes poros yra po 2

Jie turi 4 rankas ir maZesnis

skaicius turéty bati ¢ia [antra-

Nes kiekvienas ateivis turi
4 rankas. Nes kitaip keista.
Kiekvienoj puséj turi bati ly-
giai [rankyl].

Nes 4, negali mazai gyventi

[ateiviy].

me laukelyje], nes jei bttu 4

déZéje ir jie turéty 3 rankas, jie

neatitikty poru.

2.7 lentelé: Cekijos ir Lietuvos mokiniy argumentai susije su konteksto
aspektu

Diskusija

UZdaviniai ,.koks skai¢ius kur tinka“ savo sandara susije su matematiniu
samprotavimu. Uzdavinys praso rasti désningumus, iskelti hipoteze ir ja
patvirtinti. Taip pat, nors Siame tyrime to nedaréme, galima papildomai

prasyti surasti visas teisingas hipotezes ir ju teisinguma pagristi.

Ruosiantis tyrimui buvo apZzvelgti lietuviy ir ¢eku kalby skirtumai ir
panasumai. Abi kalbos turi taisykles, kurios nusako kaip skai¢iai deri-
nami su daiktavardZiais. Abiejose kalbose galima isskirti tris skirtingas
skai¢iy grupes, kurios turi tam tikras taisykles parenkant daiktavardziy
galtines. Nors pacios skai¢iy grupés néra vienodos, bet parinkome
skaicius, kurie atitikty tas pacias grupes ir vienoje ir kitoje kalbose ir
sukfiréme uzdavinius, kurie abieju $aliy moksleiviams btity analogiski.

Remiantis Stylianides [124] apraSomu matematinio samprotavimo
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apibrézimu, Siame uzdavinyje praSome mokinio ieSkoti désningumu
(kuris skai¢ius kur tinka, kuris kur negali bati), iSkelti hipoteze (pilna

spéjima, kur koki skaiciy jrasyti) ir hipoteze pagristi, paaiskinti.

Kalbos jtaka tekstiniams uzdaviniams yra didelé. Tai, ar mokinys
tinkamai supras uzdavinio situacija, bei teisingai iSspres uzdavinj taip
pat priklauso ir nuo uzdavinyje naudojamu ZodZiy, sakinio sandaros,
kity kalbos detaliu. Lietuviu kalba turi savo taisykles ir Zodyna, todél
Sia tema vertéty iSnagrinéti placiau ieskant tiek sunkumu su kuriais
gali susidurti mokiniai spresdami tekstinius uzdavinius, tiek kalbos
iSnaudojimo galimybiu, ko pavyzdys ir yra Siame skyrelyje aptariami

uzdaviniai.

Pristacius $io tyrimo rezultatus Europos matematikos mokymo bend-
ruomenés 13 tame kongrese (CERME 13) kitu Saliuy atstovai buvo nuste-
binti lietuviy ir ¢eky kalbuy iSskirtinumu, daugumoje kity kalbu panasiu
taisykliu naudojant skai¢ius su daiktavardZiais néra, yra tik skirtingos
taisyklés vienaskaitai ir daugiskaitai. Taip pat viena i§ PISA egzaminu
tyréju grupés nariuy Viviane Durand-Guerrier teigé, kad ateityje bus
skiriamas didelis démesys tam, kaip nuo kalbos priklauso uzdavinio
sudétingumas ir tai, kad vien iSverte uzdavinius i$ vienos kalbos i kita

negalime ju pateikti mokiniams kaip vienodo sudétingumo uzdaviniu.

Tekstiniai uzdaviniai formuluojami kaip ,.koks skai¢ius kur tinka“
tipo natiraliai kelia poreikj argumentavimui. Matome, kad abieju 3aliu
moksleiviai atsizvelgeé i visus tris aspektus: matematinj, kalbinj ir kon-
teksto, tai parodo, kad uZzdavinio tipas skatina vertinti uzdavinio situaci-
ja ir i ja isigilinti. Sio tipo uzdaviniai gali biiti viena i$ priemoniy lavinti
matematini mastyma, matematine kalba, samprotavima, bei jsigilinti
i uzdavinio realia situacija. Tai vienas i$ buidu mokyti mokinius viena
reprezentacija pakeisti i kita: tekstinj pasakojima pakeisti i matematine

iSraiska.

Mokiniams geriau susipaZinus su $io tipo uzdaviniais galima tikétis
grieZtesnio ir sklandesnio pagrindimo, kodél biitent ju pasirinktas atsa-

kymas yra teisingas.
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2.3 Dedukcinio argumento naudojimas mokant ma-

tematinio komunikavimo. Empirinis tyrimas

Tekstiniai uzdaviniai taip pat gali biiti priemoné, kuris moko matema-
tinés diskusijos eigos ir taisykliu [37]. Tiek gyvenimiskose diskusijose,
tiek mokiniy matematiniuose sprendimuose galime rasti nenuoseklumo,
arba nepagristy iSvadu priéemimo. Net matematikos istorijoje randami
Zymiy matematiky neteisingi jrodymai, nes nebuvo laikomasi matema-

tinés logikos taisykliu [38].

Irodymo uzdaviniai mokiniams yra vieni sudétingiausiu, Balacheff
teigia dar drastiskiau: matematinio irodymo mokymas yra nesékmé
(angl.: failure) beveik visose Salyse [6]. DaZnai pritrikstama pacio
supratimo kaip ir kodél reikia argumentuoti, jirodinéti, daznu atveju
pateikiamas vienas ar keletas pavyzdZiu ir mokiniui atrodo, kad teiginio
teisingumas aiSkus (ar net akivaizdus). Tai galime pastebéti pirmo kurso
universiteto studenty jrodymo uzdaviniuy sprendimuose per pirmasias
paskaitas.

PavyzdZiui daZnas pirmo kurso studentas spresdamas uzdavinj 2.3.1,
kurj galima btity performuluoti tokia forma: A = B, irodo teigini: jei
n lyginis, tai n? lyginis (B = A), bei teigia, kad prieSingas teiginys
akivaizdus.

Uzdavinys 2.3.1. Tegul n sveikasis skaicius. Irodykite, kad jei n? lyginis,
tai n lyginis.

Siuo atveju teisingi abu teiginiai, bet taip yra ne visada, tai atspindi
uzdaviniai 2.3.2 ir 2.3.3.

UZdavinys 2.3.2. Tegul n nattiralusis skaic¢ius. [rodykite, kad jei n pas-
kutinis skaitmuo 2, tai n dalus is 2.

Uzdavinys 2.3.3. Tegul n nattiralusis skaicius. [rodykite, kad jei n dalus
i$ 2, tai n paskutinis skaitmuo 2.
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Galimas mokinio jrodymas abiem uZdaviniams yra: Jei skai¢iaus n
paskutinis skaitmuo 2, tai jis uzraSomas 10a + 2, kura € N, 10a + 2 =
2(5a + 1), todél n dalijasi i$ 2.

Antrojo uzdavinio jrodyti tinkamai nepavyks, nes teiginys néra teisin-
gas, paneigti teiginiui pakaktuy kontrapavyzdzio: skaicius 14 yra lyginis,

bet jo paskutinis skaitmuo néra 2.

Mokiniai néra mokomi matematinés diskusijos (ar uzdaviniu pag-
rindimo, jrodinéjimo) eigos, dazniausiai iSreikstiniu pavidalu apie tai
visai néra kalbama mokykloje [69]. Mokyti logikos formaliai, be mo-
kiniams suprantamo konteksto yra sudétingas ir netinkamas btidas
[37], bet logikos elementai gali padéti mokytis tinkamai argumentuoti ir

matematiskai samprotauti.

Tyrimo, kuris buvo atliktas tikslas - aprasyti tekstinius uzdavinius,
skirtus mokyti ir mokytis matematinés diskusijos. Tyrimui naudojamas

algebrinis tekstinis uzdavinys (Zitiréti uzdavinj 2.3.4).

Uzdavinys 2.3.4 (AWP+2T). Du autobusai vienu metu iSvyko i§ miesto
i vasaros stovykla, esan¢ia uz 72 km. Pirmo autobuso vidutinis greitis
4 km/h didesnis uz antrojo vidutinj greiti. Pirmas autobusas atvyko i

vasaros stovykla 15 min anksc¢iau uz antraji.

1. Kokiu vidutiniu grei¢iu vaZiavo kiekvienas autobusas?

2. Atsakykite i pastaraji klausima su pagrindimu, t.y. iSvedant (iSaiski-
nant) uzduoties situacijos simboline reprezentacija (lygti).

3. Irodykite simboline reprezentacija sukonstruojant taisyklinga deduk-

cija.

UZdavinys turi tris klausiamasias dalis (instrukcijas). Tre¢ioje klausia-
mojoje dalyje praSoma sukonstruoti dedukcinj argumenta, t.y. aprasyti
uzdavinio sprendima naudojant teiginius ir teiginiu logikos taisykles.
Kitaip nei anks¢iau nagrinétuose uzdaviniuose ¢ia prasoma ne tik gauti

uzdavinio atsakyma, bet ir ji pagristi.
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Teoriné aplinka

Siame tyrime remsimés Stylianides [124] aprasyta teorine aplinka ap-
rasancia irodyma matematikoje. Jis irodyma aptaria trimis aspektais:
matematiniu, psichologiniu ir pedagoginiu. Matematinj komponen-
ta galime iSskirstyti i: désningumu atpazinima, hipotezés iskélima ir

pagrindima (arba pagrindima, kad hipotezé neteisinga).

Miisu atveju uzdavinio 2.3.4 1. etapas atitinka désningumu atpaZini-
mo etapa, 2. hipotezes iSkélima ir 3. etapas atitinka pagrindima. Tam,
kad mokinys atlikty uzdavinio 3. dalj jis turi sukonstruoti argumentus,
juos pagristi ir gauti iSvada, kad 2. etape apraSyta lygybé yra teisinga.

Tekstiniame uZdavinyje aprasoma situacija ne visada atitinka rea-
laus pasaulio faktus, pavyzdZziui grei¢io uzdaviniuose objekto greitis
nusakomas kaip pastovus, nors realiame pasaulyje tai iSgauti sudétinga.
Priimta tiesa pagal konteksta (angl.: accepted truth in context) yra klasé
matematiniy teiginiy ir teiginiy apie tekstinj uzdavinj klase, kuriuos

duotuoju momentu mokiniai/sprendéjai naudoja.

Irodymas pagal konteksta yra pagristas dedukcinis argumentas, ku-
rio prielaidos laikomos priimta tiesa pagal konteksta, o iSvada yra uzda-
vinio simboliné reprezentacija [69]. Dedukcinis argumentas laikomas
pagristu tada ir tik tada kai prielaidoms esant teisingoms, iSvados nieka-

da nebus klaidingos.

Tyrimo dalyviai

Tyrime dalyvavo 26 bakalauro pirmo kurso duomenu mokslo specia-
lybés studentai, kurie mokosi matematikos pagrindu dalyka. Studentai
kurso eigoje buvo susipaZine su teiginiy logika, teiginiy iSvedimo tai-
syklémis (Modus Ponens, Modus Tollens ir kt.). Paminésime, kad mate-
matikos pagrindu dalyka besimokydami studentai igyja iproti irodinéti

faktus ir juos pagristi.

Pries$ tai studentams buvo pateikti du pavyzdZziai demonstruojantys
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kaip algebrinj uZdavinj iSspresti ir jo sprendimo teisinguma pagristi
naudojant dedukcinj argumentavima. Studentai uzduoties sprendimui
galéjo skirti 60-90 minuciu. Buvo suformuotos 7 grupés po 3-4 studentus
i grupes juos priskiriant atsitiktinai. Kiekvienos grupés diskusija buvo

iraSyta audio formatu.

Duomenys

Tyrimo metu buvo jrasyti septyni 40-90 min trukmés audio jrasai. Juose
uzfiksuoti pokalbiai buvo transkribuoti (i$ viso apie 16 935 ZodZiu) ir
analizuojami. Taip pat buvo gauti studentams pateikto klausimyno
atsakymai ir atlikta ju analizé.

Kodavimas ir kategorizavimas

Sukiiréme kodavimo sistema, kai kodus priskyréme frazéms, ar il-
gesnéms diskusijos dalims. Analizavome mokiniu pokalbius dalykiniu
atzvilgiu ir kaip diskusija, tai yra kokia eiga vyksta diskusija, kokie
diskusijos elementai naudojami.

Dalykiniu atZvilgiu nagrinéjant diskusija kodus galima i3skirti i Sias

kategorijas:

0. Ivadinés diskusijos

1. Situacijos simbolinés reprezentacijos sudarymas ir uzdavinio spren-
dimas. (atitinka uzdavinio 2.3.4 1. ir 2. dalis).

2. Prielaiduy formulavimas (atitinka uzdavinio 2.3.4 3 dalj).

3. I8vadu darymas remiantis prielaidomis (atitinka uzdavinio 2.3.4 3
dalj).

Kodus priskyréme naudodami tokios israiskos koda: zyz, ¢ia = €
{0, 1,2, 3} yra viena i$ 3 auks¢iau iSvardintu kategoriju. y € {M, L, G}
atitinka tris sritis: matavimai, logika, bendros Zinios, z nusako konkrety
veiksma, aptariama sriti, ar tema. Lentelése 2.3, 2.3, 2.10 nurodytos

yz galimos reikimes. Sio uzdavinio formuluotéje naudojamos savokos
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greitis, laikas, atstumas, todél sprendimui ir jo pagrindimui reikalingos

Zinios apie matavimus. Tai atsispindi ir priskiriamuose koduose (lentelé

2.3).
Logikos kodai Pavyzdziai i$ studenty diskusiju
LPS (irodymo paieskos) Jus suprantate, kad mums reikia
implikacijos, kad biitu faktas, ku-
ris yra implikacijoje.
LI (implikacijos poreikis) Man atrodo reikia rasyti ,,jeigu”
... tokia formule, ,.tai ... sumuisy
reikSmémis.
LIF (implikacija ar faktas) Bet a8 sitilau uzrasyti kaip fakta.
LCP ( prielaidos) AS manau, kad mums reikia at-
skirai daryti, ne i§ P;, bet pir-
mo autobuso bity Pj, o antro au-
tobuso bty P. Dvi prielaidas
reikéjo daryti.
LNF (fakty kilme) Bet ¢ia i$ salygos.
LSC (implikacija grei¢iu paly- | Jeigu pirmas vaZiavo z, tai kitas
ginimas) vaziavo x + 4.

LTC (implikacija laiko palygi-
nimas)

LS (implikacija greitis)

LT (implikacija laikas)

LIT (laiko isvedimas)

LAP (prielaidy isdéstymas ir

formulavimas)
LF (dedukcinis argumentas)

Jeigu t; yra 72 dalinta i$ x ir ¢,
yra 72 dalinta i$ x+4, tai ¢; minus
t yra 0,25.

Jeigu kelias yra 72, tai vieno grei-
tis lygus s dalinti i$ v, tarkim.
Jei kelias s = 72 ir greitis v, tai
tp = 2.

Imi P, P, MP ir gauni, kad ¢;
yralygu

72 padalinta is v.

Tai pala, keturios prielaidos bus?

Tai tada mums va Sita reikia pa-
rasyti P, P», Sitas Zenklas ...

LMP (MP pritaikymas) Studentas pritaiko Modus Po-
nens taisykle, nes MP ne i$ triju
[teiginiy] ...

LV (taisyklingas argumentas | Ir tada pagal @, ir Q> gausime
lygti.

LD23 (skirtumas tarp 2 ir 3
daliu)

Paprastai parasyta. O paskui su
P.

2.8 lentelé: Logikos kodai

Diskusiniu atzvilgiu nagrinéjant iSskirsime dialoginius Zingsnius:

savo nuomonés iSreiskima, prasyma atsakyti, reakcija i kito dalyvio
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Kodas Mxy (matavimai)

Studentas remiasi pagrindiniais
faktais, arba teiginiais apie mata-

MT (laiko vertinimas)
MS (greicio vertinimas)
MD (atstumo vertinimas)

MSC (greiciu palyginimas)

MTC (laiko palyginimas)
MDC (atstumy palyginimas)

MSR (simbolinés reprezentaci-
jos konstravimas)

ME (lygtis)
MSF (greicio formuleé)

MTF (laiko formulé)

MFS (sprendimo paieska)
MAA (sudéties aksioma)

vimus.
2 yalanduy.

Vienas per =
Rasau vq, kad baty aisku.

Tada mums dar reikés atstuma
pasizymet.

Nes pas mus parasyta, kad grei-
tis 4 km/h.

Didesnis uz antro. Tai mes paro-
dom, jei ta greiti paimam uz z,
tai bus z + 4.

Vienas laikas minus kitas laikas
lygu 0,25.

Jie vaZiavo ta pati kelia s = 72.
Apjungiant lygtis i viena sistema,
mes turime bendrus neZinomuo-
sius, gauname sistema?

Ir ¢ia jau yra lygtis.

Kadangi s = vt, tada v = s dalin-
tiis t. (G5;..)

Jei atstuma s judama greiciuy v, tai
tlygu formule ...

Tiesiog iSsprende lygti ir viskas.
Tai ¢ia kaip su tuo matavimu,
kad tuos sudéjus yra tas, mum
dar viena prielaida reikia pa-
rasSyt.

2.9 lentelé: Matavimuy kodai

zingsnj, bei 8iy Zingsniy subkategorijas ir papildoma dialoginj Zingsnj,
kuris neatitinka né vieno i$ ank$¢iau minéty kodu (lentelé 2.11).

Taisyklinga ir patikima dedukcija

Pateiksime Sio uzdavinio galima pagrindima. Pagal 2.3.4 uZduoties situ-
acija du autobusai nuvaziuoja 72 kilometry, ta¢iau skirtingais greiciais,
kuriuos reikia rasti. Antrojo autobuso vidutinj greiti pavaizduosime
atkarpa AB, o pirmojo autobuso vidutinj greiti pavaizduosime atkarpa
AC:
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Kodas Gxy (bendrosios Zinios)

Studentas remiasi bendromis ma-
tematikos Ziniomis

GWP

GP

RR

WE

bendrosios Zinios apie tekstinius
uzdavinius
bendri
irodymus

- angl.: requests for response
(sitilymas veikti tam tikru badu
arba kitaip),

Nuoroda i nagrinéta pavyzdi

komentarai apie

2.10 lentelé: Bendruju Ziniu kodai

D kodas (Dialoginiai Zingsniai)

Kodus atitinkantys pavyzdZiai i§
studentuy diskusijos

D-SD (Savo nuomoneés issireiski-
mas)

Jo, nes mes gaunam, kad is vieno
laiko atimam kita.

D-RR (prasymas atsakyti)
D-RR-RQ (retorinis klausimas)
D-RR-IN (kvietimas atsakyti)

Viskas, nu ka bepridursi?
Tipo pagal salyga, ane?

D-OO (reakcija i kito dalyvio
Zingsnj)

D-OO-SA (paprastas sutiki-
mas)

D-OO-RA (pagristas sutiki-
mas)

D-O0-50 (paprastas priestara-
vimas)

D-O0-RO (pagristas priestara-
vimas)

D-OO-LU (nesupratimas)

Aijo, dar vienos reikia.

Mes turésim viena teigini, kad ju
laikai skiriasi per 0,25.
Ne, ne.

Ne, nes mes jau ¢ia dedam tuos
[aut. past.: indeksus], tai reikia
prie visur dét.

AS nesuprantu, ¢ia v yra greitis?

D-OTR (kiti)

Dialoginis zingsnis, neatitinkan-
tis jokio kito D kodo.

2.11 lentelé: Dialoginiai Zingsniu kodai adaptuoti pagal [71],[3].

C
\

I =

A
\
\

0 V2= oy =x+4+4

2.3.4 uzduoties salygoje pasakyta, kad |BC| = 4 km/h.

Pirmojo autobuso vaZiavimo trukme pavaizduosime atkarpa DE, o
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antrojo autobuso vaZiavimo trukme pavaizduosime atkarpa DF":

|
[

t1 =1t—0.25 to =

D E F
| |
0 =

2.3.4 uzduoties salygoje pasakyta, kad |EF| = 0,25 h.

Sitilome $ia simbolinés reprezentacijos taisyklingos dedukcijos konst-
rukcija:

72

=025 — <t 4, @.1)
2, '
1 .

Pl, PQ, Pg, P4, P5, PG, P7 H (2.1) lygélu sistema, (22)

¢ia prielaidos

Py Jei atkarpy AC ir AB skirtumo BC'ilgis |BC| = s ir atkarpos AB
ilgis |AB| = sy, tai atkarpos AC ilgis |AC| = s1 + s2.

P, Jei atstumas S nuvaZiuojamas per laikotarpi 7', tai vaZiavimo viduti-

s

T.

P53 Faktas: antro autobuso vidutinis greitis v =  km/h su kuriuo nors
z € R.

nis greitis V' =

P, Faktas: pirmo autobuso vidutinis greitis v; yra 4 km/h didesnis uz
antrojo vidutinj greitj vs.

Ps Faktas: antrojo autobuso vaziavimo trukmé 5 = ¢ h su kuriuo n ors
teR.

Ps Faktas: pirmas autobusas atvyko ketvirtj valandos anksciau, t,y,
ty—t; =0,25h.

P; Faktas: abu autobusai vaziavo 72 km.

Remiantis Siomis prielaidomis, apraSome teiginius:
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Q1 : Remiantis Py, P3, Py, t.y.

Vo = x ir v1 — vo = 4,

U

jelve =z irvy — vy =4, tai vy = va + (v1 — v2) =z + 4,
v ~~

U W
ir MP (U,U = W F W) gauname v; = = + 4 km/h.
Q2 : Remiantis P, Py, P5 ir MP, gauname t; = ¢ — 0,25 h.
Q3 : Remiantis P, P;, P3, P5 ir MP, gauname z = % km/h.
(4 : Remiantis P, Q1, @2, Pr ir MP, gauname x 4 4 = % km/h.
@5 : Remiantis 3, Q4 ir iSvedimo taisykle konjunkcija , gauname lygciu

sistema (2.1).

Sprendimas formalus ir visiSkai kitoks nei sprendimai, kuriuos pa-
teikia mokiniai mokykloje, todél pateiksime iSsamia vienos i studentu
grupiu diskusija, kuri parodo kaip jie sprendé i uzdavinij ir formu-
lavo dedukcinj argumenta. Diskusija iliustruoja tekstiniu uzdaviniu
pritaikyma mokant logikos ir argumentavimo. Studenty naudota kalba

netaisyta.

Transkribuota ir koduota diskusija

Pasirinkome kaip pavyzdj pateikti antrosios grupés diskusija. Joje yra
nemazai dialogo ir jvairiu logikos elementy, nedominuoja vieno stu-
dento sprendimas. Taip pat diskusija iSreiksta gana aiskia ir nuoseklia
kalba, ne visu grupiu darbuose buvo galima tai pastebeti. ISskirti atskiry
studenty pasisakymai pazymeti A,B ir C raidémis. ,M-kod* stulpelyje
pateikiami kodai nagrinéjant teksta dalykiniu aspektu, ,,D-kod* stulpe-
lyje - diskusiniu aspektu (2.12 lentelé).
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2.12 lentelé: Studenty grupés diskusija sprendZiant ATU

naudojant dedukcinj argumentavima

Stud.

Transkripcija

R kodas

D kodas

A

Tai, kad ¢ia easy, jeigu taip pa-
prastai iSsprest,

labai paprastas uzdavinys.

0GWP

Autori

aus pastaba: kurij laika kiekvienas sprendzia savarankiskai

A

Vienas per % valandy, kitas
per 2 tik a$ jau iSkart pasi-

rasiau,

’ kad reikia iskart tuos daryt ‘

’ tuos implikacijas

, pavyzdziui

a$ raSiau: tarkim, kad pirmas
automobilis vaziavo greitiu
x = v1, tai jeigu pirmas vaZzia-
vo z, tai kitas vaziavo z + 4,
nes tada mes turésim d&ia ta
implikacija. Sakyt, kad teisinga
implikacija, teisingas tas,
reiskia teisingas B. Tai = + 4,
kad greitis, jau ta turétume
teisinga. Tada ta pati darom
su keliu. Kad sakom, kad 72,
tai raSom, kad jeigu kelias yra
72, tai vieno laikas lygus s
dalinti i$ v tarkim, o kito yra jei
kelias lygu 72, tai laikas lygus s
dalinti i§ v+4. Ir tada gaunam,
kad vieno toks

laikas, kito toks laikas ir tu-
rim, kad skirtumas yra 0,25.

Jo.

1LI

1IMSR

D-SD

D-RR-IN

D-OO-SA

Tesiasi kitame puslapyje
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lentelé 2.12 — tesinys nuo ankstesnio puslapio

Stud.

Transkripcija

R-kod

D-kod

O 0 N O

> > N«

Tai pala, keturios prielaidos
bus?

Penkios.

Penkios?

Aijo, dar vienos reikia.

Mes turésim viena teiginj, kad
ju laikai skiriasi per 0,25.

Jo, ¢ia, nu dar viena prielaida,
jo?

IMTC

D-RR-IN

D-O0-50
D-OO-LU
D-OO-SA
D-OO-RA

D-OO-SA

11

12

13

14

Man rodos jau beveik pada-
riau realiai. Zitrékit kaip a3
pasiraSiau. PasiraSiau tarki-
me pirmas automobilis vaZia-
vo grei¢iu x = v, tada, jei
pirmas vaZziavo x greiciu, tai ki-
tas vaziavo z + 4 grei¢iu= v,
arba net nereikia vy, x + 4.

O kam ty iksy? Negalima tie-
siog v ir v + 47

Nu tai = plius = + 4. Kas ¢ia
neaisku?

Tas pats gi viskas.

1LSC

D-SD

D-RR-IN

D-O0-50

D-O0-SO

15

Tai tada teiginys, kad tiesiog jie
vaziavo ta pati

kelia s = 72, mes ¢ia turésim,
tiesiog tokia prielaida, kuri yra
tiesiog teisinga. Nes net ne-
reikés nieko irodinét. Cia tie-
siog prielaida ir jinai yra teisin-
ga.

Imsim, kad visos prielaidos tei-

singos.

1MD,

1LV

D-SD

Tesiasi kitame puslapyje
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lentelé 2.12 — tesinys nuo ankstesnio puslapio

Stud.

Transkripcija

R-kod

D-kod

16

17

Tada kita prielaida, kad jei ke-
lias s = 72, tai t; = 7. Jei
kelias... ir Sitq irodysim irgi,
nes mes turésim, kad Sitas tei-
singas, $itas irgi imsim, kad vi-
sa prielaida teisinga, tai reiskia
gausim, kad Sitas teisingas, nu,
kad s dalinti§ v. = + 4, o dia
dalint i$ x.

Sita irodyt, reikés Sita formule?
[S=VT]

Cia yra prielaida, kuria mes,

tiesiog, kur turim.

1IMT

1MSF

D-RR-IN

18

Tai, jeigu kelias yra 72, tai t»
laikas bus lygus s dalinti = + 4,
jeigu t; yra 72 dalinti i$ x ir ¢,
yra 72 dalinta i$ x + 4, tai ¢; mi-
nus to yra 0, 25.

Ir dabar reikia pasirasyti tai

kaip prielaidas.

IMTC

D-SD

19

20
21

Tai ¢ia yra prielaidos? dabar
reikia i8vadas daryt.
Ne, ¢ia teiginiai.

Cia teiginiai?

1GDT

D-RR-IN

D-00-SO
D-RR-RQ

22

Autoriaus pastaba: [A ir C aiSkinasi

t1 — t9 Zenkla]

23
24

Dabar reikia parasyt prielaidas
Gerai P,. Sito saké nereikia
rasyt?

Va ¢ia teiginiai kitam lape jau
prielaidos. Mes irgi dabar teigi-
nius pasirasém. Kokia ten pir-

ma prielaida pavyzdZziui?

WE

D-SD
D-OO-RA

Tesiasi kitame puslapyje
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lentelé 2.12 — tesinys nuo ankstesnio puslapio

Nr | Stud. | Transkripcija R-kod D-kod
25 B Gal ir reikia parasyt S = VT 2MSF D-SD
26 A Rasom pirma prielaida D-O0O-SA
P:S=VT
V didZioji? Visos didZiosios?
27 B Koks skirtumas? Cia bendras D-OO-SA
Zymejimas.
28 A | Misuy antra prielaida: jeigu pir- | 2MSC D-SD
mas vaziavo greiiu z, tai ki-
tas vaziavo Situo. Ar net nerei-
kia 8ito rasyti, nes Sitas yra tie-
siog. Nes mes imsim, kad Sitas.
Jo, arba galim parasyt, prielai-
da...
29 B Tai parasyk, a§ manau. D-O0O-SA
30 A Nu jo, gerai. P> ... Rasau vy, D-SD
kad buty aisku.
31 B Rasyk jo. Kuo aiskiau, kad D-O0O-SA
batu.
32 A | vy = z. Galiu parasyt. D-SD
33 B irveg =z + 4. . D-SD
34 A | Ar raSom prielaida ta dar MP, | 2LMP D-SD
jeigu Sitas yra toks, tai Sitas yra
toks, kadangi turim, kad Sitas
yra teisingas, tai Sitas yra teisin-
gas, nes prielaida teisinga.
Darom taip? D-RR-IN
35 B mm [patvirtinant] D-O0-SA

Tesiasi kitame puslapyje
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lentelé 2.12 — tesinys nuo ankstesnio puslapio

Nr | Stud. | Transkripcija R-kod D-kod
36 A Ta prasme, kad parasyt, jeigu D-SD
pirmas vaziavo z, tai Sita ga-
lim pasizymeét, tarkim $itas, jei
v, = x,taivg = x+ 4. Ir ta
turim, Sitas, kad teisingas, kad
prielaida teisinga, nes mes im-
sim, kad visos prielaidos teisin-
gos ir reiskia, kad vy = x + 4.
37 B mm [aut. past.: patvirtinant] D-OO-5A
38 A Taip ir raSom? D-RR-Q
39 B Galim. D-RR-A
40 A Jeiv; = z, tai vo = = + 4. Tada 2MD D-SD
turim Py,s1 = so = 72.
41 B Ir galim parasyt, kad bendras D-SD
S =...
41 A Ne, nes mes jau ¢ia dedam tuos D-O0O-RO
[aut. past.: indeksus], tai reikia
prie visur dét.
Tada rasom, jeigu v; = z, ne, 2MT D-SD
jeigu sy = 72irvy = x, tait; =
%. Ar ne?
42 B Ir gal toj pacioj prielaidoj abu D-SD
iSreikst?
43 A Ne, ne. D-O0-50
44 B Skirtingas? Galim skirtingas. . D-O0O-SA
45 A Ir Sita pati, tiktai su kitu [aut. 2MT D-SD
past.: indeksul].
Jeivo = x+4irse =72, taity =
:c%y Ir tada miisu paskutinis.
46 | B | Cia parasyk, kad skirtumas | 2MTC D-RR-IN

0,25. Tipo pagal salyga, ane?

Tesiasi kitame puslapyje
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lentelé 2.12 — tesinys nuo ankstesnio puslapio

Nr | Stud. | Transkripcija R-kod D-kod
47 A Mes turim. Ir ¢ia jau yra lyg-| 2ME D-SD
tis. Ir mes Sita paraSom ir tada
miisy iSvada yra, kad lygtis.
48 B Mm... Ai tai mes ... D-RR-RQ
49 A Jo, nes mes gaunam, kad i$ vie- D-SD
no laiko atimam kita
50 B Mums reik parasyt, kad yra | 2MTC D-SD
prielaida, kad skiriasi .
51 A | Nu D-O0O-SA
52 B Ta 15 minudiy. D-SD
53 A Ir mes i$ Sito jau gaunam po to D-O0-50
lygti.
54 B Ir ¢ia jau lygti, viskas. Bus P, | L-AP D-RR-IN
Py, P3, Py,...
55 A |Jeity = Zirty = 2, tai. Ir | L-ITC D-SD
tada pala,
létesnis yra daugiau, tai ¢; —
to = 0,25 h.
Tau dar kaZzkas neaisku? D-RR-IN
56 C AS tiesiog galvoju, jei per greiti | 2MSR D-OO-RO
iSreikStume.
57 A | Galima ir per greitj, néra vieno D-O0O-RO
teisingo sprendimo tiesiog mes
du [aut. past. du studentai] jau
taip padarém, lengviau kai du
jau taip padareé.
58 C Cia reikia gal grei¢io ta lygti. D-OO-RO
59 B Ne, tu zitrék dabar, jeigu iSsi- D-OO-RO
reiksi greiti. Per diskriminan-
tus suskaiciuosi laika. Ir su tuo
laiku

Tesiasi kitame puslapyje
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lentelé 2.12 — tesinys nuo ankstesnio puslapio

Stud.

Transkripcija

R-kod

D-kod

60

61

62
63
64

os]

turési iSsireiksti greiti. Mes jau
pasiZyméjom greitj kaip .

Ir maisu lygty jau bus greitis.
72 dalint i§ greicio, kas yra z-
as miisy, tai mes iSkarto jau ir
gaunam Sita iksa. z-as, kuris
yra teisingas jau atsakymas.
Iksas greitis, ane? Nu tai ir
galim sukeist vietom, pavyz-
dziui...

Tada, koks i$ to skirtumas?

Vis tiek yra keli biidai.

Yra keli btidai, gausim vistiek
ta pati. Tiesiog Sitas atrodo toks
paprastesnis, Zitirék viskas jau.

D-OO-RO

D-O0O-RO

D-OO-RO
D-OO-RO
RR-RQ

65

Py, P,, P, ... ir gaunasi lygtis.

L+

D-SD

66

67

P; lygtis. Tarkim, visos prie-
laidos teisingos. P;, P, tiesiog
yra teisinga jau nereikia jrodyt.
Tai hm.. Mes turim gaut, kad
vy = x + 4 teisingas. Tai tada,
rasom, v; = z, implikacija, jei
vy =x,taivg =x+ 4. Prir Ps
teisingas.

Reiskia, pagal MP, vy = x + 4.
Isvada, pagal MP.

3LIS

D-SD

68

Jeivy = zirs; =72 taity = 2

Tada rasom, kadangi P ir P4
teisingi. Cia $ita pasizymim
kaip U, U teisingas, nes P, ir
P teisingi. Kadangi U ir P tei-
singa, pagal MP t; = 22,

3LIT

D-SD

Tesiasi kitame puslapyje
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lentelé 2.12 — tesinys nuo ankstesnio puslapio

Nr | Stud. | Transkripcija R-kod D-kod
Supranti? D-RR-IN
69 C Nu gal. D-OO-LU
70 A Gerai, tai ¢ia (0. Tai dar darom. 3LIT D-SD
Tas pats tiktai, jei v = x + 4 ir
So =172, taity = x7—+24.
Sita irgi reikia pazZymeéti kaip
nors. W teisinga, nes ()1 ir Py
teisinga, nes mes neturim to-
kios prielaidos.
Ar jis nesutinkat? D-RR-IN
71 B Gerai. D-O0O-SA
72 A Nu ir mes ¢ia turésim, kadangi D-SD
Q2 ir Q)3 teisingi, tai P; teisin-
gas ir mes jau Cia turim lygti.
Viskas bus.
73 B Nu ... tai dabar paskutineé iSva- D-RR-IN
da.
74 A t1 = 71,—2 ir to = x%l, atémus | 3LITD D-SD
mazesnj laika gausim 0,25 h.
Tada 3itq pasizymim Z. Z bus
teisinga pagal ()2 ir 3. Pagal
MP, t1 — to = 0, 25 teisinga.
75 B Ar visas [prielaidas] panaudo- D-RR-Q
jom?
76 A Py nepanaudojom. D-RR-A
77 B Tai jtraukim. D-RR-A
78 A [Remiantis] iSvadom ir P; ir D-SD
MP taisykle...
79 B teisinga Sita lygtis. 3LIE D-OTR
80 A Viskas, nu ka bepridursi? Nu D-RR-RQ

kas blogai?

Galime i8skirti Sios diskusijos epizodus:
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Epizodas [1-2] - iZanga ir individualus sprendimas.

Epizodas [3-4] - sitiloma simboliné reprezentacija ir jos konstravimo
kelias (MSR). Numatomas pagrindimo biidas naudojant implikacija (PS).
Vieno Zmogaus pasitilymas.

Epizodas [5-10] - laiku skirtumas. Aptinkama, kad dar reikalingas
teiginys apie laiku skirtuma.

Epizodas [11-14] - greic¢iu skirtumas. Formuluojamas kaip implikacija

tikslinant pasitilyta plana. Matosi, kad suprantamas MP reikalingumas.

Epizodas [15-17] - trukmiuy jvertinimas. Formuluojamos implikacijos
apie autobusy vaZziavimo trukmes, kurias numatoma pagristi greicio
formule ir atstumo faktu.

Epizodas [18] - laiku lyginimas. Formuluojama implikacija, kurios
teisingumo pagrindimas kelia abejones, jei nesiremti uzduoties salyga.

Epizodas [19-22] - sakiniu statusas neaiSkus. Skirtumas tarp 1 ir 2
temu.

Baigiasi 1 tema, prasideda 2 tema.

Epizodas [23-27] - grei¢io formulé. Pagal pavyzdi (WE) nusprendZia,
kad pirma prielaida bus grei¢io formule.

Epizodas [28-39] - grei¢iu lyginimas, naudojant implikacijq ir numa-
tant MP naudojima pagrindziant.

Epizodas [40-41] - nuvaZiuotas atstumas. Akcentas - du autobusai
vaziuoja ta pati atstuma.

Epizodas [41-44] - pirmo autobuso vaziavimo trukme.
Epizodas [45] - antro autobuso vaZiavimo trukme.

Epizodas [46-55] - laiku skirtumas. Sitiloma ¢; — t2 = 0,25 laiky-
ti atskira prielaida, kaip fakta, pagal salyga. Sitilymas nepriimamas
paliekant §j fakta kaip implikacijos konsekventa (P prielaida).
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Epizodas [55-64] - Skirtingos simbolinés reprezentacijos sitilymas,

lieka atmestas.
Epizodas [65] - konstatuojamas dedukcinis argumentas.
Epizodas [66-67] - greicio iSvedimas.
Epizodas [68-69] - vaZiavimo trukmés iSvedimas, pirmam autobusui.
Epizodas [70-71] - vaZiavimo trukmés iSvedimas, antram autobusui.
Epizodas [72-74] - laikuy skirtumo iSvedimas.

Epizodas [75-80] - lygties iSvedimas.

Studenty pateiktas simbolinés reprezentacijos pagrindimas

Studentai pateike toki simbolinés reprezentacijos pagrindima.

P S=VT

Py:vi=x

Ps:Jeivy =z, taivg =x+4
Py: 851 =85,=72km
Ps:Jeivi=x A S; =72 tait; =2

T

Ps:Jeivgo=a+4 A So =72 taity = -2

z+4
P ]eitlz% Atgzﬁ,taitl—t220,25(h)
72 72
P, P, Py, Py, Ps, Ps, Py = lygtis — — —— =10,2
1, P2, P3, Py, Ps, Ps, Py ygtis = — = 0,25

Tarkime, kad visos prielaidos teisingos.

Q1 : P, teisingas ir Ps teisingas, reiSkia pagal MP vy = x + 4.

Qo : Jeivy =z N S1=T72,tait; = % U teisinga, nes P, ir P, teisinga.

U
Kadangi U teisinga ir Ps teisinga, pagal MP ¢, = 2.

Q3:Jeivo=xz+4 N Sy =72, tai ty, = :B%l. W teisinga, nes Q2 ir Py

w
teisinga. Kadangi W teisinga ir P teisinga, tai to = w%l pagal MP.
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72 72
Qq:Jeit; = — AN tg=——, tait; —ty = 0,25 (h). Z teisinga, nes Q)2
T r+4

Z
ir 5 teisinga. Kadangi Z teisinga ir Py teisinga, pagal MP ¢; —t2 = 0,25
(h) teisinga.

()5 : Remiantis visomis i§vadomis ir P; ir MP taisykle teisinga lygtis

272

=0,25 2.3
r x+4 ’ (2.3)

2 grupés pasiiilytas dedukcinis argumentas yra taisyklingas, bet
galima biity ji patobulinti. Nuosekliai tai aptarsime.

Vertindami dedukcinio argumento taisyklinguma tariame, kad visos
prielaidos teisingos. Tada iSvedimo taisyklés Q1, @2, @3, Q4 rodo, kad
sitilomos ¢y, ty ir t; — t5 iSraiSkos teisingos. ()5 iSvedime esanti nuoroda
i P, visas iSvadas ir MP, néra tiksli ir negarantuoja lygties teisingumo.
Vietoj $io Zingsnio labiau tiktu nuoroda i iSvedimo taisykle konjunkcija,
dél kurios turétume triju iSvadu @1, Q2 ir @3 teisinguma vienu metu, o

tuo paciu ir lygti 2.3.

Kaip studentai ir pastebéjo (diskusijos 76 eiluteé) prielaida P; lieka
nepanaudota. Taip yra todél, kad Ps ir Fs implikacijos yra P; prielaidos
atskiri atvejai ir tai daro P; nereikalinga Siame prielaidu rinkinyje.

Dedukcinis argumentas yra patikimas kai visos prielaidos yra teisin-
gos. Tarp 2 grupés prielaidu yra keturios implikacijos (P3, Ps, P ir P),
kuriy teisingumas susietas su matavimo teorijos aksiomomis. Studentai
nebuvo atskirai supazindinti su Siomis aksiomomis, bei mokyklinéje ma-
tematikoje jos nei$skiriamos, todél laikysime, kad studenty auditorijai

Sios implikacijos yra teisingos remiantis uZdavinio salyga.

Si studenty grupé viena karta lygino savo sprendima su pateiktu
pavyzdziu (kodas WE) ir pokalbyje galime i$skirti 12 monologu.
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Apklausa

Mokant matematikos mokykloje (bent iki 2023 mety) logikos temos ir
irodymo uzdaviniai néra nagrinéjami. Tekstiniai uzZdaviniai néra spren-
dziami pagrindZiant juos logine kalba, todél studentams 8is mokyklinés
matematikos uzdavinys yra jprastas kai neprasoma jo sprendimo uZrasy-
ti formaliai. Po pirmojo tokio susidtirimo su dedukciniu argumentavimu
pasitelkiant tekstinius uzdavinius noréjosi iSgirsti pirmo kurso studentu
nuomone apie tokj uzdavinio pateikima. Visi eksperimento dalyviai bai-
ge atlikti savo uzduotis uzpildé jiems pasitilyta klausimyna atsakydami
i penkis klausimus.

1. Ar pavyko i8vesti uZduoties situacijos simboline reprezentacija (2
dalis)?

2. Ar pavyko jrodyti uZzduoties situacijos simboline reprezentacija nau-
dojant dedukcija (3 dalis)?

3. Ar uzduoties situacijos reprezentacijos irodymas padeda geriau su-
prasti sprendima?

4. Kuri uzduoties dalis jums atrodo sunkesné, 2 ar 3 dalis?

5. Ar pritariate irodymo naudojant dedukcija mokymuisi mokykloje,
pries tai tinkamai pasirengus?

Studenty dalyvavusiy tyrime atsakymai j klausimyno klausimus:

1123|415
TAIP 26 | 19 | 12 21
NE 0|08 1
Negaliuatsakyti | 0 | 7 | 6 | 1 | 4
2-a sunkesné 3
3-a sunkesné 21
abi sunkios 1
abi lengvos

2.13 lentelé: Studentu atsakymai i klausimyno klausimus

Kadangi uZduoties 2 dalis reikalavo tik mokyklinés matematikos
ziniy, nattiralu, kad visi mokiniai iSvedé situacijos simboline repre-

zentacija. Dalis mokiniy abejoja, ar jiems pavyko tinkamai jrodyti ja
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naudojant dedukcija, tai rodo, kad $is btidas jiems dar neéra jprastas.
Tai matyti ir diskusijose, kuriose abejojama deél dedukcijos zingsniu
teisingumo. | treciaji klausima: ,,Ar uZduoties situacijos reprezentacijos
irodymas padeda geriau suprasti sprendima?* 46.15 % studenty atsake
teigiamai, 30.77 % studenty atsaké neigiamai ir 23.08 % studentu nurodé,
kad negali atsakyti. Siuo atveju negalime vienareikimiskai teigti, kad
didesné dalis studenty sutinka, kad irodymas padeda geriau suprasti
sprendima, nes mokiniy, kurie neatsaké teigiamai yra 53.85 %, galimai
visi Sie mokiniai nesijaucia tvirtai jrodinédami, todél jrodymas jiems

nepadeda geriau suprasti.

Isvados

Grupiu darbuose skyrési monologu skaicius, rémimosi pavyzdZiais
atvejai, bei pati diskusijos eiga, bet visuose darbuose galima iSskirti
matematine diskusija, kuri, nors turi klaidy ir netikslumu remiasi logi-
kos elementais. Taip pat galima pastebéti, kad grupés, kurios lengviau
rado sprendima désto mintis nuosekliau ir aiSkiau, pilnais sakiniais, tuo

tarpu matematinés minties nenuoseklumas susijes su kalbos skurdumu.

Siekiant, kad irodymas padéty geriau suprasti, pirmiausia mokiniai
ar studentai, turi jgusti jrodineti, tam, kad pasitikéty savo jrodymo
gebéjimais ir pastebéti, kad jrodymas néra techninis procesas, bet pade-
da suprasti. Sis tyrimas, yra pavyzdys, kad tekstiniai uzdaviniai gali bati
priemoné mokyti matematinés diskusijos, bet tam reikia skirti démesj,
bei nuosekliai pritaikyti uZduotis. [rodymo uzduotis rekomenduojama
pateikti mokiniams jau pradinése klasése [7, 123] ir veliau kiekvienais
metais jas pritaikyti pagal amziy, gebéjimus ir Zinias. 80.77 % studentu
atsakydami i 4 klausima nurodé, kad tre¢ia uzdavinio dalis sunkesne,
bet Zaismingas sutapimas yra tas, kad lygiai tiek pat mokiniu pritaria
dedukcijos mokymui mokykloje tinkamai tam pasirengus. Tad vadovau-
jantis $ia apklausa klausima ,.ar mokyti“ galime keisti klausimu , kaip
mokyti“ ir ieSkoti mokiniams pritaikytu tekstiniy uzdaviniy, kurie bty
priemoné mokyti matematinés diskusijos, bei juos tinkamai parengti

suteikiant reikalingas logikos Zinias.
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3 skyrius

Motyvavimas mokytis naujas
matematines temas

UZdavinys 3.0.1. Lenktyniauja dvi sraigés Skraja ir Skuba. Po 8 minuciuy
nuo lenktyniuy pradzios Skraja nukeliavo 7 dm, o po 12 minuéiu Skuba

nukeliavo 10 dm. Kuri sraige greitesné? Kaip skiriasi ju greiciai?

Uzdavinys apie dvi sraiges Skraja ir Skuba gali biiti pateiktas prie
visu kity temos uzdaviniy, arba naudojamas kaip ivadinis uzdavinys
trupmenu palyginimo temai pristatyti. Pradeéti mokyti nauja matemati-
ne tema galime nuo teorijos, taip pat galime tiesiog pateikti matemati-
nius uzdavinius (nebtinai tekstinius) ir tada pateikti jiems reikalinga
teorija. Bet tokiu bidu neuzduodame klausimo kam ta tema mokomés
ir kas bus kai ja iSmoksime. Nauja matematiné tema daZniausiai turi
naujas savokas, kurias mokiniui reikia paZzinti, taip pat naujas taisykles
ir sprendimo btidus, vienas i$ biidu inicijuoti naujos temos mokymasi
yra pristatyti ja pateikiant tekstini uzdavinj, kurio i$ karto iSspresti
nepavyksta, triksta informacijos, arba Ziniu. Tokius nestandartinius
uzdavinius vadinsime P uzdaviniais ir Siame skyriuje iSnagrinésime ju

galima pritaikyma matematikos mokymui pateikiant naujas temas.
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Tekstiniy uZdaviniy naudojimas matematinéms te-

moms pristatyti

Siame skyriuje remsimés realistinio matematikos mokymo (angl.: Realis-
tic Mathematics Education) teorija [138] (toliau sutrumpintai vadinama
RME). Nyderlanduose sukurta mokymo teorija ypatinga démes;j skiria
realioms situacijoms ir ju panaudojimui matematikos mokyme. Siuo
atveju tai néra realaus pasaulio situacijos, kuriose vertiname kuo dau-
giau situacijos aspektuy, realiomis situacijomis Sioje teorijoje laikomos
tos, kurias mokinys gali jsivaizduoti. Realios situacijos, kurias mes
formuluosime kaip tam tikrus tekstinius uzdavinius, tampa priemo-
ne matematinéms savokoms pazinti ir naudojamos kaip kontekstas,
kuriame mokiniai véliau gali pritaikyti savo matematines Zinias [138].
Palaipsniui Zinios tampa formalesnés ir bendresnés bei maZziau speci-

finés kontekstui.

Sios teorijos pradininkas yra Hans Freudenthal, jis apragé termina
~matematizavimas* . Matematizuoti, tai padaryti matematiskesniu, $is
terminas susijes su tokiomis matematikos ypatybémis kaip bendrumas,
tikrumas, tikslumas, trumpumas. Matematizavimas paZodZiui reiskia

~padaryti matematiskesnj .

Gravemeijer [49] [50], taip pat remdamasis ankstesniu Treffers darbu

[131] matematizuojant iSskiria Siuos aspektus ir juos paaiSkina:

1. apibendrinima: apibendrinti, ieSkoti désningumu, klasifikuoti,
struktarizuoti);

2. patvirtinima: atskleisti, pagristi, irodyti, iSkelti ir tikrinti hipotezes;

3. tiksluma: modeliuoti, aprasyti simboliais, apibtidinti (kad liktu
kuo maZiau galimu interpretaciju ir argumentavimas bty patiki-
mas);

4. trumpuma.

Matematizuojant svarbus mokytojo vaidmuo, jis kaip gidas ar vedlys
padeda mokiniui pereiti visus Siuos Zingsnius. Lygindami $iq teorija
su Stylianides [124] matematinio samprotavimo apibrézimu matome,
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kad abi teorijos turi bendras savybes: désningumu paieska, hipotezés
iskélima ir jos patvirtinima arba paneigima. Remiantis $ia teorija ma-
tematinés temos yra pateikiamos su mokymo instrukcija (angl.: logal
instruction theories), kuria mokytojas gali vadovautis dirbdamas su
klase. Priklausomai nuo mokiniuy atsako ir diskusiju bei sprendimu
eigos mokytojas veda mokinius toliau ta linkme, kad jie pasiekty uZsi-
bréZta tiksla, daZniausiai susipazintu su temai reikalingomis savokomis

ir procedfiromis.

RME metodas gana placdiai pripazintas kaip efektyvus matematikos
mokymo, supratimo ir problemu sprendimo igtidZiy lavinimui [33].
Remiantis RME buvo sukurta ne viena mokymo instrukcija trupme-
noms mokyti [66], [119]. Empiriniame tyrime mes taip pat pateiksime
mokymo instrukcija trupmenoms mokyti. Joje naudosime P uzdavinius.

P uzdaviniai

Standartiniai tekstiniai uzdaviniai daZniausiai yra naudojami jau iSmok-
tam mokomajam turiniui jtvirtinti. Siame skyriuje apZvelgsime nestan-
dartinius uzdavinius, kurie gali biti priemoné naujam mokomajam

turiniui pristatyti.

Apibrézimas 3.0.2. Sakysime, kad tekstinis uzdavinys yra P uzdavinys
(angl.: P problem), jei jis turi maZesnj nei reikia, arba didesni nei reikia

kieki informacijos atsakyti i uZdavinio klausima.

P uzdaviniai gali biiti tekstiniai uZdaviniai, kur mokinys turi apdo-
roti duota informacija, kad gautu jam reikalinga informacija, susirasti

triikstama informacija, arba atrinkti, kuri informacija néra reikalinga.

Palyginkime du uZdavinius, kuriuos naudojo R. Saljo et. al. [107].

UZzdavinys 3.0.3. Karve duoda 18 litry pieno per diena, kiek pieno ji

pagamins per savaite? (S uzdavinys)
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UZdavinys 3.0.4. Toma eina i mokykla ir per diena vidutiniskai turi 7

pamokas. Kiek pamoku ji turi per savaite? (P uzdavinys)

Atlikus tyrima su 5 - 6 klasiu mokiniais 90% mokiniy teisingai is-
sprendeé S uzdavinij 3.0.3 ir tik 70% mokiniu teisingai iSsprendé P uzdavinj
3.0.4. Matome, kad uzdaviniy matematiniai sprendimai yra analogiski,
skiriasi uZdavinio situacijos vertinimas. S uZdavinyje mokinys perskai-
tes Zodj savaité 18 litru daugina i§ 7 (18 - 7 = 126), P uZdavinyje 3.0.4
taip pat naudojamas Zodis savaité, bet situacija nusako mokinio savaite,
kai jis eina i mokykla, todél duota skai¢iu dauginti reikia ne i§ 7, 0 i 5
(7-5=235).

Tyrime taip pat naudojamas P uzdavinys, kuriame reikia ne tik apdo-

roti informacija, bet ir daryti prielaidas, tam tikras iSvadas 3.0.5.

Uzdavinys 3.0.5. Du berniukai, Carlis ir Martynas padeda Nikolui grébti
lapus. Pievos plotas: 1200 m?. Carlis sugrébé 700 m? pievos plota per

4 valandas, Martynas 500 m? per 2 valandas. Jie gauna 180 kronu uz

darba. Kaip berniukai turéty pasidalinti pinigus, kad tai biitu saZininga?

Carlis turéty gauti...... kronu.

Martynas turéty gauti ...... kronu.

Sis uzdavinys neturi vieno teisingo atsakymo, galima sakyti, kad
atsakyti i klausima informacijos nepakanka, nes néra nurodyta, kokiais
kriterijais vadovaudamiesi vaikai turi dalintis uzdarbi. Siuo atveju
mokinys, ar mokiniy grupé gali aptarti jvairius sprendimo variantus
ir pasirinkti jiems priimtiniausia sprendima, bei juo vadovaudamiesi
pateikti atsakyma. Mokiniu grupés pateiké savo pasitlymus, veliau
turéjo laiko juos isdiskutuoti ir dar karta pateikti pasitlymus (Zitréti
lentele: 3.1).
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Sprendimo modelis

1 pasitilymas.
Grupiuy skaicius

2 pasitilymas.

Grupiuy skaicius

Po lygiai (90+90)

Pagal atliktq darba (105+75)
Pagal darbo laika (120+60)
Tam tikru kitu santykiu

11

6
0

0
3
14
7

3.1 lentelé: Rezultatai i$ tyrimo [107], Grupiu pasirinkusiu tam tikra
sprendimo modelj skai¢ius susipaZinus su uzdaviniu ir po bendros
diskusijos grupése.

Matome, kad pirminiai grupiu pasitilymai ir pasitlymai po disku-
sijos skiriasi. Pirmiausia mokiniai sitilé uzmokesti dalintis po lygiai,
o po diskusijos sitilé remtis tam tikrais kriterijais, pavyzdziui dalin-
tis uZmokesti pagal isdirbta laika, atliktq darba, arba tam tikru kitu
santykiu.

P uzdaviniu sprendimo kelias néra vienintelis, uZdavinys daznai sa-
vyje turi probleminj klausima. Pritaikydami RME teorija panaudosime

Siuos uzdavinius kaip priemone naujai matematikos temai pristatyti.

3.1 Empirinis tyrimas: P uzdaviniy pritaikymas nau-

joms matematinéms temoms pristatyti

Pasirinkome pristatyti trupmenu tema, naudojant P uzdavinj. Tai yra
viena daugiausiai i85tikiu kelian¢iu temu pradinése klasese [109], [46],
[23]. Si tema svarbi ne tik pradinése klasése, vyresnése klasése Zinias
iSmoktas apie trupmenas mokinys turés pritaikyti atlikdamas algeb-
ros uzdavinius [85]. Lietuvoje mokiniai mokomi trupmenu naudojant
dalies-visumos metoda, daZniausiai trupmenos pristatomos vizualiai
- pateikiant tam tikra figira ar paveikslélj kaip vieneta, dalj jo nuspal-
vinant ir tai daliai priskiriant tam tikra trupmena. Pradinés mokyklos
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mokiniams Simon [117] rekomenduoja trupmenas pristatyti kaip mata-

vimus.

Jaunesni mokiniai turi supratima apie skaicius, kurj igyja kartais dar
pries mokykla ar darZelj. Skai¢iai mokiniams asocijuojasi su kiekiais
arba matavimais (pavyzdZiui.: 5 obuoliai, 126 cm tGgis). Kai pristatome
trupmenas kaip visumos dalj, toliau vadinsime tai pyrago pjaustymo
metodu (atitikmuo anglu kalba nusakomam pie-chart metodui), nesu-
kuriame sasajos su nattiraliyju skaiciu aibe, kuriqa mokiniai jau paZjsta
[54], [80], [109], [65].

Vergnaud iSsamiai aptaria kaip mokinio mastyme formuojasi mate-
matinés savokos [142]. Tam reikia ne vienos situacijos, bet kuo daugiau
ivairiy situacijuy, kuriose savoka naudojama, kad mokiniui susiformuotu
aiskus savokos vaizdas. Tam, kad mokinys suprastu trupmenos savoka
jis turi susipaZzinti su jvairiai pateikiama trupmena: kaip visumos dalis,

matavimas, santykis, koeficientas.

Pasirinkome pristatyti trupmena kaip matavima, nes Siuo biadu
trupmena labiausiai susiejama su natiiraliaisiais skaiciais. V. V. Da-
vydov [28] teigia, kad “skaiciai turéty biiti pateikiami kaip bendra
savoka, taip, kad pristacius kiekviena nauja skaic¢iu aibe (pavyzdZiui
racionaliujy, iracionaliyju) bendros skaic¢iaus savokos nereikéty keisti
[117]. Jei skai¢ius pristatome kaip matavimo rezultata, kaip skaicius
galime pristatyti ne tik nattiraliuosius skaicius, bet ir paprastasias bei

deSimtaines trupmenas.

M. A. Simon iSskiria tris sunkumus su kuriais susiduria mokiniai
[117]:

(1) Trupmenos kaip kiekio nesupratimas, (2) Trupmenos supratimas
kaip dvieju atskiruy skaiciy, (3) Trupmenos siejimas tik su visumos da-
limi. Papildomai literattiroje galime rasti ir iSskirti dar du sunkumus:
(4*) trupmenu dydZio nustatymas netinkamai pritaikant nataraliuju
skaiciy taisykles, pavyzdZiui: trupmena su didesniais skaiciais (tiek
skaitiklyje tiek vardiklyje) yra didesné [35], (5*) Negebéjimas tarpusavy-
je susieti trupmeny su skirtingais vardikliais, (6*) Trupmenu nesiejimas
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su nattraliaisiais skaiciais [135].

Taip pat kaip ir Simon, X. Vamvakoussi sitilo trupmenas mokyti
kaip matavimus [135], [136], [137] ir grindZia tai savokinio pokycio
(angl.: conceptual change) teorija. Remiantis Sia teorija, mokiniu turi-
mas skaiciaus supratimas (toliau vadinsime pradine skai¢iaus samprata),
kurj jie igyja prie§ mokykla yra labai panasus i natiraliojo skaiciaus
savoka [154]. Pagal pradine skai¢iaus samprata, skaiciai tai tie objektai,
kuriuos naudojame skai¢iuodami ir jie atitinka tam tikra kiekj. Pirmai-
siais mokymo metais $is supratimas kas yra skaic¢ius dar pastiprina-
mas, nes biitent taip skaic¢ius mokykloje ir naudojamas. Bet pristacius
trupmenu tema, tarp trupmenu ir pradinés skaifiaus sampratos atsi-
randa skirtumai. Mokiniams pirmaisiais mokymo metais naudojant tik
nattiraliuosius skai¢ius daugindami skaic¢ius visada gauname didesnij
skaiciy, dalindami, maZesnj, kuo skaicius ilgesnis, tai yra kuo daugiau
skaitmenu reikia jam uZrasyti, tuo jis didesnis, kiekvienas skai¢ius turi
unikaluy pavadinima ir uZraSyma, visos Sios taisyklés trupmenoms nebe-
galioja, todél trupmenu savoka neatitinka pradinés skaiciaus sampratos,
kuria mokinys turi ir mokykloje dar labiau sustiprino (Zitréti lentele
3.2).

‘ Pradiné skai¢iaus samprata ‘ Trupmena ‘

1,2,3, . 115

Daikty skai¢iavimas; Daikty daliy skai¢iavimas;
Daugindami gauname didesnj | Daugindami ir dalindami galime
skaiciy, dalindami mazesnj; gauti tiek didesnj, tiek maZesnj

skaicius

Kuo daugiau simboliu naudoja-
me uzrasant, tuo skai¢ius dides-
nis;

Kiekvienas skai¢ius turi unikalu
uZraSyma.

Skaic¢ius uZraSomas naudojant
daugiau simboliy gali bati tiek
didesnis, tiek maZesnis;

Tas pats skaicius gali biti uzrasy-
tas jvairiais uzrasais.

3.2 lentelé: Skirtumai tarp pradinés skai¢iaus sampratos ir trupmenos

savokos, adaptuota pagal [135]

Atlikome tyrima su 3 klasés mokiniais. Lietuvos mokyklose 3 klaséje
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yra pristatomos trupmenos. Naudojome P uZdavinj, kurio realioje si-
tuacijoje aprasomas skyscio kiekis. Tam, kad bty gautas uzdavinio
atsakymas, uzdavinys neturi pakankamai informacijos, todél jis yra P
uzdavinys. Tyrimo tikslas yra pademonstruoti, kad P uzdavinys gali
biiti priemoné skirta pristatyti matematine tema ir atskleisti sintetinius
modelius susijusius su tos temos savokomis. Taip pat pristatomas pa-
mokos planas, kurij gali naudoti mokytojai.

Apibrézimas 3.1.1. Sintetinis modelis tai mokiniy bandymas susieti

nauja informacija su ju jau turima samprata apie tam tikra savoka [61].
Siuo tyrimu noréjome atsakyti i Siuos klausimus:

TK1: Ar gali P uzdavinys biiti priemone atskleidZian¢ia mokinio supra-
tima apie trupmenas?

TK2: Kokius neteisingus isitikinimus (sintetinius modelius) apie trup-
menas mokiniai turi?

Trupmenu mokymas pradinése klasése néra giliai iSnagrinétas ma-
tematikos mokymo tyrimuose. Didesnis démesys skiriamas vélesniam
trupmenu mokymui. Keijzer savo disertacijoje [66] pateikia trupmenas
kaip i8dalintus stulpelius (angl.: folded bars) ant skaiciu tiesés, trupme-
nos pristatomos kaip skaiciai esantys tarp natiiraliyju skaiciu. Sari [109]
pateikia Sesiy pamokuy trukmés mokymosi plana 3 klasés mokiniams,
jis atitinka Siuos Zingsnius: 1) Pateikti ,lygaus dalinimosi“ prasme; 2)
Apradyti trupmenas kaip lygaus dalinimosi rezultata; 3) Naudoti trup-
menas kaip matavimo vienetus; 4) Susieti skirtingu vardikliy trupmenas
tarpusavyje. Pateikimui naudojamas dalies-visumos metodas ir skai¢iu

(trupmenu) tiesé.

Idomus ir teigiamus rezultatus daves eksperimentas pateikiamas
Moss et. al. [85]. 4 klasés mokiniams pateikia vandens stiklines ir
pirmiausia ant ju pademonstruoja procentuy tema, tuomet pereina prie
deSimtainiy trupmeny ir galiausiai prie paprastuyju trupmenu. Po eks-
perimento mokiniu racionaliyju skaic¢iu supratimas yra geresnis nei
kontrolinés grupés mokiniy, kuriems temos buvo pateiktos jprastai. Ki-

tuose tiriamuosiuose darbuose mokiniams trupmenos pateikiamos ne
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kaip matavimai, o vienu i8 Siy btidu: visumos-dalies, koeficiento, santy-
kio, skai¢iy tiesés [72, 80, 116]. Gunderson et. al. [54] tyrimo rezultatai
rodo, kad mokiniy rezultatai geresni, kai jiems trupmenos pateikiamos
ant skaiciy tiesés, nei kaip figtiry plotai. Trupmenu kaip matavimo
rezultato pradinése klasése tyrimu néra daug, todél norédami iSnaudoti
tekstiniy uzdaviniy galimybes nusprendéme jas pateikti btitent Siuo
btdu.

I trupmenos savokos supratima Zvelgiame i§ A. Sfard [115] perspek-
tyvos, kuri teigia: savoka gali biti suprasta dviem skirtingais btidais,
kaip objektas ir kaip procesas. Remiantis Siuo poZitiriu trupmenos gali
biiti suprastos kaip objektas: skai¢ius, visumos dalis, matavimas, arba

kaip procesas, pavyzdZiui visumos dalinimas.

Norédami apjungti pradine skaic¢iaus sampratq ir nauja trupmenu
savoka galime naudoti skaiciu tiese, tai siiloma Vamvakoussi ir Simon
darbuose[117, 135]. Skaitiy tiesé gali bati ta bendratis, kuri apjungia
nattiraliuosius skaicius ir trupmenas. H. Wu skaiciu apibrézia kaip taska
ant skai¢iu tiesés [157]. Sj apibrézima taip pat naudoja R. Norvaisa savo

straipsnyje apie trupmenos savoka vadovéliuose [92].
ApibréZzimas 3.1.2. Realusis skaicius yra taskas skaiciu tieséje. O

R. Norvai$a nuosekliai aptaria, kaip sukonstruojama trupmenu aibé
[92], Siame darbe mes tik trumpai pristatysime 3ia idéja.

Apibrézimas 3.1.3. Tarkime, kad n yra nelygus nuliui nattiralusis skaicius.
Kiekviena skaiciu tiesés atkarpa [0,1], [1,2], [2,3], ... padalinsime j n lygiu
daliy. Dalijimo taskai, apimantys ir nattraliuosius skaicius, skai¢iu
tieséje sudaro seka trupmenuy su vardikliu n. Pirmasis Sios sekos taskas
yra 0, antrasis %, treciasis %, m+1 - asis $ios sekos taskas yra trupmena

Sios sekos nariy aibe vadinsime trupmeny su vardikliais n aibe. 0

Apibrézimas 3.1.4. Trupmenu aibe sudaro sajunga trupmenu su var-
dikliais n aibiu, kai n prabéga visus nattiraliuosius skaicius nelygius
0. O
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Kai trupmenas ir nattiraliuosius skai¢ius patalpiname toje pacioje
skai¢iy tieséje mums lengviau juos palyginti, didesnis yra tas skaicius,

kuris yra deSiniau nuo nulio.

Tyrimo tikslas yra apjungti Sias teorines idéjas ir pademonstruoti
tekstinj uzdavinj kaip priemone pristatyti naujai temai ir identifikuoti

mokiniams sudétingus tos temos aspektus.

Skaiciy tiese perkeldami ant sugraduotos stiklinés apraséme realia si-
tuacija, kuri kelia probleminj klausima ir padeda apjungti nattiraliuosius
skaicius bei trupmenas, taip pat pereiti nuo trupmenos kaip objekto,

prie trupmenos kaip proceso.

Metodologija

Remdamiesi A. Sfard [115] apraSyta teorine aplinka atskirsime trup-
menos kaip objekto ir trupmenos kaip proceso supratima. Manome,
kad 3 klasés mokiniai supranta nattiraliuosius skaicius, kaip objektus.
Mokiniai jau buvo supazindinti su trupmenu tema, todél kazkoki supra-
tima apie trupmenas jau turi. Manome, kad dél trupmenuy kaip dalies-
visumos pristatymo mokiniai i§ pradZziy igija supratima trupmenu kaip
proceso, ne kaip objekto. Remdamiesi $ia teorine aplinka tikimeés aptik-
ti mokiniy turimus neteisingus isitikinimus apie trupmenas ir stebéti,
kuriame trupmenu supratimo etape mokiniai yra. Remiantis A. Sfard
galime i8skirti tris etapus, kuriuos 3 klasés mokiniai gali pasiekti moky-

damiesi trupmenas.

1. Isisavinimas (angl.: interiorization) - kai visuma (daZniausiai ap-
skritimas) padalinama i dalis, kai kurios dalys nuspalvinamos ir
mokiniai uzraso, kokia trupmena pavaizduota. Arba atvirks¢iai,
visuma yra padalinta i dalis, duodama trupmena ir mokiniai turi
nuspalvinti atitinkama daliu skaiciu.

2. Suspaudimas (angl.: condensation) - kai mokiniams duodama
tigira ir tam tikra trupmena ir jie patys padalija jq i tam tikra

skaic¢iuy daliy ir nuspalvina reikiama ju kieki.
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3. Reifikacija (angl.: reification) - kai praSoma paZymeti trupmena
tarp kity skaiciu (taip pat ir trupmenuy) ir atlikti su trupmenomis

tam tikras operacijas.

Kai mokinys pasiekia reifikacijos faze galime teigti, kad jis trupmenas
suvokia kaip objektus. Mes pateikéme P problema (zitréti uzdavini
3.1.5) norédami patikrinti, kuriame mokymosi etape yra mokiniai, ar jie
jau pasieke reifikacijos etapa, taip pat pateikéme uzduotis atspindincias

isisavinimo ir suspaudimo etapus (uzdaviniai 3.1.6 ir 3.1.7).

Noréjome naudoti uzduotis, kurios atskleisty mokiniy turimus sin-
tetinius modelius ir ju savoku supratimo etapa. Tam pasirinkome pro-
jektavimu grista tyrimo metoda (angl. Design-Based Research), toliau
DBR. DBR metodas leidZia keisti pamokos struktiira tyrimo eigoje [13].
Atliekant tyrima $iuo metodu, mokymo idéjos suformuluojamos tyrimo
plane, bet gali bati kei¢iamos jas empiriskai testuojant, tai mums buvo
naudinga, nes noréjome iSbandyti naujai aprasyta pamokos plana. DBR
atliekamas ciklais, kuriy kiekvienas turi tris etapus: pasiruo$imas ir pla-
navimas, mokymo eksperimentas, retrospektyvi analizé [13]. Zemiau
mes pristatome du miisy eksperimento ciklus. Ciklus galime kartoti tol,

kol gauname norimus rezultatus.

Pasiruo$imas ir planavimas

Ruosdamiesi tyrimui atlikome literattiros apZvalga, iSanalizavome 3
klasés vadovélius, bei ieSkojome biidy, trupmenas pateikti kaip matavi-
mus. Nusprendéme realioje situacijoje naudoti objekta, kurio matavimai
btity ne diskretiis, pavyzdziui vanduo, laikas, amZius, Ggis. Toks pa-
sirinkimas leidZia apjungti trupmenas ir nattiraliuosius skaic¢ius. Taip
pat naudojantis analogija pademonstruoti, kad trupmenu yra be galo
daug. Tikéjomes, kad toks pateikimas inicijuos matematine diskusija

tarp mokiniu.
UZdavinyje naudojame situacija su skysciu stiklingje dél iy prieZasciu:

- Tai yra atitikmuo skaiciu tiesei, kai stikliné sugraduota;
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- Graduodami galime pasirinkti kokio ilgio bus atkarpa atitinkanti
vieneta.

- Kiekvienas papildomas la3as stiklinéje nusako vis nauja skaiciu.

- Galima jsivaizduoti stikline kiek norima auksta (pratesti skai¢iu
tiese tiek kiek norima);

- Pavyzdys pakankamai paprastas jaunesniems mokiniams, taip pat
nesudétinga atlikti bandymus su tikra stikline.

Mokymo eksperimentas

Vyko 13 pamokuy nuotoliniu btidu, su 14 skirtingu klasiu (vienoje i$
pamoku dalyvavo dvi skirtingos klasés vienu metu). Po kai kuriy
pamokuy, pamokos planas nezenkliai keitési, atsiZvelgiant i ankstesniu
pamoku eiga. Buvo padaryti nuotoliniu pamoku irasai, uzfiksuoti
mokiniy uzdaviniu sprendimai, taip pat mokiniams buvo pateikti atviri
klausimai ir atsitiktinai parinkti mokiniai dalyvavo apklausoje. Klasiu
mokytojos tik stebéjo pamokas ir jose nedalyvavo. Kadangi viskas vyko
COVID - 19 periodu, pamokos buvo organizuojamos per Zoom ir Teams
platformas. I8 viso 298 tre¢iu klasiy mokiniai (8-9 metu) dalyvavo tyri-
me, jie buvo i8 14 Lietuvos mokyklu esanciu skirtinguose regionuose.
Visi dalyvave mokiniai mokési i$ to paties vadovélio, bei, buvo susipazi-
ne su trupmenomis dalies-visumos metodu, taip pat buvo susipaZine su

savokomis pusé, tre¢dalis, dalis, nattiraliyju skai¢iu daugyba ir dalyba.

Retrospektyvi analizé

Po kiekvienos pamokos nagrinédavome pamokuy video jrasus, klausimynu
atsakymus, apklausu jrasus ir mokiniu grafinius trupmenu atvaizdavi-
mus. ISnagrinéje duomenis priimdavome sprendima ar keisti sekancios

pamokos plana, ar palikti toki koks yra.
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Pirmasis eksperimento ciklas

P uzdavinyje 3.1.5 yra aprasyta situacija ir klausimas, bet néra pakanka-
mai informacijos, kad galima biity atsakyti i duota klausima. Tekstinis
uzdavinys praso atsakyti, kiek skyscio yra stiklingje, kai kiekis yra Ze-
miau pirmosios padalos. Sio P uzdavinio tikslas yra patikrinti kokioje
trupmenu savokos supratimo stadijoje yra mokinys. Taip pat buvo
stebimi mokiniy spéjimai, kokia tai trupmena. Stebéjome kokius sin-
tetinius modelius ju spéjimai atspindi. Sis uzdavinys taip pat igkelia
probleminj klausima, kuris motyvuoja trupmenu savokos reikalinguma,

bei ju sasaja su nattiraliaisiais skaiciais.

UZdavinys 3.1.5. Tu sukiirei eliksyra, kuris pavercia Zmogu nematomu.
Turi stikline, ant kurios nupiesta liniuoté. Viena padala rodo kiek elik-
syro reikia vienam Zmogui tapti nematomu. Per pirma diena pavyko

pagaminti tik toki kiekj eliksyro.

Uzrasyk kiek eliksyro pavyko pagaminti.
Eliksyro yra ... porcijos.
Visi mokiniai jau buvo susipaZine su savokomis puseé, tre¢dalis, ket-

virtadalis ir trupmena. Visi klasés mokiniai kartu spéliojo ir bandé

ivardinti trupmena.

UZdaviniai 3.1.6 ir 3.1.7 buvo naudojami patikrinti kaip mokiniai
supranta trupmenas. Tai néra tekstiniai uZdaviniai, bet jie papildomai

buvo naudojami pamokoje.
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UZdavinys 3.1.6. UZrasykite kiek eliksyro yra stiklinése.

o T —— o M — o- 0_
I I

UZduotis 3.1.7 buvo priesinga: nupiesti stiklines su skys¢iu, kai duo-

tos trupmenos.

1

Uzdavinys 3.1.7. Nupieskite stiklines ir pazymeékite 1 porcijos; 5, £, 2,

4 2

s 5 porciju jose.

Retrospektyvi analizé ir antrasis eksperimento ciklas

Po pirmosios pamokos buvo atlikti pamokos plano pakeitimai. Nu-
sprendéme pakeisti trupmena ir naudoti ne viena, o dvi trupmenas,
kuriy skirtumas néra didelis. UZduotimi noréjome parodyti, kad ne-
didelis skyscio lygio stiklinéje pasikeitimas atitinka jau kita trupmena.
Uzduoti 3.1.5 pakeitéme j dvi uzduotis su trupmenomis £ ir 2. Antroji
trupmena pasirinkome nejprasta mokiniams (daZniausiai vadovélyje
pateikiamos trupmenos su mazesniais vardikliais), taip pat tai trupmena,
kuri yra didesné nei § ir maZesné nei 3. Noréjome, kad mokiniai pir-
maisiais savo spéjimais jos neatspéty, tam, kad matytume, ar ju spéjimai
artimi paveikslélyje pavaizduotu skyscio lygi atitinkanciai trupmenai,
bei pastebétume sintetinius modelius, susijusius su trupmenomis, ku-

riuos mokiniai turi.

Trec¢ia uzduoti pakeitéme taip, kad mokiniai i§ pradZiu nusipiestu
stikline pagal pirmo uZdavinio pavyzdi ir tada joje Zymétu trupmenas,
nes kitu atveju mokiniai pilnai stiklinei priskiria vieneta ir ju Zyméjimai

atitinka stiklinés dalis, taip nelieka sasajos su natiiraliuju skaiciu aibe.
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Rezultatai

Mokiniams pateikus stikline, kurioje buvo 1 porcijos eliksyro jie kartu
grupéje gana greit pateikdavo atsakyma. Ju spéjimu aibé gana siaura: %
,0.3, %, %, % ir pan. Kai buvo pateikta stikliné, kurioje buvo % porcijos,
mokiniy spéjimai buvo labai jvairtis, buvo spéjamos ir trupmenos %, %,
% tai rodo, kad nors jau Zino trupmenu tema mokiniai ju dar nesieja su
dydZziais ir nattiraliaisiais skaiciais. Po kiekvieno spéjimo kartu su moki-
niais pazymédavome, kur ju spéjama trupmena btity Zymima stiklinéje.

Spéjimo proceso metu mokiniai patys priéjo prie teisingu idéju:

1. Kuo didesnis vardiklis, tuo maZesné trupmena.
2. Trupmena % yra lygi % ir jos yra lygios 1.
3. Trupmena % negali biti paZyméta ant stiklinés.

Taigi 8is P uzdavinys pagelbéjo tam tikras trupmenu savybes atrasti

patiems.

Antraja uzduoti mokiniai atliko labai greitai ir daugumos ju atsaky-
mai buvo teisingi (uZduotis buvo atliekama ZodZziu visiems kartu). Si
uzduotis demonstruoja, kad mokiniai tam tikra trupmenos supratima
turi ir paveikslélyje pavaizduotas trupmenas gali uZrasyti (isisavinimo
etapas pagal A. Sfard). Si uzduotis labiausiai artima metodui, kuriuo
jlems pristatomos trupmenos vadovélyje dalies-visumos (pyrago pjaus-
tymo metodui), tai rodo, kad mokykloje pristatyta medZiaga mokiniai

isisavino.

Treciaja uzduoti mokiniai atliko lapuose individualiai. Jie turéjo pa-

zymeéti nurodytas trupmenas. Isskyréme keturiu tipu mokiniy darbus:

e Darbai, kuriuose stiklinés nenuspalvintos, arba nuspalvintos pil-
nai. Manome, kad Sie mokiniai arba nesuprato uzduoties, arba
néra pasieke trupmenos jsisavinimo etapo.

* Nejprasti darbai, kuriuose trupmenos atvaizduojamos netinkamai,
arba tinkamai atvaizduojamos ne visos trupmenos.

¢ Darbai, kur trupmena Zymi stiklinés dalj, o ne stiklinés padalos
dalj.
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¢ Darbai, kuriuose trupmenos vaizduojamos tinkamai.

Neijprastus darbus matome 3.1 paveikslo dalyse. Paveiksle 3.2 moki-
nys visas trupmenas pazyméjo virs vieneto arba lygias vienam. Kitas
mokinys pazymeéjo ; kaip 4 ir -5 kaip 12 3.3. O tretias mokinys pa-
Zyméjo 5 ties 1, bet padala isdalino i 12 ar 13 daliy 3.4. Galimai jis
pazymeéjo skaitiklj, o padala padalino i tiek daliy, koks yra vardiklis.
Uzduotis buity atlikta teisingai, jei bty nuspalvinta tik viena padalos

dalis, ne visos.

3.1 pav.: Nejprastas grafinis trupmenu atvaizdavimas

3.3 pav.:

3.4 pav.:

Paveiksléliuose 3.5 and 3.6 matyti, kad kai kurie mokiniai trupmena
sieja su visos stiklinés dalimi, o ne su stiklinés padalomis, paZymima
1 visos stiklinés, o ne § padalos. Taip pat 3.5 matome, kad nuspalvinta

padala pakelta ir apacioje palikta laisva erdve.
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3.5 pav.: Grafiné reprezentacija, kai trupmenos Zymimos kaip visumos
dalis

3.6 pav.: Grafiné reprezentacija, kai trupmenos Zymimos kaip visumos
dalis (2)

<\a
Gl
Rt
Sl
SIS

Dalis darby atskleidé tinkama trupmenu supratima. Paveikslélyje 3.7
matome, kad trupmenos pazZymétos gerai, tik néra pazyméto vieneto, o

3.8 paveikslélyje matome, kad viskas atlikta teisingai.
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3.7 pav.: Grafiné reprezentacija, kur trupmenos pazymétos teisingai tik

néra pazymeto vieneto

3.8 pav.: Grafineé reprezentacija su teisingu Zyméjimu

Sie pavyzdziai sufleruoja i ka reiktu atkreipti démesj mokant trupmenu:

- Skaitiklio ir vardiklio reikSmes;
- Trupmeny ry$j su skaic¢iumi 1 ir kitais natiiraliaisiais skaiciais.
- Kalbeti apie jvairias trupmenas, ne tik tokias paprastas kaip £ ir 2,

bet ir tokias kaip 5 ir .

Apklausos rezultatai
Apklausos metu turéjome galimybe iSsiaiSkinti mokiniu trupmeny su-
pratima. Tyréme ju poziiiri i trupmena kaip i skai¢iu, procesa, objekta.

Tretios klasés mokinys paklaustas ar § yra skai¢ius atsake: ,skaicius yra
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skaicius, ne trupmena“ . Si mintis rodo, kad mokinys nesieja trupmenu

su nattiraliaisiais skaidiais.

Pateiksime sintetinius modelius apie trupmenas iliustruojancias ap-

klausos iStraukas. Mokiniy vardai pakeisti.

* Mokiniai trupmenu su skirtingais vardikliais nesieja tarpusavyje

(zitiréti 3.3 lenteléje).

3.3 lentelé: apklausos istrauka (1)

Tyréjas Toma

Kiek skaitiu galime pazymeti Galime paZzyméti 1.

stiklingje tarp 0 ir 1?

Ar galime pazymeti £? Taip, kitoje stiklinéje, jei nu-
pieStume daugiau padaluy.

* Mokiniai supranta trupmenas kaip deSimtainius skai¢ius. Len-
tel¢je 3.4 pateikiame pavyzdi. Kajus Zino deSimtainius skaicius ir

taiko trupmenoms ju taisykles.

3.4 lentelé: apklausos iStrauka (2)

Tyréjas Kajus

Sugalvok trupmena 2 kablelis 3

Ar gali pazymeti ja skaic¢iu (aut. past.: pazymikaip 2.3, gana
tieséje? tiksliai)

Ar gali pazyméti 1? (aut. past.: paZymi kaip 1.5, kar-

tu iSsiaiskinama, kad tai yra 1.5,
paklausus kur Zymeti  pazymi
ja kaip 5.1)

* Trupmeny siejimas su visumos-dalies modelio savybémis (Zitiréti
lentele 3.5).
Matome, kad Saule kalbédama apie trupmenas naudojasi tam
tikru geometriniu atitikmeniu.

¢ Trupmenu Zymeéjimas skaiciu tieséje ten, kur turéty biti Zymimas
ju vardiklis, pavyzdziui  kaip 2. Arba trupmenos siejimas su
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3.5 lentelé: apklausos iStrauka (3)

Tyréjas

Saule

Kaip manai, kiek yra skirtingu
trupmenu

Galvojau gal 40, bet neiseis pa-
dalinti apskritimo i 40 daliy, bet
turéty baiti galima padalinti i 35
dalis, todél manau, kad 35.

skaitiklio ir vardiklio reikSmémis, pavyzdZiui % zymima kaip du

taskai: 2 ir 5 (zitréti 3.6 lenteléje).

3.6 lentelé: apklausos iStrauka (4)

Tyréjas Benas

Pasitilé trupmena. %

Ar galétum pazymeti ja skai¢iu (aut. past.: pazymi prie skaiciaus
tieséje? 1.5)

Pasitlé kita trupmena. %

Ar galétum pazymeti ja skaiciu
tieséje?

Ar galétume rasti daugiau
trupmeny tarp Siu dvieju?

(aut. past.: paZymi prie skai¢iaus
2.1)
Taip, bet ne daug.

Pateikéme sintetinius modelius, kuriuos pavyko atskleisti apklausos

metu. Mokomasis turinys turéty baiti kuriamas stengiantis neformuoti

$iy modeliuy.

Diskusija

13 mokiniy klasiu buvo pateiktas P uzdavinys. Noréjome istirti kuriame

trupmenuy supratimo etape yra mokiniai ir kokius sintetinius modelius

jie turi. Sis procesas galéty biti panaudojamas mokiniu formuojamajam

vertinimui, kai norime ne tik Zinoti mokinio supratima, bet ir nukreipti jo

mokymasi reikiama linkme tam, kad pasiektu norima supratimo etapa.

Trupmenuy supratimas buvo tiriamas bendrai visai klasei, kaip grupei,
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ne individualiai, tai buvo daroma siekiant klaséje iSvystyti matematine

diskusija.
P uzdavinys apie skysti stiklinéje atskleidé Siuos sintetinius modelius:

* Mokiniai supranta trupmenas su skirtingais vardikliais kaip atski-
ras aibes.

* Mokiniai sieja trupmenas su deSimtainiais skaiciais.

* Mokiniai sieja trupmenas su dalies-visumos modelio savybémis.

* Mokiniai Zymi trupmena skaiciu tieséje ten, kur turéty bati Zy-
mimas ju vardiklis, arba kaip du taskus: skaitiklio reikSme ir
vardiklio reikSme.

* Mokiniai nepastebi, kad trupmenos 2, 2, 3 yra nemaZzesnés nei 1.

Mokiniai spresdami P uzdavinj patys atrado $ias taisykles:
1. Kuo didesnis vardiklis, tuo maZesné trupmena.
2. Trupmena 3 yra lygi 1 ir jos yra lygios 1.

3. Trupmena § negali biti paZyméta ant stiklines.

Tyrimas parodé, kad P uzdavinys gali biiti naudojama kaip priemoneé
ivertinti mokinio trupmenu supratimo etapa. Reikalingi tyrimai ateityje,
kad galétume jvertinti ar tai geresné priemoné nei jprasti tekstiniai uzda-
viniai. P uZzdavinys buvo naudojamas visos klasés diskusijai organizuoti,
taip pat bity galima iSbandyti $io uZzdavinio panaudojima individualiai

bendraujant su mokiniu.

Tyrimy, kurie pristatytu trupmenas kaip matavimus jaunesniems

mokiniams yra nedaug, todél Siuo tyrimu papildome esamus tyrimus.

Remiantis A. Sfard [115] teorija galime pastebeti, kad mokiniai dar
néra pasieke reifikacijos etapo. Kai kurie i$ ju yra pasieke suspaudimo
etapa, kiti jsisavinimo. Mokiniai dar turi pereiti nuo trupmenos kaip
proceso iki trupmenos kaip objekto supratimo. Tolesni tyrimai reikalingi

norint istirti, kaip $is supratimas gali biiti pasiekiamas.
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Remiantis savokinio poky¢io teorija [135], [136] ir Sio tyrimo rezul-
tatais matome, kad mokiniams reikalingas gilesnis savoku supratimas.

Vienas i$ galimu

Vienas galimuy bty §j tiksla pasiekti yra pateikti trupmenas nau-
dojant skaiciu tiese [157]. Siame tyrime tam pateikéme P uzdavinij su
skyscio stiklinéje matavimu. Ilgalaikiai $io pateikimo btido tyrimai

reikalingi, kad galétume jvertinti metodo efektyvuma.

ISvados

Tyrimas pateikia alternatyvu trupmenu mokymo btida, kai trupme-
nos mokomos kaip matavimai. Sis mokymo btidas mokytojui pateikia
mokinio formuojamojo vertinimo informacija. Pastebima, kad $is meto-
das tarp mokiniy i$$aukia matematine diskusija. Rekomenduojame P
uzdavinius naudoti siekiant organizuoti matematine diskusija ir aptikti

mokiniy turimus sintetinius modelius.

Sukiiréme ir apraséme pamokos plana, kai trupmenos pateikiamos
nejprastu bidu, naudojant P uzdavini. Mokytojai, bei tyréjai gali §j

plana naudoti ateities tyrimams.

3.2 Uzdaviniy serija skirta naujai matematinei te-

mai pristatyti
Kainorima pateikti sudétingesne tema, galima naudoti ne viena uzdavinj,
o uzdaviniuy serija, kuri pristatyty ivairius matematinés temos aspektus.

Apzvelgsime pamoku plana apraSyta ir adaptuota pagal Stephan et.
al. [120] atlikta tyrima. Planas remiasi RME teorija ir yra skirtas mokyti
skaiciuoti iki 100. Véliau pateiksime pagal analogiska principa miisu
sukurta pamokos plana skirtq pristatyti trupmenu palyginimo tema.

Skaiciavimai 100 ribose naudojant P uzdavinius
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UZzdavinys 3.2.1. Gyveno karalius, kuriam savo karalystéje kartas nuo
karto reikéjo iSmatuoti jvairius daiktus. Karalius nusprendé matavi-
mams naudoti savo péda. Patarkite karaliui, kaip jis galéty panaudoti
savo péda, kad iSmatuoty ivairiuy daikty ilgj.

Tai yra P uzdavinys, kuriame yra suformuluota situacija, uzduo-
tas klausimas, bet duomenu atsakyti i klausima ir atlikti matematinj

veiksma pateikta néra.

Instrukcijoje pateikiama galima pamokos eiga. Tiksli pamokos eiga
néra Zinoma, nes ji priklauso nuo mokiniy dalyvavimo pamokoje, todél

yra numatoma galima pamokos eiga bei jos variantai.
Galima pamokos eiga:

* Mokiniai tarp jvairiu pasitilymu pasitlo matuoti objektus dedant
pédas nepaliekant tarpuy tarp vienos pédos pirsty ir kitos kulno.

* Mokiniai papraSomi pademonstruoti matavimo btida matuojant
kilimel;.

¢ Pasiskirste poromis mokiniai iSmatuoja kilimélj ir uzraso gautus
rezultatus.

e Gali skirtis ne tik mokiniy matavimo rezultatai, bet ir matavimo

btidai. Pavyzdys pateikiamas 3.9 paveiksle.

g ad:

Vienas

3.9 pav.: Du metodai, kuriais mokiniai gali skaic¢iuoti kilimélio ilgj
pédomis, adaptuota pagal [119]

Mokiniai aptaria ar skiriasi ir kuo skiriasi Sie btidai. Ar kazkuris

btidas yra netinkamas?
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¢ Griztama prie uzduoties tikslo. Kokiu tikslu mes norime matuoti
kilimélj? Kam reikalingas matavimas? Norime iSmatuoti, kiek
pédu telpa i kilimél;.

* Matuojame tam, kad kitam Zmogui galétume perteikti kilimelio
ilgi (¢ia perteikiama matavimo vieneto prasme).

* Mokiniai prieina iSvados, kad negalima iSmatuoti daikto ilgio, jei
péda nesutampa su daikto pabaiga.

Po Sios dalies plétojama tema ir pristatomas naujas uzdavinys skirtas

pademonstruoti, kaip konstruojamas jrankis matavimui.

Uzdavinys 3.2.2. Karalius visa diena praleido matuodamas ir neturéjo
laiko svarbioms savo pareigoms atlikti. Patarkite karaliui, kaip matuoti

daiktus, kad jis neturéty visada pats atlikti matavimu.

Sios veiklos tikslas - sukurti jrankj matavimui. Uzdavinys yra P
uzdavinys, nes jame pateikta situacija ir klausimas (formuluojamas
kaip prasymas patarti), bet néra duotos informacijos skirtos atsakyti i
klausima. Pateikiant atsakyma nereikia pateikti skaitinés reiksmés, tik
strategija.

. Galima pamokos eiga:

¢ Aptariami jvairtis mokiniu pasitilymai: pavyzdziui Zmogui, kuris
matuoja duoti karaliaus batus, kad galéty jais naudotis arba paga-
minti daugiau karaliaus baty, kad jie bitu naudojami matavimui.

* Mokytojas papasakoja, kad vienas i$ karaliaus pataréju pasitlé
nupiesti karaliaus péda ant popieriaus lapo.

* Mokiniai pasiiilo pagaminti dvi tokias pédas, tam, kad bity gali-
ma jas délioti nedarant nereikalingy tarpu.

* Mokytojas sako, kad karalius jsaké nupiesti ant vieno lapo penkias
pedas is eilés be tarpu. Klausiama kaip toki piesinj btity galima
panaudoti.

* Mokiniai pastebi, kad taip matuoti biity greiciau.

* Mokiniai paprasyti mokytojo porose pasigamina savo pédu juos-
teles i$ 5 pédu.
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Sis pamokos planas buvo iSbandytas [119] ir rekomenduojamas kaip
pasiteisines.

Tesdami trupmenuy tema apradysime miisy sukurta pamokos plana
mokant trupmenu ir naudojant P uzdavinius.

Trupmena kaip skaiciy aibés elementas naudojant P uZdavinius

Analogisku principu kaip [119, 120] sukfiréme pamokos skirtos gilin-
ti trupmenu kaip skai¢iu aibés objekto supratima plana. Pateikiame
detaliai apraSyta pamokos eiga.

Pradedant pamoka pateikiamas P uzdavinys 3.2.3

UZdavinys 3.2.3. Karalius Hugas nori iS$matuoti karalyste savo pédomis,
bet tingi vaiks¢ioti. Jis pakvieté du tarnus: Pusiu ir Trise. Pusiaus pédos
ilgis yra lygiai pusé karaliaus pédos ilgio. O Trisés pédos ilgis - lygiai
tre¢dalis Karaliaus pédos ilgio.

¢ Kiek pédu nuZingsniuoti turi Pusius ir kiek Trisé, kad nuZingsniuotu
5 karaliaus pédas?

¢ Pusius nuZingsniavo 5 pédas, o Trisé 8 pédas ir susipyko, kuris
iSmatavo daugiau. Pusius ar Trisé iSmatavo daugiau? Paaiskink
kodel.

Uzdavinio vizualizacija pateikta 3.10, pateikus uzdavinj i$ pradziu
mokiniams ji nerodoma.

Aprasysime galima ir tikimasi pamokos eiga.

UZdavinio sprendimo etapai:

* Diskusija, kurios metu mokiniai sitilo uZdavinio sprendimus, pa-
aiskinimus. Kiekvienas pasitilymas aptariamas. Jei argumentai
néra teisingi aptariama kodél (pavyzdZiui tai, kad Trisé iSmatavo
didesnj atstuma, nes nuéjo 8 pédas, o Pusius tik 5 néra teisingas
argumentas, nes Trisés péda trumpesné).
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Pusius _ ;] eg: ofjag: o] ag: o8] «g: o8| |
Trise ees: o] o8 ot o omi | om: ofowem: I

1KP 2KP 3KP 4KP 5KP

Cia KP zymi karaliaus péda

3.10 pav.: Pusiaus ir Trisés peédu palyginimas uzdavinyje 3.2.3

* Natdraliai iSkyla, arba mokytojas uZduoda klausima, kodél kara-
liaus tarnams tarpusavyje neiSeina nuspresti, kuris daugiau nuéjo?
Gal vertetu pabandyti Trisei nueiti Pusiaus eita kelia ir iSmatuoti
kiek ji nueis. Ar taip pavyktu iSsiaiskinti kas teisus?

Mokiniams iSdalinamas languotas popierius ir praSoma nupiesti
péda, bei ant jos pazyméti § ir % pédos. Mokiniai turéty pastebéti,
kiek langeliu turi sudaryti didZiaja péda, kad pavyktu nesunkiai
pazyméti reikiamas pédos dalis.

Vaikams duodamos baltos juosteleés ir karaliaus pédos trafaretai.
PraSoma pazymeti  ir % ir daugiau trupmenu.

Mokiniams apsvarscius jivairius paaiSkinimus pratesiama situacija,
kai ateina tretias tarnas Sese, kurios pedos ilgis yra Sestadalis

karaliaus pédos ilgio. SprendZiamas papildomas uzdavinys 3.2.4

Uzdavinys 3.2.4. Kiek Sesés pedu tilps i Pusiaus peda? Kiek i
Trisés peéda? Ir kiek i Hugo péda?

Kiekvieno mokinio atsakymus i§sprendus §j uzdavinj verta uzfik-
suoti, kad matytume, ar jis geba atsakyti i i klausima.

Ant pédos kur mokinys pazymeéjo 3,  pédos pazymima ir § pédos.
Vienoje linijoje skirtingomis spalvomis pieSiamas kelias su 5 Pu-
siaus pédomis ir 8 Trisés pedomis (Zitireti 3.10 paveiksleli). Nu-
piediamos ir Segeés einancios tuo keliu pedos. Ar mokiniai gali

dabar iSspresti uzdavinj, kai i situacija jtraukiama Sege?

Uzdavinys 3.2.5. Kiek Sesés pédu atitinka Pusiaus ir Trisés nuei-
tus atstumus?
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Sio uzdavinio atsakymus taip pat verta uzfiksuoti, norint jvertinti,
dél kokiuy priezas¢iu mokinys gali klysti.

* Padaroma iSvada apie uzdavinio atsakyma. Aptariama, kodél
Seses atejimas padéjo atsakyti j klausima.

¢ Peréjimas prie skaiciy tiesés. Pereinama prie skaiciu tiesés ir
atstumas nupiestas pédomis Zymimas kaip trupmenos skaic¢iu
ties¢je (zitiréti paveikslelj 3.11). Galima Zyméjimams pasiltelkti pa-
gaminta pédos maketa. Labai svarbu mokiniams padéti suprasti,
kad kai kurios trupmenos, pavyzdZiui § ir 2 Zymimos toje pacioje

vietoje. Tai pabréZiama ir aptariama.
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3.11 pav.: Trupmenu Zymeéjimas skaiciu tieséje pagal uzdavinij 3.2.3

Pamokos plano iSbandymas

Sio tyrimo tikslas buvo iSbandyti P uzdavinj, skirta gilesniam trupmenu
supratimui ir patikrinti jo kartu su pamokos planu naudojimo galimy-
bes. Pamokos planas buvo iSbandytas su dviem skirtingomis mokiniu

grupémis.

Pirmoji pamoka buvo organizuota su specialiuosius poreikius turin¢iu
mokiniy grupe, i$ viso dalyvavo 7 mokiniai: penki treciokai ir 2 ket-
virtokai. Pateikiame pirmosios mokiniu grupés standartinio mokinio
portreta (zitiréti paveikslélj 3.12). Tyrime dalyvave mokiniai dar tvirtai
nemoka trupmeny, todél kai gauna sudétingesne uzduoti (pavyzdZiui:
ant vienos pédos nupiesti kita péda) pasimeta. Dél to uzdavinio for-
muluote jiems buvo sudétinga. Mokiniai dar sunkiai supranta pati
trupmenos Zyméjima, tad sukonstruotos pamokos tikslas, patikslinti

ir pagilinti trupmenuy Zinojima jiems buvo kiek per ambicingas. Sioje
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grupéje dalis mokiniu gebéjo atsakyti, kad 5 karaliaus pédos bus 10
Pusés péduy, bet kiek tai bus Trisiaus pédu jau nebeatsaké. Prie$ pa-
moka atlikus testa (zitiréti priedq b) pastebima, kad mokiniai lygina
trupmenas pagal natiiraliuju skai¢iy taisykles, pavyzdziui: 1 < ¢.

o Esu 3 klasés mokiné.

e Prie§ savaite iSmokau
trupmenas.

o Turiu specialiyju poreikiuy.

« Man sunku susikaupti.

* Mégstu spalvinti ir
fantazuoti.

3.12 pav.: Pirmos grupés standartinio mokinio portretas, paveikslélis
sukurtas naudojant dirbtinj intelekta

Mokiniams, kurie dar néra gerai isisavine trupmenu (pagal A. Sfard
[115] pirmasis supratimo etapas) pamokos eiga reikéty keisti. Pavyz-
dziui duoti i$ karto pagamintas pédas.

Patebéjimai po pirmos pamokos:

* Sitlyti piesti pédas skirtingomis spalvomis, taip mokiniams ais-
kiau ir paprasciau.

e Skirti daugiau laiko, vienos pamokos viskam atlikti neuztenka.

¢ Pamoka skirti mokiniams, kurie jau isisavine trupmenas, kad

galéty mokytis jas palyginti.

Antroji mokiniy grupé su kuria uzdavinys buvo isbandytas yra mo-
kiniai, kurie jau mokési trupmenas, Zino ju Zyméjimus, bet neturi gilaus
supratimo (paveikslélyje 3.13 pateiktas mokinio portretas). Atlikome
atvejo tyrima (angl.: case study) su dviem mokiniais ketvirtoke ir penk-
toku, kuriy tévai nurodé, kad mokiniams sunkiai sekasi trupmenos.
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1. Parasyk trupmenag, kuri rodo geltona spalva nuspalvinta figtros dalj.

a)

2. Kuri schema a) ar b) atitinka didesne trupmena? Kodel?

3.14 pav.: Testo atlikto pries pamoka iStrauka

e Esu 5klasés mokinys.

« Jau mokiausi ir paprastasias
ir desimtaines trupmenas.

+ Man nelabai sekasi
matematika.

o Sunkiai reiskiu mintis.

¢ Esu karybingas ir noriu
laiméti.

3.13 pav.: Antrosios grupés standartinio mokinio portretas, paveiksleélis
sukurtas naudojant dirbtinj intelekta

Pirmiausia mokiniai atliko testus (Zitiréti prieda b) ir pakomentavo
savo atsakymus interviu metu. Abu mokiniai teisingai jvardija kokias
trupmenas atitinka schemos, bet abu neteisingai atsako, kuri i§ schemu
atitinka didesne trupmena (zitiréti testo iStrauka 3.14 paveiksle).

Atskirai atsakydami j klausimus, abu mokiniai savo atsakymus pa-

aiskina taip: 2 yra daugiau nei 2, nes 5 yra daugiau uz 4.

Taip pat mokiniai iSreiskia tokias neteisingas taisykles:
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* Jei skaitikliai vienodi, reikia Zitreéti i vardiklius, 5 daugiau uz 4,
todel 3 > 37,
¢ Skaic¢iuojame taip: 5 -3 =2,04 -3 =1,2 > 1, todel % > %.

Jau pamokos pradZioje matome, kad mokiniai turi tam tikru neteisingu
isitikinimy. Turime iSsiaiSkinti, kokios ju Zinios yra klaidingos, bei rasti
btidus tai iStaisyti. Pamokos metu buvo pastebéta, kad mokiniai tei-
singai atlieka uzduotis, kurios sitilomos vadovélyje: teisingai schemai
priskiria trupmena ir atvirksciai. Bet tam tikros klaidingos Zinios jiems

trukdo tinkamai atlikti kitas uzduotis.
Mokiniai daro $ias klaidas:

* painioja skaitiklj ir vardiklj;

* lygina trupmenas pagal vardiklio reiksme;

¢ schemoje laiko didesne ta trupmena, kuri padalinta i daugiau
daliy (vardiklis didesnis).

Po pamokos refleksijos nuspresta, kad svarbu isskirti siuos dalykus:

e Tiksliai jvardyti ka norima iSmokyti (pavyzdZiui iStaisyti tam tik-
ras klaidingas mokiniu turimas Zinias).

* Pabrézti kaip matuojamas trupmenos didumas: ant skaiciu tiesés
didesné ta trupmena, kuri yra deSiniau; arba didesné ta trupmena,
kurios vieta skaiciy tieséje sujungus su nuliu gauname ilgesne
atkarpa.

* Susieti skirtingas iSraiSkas: schema ir skaiciu tiese.

Sitilomas uzdavinys padeda trupmenas susieti su skaiciu tiese, tai
mokiniams pavyko atlikti, bet to nepakanka, trupmenos didumo su-
pratimui suformuoti, testas po pamokos rodo, kad ju supratimas apie
trupmenos dydi nepasikeite.

Ateityje btitu naudinga paruosti nuoseklu keliu pamoku plana trupmenu
mokymui ir ji iSbandyti empiriskai. Tekstiniuy uzdaviniy panaudojimas
matematinés temos pristatymui ir jos Ziniy gilinimui néra iSnagrinétas

ir tikslingai naudojamas Lietuvoje.
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Siame skyriuje pateikti pavyzdZiai demonstruoja P uZdaviniu pri-
taikyma naujoms matematinéms temoms pristatyti, arba pagilinti jau
turimas matematines Zinias. UZdaviniai 3.1.5,3.2.3,3.0.1, 3.2.1, 3.2.3 yra
pavyzdziai uzdaviniy, kurie inicijuoja diskusijas ir tam tikra pamokos
eiga, kuri padeda gilintis i matematines temas.
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ISvados

Darbe istirti trys skirtingi tekstiniu uzdaviniuy tikslai, kiekvienam is siy
tikslu priskiriami skirtingu tipu tekstiniai uZdaviniai. Pirmoje dalyje
nagrinéjamas tikslas susieti supaprastinta realaus pasaulio situacija su
matematinémis savokomis, Siam tikslui naudojami standartiniai teksti-
niai uzdaviniai. Atlikto vadovéliu empirinio tyrimo rezultatai atsklei-
dzia tam tikry tekstiniy uZdaviniy tritkuma Lietuvos vadovéliuose. Taip
pat tyrimo metu aprasytas ir pritaikytas statistinis metodas leidZiantis
atlikti tyrimus su daugiau $aliy ir daugiau vadovéliy kiekvienoje Salyje.
Antrojoje dalyje nagrinéjamas mokiniu jprocio sklandZiai isreiksti mate-
matines mintis formavimas, matematinio komunikavimo kompetencija;
Sia tema atlikti trys empiriniai tyrimai (bandymas su dar neskaitanciu
vaiku, tyrimas su Lietuvos ir Cekijos penktos klasés mokiniais ir tyri-
mas su pirmo kurso studentais) naudojant nestandartinius tekstinius
uzdavinius ir pristatyti tyrimuy rezultatai. Tre¢iojoje dalyje nagrinéjamas
P uZdaviniy panaudojimas mokant ir pristatant naujas matematines

temas ir pristatyti du empiriniai tyrimai.
Darbe atskleidZiamos $ios svarbios iSvados:

¢ Pradiniuy klasiu vadovéliuose aritmetiniy tekstiniy uZzdaviniy jvairove
néra didelé, populiariausi uzdaviniai yra lengvi ir vidutinias uzdaviniu
tipai, dalies uzdaviniu tipu vadovélyje visai néra.

¢ Lietuvos vadovélyje buvo nustatytas mazesnis matematiniy veiklu
skaicius, palyginti su Singapfiro ir Ispanijos vadovéliais.

* Lietuvoje, Ispanijoje ir Singapiire iSryskéja panasus ATU tipu
dazniy pasiskirstymas vadovéliuose. Lietuvoje triju rasiu ATU,
sudaro 68,40% visu adityviu ATU. Panasiai Singapiiro ir Ispanijos
vadoveéliuose Sie tipai sudaro atitinkamai 64,6% ir 69,3% adityviu
ATU.

* Lietuvos vadoveélyje 81,69% visy multiplikatyviu ATU sudaro pa-
prasti santykio ATU. Tuo tarpu Singapiire ir Ispanijoje 75,8% ir
86,8% atitinkamai.

¢ Vadoveéliy tyrimo rezultatai patvirtina hipoteze, kuria pateiké Vi-
cente ir kt. [152], apie organizaciniu iliustraciju nauda.
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Noredami turimo vadovélio proporcijas lyginti su tam tikru py,
turime nuspresti, kokio pg siekiame. Tai galime atlikti skirtingais
biidais: imdami kaip siekiamybe Saliu su auksc¢iausiais mokiniy
rezultatais vadoveélius, apklausdami ekspertus ir gaudami tam
tikra po.

Atvejo analizé rodo, kad net neskaitantis vaikas geba teisingai
pagristi tekstinio uZdavinio sprendima, naudodamas jam Zinoma,
nematematine kalba.

Tekstini uzdavinj skirtingais formatais galima pateikti skirtin-
go amZiaus mokiniams ir i ju tikétis skirtingu, bet ju amziui
priimtiny ir teisinguy sprendimo formu.

Neskaitanc¢iam mokiniui pateiktas iliustruotas tekstinis uzdavinys
gali atitikti Siuos samprotavimo Zingsnius: surasti désninguma,
iSkelti hipoteze ir ja pagristi, argumentuoti.

Tekstiniai uzdaviniai ,.koks skai¢ius kur tinka“ kelia poreiki ar-
gumentavimui. Lietuvos ir Cekijos moksleiviai atsizvelgeé i visus
tris aspektus: matematinj, kalbinj ir konteksto, tai parodo, kad
uzdavinio tipas skatina vertinti uZdavinio situacija ir i ja isigilinti.
SprendZiant uzdavinj, kuriame reikéjo pateikti dedukcinj argu-
mentavima grupiu darbuose skyrési monologu skai¢ius, rémimosi
pavyzdZiais atvejai, bei pati diskusijos eiga, bet visuose darbuose
galima iSskirti matematine diskusija, kuri remiasi logikos elemen-
tais.

Pastebéjome, kad grupiu diskusijose, mokiniu grupés, kurios leng-
viau rado uzdavinio su dedukciniu argumentavimu sprendima
désto mintis nuosekliau ir aiSkiau, pilnais sakiniais ir prieSingai:
matematinés minties nenuoseklumas susijes su kalbos skurdumu.
Alternatyvus trupmenuy mokymo biidas, kai trupmenos moko-
mos kaip matavimai pateikia mokinio formuojamojo vertinimo
informacija.

Nestandartiniy tekstiniy uZzdaviniu naudojimas pamokose tarp

mokiniy i$8aukia matematine diskusija.
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Rekomendacijos

* Rekomenduojama ateityje atlikti tyrimus ne su visais vadovéliais,
o su ju puslapiu imtimis, kad bty galimybé apzvelgti daugiau
Saliy vadovéliy ir jvairius vadovélius kiekvienoje Salyje.

* Rekomenduojame vadovélyje jtraukti jvairiy tipu tiek adityviuy,
tiek multiplikatyviu ATU. Atsizvelgiant i tai, kad pradzioje moki-
niai Zino tik sudétj ir gali spresti tik uZdavinius, reikalaujancias
sudéties operacijos, véliau jie iSmoksta atimtj tik po daugyba ir
dalyba, pateikiame hipotetini uzduociu tipu kiekj vadovélyje.

¢ Siekiant ugdyti matematinés diskusijos gebéjimus rekomenduo-
jama naudoti iliustruotus tekstinius uzdavinius neskaitantiems
vaikams, nestandartinius tekstinius uZzdavinius ir uZdavinius, ku-
rie reikalauja matematinio samprotavimo.

¢ P uzdaviniai (ar ju rinkiniai) rekomenduojami naudoti kaip prie-
moneé naujai matematinei temai pristatyti.

* Ateityje rekomenduojama atlikti empirinj tyrima, kuriame atsitikti-
nai parinktiems dar neskaitantiems vaikams pateikiami iliustruoti
tekstiniai uzdaviniai. Taip pat stebéti, ar tokio pat amZiaus vaikai,
kurie jau geba skaityti taip pat gerai sprendzia tokio tipo uzdavi-
nius, ar ju sprendimo galimybés iSmokus skaityti padidéja.

* Rekomenduojame ikimokyklinio amZiaus vaikams, kurie dar ne-
geba skaityti formuluoti uzdavinius paveiksléliais, bei formuluoti
uzdaviniy klausimus, kurie skatinty matematinj samprotavima.

e Lietuviy kalba turi savo taisykles ir Zodyna, todél $ia tema vertétu
iSnagrineti placiau ieSkant tiek sunkumu su kuriais gali susidurti
mokiniai spresdami tekstinius uzdavinius, tiek kalbos iSnaudojimo
galimybiu.

¢ _Koks skaicius kur tinka“ tipo uzdaviniai rekomenduojami kaip
viena i$ priemoniy lavinti matematini mastyma, matematine kalba,
samprotavima, bei jsigilinti i uZdavinio realia situacija.

* Jrodymo tekstinius uzdavinius rekomenduojama pateikti moki-
niams jau pradinése klasése ir véliau kiekvienais metais jas pritai-
kyti pagal amziy, gebéjimus ir Zinias.

* Rekomenduojama mokiniams pritaikyti modifikuotus tekstinius
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uzdavinius su dedukciniu argumentavimu, pries tai jiems sutei-
kiant reikiamas zinias.

* Rekomenduojama P uZdavinius naudoti siekiant organizuoti ma-
tematine diskusija ir aptikti mokiniy turimus sintetinius modelius.
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Priedai

a Klausimynas, kurj atliko 1 kurso studentai daly-

vave empiriniame tyrime

Jus baigéte ...................... §0 0B <1c] ¢ 0 SN mokykla.
Jasu grupeés eksperimente numeris:
1. Ar pavyko i8vesti uZduoties situacijos simboline reprezentacija (2
dalis)? ’ Taip: ..... ‘ Ne: ..... ‘ Negaliu atsakyti: .... ‘
2. Ar pavyko irodyti uzduoties situacijos simboline reprezentacija nau-
dojant dedukcija (3 dalis)?’ Taip: ..... ‘ Ne: ..... ‘ Negaliu atsakyti: .... ‘
3. Ar uzduoties situacijos reprezentacijos irodymas padeda geriau su-

prasti sprendima?’ Taip: ..... ‘ Ne: ..... ‘ Negaliu atsakyti: ... ‘

4. Kuri uzduoties dalis jums atrodo sunkesné, 2 ar 3 dalis?

Pasirinkite atsakyma:

2-a sunkesné | .....

3-a sunkesné | .....

abi sunkios | .....

abi lengvos | .....

negaliu atsakyti | .....
5. Ar pritariate irodymo naudojant dedukcija mokymuisi mokykloje,

pries tai tinkamai pasirengus?’ Taip: ..... ‘ Ne: ..... ‘ Negaliu atsakyti: .... ‘

Zyméjimo pavyzdys: ’ Taip: X ‘ Ne: ..... ‘ Negaliu atsakyti: .... ‘
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Priedai

b Mokiniy, kuriems buvo pristatytos trupmenos

atliktas testas prieS pamoka

VARDAS: PAVARDE:
KLASE:

Atsakyk i klausimus:

¢ Parasyk trupmena, kuri rodo geltona spalva nuspalvinta figtiros
dalj.

a)

Kuri schema a) ar b) atitinka didesne trupmena? Kodél?

Palygink (jrasyk > < arba =):

5 8
2
- 2
)
1
57 O



Paaiskink kodeél:
1 1
58
Paaiskink kodeél:
3 2
55
Paaiskink kodél:

Kurio skritulio nuspalvinta dalis yra 2?
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Priedai

¢ Mokiniy, kuriems buvo pristatytos trupmenos at-

liktas testas po pamokos

VARDAS: PAVARDE:
KLASE:

Atsakyk i klausimus:

1. Parasyk trupmena kuri rodo geltona spalva nuspalvinta figtiros dalj.

2. Kuri schema a) ar b) atitinka didesne trupmena? Kodel?

3. Palygink (irasyk > < arba =):

3 7
3
— 2
4
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1 2

6~ 6
Paaiskink kodeél:

1 1

6
Paaiskink kodeél:

3 4

57
Paaiskink kodél:
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Introduction

This work examines the objectives and applications of using word prob-
lems in mathematics education. The following goals for the use of word

problems in mathematics teaching are identified [149]:

1. To learn how to solve real-life situations by using mathematical mod-
eling and applying the knowledge learned in school.

2. To motivate students to learn mathematics.

3. To develop students’ creativity and problem-solving skills.

4. To assist in learning new mathematical topics and acquiring the ne-

cessary skills for them.

This work aims to expand the possibilities of using word problems
in mathematics education. The study connects different types of word
problems with the desired teaching objectives and demonstrates the po-

tential applications of various word problems in mathematics teaching.

S.1 [Empirical research: primary grades textbooks

analysis

Students encounter quantitative reasoning in primary school. The key
feature of quantitative reasoning is that numbers and numerical relation-

ships are secondary and are not included in the primary analysis of the
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situation; the relationships between quantities are the most important
[130]. Quantitative reasoning is essential for solving word problems
when using strategies other than directly applying operations based on
keywords. There are two types of quantitative reasoning: additive and
multiplicative [93].

This study addresses the following research questions:

RQ1: What is the distribution of ATUs in Lithuanian textbooks? How
does it differ from those in Spain and Singapore?

RQ2: Can a randomly generated sample of textbook pages be used to
analyze the entire textbook?

RQ3: Do the proportions of ATU types in Lithuanian textbooks differ

from those in Spain and Singapore?

The mathematics textbook set "Taip" for grades 1-—4 (a total of 12
books) was selected for the empirical study.

Statistical Population

If A(s) is the number of activities in the textbook s, then the population

is:

yl(s)ayQ(S)v R yA(S)(8)7

where i corresponds to the i-th activity in the textbook s, and y; €
B ={0,1}.

Similarly, if N(s) is the number of ATUs in the textbook, we have the
population:
.271(8), ZL‘Q(S), < TN (s) (8)

where i corresponds to the i-th ATU in the textbook s, and z; € D =
{1,2,...,34}.
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Proportions are calculated based on task types, for example:

N(s)
PATU(a)(8) = N:Es) Z Tatu@ (i) (s), (5.1)
=1

where p 47174 (5) is the proportion of additive ATUs in the textbook
sand ATU (a) = {x;(s) : xi(s) < 20}.

The hypothesis is tested to check if the proportion equals a desired

value p.

Classification of Arithmetic Word Problems

All arithmetic problem activities and other mathematical activities in
the textbook were identified, categorized, and assigned to specific types

and categories.

A total of 2,626 mathematical activities were found, of which 879
(33.47%) were ATU activities. There were 1,966 arithmetic word prob-
lems (ATUs), 53% of which were additive, and 47% multiplicative.

Three out of the 20 types of additive ATUs account for 68.40% of all
additive ATUs. These types are considered low- to- medium -complexity
ATUs [93, 152]. Three out of the 14 types of multiplicative ATUs make

up 81.69% of simple ratio problems: RatioP, Ratio-asis, and Ratio-iklis.

Statistical Model

To determine whether the proportion of a certain type of ATU in a
textbook matches the expected proportion, we can analyze a sample of

the textbook instead of the entire textbook.

In the case of Lithuania, a random sample of 50 pages was examined.
We tested the hypothesis:
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Hj : The distribution of the random sample from s matches the empir-
ical distribution of the entire s according to ATU types.
Hj : The distribution of the random sample does not match the empir-

ical distribution of the entire s according to ATU types.

We found that the sample matches the textbook regarding the
distribution of other mathematical activities and ATUs, the distri-
bution of additive and multiplicative ATUs, and the distribution
based on mathematical operations.

Results

¢ The study does not refute the hypothesis proposed by Vicente
et al. [152] regarding the benefits of organizational illustrations.
* The study was conducted by using a sample of the textbook
rather than the entire textbook.

¢ The textbook authors consider mathematical operations but not
the types. Some ATU types are not present in the textbooks at all.

S.2 Mathematical Communication Competence

The second section of the work reviews non-standard word prob-
lems that develop mathematical reasoning and enhance mathem-
atical communication.

These concepts include creativity (hypothesis generation), problem-

solving skills (pattern recognition), argumentation, and deductive
reasoning (supporting/rejecting a hypothesis) [124].

S.2.1 Word Problems for Non-Reading Children. Experiment.

It is widely believed that only older students are capable of math-
ematical reasoning [6]. This experiment aims to show that even
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a 4-year-old non-reading child can reason about a mathematical
concept that has never been introduced to them. A case study was
conducted with a 4-year-old child. The problem used in the study
[110] with 3rd-grade students was illustrated and adapted for a
4-year-old non-reading child.

Results

* The child solved the problem and explained the solution.

* Without knowing fractions or being able to express thoughts by
using the appropriate terminology, the child understood that the
bear would receive one part out of four parts (when two cupcakes
were halved).

* The child was unable to formulate the idea that the result was
less than two whole units but expressed the idea that the objects
(even though incomplete) were two.

e Without the teacher’s guidance, the child independently used
the term "part".

S.2.2 What Numbers Makes Sense Problems. Empirical Study

What Numbers Makes Sensce (WNMS) problems are non-standard
word problems that include instructions, numerical values, and
a textual description of a situation with blanks to be filled with
numerical values. In these problems, the linguistic, mathematical,
and contextual aspects are important. What Numbers Make Sensce
type problems have the potential to develop problem-solving
skills, mathematical reasoning, and argumentation skills.

The following research objectives were identified:

TK1: What argumentation techniques do students use when solv-
ing WNMS-type word problems together as a class?
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TK2: Do the arguments used by students in the Czech Republic
and Lithuania differ?

Both Lithuanian and Czech languages have unique rules re-
garding how numbers are combined with nouns.

In the Czech language, the number groups are as follows:

¢ The number 1.
e Numbers 2, 3, 4.
¢ All numbers greater than 4.

In the Lithuanian language, the groups are as follows:

e Numbers that end with the word "one": 1, 21, 31, 41...

e Numbers that end with zero and all numbers from 11 to 19:
10-20, 30, 40, 50, ...

e Numbers that end with digits 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, except for
numbers from 12 to 19: 2-9, 22-29, 32-39...

The languages were compared, and numbers were chosen from
these groups so that students would solve analogous situations
from a linguistic aspect. Two WNMS problems were used in the
study. The first problem was designed to introduce the problem
type. The second problem included a linguistic aspect. Two ex-
periments were conducted in the Czech Republic and Lithuania.
A total of 28 Czech and 20 Lithuanian 5th-grade students parti-
cipated. The sStudents were given time to solve the problems
individually, and then the problems were solved with the entire
class.

The results were collected and summarized. The linguistic as-
pect plays a significant role in WNMS problems, influencing how
they are formulated in both the Lithuanian and the Czech lan-
guages. Students from both countries considered all three aspects:
mathematical, linguistic, and contextual, which indicatesing that
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this type of problem encourages students to evaluate and engage
with the problem’s situation. Students from both countries fre-
quently used the reordering method and the guess-and-check
strategy. Further research with larger sample sizes and more di-
verse WNMS problems would reveal the benefits and importance
of these problems.

S.2.3 Using Deductive Arguments in Teaching Mathematical
Communication. Empirical Study

Teaching mathematical proofs is considered unsuccessful in many
countries [6]. Students often lack understanding of how and why
to argue and prove statements. Inconsistency and unfounded con-
clusions are common in both everyday discussions and students’
mathematical reasoning. In this empirical study, first-year under-
graduate students were given a modified word problem, one part
of which asked them to construct a deductive argument, describ-
ing the solution using statements and rules of propositional logic.
A total of 26 first-year data science students participated in the
study. The students were familiar with propositional logic and its
rules (Modus Ponens, Modus Tollens, etc.). Seven groups of 3-4
students were formed, and each group’s discussion was recorded
in the audio format.

Seven audio recordings of 40--90 minutes each were analyzed,
along with the students’” solutions and questionnaire responses. A
coding system was created, assigning codes to phrases or longer
segments of the discussion. The students’ conversations were
analyzed both in terms of content and as a dialogue.

In terms of content, the discussion codes can be divided into
the following categories:

* Introductory discussions;
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* Formulating the symbolic representation of the situation and
solving the problem;

¢ Formulating assumptions;

* Drawing conclusions based on assumptions.

Codes were assigned by using the expression zyz, where:

z €{0,1,2,3} — one of the categories;

y € {M, L, G} — three domains: measurements, logic, general
knowledge;

z — the specific action, topic, or area being discussed.

Participants in the survey answered the following questions:

e Were you able to derive a symbolic representation of the situ-
ation in the task?

* Were you able to prove the symbolic representation of the situ-
ation by using deduction?

* Does the proof help to better understand the solution?

* Which part of the task seemed more difficult, part 2 or part 3?
* Do you agree with the use of proof in schools if students are

properly prepared?

Conclusions

The group work varied in the number of monologues, examples
used, and the course of the discussion, but in all cases, a math-
ematical discussion based on elements of logic could be distin-
guished. Groups that found the solution more easily expressed
their thoughts more clearly and coherently, in complete sentences.
Word problems can be an effective tool for teaching mathematical
discussion, but attention should be paid to their adaptation and
preparation according to students” abilities and knowledge.
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S.3 Motivating Students to Learn New Mathemat-
ical Topics

The study is based on the theory of Realistic Mathematics Educa-
tion (RME) [138]. This theory involves the use of situations that
students can imagine in mathematics teaching. These situations
are used as tools for understanding mathematical concepts and
as contexts in which students can later apply their mathematical
knowledge [138].

The following research questions were raised:

TK1: Can the P problem (problem-solving task) be used as a tool
to reveal students” understanding of fractions?

TK2: What misconceptions (synthetic models) do students have
about fractions?

A total of 298 third-grade students (aged 8-9) from 14 different
schools in Lithuania participated in the study. The study ana-
lyzed recordings of remote lessons, students” problem-solving
processes, questionnaires, and interview responses. Zoom and
Teams platforms were used, and the study took place during the
COVID-19 pandemic. Two experimental cycles were conducted.

Results

Students independently arrived at the following correct ideas:

* The larger the denominator, the smaller the fraction.
e The fraction 3 is equal to 1 and both are equal to 1.
1

* The fraction § cannot be marked on a glass.

The synthetic models observed among the students included:

¢ Understanding fractions with different denominators as separ-
ate sets.
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* Associating fractions with decimal numbers.
* Linking fractions with the properties of the part-whole model.
* Marking a fraction on the number line where its denominator

should be, or as two points: the numerator and the denominator.

2 2 3

* Failing to notice that fractions 3, 7, 5 are not less than 1.

Based on the RME theory, a sequence of tasks was designed
and tested to introduce the mathematical topic. The sequence of
tasks was tested with two groups of students. Pre- and post-lesson
tests were administered to the students.

During the tests, the following student mistakes were observed:

* Confusing the numerator and the denominator;

¢ Comparing fractions based on the denominator value;

* Considering the fraction with more parts (larger denominator)
to be larger in a diagram.

The proposed task helps link fractions to the number line, but
it is not enough to form a complete understanding of the mag-
nitude of a fraction. The post-lesson test showed that students’
understanding of fraction size had not changed.

Conclusions

* This study identified three different goals for using word prob-
lems, with different types of word problems assigned to each of
these goals.

* The variety of arithmetic word problems in primary school
textbooks is not extensive. Simple and medium-difficulty word
problems are the most common, and some problem types are
absent from textbooks.

* The number of mathematical activities in Lithuanian primary
school textbooks is lower compared to textbooks from Singapore
and Spain.
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¢ Similar trends emerge in Lithuania, Singapore, and Spain re-
garding which types of ATUs are more common and which are
absent from textbooks. In Lithuania, three types of ATUs account
for 68.40% of all additive ATUs. Similarly, in Singapore and Spain,
these types make up 64.6% and 69.3% of additive ATUs, respect-
ively.

* In the collection of Lithuanian primary school textbooks, 81.69%
of all multiplicative ATUs consist of simple ratio ATUs. In con-
trast, in Singapore and Spain, the figures are 75.8% and 86.8%,
respectively.

* The results of the textbook study support the hypothesis pro-
posed by Vicente et al. [152] regarding the benefits of organiza-
tional illustrations.

¢ To compare the proportions in a given textbook with a desired
po, we must decide on the target p,. This can be done in various
ways, such as using textbooks from countries with the highest
student performance, consulting experts, and determining a target
Do-

* The case study shows that even a non-reading child can cor-
rectly justify solving a word problem by using familiar, non-
mathematical language.

* A word problem can be presented in different formats to stu-
dents of different ages, with appropriate and correct solutions
expected based on their age.

* An illustrated word problem presented to a non-reading stu-
dent can involve these reasoning steps: identifying a pattern,
forming a hypothesis, and justifying or arguing the solution.

* What Numbers Makes Sensce type problems encourage argument-
ation. Students in Lithuania and the Czechia Republic considered
all three aspects: mathematical, linguistic, and contextual. This
shows that this type of problem encourages engagement with the
situation and a deep understanding of the problem.

* In solving a problem requiring deductive reasoning, group
work varied in terms of the number of monologues, the use of
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examples, and the course of the discussion, but a mathematical
discussion based on logic could be identified in all cases.

* Groups that found the solution more easily expressed their
thoughts more clearly and coherently, in complete sentences. Con-
versely, a lack of logical consistency in mathematical thinking is
related to poor language skills.

* An alternative method of teaching fractions, in which fractions
are taught as measurements, provides formative assessment in-
formation about the student’s learning progress.

¢ Using non-standard word problems in lessons triggers math-
ematical discussion among students.

Recommendations

* It is recommended that future research be conducted on a
sample of textbook pages rather than the entire textbook, allow-
ing for a broader review of textbooks from more countries and
various textbooks within each country.

¢ Itis recommended that textbooks include a variety of additive
and multiplicative ATUs, considering that, initially, students know
only addition and can solve problems requiring addition. Later,
they learn subtraction, followed by multiplication and division.
* To develop students” mathematical discussion skills, it is re-
commended to use illustrated word problems for non-reading
children, non-standard word problems, and problems that require
mathematical reasoning.

* P problems (or sets of problems) are recommended as tools for
introducing a new mathematical topic.

¢ In the future, it is recommended to conduct an empirical study
in which illustrated word problems are presented to randomly
selected non-reading children. It should also be observed whether
children of the same age who can already read solve such prob-
lems equally well or if their problem-solving abilities improve
after learning to read.
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¢ For preschool children who cannot yet read, it is recommended
to formulate problems by using pictures and to frame problem
questions that encourage mathematical reasoning.

¢ The Lithuanian language has its own rules and vocabulary, so
this topic should be explored further to identify the challenges
students may face when solving word problems and the potential
uses of language in problem-solving.

* What Numbers Makes Sensce type problems are recommended as
one of the tools to develop mathematical thinking, mathematical
language, and reasoning, and to gain insight into the real-life
situation of the problem.

* Proof-based word problems should be introduced to students
as early as primary school and adapted each year according to
their age, abilities, and knowledge.

* It is recommended to adapt modified word problems with
deductive reasoning for students, after providing them with the
necessary knowledge.

¢ P problems should be used to facilitate mathematical discus-
sions and to detect students’ synthetic models.
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skyreé savo laika, bei dalinosi iSmintimi ir Ziniomis. Jo déka galéjau
stebeti, kaip vyksta tikras mokslinis darbas, bei su kokiu atsidavi-
mu reikéty ji dirbti.

Deékoju Prof. Alfredui Rackauskui uz jZvalgas, patarimus, jo
déka Siame darbe galima rasti grazius grafikus, bei statistika. Pro-
fesorius dalinosi savo ramiu ir pozityviu paZifiriu tais momentais,
kai to labai reikéjo.

Prof. Bronei Narkevicienei uz svarbias jZvalgas ir patarimus.

Prof. Marijui Radavi¢iui uz idéjas ir pasitilymus ateities tyri-
mams.

Ricardui KudZmai, Remigijui Lapinskui, Vytautui Mieziui, Mo-
nikai Grigalitinienei uz bendras diskusijas ir palaikyma matema-
tikos mokymo seminary metu.

Taip pat esu dékinga visiems, kurie bent karta atidZiai klausé,
kai a$ kalbéjau apie uzdavinius, jisu visu kantrybé atsispindi
Siame darbe!

Seimai ir dukrai uz kantrybe.
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