VILNIAUS UNIVERSITETAS

MINDAUGAS SKUJUS

LAIKO ATZVILGIU PERIODINIO STOKSO UZDAVINIO
SRITYSE SU CILINDRINIAIS ISEJIMAIS
ASIMPTOTINES SALYGOS BEGALYBEJE

Daktaro disertacijos santrauka

Fiziniai mokslai, matematika (01P)

Vilnius, 2014



Disertacija rengta 2009-2013 metais Vilniaus Universitete.

Mokslinis vadovas Prof. habil. dr. Konstantinas Pileckas (Vilniaus universitetas, fiziniai

mokslai, matematika - 01P)

Disertacija ginama Vilniaus universiteto matematikos mokslo krypties taryboje.
Taryba

Pirmininkas

o Prof. habil. dr. Mifodijus Sapagovas (Vilniaus universitetas, fiziniai mokslai, mate-
matika - 01P)

Nariai:

e Prof. habil. dr. Raimondas Ciegis (Vilniaus Gedimino technikos universitetas, fiziniai

mokslai, matematika - 01P)

o Prof. habil. dr. Feliksas Ivanauskas (Vilniaus universitetas, fiziniai mokslai, matema-
tika - 01P)

o Prof. habil. dr. Minvydas Kazys Ragulskis (Kauno technologijos universitetas, fiziniai

mokslai, matematika - 01P)

o Prof. dr. Stasys Rutkauskas (Vilniaus universitetas, fiziniai mokslai, matematika -

01P)
Oponentai:

o Prof. dr. Vytautas Kleiza (Kauno technologijos universitetas, fiziniai mokslai, mate-
matika - 01P)

o Prof. dr. Artuiras Stikonas (Vilniaus universitetas, fiziniai mokslai, matematika - 01P)

Disertacija bus ginama viesame Matematikos mokslo krypties tarybos posédyje 2014 m.
birzelio 17 d. 15 val. VU Matematikos ir informatikos fakulteto prof. Jono Kubliaus
auditorijoje (102 aud.).

Adresas: Naugarduko g. 24, Vilnius, Lietuva.

Disertacijos santrauka iSsiuntinéta 2014 m. geguzés 16 d.

Su disertacija galima susipazinti Vilniaus universiteto bibliotekoje.



VILNIUS UNIVERSITY

MINDAUGAS SKUJUS

ASYMPTOTIC CONDITIONS AT INFINITY FOR THE TIME-PERIODIC
STOKES PROBLEM SET IN DOMAINS WITH CYLINDRICAL OUTLETS
TO INFINITY

Summary of doctoral dissertation

Physical sciences, mathematics (01P)

Vilnius, 2014



The scientific work was carried out in 2009-2013 at Vilnius University.

Scientific supervisor
Prof. Habil. Dr. Konstantinas Pileckas (Vilnius University, Physical sciences, Mathematics
- 01P)

The thesis is defended in the council of Mathematics of Vilnius University.

The council

Chairman

o Prof. Habil. Dr. Mifodijus Sapagovas (Vilnius University, Physical sciences, Mathe-
matics - 01P)

Members:

o Prof. Habil. Dr. Raimondas Ciegis (Vilnius Gediminas Technical University, Physical

sciences, Mathematics - 01P)

o Prof. Habil. Dr. Feliksas Ivanauskas (Vilnius University, Physical sciences, Mathe-
matics - 01P)

o Prof. Habil. Dr. Minvydas Kazys Ragulskis (Kaunas University of Technology, Phy-

sical sciences, Mathematics - 01P)

o Prof. Dr. Stasys Rutkauskas (Vilnius University, Physical sciences, Mathematics -
01P)

Opponents:

o Prof. Dr. Vytautas Kleiza (Kaunas University of Technology, Physical sciences, Mat-
hematics - 01P)

o Prof. Dr. Artiiras Stikonas (Vilnius University, Physical sciences, Mathematics - 01P)

The dissertation will be defended at the public meeting of the council on June 17, 2014 at
3 pm at Vilnius University, Faculty of Mathematics and Informatics, Prof. Jonas Kubilius
lecture room (102).

Address: Naugarduko st. 24, Vilnius, Lithuania.

The summary of the dissertation was distributed on 16 May, 2014.

The dissertation is available at the library of Vilnius University.



Disertacinio darbo aprasymas

Tyrimo objektas

Disertacijoje nagrinéjamas krastinis uzdavinys laiko atzvilgiu periodinei Stokso sistemai

ov—vAv+Vp = f| (x,t) € Q x (0,2m),
-V.-v = 0, (x,t) € 2 x (0,2m), 1)
v = 0, (x,t) € 02 x (0, 2m),

v(z,0) = v(z,2m), x €

srityje Q C R", n = 2, 3, turin¢ioje J cilindrinio tipo igéjimy j begalybe!,

/
>

Y SNV
_— -

1 pav. Skyscio tekéjimo sritis € atveju J = 3.

(1) sistemoje v = (vy(x,t),...,v,(x,t)) zymi skyscio greifio vektoriu, p = p(x,t) — skyscio
slégio funkcija, konstanta v — skysc¢io klampumo koeficienta (nemazindami bendrumo taria-
me, kad pastovus skyscio tankis yra lygus 1). Daroma prielaida, kad skystj veikia Zinomuy

isoriniy jéegu laukas f = (fi(x,t),..., fu(x,t)), kuris yra periodinis laiko atzvilgiu.

Mokslinés problemos istorija ir aktualumas

Navjé-Stokso lygciy sistema bei disertacijoje nagrinéjama jos tiesiné versija — Stokso uz-
davinys — apraso klampaus nespudaus skyscio tekéjima. Ivairios Sio matematinio modelio
modikacijos placiai naudojamos kuriant laivy, léktuvy ir automobiliy korpusy modelius, at-
liekant ory prognozes, kompiuterines vandenyny sroviy simuliacijas ir t.t. Lygciy sprendiniy
savybés buvo ir yra nagrinéjamos daugybéje matematiky ir fiziky darby. Navjé-Stokso lyg-

¢iy teoring svarbg liudija ir tai, jog klausimas apie trimacio nestacionaraus pradinio-krastinio

Kiekviename cilindre Qﬁ naudojama lokalioji koordinaciy sistema (3(:317 x%, wé), kurioje cilindrinius i$éji-
mus j begalybe galima isreiksti formule /. = w/ x (0,00), w/ C R*™L.



Navjé-Stokso lygéiy uzdavinio sprendinio egzistavimg ir glodumag 2000 metais buvo jtrauktas
i septyniy neisspresty "Tukstantmeéio problemy' sarasa'.

Evoliucinés, t.y., priklausanc¢ios nuo laiko kintamojo, Stokso ir Navje-Stokso lygciy sis-
temos srityse su cilindriniais iSé¢jimais j begalybe, naudojamos modeliuojant tekéjimus krau-
jotakos sistemose, naftotiekiuose ir panasiuose objektuose. Turint omenyje biomedicininius
taikymus, didziule reiksme turi pulsuojantys tekéjimai, pavyzdziui, periodiniai laiko atzvil-
giu. ISsami literaturos, susijusios su Stokso ir Navjé-Stokso lygéiy sistemomis neapreztose
srityse, apzvalga yra pateikta disertacijoje jvade. Cia trumpai aptarsime su laiko atzvilgiu
periodiniais tekéjimais cilindruose ir jy sistemose susijusius teorinius rezultatus.

Skyscio tekéjimo cilindrinése srityse analizei didele reikSme turi taip vadinami Puazei-
lio tipo sprendiniai — tikslus homogeninés Stokso lygciy sistemos, apibréztos begaliniame
cilindre Il = w x R (w € R™®, n > 1), sprendiniai. Trimaciu atveju Puazeilio sprendi-
nys u, = (v,,p,) turi greicio vektoriy v, = (0,0, v,(x1, x2,t)), nukreipty isilgai cilindro II
asies, ir slégi p, = p,(xs,t), kuris yra tiesinis erdvés kintamojo x3 atzvilgiu. Vektorinis
laukas u, gali buti apbréziamas uzfiksuojant skyscio srauty [, v,(x1, x2, t)dz1dzy arba slégio
funkcijos gradientag Vp,. Remiantis Puazeilio désniu, stacionariu atveju sie du dydZziai yra
proporcingi.

Nestacionariy Puazeilio tipo sprendiniy egzistavimas buvo nagrinétas [1], [2], [5], [9]
darbuose. 2007 metais [4] straipsnyje jrodyta, kad (1) uzdavinio sprendinys kiekviename is
cilindry konverguoja j atitinkamg periodinj Puazeilio tipo sprendinj. Analogiski rezultatai
buvo gauti nestacionariy netiesiniy Navje-Stokso uzdaviniy atveju (zr. [10], [11], [12]).
Nepaisant pastargjji desimtmetj iSaugusio démesio evoliuciniams skyscio tekéjimo cilindrinése
sistemose uzdaviniams, nuoseklios matematinés teorijos, ypac lie¢iancios evoliuciniy lygciy
sprendiniy elgesj erdvés kintamyjy atzvilgiu, kol kas néra sukurta.

Kalbant apie Navjé-Stokso lygéiy uzdavinius neapréztose srityse, butina paminéti 1976
metais publikuotg [3] J. Heywood straipsnj. Siame darbe buvo parodyta, kad klampaus ne-
spudaus skyscio tekéjimas ne visuomet yra vienareiksmiskai nusakomas sistema veikianc¢iy
iSoriniy jégy ir standartiniy pradiniy bei krastiniy salygy, t.y., kai kuriais atvejais egzistuo-
ja be galo daug Navjé-Stokso uzdavinio sprendiniy. Vienintelio sprendinio isskyrimui [3] ir
[13] darbuose buvo pasiulyta uzfiksuoti, arba per iséjimy i begalybe skerspjuvius pratekan-
¢io skyscio srautus arba slégio ribiniy reiksmiy iséjimuose skirtumus (angl. pressure drop).
Visi aukséiau minéty publikacijy rezultatai yra vienaip ar kitaip susije su Siy dviejy tipy
asimptotinémis salygomis begalybéje. Vis délto, formuluojant tokio tipo salygas kiekviena-
me is¢jime j begalybe, licka neatsakyta, koks yra slégis, o ne jo pokytis, kiekvieno cilindro
pabaigoje. Be to aisku, jog naudojant tik srauty salygas, galima aprasyti gana nedidele
dalj realybéje galin¢iy pasitaikyti situacijy. Pavyzdziui, jos netinkamos tada, kai jtekan-
¢io skyscio srautas zinomas tik dalyje cilindry, o likuosiuose galima kontroliuoti istekancio

skyscio slégj (voztuvo pagalba). Tokiu atveju kyla klausimas, kokie srautai tekés per Siy

iDaugiau informacijos galima rasti adresu http://www.claymath.org/millennium-problems.



cilindry skerspjuvius, kaip Siy srauty dydziai priklausys nuo srities geometrijos arba nuo
vamzdziy galuose jrengty jvairiy prietaisy. Maza to, aisku jog tokiy objekty, kaip voztuvy,
atsidaranciy/uzsidaranciy skyscio slégiui pasiekus tam tikra ribine reikSme, modeliavimams
tekty formuluoti variaciniy nelygybiy tipo asimptotines salygas.

Turint omenyje siuos klausimus buvo iskelti zemiau isSvardinti disertacinio darbo tikslai.

Disertacijos tikslai

Doktoranturos studijy metu buvo nagrinéjama begaliniy cilindry sistemoje apibrézta laiko

atzvilgiu periodiné Stokso lygciy sistema. Musy tyrimy tikslas buvo:

o pateikti metodus, leidziancius formuluoti bendro tipo asimptotines salygas begalybéje

laiko atzvilgiu periodiniam Stokso uzdaviniui begaliniy cilindry sistemoje;

» sukonstruoti tam tikras asimptotiniy salygy begalybéje klases, kurios leisty aprasyti
fizikine prasme turincius reiskinius ir, tuo paciu, skirtysi nuo iki siol zinomy srauto ar

slégio pokycio salygy.

Tyrimo metodika

(1) uzdavinio tyrimui yra naudojami elipsiniy uzdaviniy nekompaktisokse srityse asimptoti-
niy salygu tyrimo metodai, isamiai aprasyti [7] knygoje ir pritaikyti stacionarioms Stokso
bei Navjé-Stokso lygtims [8] straipsnyje. Taip pat naudojamasi jvairiais operatoriy teori-
jos ir bendryjuy elipsiniy bei paraboliniy lygciy teorijos rezultatais, nestacionariy Stokso ir
Navjé-Stokso lygciy sistemy cilindrinése srityse tyrimo metodais — Furjé transformacijomis,

operatoriy teorijos, energiniy jveréiy ir svoriniy Sobolevo erdviy metodais.

Disertacijos struktura ir apimtis

Disertacijoje yra tokios pagrindinés dalys — jvadas, du skyriai, kuriuose pateikiami gauti
moksliniai rezultatai, iSvados, du priedai bei literaturos sarasas. [vade aptariama nagriné-
jamos problemos istorija ir zinomi rezultatai, grindziamas uzdavinio aktualumas, glaustai
aptariami pagrindiniai rezultatai ir disertacijos struktura. Moksliniai rezultatai yra pateikia-
mi dviejuose skyriuose. Pirmajame skyriuje laiko atzvilgiu periodinis Stokso uzdavinys yra
suvedamas j tam tikra Stokso tipo elipsiniy uzdaviniy seka, tiriamos jvairios siy uzdaviniy
sprendiniy savybés. Gauti rezultatai antrajame disertacijos skyriuje yra pritaikomi perio-
dinio Stokso uzdavinio tyrimams. Darbo pabaigoje yra pateiktos isvados, du priedai, skirti
tam tikroms techninéms nagriné¢jamy uzdaviniy detaléms, bei literaturos sarasas. Bendra

disertacijos apimtis yra 110 puslapiy.



Svarbiausiy disertacijos rezultaty apzvalga

Elipsiniai Stokso tipo uzdaviniai

(1) uzdavinio sprendinio ieSkoma Furjé eiluciy pavidalu

v(z,t) = ve + i {Ver(x) cos kt + v () sin kt},
0 (2)
p(z,t) = peo + z_: {pex(x) cos kt + psi(x) sin kt} .

(2) eilutes jstacius i (1) sistema gaunama tokia Stokso tipo elipsiniy uzdaviniy seka Furjeé

koeficientams {Vx, Vsr, Pk, Psk oo

_VAVck; + Vpck + kvsk = fcka YRS Qy
V. vy = 07 JIGQ,

—VAVy + Ve — kv, = fo, xreQ, k=0,1,... (3)
—V-vyg = 0, x € Q,
v, =0, vgp, = 0, x € 0N.
¢ia £, fop, £, E = 1,2, ..., zymi funcijos f = f(xz,t) Furjé koeficientus. Apibrézus vektori-

nius laukus
Wy, = (Vek, Peks Vsks Pk )y Vi = (Veks Vak), e = (fr, 0, far, 0),
(3) uzdavinj galima sutrumpintai zymeéti taip:
Spu, =1, €, vy =0, x¢€d. (4)

Disertacijoje naudojamos svorinés Sobolevo erdvés Hj'(€2), gaunamos imant aibés Cg° ()i

uzdarinj normos

lullfrpy = 3 [ psle) ID2u(@)” da

la|<m

atzvilgiu. Sios normos apibrézime naudojama tokia svoriné funkcija pgs:

1, 2zeQ\U_ Y,

pa(z) = ) .
e xe j=1,...,J

Tuo atveju, jei 3 > 0, elementai i§ Hg'(€2) privalo eksponentiskai nykti, kai a:é — Q.
Neigiamoms laipsnio 3 reik§méms, erdvés HJ'(§2) funkcijos ir juy iSvestinés begalybéje gali

augti.

s () yra sudaryta i§ be galo diferencijuojamu funkeijy su kompaktiska atrama aibéje Q. Tokios
funkcijos gali jgyti nenulines reikSmes ant srities ) krasto, bet privalo nykti begalybéje.



(3) uzdavinio tyrimui apibréziamos tokios svorinés funkcijy erdves

DLH(Q) = (HY(Q) x H Q) x (Hy(9)” x Hy (@),
RLH(Q) = (HF2(Q)) x HE(Q) < (H2(9)) x H(9),

1.1, 1.2 disertacijos poskyriuose parodyta, kad egzistuoja toks nuo k nepriklausantis skaicius

B > 0, jog (3) uzdavinj atitinkantis operatorius
Alssn DLgH(Q) = RGH(Q),
yra Fredholmo tipo. Be to jis pasizymi tokiomis savybémis:
dimkerA' ; ;, =2J, dimcokerA' , ;, =0. (5)

Pastarosios lygybés reiskia, kad bet kuriai eksponentiskai nykstanciai deSinei pusei f, €
RLH(Q) (3) uzdavinys turi sprendinj auganéiy funkeijy klaséje DL 3 H (). Tadiau Sis spren-
dinys néra vienintelis, (3) homogeninis uzdavinys turi 2.J tiesiskai nepriklausomuy sprendiniy.
(3) uzdavinio, su nykstancia desine puse, sprendiniui i$ klasés D' ;H(€2) buvo sukonstruota

asimptotiné israiska.

Teorema 1.1. Tarkime, kad f, € REH(Q). Jei funkcija wy € DLgH(Q) su vilao = 0 yra

3) uZdavinio sprendinys, tuomet yra teisinga tokia formulé
Y g
w, = > {alul) + el + bloudy + bl ) + (6)

Cia 0y, € DLH(Q) yra ekspoentiskai nykstantis vektorinis laukas, aly,al, b 0 € R yra
tam tikros konstantos, x? = x’ (xé) g=1,...,J, 5ymi nupjautine funkcijg, turincig atramg

cilindre Y, ir tenkinandciq sqlygg x? (x3) = 1, kai x}, > 1.

Pagrindiné (6) asimptotikos dalis yra suformuota i$ vektoriniy lauky

) = (0,0,0, 1, 0,0,0, 0), uly =(0,0,¢}, —%, 0,0,—1, 0),
. 4 . . (7)
uig = (070707 07 0707 07 ]‘)7 ugi - (07 07¢‘Ijg7 07 07 0730‘127 _xé)

Sios funkcijos yra (3) homogeninio uzdavinio begaliname cilindre ¥ = w’ x (—o0, c0)
sprendiniai. Juy apibrézime naudojamos funkcijos (¢}, 47) priklauso tik nuo kintamuyjy

Y = (gpjl, x%) ir tenkina tokj uzdavinj:
RO+ vdpl =1, ¢ e,

kel — vAY] =0, y €W, (8)
ph =0, ¥ =0, Y € 0w,



Turédami omenyje 1.1 teoremoje pateikta vektorinio lauko uy = (Veg, Pek, Vsk, Psk) asimpto-

tine israska, (2) eiluciy Furjé koeficientus galime uzrasyti tokiu pavidalu:
Ver = 0,0, 57 {bhdh + Ul | + Ve,
j=1

(] . . . .
Vs = (07 Oa Z Xj {bikﬁbgg - bikqvbi}) + vsk;
j=1

Pek = ZX] {aik - bikffé} +ﬁck7 DPsk = Z X] {af;k - bikl'é} —f-ﬁsk (10)
Jj=1 j=1

Nesunku pastebéti, kad greicio koeficientai v ir v yra sudaryti i$ eksponentiskai nyks-
tanciy daliy v ir Vg, bei Puazeilio tipo vektoriniy lauky, generuojamy (6) asimptotikos
nariy u/; ir u/;. Slegio koeficientai pey, ir pg turi tiek absoliutiniu didumu auganéius, tiek
pastovius, tiek eksponentiskai nykstancius démenis.

Simboliu DliﬂH (Q) pazymeékime aibés RlﬁH (Q) pirmavaizdj, t.y., funkcijy, turinéiy (6)
pavidala, aibe. Tam, kad buty galima parinkti vienintelj (3) uzdavinio sprendinj klaséje
D, H(2), butina uzfiksuoti konstantas {aik,aik,bik,bgk}jzl (6) israiskoje. Pirmoji lygybe
(5) formuléje rodo, kad tik puseé is siy konstanty gali buti parenkama laisvai. Dél koeficienty
fizikinés prasmes'™, aibéje {al,, al,, b/, b 1} /-1 laisvai parinkti reikSmes galima ne bet kuriam
rinkiniui, sudarytam is 2J konstanty. Tinkamam siy konstanty parinkimui mes naudojame

apibendrintaja Gryno formule.

Apibendrintoji Gryno formulé

(3) uzdavinio analizei buvo isvesta klasikiné Gryno formulé® (zr., [6]):

(=VAVe + Ve, + kva, Var)a + (=V - Ve, P
+H(=VAVey + Vg, — kVer, Var)a + (=V - v, Pa)a
+(Vek, NP, — v0aVer)aa + (Var, NP — 100 Vi) o
—(Ver, VAV + VP, — kVa)a — (P, =V - Ver)a
—(Vsky VAV + VP + kVer)o — (Dsk, =V - Vai)a

(11)

—(Dpek — VO Ver, Ver)oa — (MPsk — VOnVisk, Vi)aa = 0.

Si Gryno formulé (3) uzdaviniui apibrézia tokj formaliai jungting uZdaving:

VPavyzdziui, koeficientai bik, bi . yra atsakingi uz srauto dydj cilindre Qﬂr Kadangi nagrinéjamas skystis
yra nespudus, srauty per visy cilindry skerspjuvius suma turi buti lygi nuliui. IS to seka, kad koeficientai
{024, b}, } /-1 privalo tenkinti tam tikras suderinamumo salygas.

V(11) formulé galioja, kai funkcijos uy = (Ver, Peks Visks Psk) it U = (Ver, Pek, Vi, Pok) yra pakankamai
glodzios, pavyzdziui, i$ klasés C5°(2), arba kai begalybéje nyksta pakankamai greitai.

10



—vAVy + VP, —kVy = Fgu, x € €,
V-V, = 0, x €,
—VvAV 4y + VP +kVy = Fg, x € €, (12)
-V-V, = 0, xr €,
Va.=0, Vg = 0, x € 0N).

Sis uzdavinys turi panasias savybes, kaip (3) uzdavinys*'. Tiksliau tariant, kiekviename
begaliniame cilindre 7 (12) homogeninés lygtys turi keturis tiesiskai nepriklausomus spren-
dinius

U’} = (0,0,0,1,0,0,0,0), U = (0,0, ¢}, —2%,0,0,¢7,0), (13)

U’} =(0,0,0,0,0,0,0,1), U, =(0,0,%7,0,0,0, —}, 3). (14)
(12) uzdavinio, su nykstanc¢ia deSiniaja puse, sprendiniui U, € D! sH(Q2) galioja tokia
asimptotiné iSraiska

Up=> X {AikUig + AL UL + B UL + ngUillc} + Uy, (15)

Jj=1

¢ia Uy, € DlﬂH(Q), Ai;w Aik, BZk? ng eR.

Erdves D' ;H () funkcijuy, turinciy (15) pavidala, klasé disertacijoje Zymima DY, 5 H (Q)*.

(12) uzdavinj atitinkantis operatorius
(Al 5) D 4H(Q) D DL H(Q)" — RLH(Q)
taip pat yra Fredholmo tipo, jo branduolio ir ko-branduolio dimensijos aprasomos lygybémis:
dimkerA' ; ; =2J, dimcokerA' ; ;, =0. (16)

Apibréze vektorinius laukus Vi = (V, V), Fr = (Fe, 0, Fg, 0), (12) uzdavinj sutrum-

pintai uzrasome tokiu pavidalu:

SZUk =F,, z€Q, V,.=0, xe€d. (17)

vi(12) uzdavinys nuo (3) uzdavinio skiriasi nariy £V ir KV Zenklais. Stacionariy (12) uzdaviniy
seka (gaunama, kai k = 0,1,...) atitinka laiko atzvilgiu periodinis uzdavinys (30). Tai yra, (12) uzdavi-
nys funkcijoms V., Vg, Pek, Psi. yra gaunamas ieskant (30) uzdavinio sprendinio Furjé eilu¢iy pavidalu
V(z,t) = > 0o o {Ver(z) coskt + Vi (x) sinkt}, P(x,t) = Yo {Per(2) cos kt + Py (x) sin kt}. Pastebési-
me, kad (30) periodiniame uzdavinyje pries grei¢io vektoriaus iSvestine laiko atzvilgiu yra neigiamas Zenklas.
Kitaip tariant, (30) yra "atgalinio laiko" uzdavinys. Bendru atveju tokie uzdaviniai néra korektiski, taciau,
deél disertacijoje nagrinéjamuy uzdaviniy periodiskumo, (30) uzdavinj galima tirti jprastais metodais.
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Naudojant (4) ir (17) zyméjimus, (11) Gryno formule galima perrasyti taip:
(Skug, Ug)a + (Vi, 0Py — v0a Vi)aa = (g, S U)o + (Mpr — v0n Vi, Vi)an- (18)

2.3 disertacijos poskyryje buvo isvesta taip vadinama apibendrintoji Gryno formulé, kuri
galioja funkcijy u, € D, H(Q) ir Uy, € DY g H(Q)* atveju.

Teorema 1.2. Tarkime, kad 2J x 4J eilés matricos By, Ty, Sk, Qi tenkina sqlygq
T.\ (B 0 G
k k) _ an (19)
Qk Sk _Fk @
Tuomet funkcijoms vy, € DY H(Q) ir Uy € D g H(Q)* galioja sqrysis

(Skur, Up)o + (Brmuy, TpmUy)oy = (W, Sy U)o + (Skmug, QU)o (20)

Cia (, )9s Zymi skaliaring sandaugg erdvéje R?/. Trumpai paaiskinsime kitus ioje teore-

moje naudojamus zymeéjimus. (19) salygoje esancios 2J x 2J eilés matricos Fy ir Gy yra
C. —-D Cx. —-D
F, = k  Gi= k k ’
Dk Ck —Dk —Ck

Cr. = diag (c,lc,ci, . ,cg) . Dy = diag (d,ﬁ,di, . ,dg) (21)

apibréziamos taip:

éia

yra J x J eilés jstrizaininés matricos, sudarytos is koeficienty
d=[ ey, d =~ [ vidy. (22)
wd wd

Matricos Fy, ir Gy, yra susijusios su funkeijy vy, € Dz H () ir Uy € DY 3 H(Q)* generuojamais
srautais per cilindry @}, j = 1,...,.J, skerspjuvius w’.
(20) formuléje naudojamas baigtiniamatis operatorius 7 : uy € ]DZMH () — R, kuris

funkcijai u; € DYy 5 H(€2) priskiria 4J-matj vektoriy, sudaryta i konstanty (6) iSraiskoje:
7Tuk — (b(12k7 [P 7b;]k7 blk, [ 7b;]k‘7 (Iik, .o ,ach7 a;k7 [P ,a/;]k)

Papildomi, lyginant su (18) formule, nariai (Bymug, TpmUg)es ir (Sgpmug, QU)o (20)
formuléje atsiranda i$ pagrindinés asimptotikos dalies (6) ir (15) formulése. By, Ty, Sy ir
Q. yra 2J x 4J eilés matricos, o muy ir 71Uy yra 4J-maciai vektoriai, sudaryti i$ koeficienty

(6) ir (15) israiskose. Todél kiekvienas is reiskiniy
Bemug,  Spmug,  TpmUy,,  QpmUy
apibrézia 2J sarysiy tarp konstanty {al,, a’,, b, bl } 1, arba {A) AL Bl B3
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Asimptotinés sglygos begalybéje

[6] monografijoje yra pateikta metodika, kuri leidzia Gryno formulés pagalba formuluoti
jvairias kraStines salygas elipsiniams uzdaviniams apréztose srityse. Sia idéja galima pri-
taikyti ir begaliniy sri¢iy atveju (tai buvo atlikta [8] straipsnyje stacionariems Stokso ir
Navjé-Stokso uzdaviniams begaliniy cilindry sistemose). Tarkime, kad hy, H, € R?*/ yra
zinomi vektoriai. Pasinaudojant (20) apibendrintaja Gryno formule, (4) ir (17) uzdavinius

papildykime sarysiais Bimu, = hy, ir QpnU, = Hy, t.y., nagrinékime tokius uzdavinius
Siuy, = fk, x € Q, vi=0, =x¢€ 89, Brru, = hk, (23)

SZUk =F,, z€Q, V,.=0, xe€df, QrmU, = Hy. (24)

(23) uzdavinj atitinkantis operatorius
A} DL H(Q) — REH(Q) x R

paveldi Fredholmiskumo savybes i$ operatoriaus A' s-pk- Disertacijos 1.6 poskyryje jrody-

tas toks (23) uzdavinio issprendziamuma nusakantis teiginys:

Teorema 1.3. Tarkime, kad matricos By, Sy, Tx, Qr tenkina (19) sqrys;. Tuomet opera-

toriaus AL branduolys ir ko-branduolys yra aprasomi formulémis
]) kerAl = {llk : Skuk = 0, Vk;|6Q = 0, Bkwuk = 0}7
2) CokerAﬁﬁ = {(Uk,Tk’ﬂ'Uk> . SZUk = O, Vk|aQ = 0, QkWUk = O}

Si teorema pirmiausiai teigia, kad (23) sistemos sprendinio vienatis priklauso nuo mat-
ricos By parinkimo asimptotinése salygose Bymu, = hy. Antra, kad (23) uzdavinys turi
sprendini uy, = (Vek, Peks Viks Psk) € ]D)liBH (Q) tada ir tik tada, kai uzdavinio desinioji pusé

tenkina ortogonalumo salyga

Q

su kiekvienu (24) homogeninio uzdavinio sprendiniu Uy.

Laiko atzvilgiu periodinis Stokso uzdavinys

Antrasis disertacijos skyrius yra skirtas (1) uzdavinio sprendiniy egzistavimo ir vienaties
klausimy analizei. Naudojantis (9), (10) formulémis ir [2], [4] straipsniy rezultatais apibre-
ziama erdve D3 g H (€ x (0,2m)), sudaryta i§ laiko atzvilgiu periodiniy funkcijy u = (v, p)

turinciy:
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(a) specialig struktura ir (b) tam tikra gloduma (7r. Zemiau):

v(z, t) = > X (@)Y t) + v(z,1),
= ; (26)
plast) = S ahIphled ) + 3 (AR + 3.

Siy funkcijy Puazeilio dalis
Vi 1) = (0,00 (1)), pjlad,t) = = (t)a}.

yra apibréziama eilutémis
o0

)= S L (Moh () + VLd () cos kt + (Maoh () — ) ) sin bt}

k=0

Z{b . cos kt + bl sin kt}.

Erdves D g H (2 x (0,2m)) apibrézime tariama, kad (26) funkcijos tenkina tokias salygas™":

v e C(0,2m H' (W) N L2(0, 2m; H* (W),
ol € L*(0,2m; L*(w”)), ¢ € L*(0,27),
ph e L2(0,2n), visiems j=1,...,J, (27)
v e L*0,2m H;(Q)), 9w e L*(0,2m; L3(12)),
Vp € L*(0,2m; L3()  p e L*(0,2m; L3, (12)).

(1) Stokso uzdaviniui buvo iSvesta apibendrintoji Gryno formulé

/ / Su(z,t) - Uz, t)ddt + (BITu, TIIU).

k (28)

_ / / u(z,t) - S*U(x, t)dzdt + (STTu, QITU) .,
0 Q

galiojanti funkcijoms u € DIzH(Q x (0,27)) ir U € DI H(Q x (0,2m))* (Sios erdves
apibréZzimas yra analogigkas D? 1pH(2 x (0,27)) apibrézimui). (28) sarySyje yra naudo-

jamas begaliniamatis projektorius [Tu = (7wug, muy, . ..) ir operatoriai (begalinés matricos)

ViiPaskutiné jdétis (27) formuléje galioja bet kuriam 3’, tenkinanciam salyga 0 < 3’ < /3.
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B,S, T,Q: R>* — R*, apibréziami lygybémis

B’ = diag (B}, B],...), S =diag(S),S],...),
T’ = diag (T3, T},...), Q@ =diag(Q},QI,...).
Kaip ir stacionariuoju atveju, Gryno formulé periodinj Stokso uzdavinj papildo asimptoti-
némis salygomis begalybéje
BIlu = h. (29)
Cia h Zymi skaic¢iy seka, sudaryta i§ duoty periodiniy funkeijy o/ = b/ (t), j = 1,...,J, Furjé

koeficienty. (28) formulé (1) Stokso uzdaviniui su (29) asimptotinémis salygomis begalybéje

apibrézia formaliai jungtinj uzdavinj

-0V —-vAV+VP = F, (z,t) € Qx(0,2n),
-V-V = 0, (z,t)€Qx(0,2n), (30)
V = 0, (z,t)€0Qx(0,2n),
V(z,0) = V(z,2m), x € (.
QITU = H.

2.4 disertacijos poskyryje yra jrodoma tokia teorema:

Teorema 1.4. Tarkime, kad laiko atZvilgiu periodinés funkcijos £ = f(x,t) ir h? = hi(t),j =
1,...,J, yra pakankamai glodZios (Zr. detales teoremos jrodyme disertacijoje). Taip pat

tarkime, kad galioja (28) apibendrintoji Gryno formulé. Tuomet teisingi tokie teiginiai.

(i) Jei (30) homogeninis uzdavinys su homogeninémis asimptotinémis sqlygomis QIIU =
0 turi tik trivialy sprending, tai (1), (29) uZdavinys turi vienintel sprending v = v(x, 1),

p = p(x,t) klaséje DI,H(Q x (0,2m)).

(it) Tarkime, kad homogeninis (30) uZdavinys turi netrivialiy sprendiniy U(z,t) = (V(z, 1),
P(z,t)). Tuomet (1), (29) uZdavinys turi sprending u = (v,p) € D3 H(Q x (0,27))

tada ir tik tada, kai suderinamumo sglyga
2w
/ / f(x,t) - V(z, t)dwdt + (h, TIIU) = 0 (31)
0 Q

galioja visiems (30) homogeninio uZdavinio sprendiniams U = U(z,t). Siuo atveju

pora (v, p) néra apibréZiama vienareiksmiska.

2.6 disertacijos poskyryje nagrinéjami du uzdaviniai, kai skyscio srautas yra fiksuojamas
tik viename cilindre, o kituose cilindruose formuluojamos salygos, slégio funkcijai p (ne slégio
gradientui Vp). Sie pavyzdziai rodo, kad disertacijoje pateikta metodika galima formuluoti

korektiskas asimptotines salygas begalybéje, kurios praplecia iki siol naudoty salygy klases.
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Rezultaty naujumas

Disertacijoje gauti rezultatai yra nauji. Metodika, leidzianti formuluoti korektiskas asimp-

totines salygas begalybéje (1) uzdaviniui iki siol nebuvo pasiulyta.

Aprobacija

Disertacijos rezultatai pristatyti Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakulteto
Diferencialiniy lygciy ir skai¢iavimo matematikos katedro seminare bei zemiau iSvardintose

tarptautinése mokslinése konferencijose.

e 'Diferential equations and their applications", Panevézys, Lietuva, 2009 m. rugséjo
10-12 d.

e 'Regularity aspects of PDEs", Bedlewo, Lenkija, 2010 m. rugséjo 5-11 d.
e 'Parabolic and Navier-Stokes equations", Bedlewo, Lenkija, 2012 m. rugséjo 3—-7 d.

e "Applied Mathematics and Scientific Computing', Sibenik, Kroatija, 2013 m. birzelio
10-14 d.

e 'EQUADIFF 13", Praha, Cekijos Respublika, 2013 m. rugpjucio 26-30 d.

Publikacijos

Disertacijos rezultatai publikuoti Zemiau isvardintuose darbuose.

Isspausdinti straipsniai:

e M. SkuUJUS, On the Green’s formula for a Stokes type problem, Lietuvos Matematikos
Rinkinys, LMD darbai, 48/49, 72-77 , 2008.

e M. SkuJus, On the time-periodic Stokes problem set in domains with cylindrical
outlets to infinity, Asymptotic Analysis, 81(2), 93-119, 2013.

Spaudai priimti straipsniai:

e M. SKuJus, Asymptotic conditions at infinity for the time-periodic Stokes problem

in a system of pipes, priimtas j zurnala Analysis and Applications.
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ISvados

Disertacijoje nagrintéta (1) laiko atzvilgiu periodiné Stokso sistema srityse su cilindriniais
is¢jimais i begalybe. Tyrimy tikslas buvo rasti buda, kaip uzfiksuoti vienintelj Sios sistemos
sprendinj su neapreztu Dirichlé integralu. Kitaip tariant, pateikti metodika, kuri leidzia su-
formuluoti asimptotines salygas begalybéje, uztikrinancias sprendinio egzistavimg ir vienatj
periodiam Stokso uzdaviniui. Siam tikslui pasiekti, periodinis uzdavinys buvo isskaidytas i
elipsiniy Stokso tipo uzdaviniy seka periodinio sprendinio Furjé koeficientams. Sekant [8],
[7] darby idéjomis, sie stacionarus uzdaviniai buvo nagrinéjami tam tikrose svorinése So-
bolevo erdvése ]DDQEBH (Q), kurioms priklauso ir funkcijos su begaliniais Dirichlé integralais.
Disertacijoje buvo parodyta, kad Stokso tipo uzdavinio sprendiniy vienatis Sioje klaséje gali
buti garantuota tinkamai suformulavus asimptotines salygas begalybéje. Korektiskam saly-
gu begalybéje formulavimui buvo panaudota Stokso tipo uzdaviniams iSvesta apibendrintoji
Gryno formuleé.

Aukscéiau minéti rezultatai buvo pritaikyti nagrinéjant laiko atzvilgiu periodinj Stokso
uzdavinj. Pirmiausiai buvo apibrézta specialiy periodiniy funkcijy klasé DY sH (2% (0,27)).
Sios klasés elementai pasizymi specialia asimptotine struktiira ir gali turéti neapréztus Diri-
chlé integralus. Periodiniam Stokso uzdaviniui buvo iSvesta apibendrintoji Gryno formuleé,
galiojanti funkcijoms is klases ]thﬂH (Q x (0,27)). Gauti teoriniai rezultatai leido parodyti,
kad:

+ laiko atzvilgiu periodinio sprendinio (v,p) € DIzH(Q x (0,27)) vienatis gali buti

uztikrinama suformuluojant asimptotines sglygas begalybéje;

« bendro pavidalo asimptotinés salygos gali buti gaunamos i$ apibendrintosios Gryno

formulés.

Disertacijos pabaigoje buvo pateikti keli pavyzdziai, kai fiksuojant skyscio srautg viename
cilindre, o kituose uzfiksuojant skyscio slégio reikSmes, gaunamas sprendinio egzistavimas ir
vienatis klaseje D3 5 H (2 x (0, 27)). Sie pavyzdziai praplecia (1) uzdaviniui iki $iol naudoty

korektisky salygy begalybéje klase.
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Summary

The object of this doctoral thesis is the time-periodic Stokes system set in domains with
several cylindrical outlets to infinity. It is well known that in such unbounded domains
the Stokes system have an infinite family of solutions. Our aim is to find a way how to
select a unique solution having the infinite Dirichlet integral, i.e., to find the methods of
imposing the asymptotic conditions at infinity which ensure the existence and uniqueness
of the solution. In order to achieve this goal the time-periodic Stokes problem was reduced
into a sequence of elliptic Stokes-type problems. Following the ideas presented in [8], [7],
we studied these problems in the weighted Sobolev spaces DY 3 H (), consisting the vector-
fields with unbounded Dirichlet’s integrals. The asymptotic representations of solutions to
the Stokes-type problems were derived. It was shown that uniqueness of solutions from this
class can be guaranteed by imposing the asymptotic conditions at infinity. The generalized
Green formula, valid for the functions from the class DY ;H(Q2) was derived. It was proved
that the correct asymptotic conditions may be formulated with the help of this generalized
Green formula. In particular, a special class of matrices was presented. This class can be
used to impose in the outlets such conditions as the flow-rate or the total pressure.

Combining results obtained for the elliptic Stokes-type problems and the known results
for the non-steady problems set in cylindrical domains we defined a set DYy s H (€2 x (0, 27))
consisting of time-periodic functions. These functions admit the special asymptotic repre-
sentation and may have infinite Dirichlet’s integrals. For the time-periodic Stokes problem
we derived so called generalized Greens formula which is valid for functions from the class
D2 3H(Q x (0,27)). It was shown that:

« the uniqueness of the time-periodic solution (v, p) € D% zH (2% (0, 27)) can be achieved

by imposing asymptotic conditions at infinity;
« general conditions at infinity may be obtained from the generalized Green formula.

Finally, we have presented several examples, showing that the flow-rate condition in one
outlet combined with the prescribtion of the total pressure in the other outlets yield the

existence and uniqueness of the time-periodic solution in D% 5 H (€ x (0, 2)).
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