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IVADAS

Siy laiky Svietimas susiduria su daugybe tin#dikiy. Daznai tenka iSgirsti, kad Svietimas,
ugdymas neatitinka laiknd®. Vienas iS gausys jvairiy pasiilymy situacijai gerinti yra slymas
ieSkoti idy, kaip suzadinti mokiniuosey jkarybines galias. Apie tai byloja ir i8&iai, su kuriais
susiduria zmonija: reikalingi nestandartiniaiiryiski sprendimai, iSeitys sprendzéams
problemas is esés.

Puiki priemort tokiam lavinimui yra matematikaCia yra visko: standartini procediry,
loginio mMastymo, zinojimo, kas yra tiesa, o kas ne, nestdimit@rsprendin, karybiSkumo
dvasios, fantazijos, valios, kantggd) susitelkimo, disos ir t.t. Matematika - ne tik formuli
pasaulis, tai daug daugiau: tai fantazijos, galkog ivairiy iS3ikiuy pasaulis. Tik ne kiekvienam
yra parodomas keliggji. Ir viena pagrindinj, 0 gal net ir pati svarbiausia, ugdytojo uz&iuoyra
praverti vaikui § pasaul, suzadinti smalsuanieskoti kelioj ji, suteikti dgsos ir stipryks klaidzioti
nepazintomis teritorijomis. Olimpiados ir olimpiadii uzdaviniai kaip tik yra apie ,pagtaja“
zem.!

Olimpiadiniai uzdaviniai yra i8&is, kuris pareikalaus daug: ir zini ir kantrykes, o
svarbiausia — drybisSko mystymo. Ir, zinoma, kuo rimtesnolimpiada, tuo plotai pasireiksti tai
karybai yra didesni, i§&kiai yra didesni. Kas nenéy jaustis galidiu ,susiremti* su Pasaulés
olimpiados lygio uzdaviniu?

Zengtii 3ia teritorija yra baugu — kas, jei tai netsy jegoms. Karg, 1994 metais, teko garb
dalyvauti Tarptautiie Moksleivip Matematikos Olimpiadoje Hong Kong'e ir nelabakmingai
(neiSsprendziau nei vieno uzdavinio). Tad &pusi zvilgterti dar kae, ar ten tikrai tokie jau
smalsiam eiliniam matematikoségejui negkandami uzdaviniai. Ar galima juos padaryti Siedti
Lprieinamesniais“? Kaip pateikti uzdavinio sprendjnkad pats uzdavinys atrodyiveikiamas,

Tad pagrindinis Sio darbtkslas ir yra suteikti dgsos, nebtinai galingam olimpiadininkui,
iSdristi pabandyti spisti Tarptautiégs Moksleivip Matematikos Olimpiados uzdayinDaznas
pames ir pavargs uzdavinio sprendimus, tame tarpe ir aS patsyk8rikarto gal net ne visai

supranta, ilgam, gal net visiems laikams, numogkaan imsis ko nors lengvesnio. diau, jei

! Romualdas Ka3uba, “About the so-called democpatiblems proposed at International Mathematicah@iyad
(IMO)*“, Teaching Mathematics: retrospective and perspestith international conference. May 12-13, 2006
ProceedingsTartu, 2006, p. 96.



sprendina galima suprasti, suvokti, kad jam uztenka twritmiy, norsis isdisti susirungti su kitu
uzdaviniu.

Sio tikslo sieksime issikeldanizdavinius, visy pirma, pasiam pabandyti iSspsti Pasauligs
olimpiados uzdavifp antra, pateikti suprantamus, aisSkivairiy Pasaulini olimpiad; uzdaviniy
sprendimus, tr@a, palyginti irjvertinti ty uzdaviniy sucttingumo lyg.

Tarptautits Moksleivip Matematikos Olimpiadose lietuviai dalyvauja nud®29met;.. Nuo
2006 med kiekviers karta bent pus komandos nati grizta su medaliais, 2007 metais iSkovotas,
kol kas vienintelis, aukso medalisTokiai mazai 3aliai rezultatai tikrai yra dauginai geri ir
ikvepiantys, ypatuos, kurie ruoSiasi jose dalyvauti.

Rasant darp iSkilo tokie esminiai klausimai: kaip palyginti dolimpiadinius uzdavinius,
kokiais kriterijais vadovautis, kaigvertinti, kiek kirybos ir pastang reikalauja uzdavinio
sprendimas. Supratau, jog Si ,teritorija“ man visauja.l ja ne taip paprastazengti“. Juk daznai
toks vertinimas yra labai subjektyvus. Paprast& ¢laroma yra taip: paimamas uzdavinio
sprendimas ir pazvelgusji tampa gaétinai aiSku, ar jis tavoégoms, ar ne. Vienam atrodys
vienaip, kitam — kitaip.

Naudojantis proga Siame darbe yra apraSomi uzdayikurie buvo pateikti 1994 met
olimpiadoje, o taip pat iryt olimpiad; uzdaviniai, kuriose buvo pateikti, kartojant diagtio
.-Respublika“ antrags Zodzius ,Lietuvis - pasaulio genijus®, lietuviSviesuoly Giedriaus
Alkausko bei Kstwio Cesnawiaus sugalvoti uZzdaviniai, ir paskutiniosios, 2@tétais vykusios,
Tarptautirts Moksleiviy Matematikos Olimpiados uzdaviniai.

Darbo strukiira tokia: pradzioje pristatomi visi uzdaviniai if gprendimai iS 1994 ir 2011
mety olimpiady, tada keli lengvesni uzdaviniai, kurie &y suzadinti skaitytojui nar patiam
pabandyti juogveikti, ir gak gale jau migti Giedriaus Alkausko ir Kstuwiio Cesnavéiaus sukurti

uzdaviniai, kurie buvo atrink{i1997 ir 2008 met Olimpiados pagrindinius uzdavipgeSetukus.

2 http://www.imo-official.org/country_team_r.aspx?esd. TU (Ziuréta 2012-05-12).




SIEK TIEK APIE TARPTAUTIN E MOKSLEIVI U MATEMATIKOS OLIMPIAD A

Tarptautit moksleivip matematikos olimpiada (angl. IMO) vyksta nuo 196t be
pertrauk;. Pasioje pradZioje rungsi tik socialistinio bloko Salys llgainiui dalyvaujatiy 3aliy
skatius iSaugo iki 90, 0 2011 metais jau dalyvavo awsitaet i$ 101 Saliés

Lietuva kaip nepriklausoma valstyBioje Pasaulige olimpiadoje dalyvauja nuo 1992 met
siurtia savo atstovus kiekvienais metais. Pirmasis negedabronzigs spalvos — buvo parveztas
1994 metais Vytauto Pasho (aut. pastaba: mano bendraklasio). Neilgakjeilaukti ir sidabro:
j1 1996 metais Lietuvai laigjp Giedrius Alkauskas. Na, o aukso teko luktelgt br juo galime
pasidziaugti, kol kas vieninteliu, bet uztat labaiangiu: 2007 metaisi jparvez Kestutis
Cesnawius. Beje, pdtpirmaji medal, tatiau Soviet; Sajungos rinktires sudtyje, i 1986 metais
VarSuvoje vykusios olimpiados panée¥ienintelis ten prasimg$ lietuvis Sigitas Keras. By
garbinga ir teisinga pamih, kad nuopelnai & medaly ir ne tik ¢l Siy priklauso ir komandos
vadovams, kurie atstovaudami moksleivio sprendil@znai savo pastangomis ,uzdirba“ ne gien
task.

Taip jau nusistodjo, kad kiekviena Salis sidia po 6 sprendzia@ius asmenis. Uzdaviniams
sprsti yra skiriamos dvi dienos: pigndiers 3 uzdaviniai (Nr.1-3) ir angrdiems 3 uzdaviniai
(Nr.4-6). Sprendimui yra skiriamos 4,5 valandog, po 1,5 valandos vienam uzdaviniui. Uz piln
uzdavinio iSsprendimskiriami 7 taskai.

UZdaviniai yra atrenkami i$ preliminaraus uzdayigiraso (angl. Short-listed problems), kur
sudaro uzdaviniai iS ketwrimatematikos Sak algebros, geometrijos, kombinatorikos, skali
teorijos.

UZdaviniai neoficialiai yra reitinguojami, t.y. sktomij tris grupes: sunis, lengvi ir vidutinio
sunkumo.

Susiklost tokia tradicija, kad uzdaviniai nr. 1 ir nr. 4kami lengvais, na o uzdaviniai nr. 3 ir
nr. 6 sunkiais. Galld reikty iSskirti uzdavin nr. 6 kaip didZiaugi pretendent | ,sunkiausio
uzdavinio” tituh.

Tad nieko nelaukdami pabandykime patys iSbandytiuZdaviniy sunkum.

% http://www.olimpiados.lt/matematika/imo/imo-virtuseaslaptys-ir-prieskambario-kvapsniai-viethameriksciau-
0359(Ziuréeta 2012-05-17).
* http://www.imo-official.org/results_year.as|f&iaréta 2012-05-12).




1994 METU OLIMPIADA

Naudodamasis proga pradzioje pristatau uzdavindud994 maet Pasauligs olimpiados

vykusios Hong Kong‘e, kurioje teko dalyvauti ir man

UZdavinys Nr. 2

Tegulm, n yra natiralieji skatiai. Tarkime a,,a,,...,a,, yra tokie skirtingi aibs {1;2;...n}

elementai, kad, jeig; +a; <n, 1<i< j<m, tai egzistuoja tokg, 1< k <m, kad a +a,=3a,.

Irodykite, kadai+az Tty > n;—l.
m

Sprendima$

Pradziai visai pravartu paimti kokisai konkrety atvej ir pasinagrigti ji. Tad tarkim turime
tokius uzdavinio glygoje aprasytos adés nariusa, = 3, a, = 6, a, = 11,n = 11 (tariame, kad,
yra didziausias aés elementas). Dabar patikrinkime, ar taiégabuti visi aibés nariai, t.y. ar yra
patenkinta taisykl, kad, jei a +a, <n, 1<i<j<m, tai egzistuoja tok& 1 < k < m, kad
a +a;=a,. Ziarime a,+a, = 3+3 = 6, 6< 11 =ntoks narys yraa, = 6; a,+a, =3+6=9, 0
9 < 11, toel masy aibeje turi bati ir a, = 9, ir t.t., kol randame visus & narius {3; 6; 9; 11}.

a +a,+a;+a, _ 3+6+9+11 n+l _ 11+1

Patikrinam =7,25,0 >

= 6. Taigi, 7,25> 6.

Kadangi element a, , a,,...,a, eiliSkumas @ra svarbus, tai tarkime, ke >a,>...>a_ .

Pertvark nelygylg, kuria reikia jrodyti, gauname: 24 +a, +...+a,) > m(n+1). Pastebime,
kad deSigje pugje turimem sumy (n + 1), tad norisi ir kaije nelygyles pusje sugrupuoti narius
po du taip, kad sumos gast daugmaz lygios. Ir kadanga, >a,>...>a, tai grupuojame

didZiausi su maziausiu ir tt: g +a,) + (a,+a,,) + ... + (@,+a) > m(n + 1). Dabar

® 1994 m. olimpiadosa$ygos lietuviy kalba i§ asmeninio archyvo.
© 1994 m. olimpiados visi sprendimai i$skyrus 2 widia pirma daj pgl. Short-Listed Problems for the 35th
International Mathematical OlympiatHong Kong: Golden Cup Printing Co. Ltd. 1994.



>n + 1 arba

m+l-i —

irodysime, kad kiekvienas i§ jpatinai yra ne mazesnis uz+ 1, ty. a, +a

a+a >n, SuU visais.

m+1-i

[rodysime prieStaros tdlu. Tarkime, kada, +a, < n su kazkuriuoi. Tada turime:

m+1-i

a<a+a,<a+a,,<..<a +a,,; <n. Ir iS slygos seka, joga +a,, a +a,,, ..,

m+1-i

a +a [{1;2;...;n}. Gavome, kad toki nariy didesniy uz a, ir priklausagiy aibei {1;2;...;n}

m+1-i
yrai. Bet juk uza, didesni yratika,, a,, ..., a_, t.y. i —1 narip. Gavome prieStar

Todkl su visaisl<i <m visada yra teisinga, +a,,,., >n+1. Tocl yra teisinga ir

m+1-i
(,+a,) + (a,+a,,) + ... + (@,+ta) > mn + 1). O iS cia teisinga ir

g +a,+.ta, N+l

m 2

Kaip gi boty galimaivertinti olimpiadinio uzdavinio sudinguma? Kaip palyginti du skirtingus
uzdavinius? Kaip palyginti uzdayins ska€iy teorijos su uzdaviniu iS geometrijos? Kokiais
kriterijais vadovautis? Jukia kaip su menu - kaigvertinti, kuris darbas reikalauja daugiau
kurybos, sudtingesres kirybos?

Galbat vienas iS pirm kriterijy gakty bati: ar uzdavinys yra grynai ,techninio* potzio.

Zinoma, tikimyke tokj uZzdaviri aptikti Pasauligie olimpiadoje artima nuliui. Tad belieka
kazkokiu lmdu stengtis iSmatuoty tkiirybini uzdavinio uztais Uzdavinio glyga — tai lyg vartai
maz, pasepta pasaudli, i kuri taip norisiizengti, bent kazkokiutau duris praverti ir trumpam
zvilgtelti anapus. To#l apie pasipta groZ galime spesti tik platiai prawre vartus. Zinoma,
kartais nutinka ir taip, kad patys vartai, t.y. avohio slyga, kuriam laikui apkeja savo
tobulumu.

Taigi, ka gaktume pasakyti apie pastarojo uzdavinio &umjuma? Nors jam suteiktas ir
pirmas numeris, bet kaip matysiméliau, pavadinti j lengviausiu olimpiados uzdaviniuaty
klaida. Dar tiksliau byloja oficiali statistika: st dalyviy surinkiy tasky uz § uzdavin vidurkis
buvo didesnis tik uz viduiktasky surinkiy uz uzdavip nr. 6 (paprastai, pats siishgiausias
olimpiados uzdavinys).

Sis uzdavinys tampaveikiamas kaZzkokiu iu paste§us, jog visai naudingas galiat

Dirichlé principas.

’ http://www.imo-official.org/year_statistics.aspx2ye1994(ziiréta 2012-05-28).




Uzdavinys Nr. 2

TrikampisABC yra lygiaSonisAB = AC. Tarkime, kad:

)] per krastigs BC vidurio tasSlk M iSvestoje tie§e AM pazynetas toks taska®, kad
atkarpaOB yra statmen@B;

i) krastireje BC pazynétas taska®), skirtingas nuo taskB ir C;

iii) tiestje AB pazynttas tasSkag, tiesje AC — taskad- taip, kad skirtingi taskek, Q ir F
yra vienoje tiege.

Irodykite, kad atkarp®Q yra statmen&F tada ir tik tada, kaQE = QF.

Vertinant geometrinius uzdavinius vienas iS krjtemgakty bati, ar uzdavinio iSsprendimui
reikalingas b¢zinio papildymas. Tada, ar tas papildymas reikalagjlios izvalgos*, ar jis yra
tiesiog savaime iSplaukiantis iglygos.

Pastarasis uzdavinys, bent jau pirmoji jo daliseik@lauja nei jokio krzinio papildymo, nei
sucktingy izvalgy. Priskigiau ji, bent jau pirm jo dal, prie vieny iS lengviausi Pasauligs
olimpiados geometriniuzdavini.. Beje, uz suzdavin maksimail bal skatiy (7 taskus), lyginant

su kitais uzdaviniais, surinko daugiausia dalywa taip pat ir surinkt taSky vidurkis uz § uzdavin
buvo didZiausia&.

Sprendimas

1) Pirma,irodysime, kad jeDQ yra statmen&F, tai QE = QF.
| bizdas. Sio uzdavinio pirmai daligirodyti pakanka pastet du jbréZtinius keturkampius ir

pasinaudoti jiemsizlingomis savybmis.

8 http://www.imo-official.org/year_statistics.aspx2ye1994(ziiréta 2012-05-28).




A
F
\L
\ 5
C i B
o E

Ziarint { AOFE ir turint omeny, kadDQOEF ir kad mums reikiarodyti, jog QE = QF, kyla
mintis tai bandyti darytirodant, kadA OFE yra lygia3onis, t.y.0 OFE = OFEO. Siuo keliu ir
eisime.

IS salygos: 00 OQE = O OBE = 90°. Tuomet pastéfg, kad be §j staiy kampy AOQD ir
AEBD turi dar ir kryzminius kampu$l QDO ir [0 BDE, darome iSvagl kad jie yra panas, kur
0QOD ir OBED taip pat yra lygs. Taigi, turimeibréztini keturkamp QBEO. Todl ir
OQEO = OQBO (nes remiasij ta pai lankag). O kadangi ACOB yra lygiaSonis, tai
0BCO=0CBO= 0 QEQC.

Dabar niisy zvilgsnis krypsta [0 QFO. Paimkime keturkampOQFC. Jis irgi yrajbréztinis,
nesd FCO+ O FQO = 180°. I&¢ia 0 QFO = 1 QCO(nes remiasj ta pai lanka).

Taigi, gavome, kad] QFO = 0 QCO= O CBO= OQEQ. Toctl AFOE yra lygiaSonisOQ
yra aukstig, o FQ = QE.

Il badas. Sis mdas kiek ilgesnis, tdau &ia uZtenka tikiZvelgti atitinkamus panaSius
trikampius ir pasinaudotiyjsavylemis. AABO ir ABMO yra panass nes turi po statkamp ir
viena bends kamp - [0 AOB. Tockl [0 OAB= [0 MBO.

Akivaizdu, kadAOQD ir AEBD yra panass (lygis atitinkami kampai). Tad %—% IS
Cia BD _QD Pritaikk AQDB ir AODE kosinus, teorem gauname, kad—D _Qb_QB

ED OD’ ED OD EC



10

Taigi, AQDB ir AODE taip pat yra panas ir 1 QBD = [ DEOQ. O kadangi [] QBD sutampa su

[0 MBO, tai 0 DEO = [1 OAB
A ABC yra lygiasSonis itAM yra aukstig, tai [0 OAB = [0 OAC. Taigi, turime, kad 0 DEO =

OOAB = OOAC O isc¢ia gauname, kadAELO ir AALF yra panags, ir toctl %:%
Pertvark gauname:E=&. Ir analogiékai,E=&=£. Tockl AELA ir AOLF yra
OL FL OL FL OF

panass, ir 0OFL = OEAL = OOAB = ODEO. Gavome, kadAFOE yra lygiasonis, kur
OF = OE, OQ yra aukstig dalijanti pagringd EF i dvi lygias dalis. Todl EQ = QF.

2) Dabarjrodysime j kita pug“: jei FQ = QE, taiOQ O EF.

A

Sios uzdavinio dalies visa sprendimo eésgiidi prielaidoje:tarkime, esantFQ = QE, OQ
néra statmena EF. Tokia prielaida éra tokia jau akivaizdi ir daznai taikoma sprendfian
geometrinius uzdavinius. Be4 feigus, uzdavinys pasidaro paprastag/eikiamas gudresniam
devintokui.

Tada béziame OQ‘'] E'F* (¢ia E'F* || EF). O iS pirmos daliesrodymo zZinome, kad
FQ=QE'.
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Tegul tiegs AQ' ir atkarpos EF susikirtimo taskas yraD. Tada FD = DE (nes
AFAE‘~ AFAE) ir FQ# QE, nes taskaD ir Q nesutampa. Gavome priestdjuk FQ = QE)!
Todkl OQ O EF.

Uzdavinys Nr. 3

Su kiekvienu nairaliuoju k pazyneékime f(k) skatiy aibés {k+1; k+2; ...; 2k} element,
kiekvieno i$ kunp uZzraSe dvejetaéje skatiavimo sistemoje yra lygiai trys 1-ai.

a) Irodykite, kad su kiekvienu nagaliuoju m egzistuoja maziausiai vienas toksumatusisk,
kad f(k) =m.

b) Raskite visus nataliuosiusm, su kuriais egzistuoja toks vienintekiskad f(k) = m.

Sprendimas

Salyga ne iS, kur perskaiius viery karta tampa visai aiSku, k&ia is misy nori. Tad aiSkumo
délei isiveskime tam tikrus zyajimus ir panagrigkime konkret, atvej.

A, pazyntkime tuos aibs {k+1; k+2; ...; 2k} elementus, kurj dvejetainiame uzraSe yra
lygiai trys vienetai. Tad&k) nusako, kiek toki skatiuy yra ailzje A . Tegul ailg B, sudaro tie
aikés {1; 2; ...; k} elementai, kuny dvejetainiame uzraSe yra lygiai trys vienetagy(k) — funkcija,
kuri nusako, kiek toki elemeny yra ailzje B, .

Pavyzdziui, teguk = 16. TadaB,;= {7; 11, 13 14}, g(k) = 4, A= {19; 21; 22 25; 26, 28},
f(k) = 6.

Akivaizdu, jog f(k) ir g(k) yra nemagarcios funkcijos. Ir netuity buti labai sunku pasteh
kaip f(k) priklauso nuay(k): f(k) =g(2k) - g(k).

Norint jrodyti teigin a) reikia parodyti, kad funkcijd(k) ,perbéga“ visus naltraliuosius
skatius. Akivaizdu, kad(1) = 0. Tad pafirékime, kam bus lygié(k+1) - f(k):

f(k+1) - f(k) = (Q(2k+2) —g(k+1)) —(9(2k) —9(k)) = 9(Zk+2) - g(2K) — (9(k+1) —g(K)).

Panagrigkime kokias reikSmes galyyti g(2k+2) - g(2k) — (g(k+1) —g(Kk)).

g(2k+2) - g(2k) gali igyti reikSmes 0, 1 arba 2, nes @iB,, ., turés tuos péius narius kaip ir

aibe B,, ir maksimum dar 2 naujus narius. Tuo tagfkt+1) — g(k) gali igyti reikSmes O arba 1.
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Tada visas reiskinyg(2k+2) - g(2k) — (g(k+1) — g(k)) gali igyti reikSmes 0, 1, 2 (-1 negali, nes
funkcija f(k) yra nemag&anti). 2 gausime tik tuomet, kg(2k+2) - g(2k) = 2, og(k+1) —g(k) = 0.
Bet ar gali taip bti? g(k+1) —g(k) = O tada, kak+1 [0 B,,,. Bet juk tada ir B+2 0 B,,,,, nes jei
yra skatiai a ir 2a, tai ju dvejetai iSraiSka skirsis tik tuo, kada2dvejetair iSraiSky gausime
prirag& ,0“ iS deSires skatiausa dvejetaires iSraiskos, t.y. viengtskatius yra tas pats. Ted jei
g(k+1) — g(k) = 0, taig(2k+2) - g(2k) igis reikSmes 0 arba 1. Taidik+1) - f(k) gali igyti tik
reikSmes 0 arba 1. O tai reiSkia, kad funk{iid ,nepersoka“ nei vieno natalaus skaiiaus.

Bet ar funkcijaf(k) igyja ir kiek norimai dideles reikSmes?

Kadangi 2" dvejetainiame uZraSe turi tik vignienet, taif(k) néra apeézta is virSaus (@anus
kiek norimai didel n visada rasis sk&us didesnis u22", kurio uZzraSe dvejetaije skatiavimo
sistemoje yra lygiai trys 1-ai). Tajppdéme teigin a).

b) daliai iSspgsti pasinaudosime tuo,akjau jrodeme jrodinédami teigin a). Taigi, jei
egzistuoja, toksan, su kuriuo egzistuoja toks vienintekskadf(k) = m, tai tadaf(k+1) - f(k) = 1 ir

f(k)- f(k—-1) = 1. O taireiSkia, kadkd1 ] B,,,, ir 2k-1 1 B,, . 2k+1 U B,,,, tada ir tik tada,
kai k dvejetainiame uzraSe yra 2 vienetai. AnalogiSkkil [1 B, tada ir tik tada, kak - 1
dvejetainiame uzraSe yra 2 vienetai. Tai yranoma tada ir tik tada, k&i- 1 dvejetainiame
uzraSe paskutinis skaitmuo yra 1, prieSpaskutikestreuo yra O ir tame uzraSe yra dar vienas 1.
Kitaip sakank yra tokios iSraiSkok = 2" + 2, sun > 2.

Beliko rastim. m=f(2" + 2). Pastebkime, kadg(2") = C®. Tada
g(2") -g(2") = C;, - C; = C; . Tockl
f(2" +2) =g(2"+4) —g(2" +2) = 1 +g(2™") —g(2") = 1 + C;.

Ats. m={1+C?|n> 2}.

Uzdavinys Nr. 4

n®+1

Raskite visas tokias natliyjy skatiy poras(m;n), kad 1
mr —

buty sveikas skaius.

Sio uzdavinio Zavumas yra trumpojglygioje — tik vienas sakinys. Bet kaip daznai esti,

pirmo zvilgsnio paprasta ir aiSkiai suprantamigga dar negarantuoja lengvo ir greito sprendimo.
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Sprendimas

Pabandykime panag# situacijas, kam=n, m>nirm<n.

3+ + 2 _ + — + . ..
"+l _ (n+D”-ntD) _nn=D+1 _ L 1 ooctarasis skais

Tegulm=n. Tada
mr-1 (n+D)(n-1) n-1 n-1

bus sveikas tik, kar = 2. Taigi, viera por jau turime: (2;2).

3
Dabar imkimem > n. Pabandykimen—ﬂ1 reiskin, igyjant sveikas reikSmes, iSsireikSti per
mr —

3

Pastebkime, kadn® +1=1(modn ), 0 mn-1= -1(modn). Todl, jei skakius -+l 0 Z, tai jis

3

yra tokios iéraiékos:n 1 = kn-1, kur k O Z*(nes (kn-=1)(mn-1)=1(modn) kaip ir

mr —

5 . o .n*+1  n®+1. n®+1

n® +1=1(modn) ). Kadangi nagrigjame atvej, kaim > n, tai < — irkn—1<——.
mr-1 n°-1 n°-1

Tadakn—1 <n + il 0 i8¢iakn—n< 1+ il Gavome, kadk -1)n < 1+ il Akivaizdu,
n- n- n-

kad deSina nelygykes pug visuomet bus mazesniZz 2 su bet kokim# 1 O N. Ir, kadangk [0 Z7,

3
tai (k-1)n = 0 arba(k—-1)n = 1. Tinka tikk = 1. Tada turime, jogn—+11 =n-1. O i&ia
mr -

iSsireiSk m gaunamem = n +1+ni1. Ir nesunku pamatyti, jog desitygybés pug bus sveikas

skatius tik, kain = 2 irn = 3. Om abiem atvejais bus lygus 5. Dar reikia patikrintatvej, kai
3

n=1: ' +1 = i

m-1 m-1

(mn): (5;2), (5:3), (2;1), (3;1).

Beliko iSnagriti atvej, kai m < n. Baty labai patogu Siuo atveju kaZzkaip pradieiSkin

. Pastarasis skaus bus sveikas son = 2 irm = 3. Taigi, turime dar 4 poras

- ... N+l . L n®+1 . .
suprastinti. Ir nesunku pastgh jog, jei 0 Z, taiirm [0 Z. Dar daugiau, kadangi
mr-1 mr—-1
3 T o L | .. n*+1 -
m’ ir mn-1 yra tarpusavy pirminiai, tal, jem> —— [ Z, tai ir (] Z. Taigi, gauname:

mr-1 mr-1
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3 3,3 _ 3 3 3
m? tl_min-irmitl m2n? - mn+1+0 +1. Matome, kadm® - 1 00 Z tada ir tik
mr-1 mr-1 mr-1 mr-1
.m’+1 . . e
tada, kai 1 0 Z. Gavome simetrinreiskin. Tockl tinkamos(m;n) poros bus: (2;5), (3;5),
mr —
(1;2), (1;3).

Ats.: (1;2), (1;3), (2;1), (2;2), (2;3), (2;5), B3; (5:2), (5:3).

Pilnai iSspesti § uzdavin néra paprastag¢ia reikalinga toki uzdaviny sprendimo praktika,
tam tikras pajautimas, matymas, kuriuo keliu @t pelnyti bent par taskeli tikrai imanoma
ramiai sau ,zaidziant” su juo ir renkat tinkam@sn) poras. Ir i$ atsakymo yra aiSku, jog visas
tokias poras ,surinkti“ tikrai éra sudtinga.

Uzdavinys Nr. 5

Tarkime,Syra vig; grieZtai didesni uz -1 real skatiy aibe. Raskite visas funkcijds S— S
tenkinargias Sias dvigygas:
)] f(x+f(y)+xf(y)) = y+f(x)+yf(X) su visaisx,y LI S
f(x)

i) ——= grieztai di¢ja kiekviename is interval-1 <x < 0 irx > 0.
X

Sprendimas

Pagal pirmja salyga, visiems x [0 S yra teisingaf(x+f(x)+xf(x)) = x+f(x)+xf(x), t.y.
f(X+(1+x)f(x)) = x+(1+x)f(x). Jeix+(1+x)f(X) pazynttumez, tai tugtumef(z) = z.

O i8S antrosiosadygos iSplaukia, kad lygti§x) = x daugiausia gali téti tris sprendinius: vien
intervale -1 <x < 0, kita, kaix = 0, tr&€ia intervalex > 0.

Taigi, tarkime yra toks sprendinysis intervalo (-1;0). Tad&u) = u ir, pagal pirm salyga
istatiusx =y =u, f(u?+2u) = u®+2u. Kadangi -1 <u < 0, gauname, kad n? +2u O (-1,0).
Betgi sprendinys galiitii tik vienas, todl u®+2u = u. ISsprend lygti gauname, kadi = O ir
u=-1. Nei vienas iS sprendini] (-1,0). Vadinasi, tokio sprendinio intervale (-1Li® viso réra.

Tarkime yra toks sprendinya intervale (0;+0). Analogidkai gauname, kad® +2a = a.

ISsprend gauname, kad = 0 ira = -1; abu sprendinidll (0;+o0).
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Patikrinkime, ar yra toks sprendinys, k&) = x = 0.[stat i pirmaja salyga x =y = 0 gauname
f(0) = 0. Taigi, toks sprendinys yra.

Gavome, kad visiems [ Syra teisingd(x+f(x)+xf(x)) = x+(1+x)f(x) = 0. ISspreng gauname,

kadf(x) = —1%. Beliko tik patikrinti, ar &i funkcija tenkina \ds slygas:
X

y-X
_ y Y g XEXYy-y=XxXy, o X-y,_ 1l+y _y-X
f(x+f(y)+xf =f(x-——-x—2-)=f(————2—"2)=f = = )
bty =t 70 xg ) = =)= S T
1+y

_ X yX _ YFYX=X-yX _ y—X
H(X)+yf(x) = y - - = = .
yHOHYI) = y 1+x 1+Xx 1+ X 1+ x

T 1 yra dickjanti, kai -1 <x< 0 irx> 0.
X 1+x
X
Ats. f(x) = ——.
(x) Ty

Si uzdavin bity galima palyginti su uzdavinius nr. 3. Penktameaviuyje kertinis momentas
yra, iS alygoje suteiktos informacijos, padaryti iSwagbg lygtisf(x) = x daugiausia gali teéti tris
sprendinius: viegintervale -1 <x < 0, kifa, kaix = 0, tr&ia intervalex > 0. Teiginys yra paprastas
ir Zavus, kaip ir visa, kas yra paprasta, bet wnatyti pdiam yra genialu. Po to belieka tik
techniskai tvarkingai uzbaigti uzdaviuo tarpu tr&ajame uzdavinyje reikia pasitelktpagalla
dar viery ailg, jos pagalbgzvelgti atitinkamus @ysius, juos analizuoti. tume teigti, kad
pastarasis uzdavinys tikrai yra sunkesnis. Betwkezlas turi ,atmuds” aki i skirtingus dalykus,
tad tai niekada nebus visiems tinkanti teisingadgy juolab, kad ir bendrai viglalyviy surinkiy

tasky vidurkis liudija penktojo, kaip swtingesnio uzdavinio, naudai.

Uzdavinys Nr. 6

Parodykite, kad egzistuoja nedliyju skatiy aibe A, pasizyminti Sia savybe: kiekvienai
begalinei pirmini skatiy aibei S egzistuoja tokk = 2 bei tokie du nairalieji skatiai m 0 A ir

n O A, kad kiekvienas iqyjdviejy gali bati uzraSytak skirtingy aibés S element sandauga.

® http://www.imo-official.org/year_statistics.aspx2ye1994(ziiréta 2012-05-29).
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Taigi, prieS mus — sutingiausias 1994 metolimpiados uzdavinys. Ar tikrai?

Visuy pirma, Sio uzdavinioatyga yra IS t, kur reikia sau ramiai neiSsigfi ir duoti laiko tiesiog
zvelgti i ja beinirtingo ,rakto skylug¢s vartams atrakinti“ ieSkojimo. Kai pradeda rétkvarty
kontirai“ (ko cia iS sy norima), pasidaro aiSku, kad uzdavinio sprendituagy bati trumpas.
Tiesiog, reikia nusakyti tokiaibe. Atrodo, jog viskasia pat — ranka pasiekiama. Bet ... reikalinga

vaizduot, reikalinga patirtis, reikalingaikyba, reikalinga idja.

Sprendimas

Sudarykime aib A taip:

A={2¥3, 2*5, 2*7, ..} {3*5*7, 3*5*11, ..., 3*19*31, ...} O {5*7*11*13*17, ..} O...

Cia bendrasis a#fs A narys yra idraiskoa = bb,..b, , kurb < b, <..<b, yra pirminiai
skatiai.

Dabar, kiekvienai begalinei pirmipiskatiy aibeiS={ p,, p,, Ps, ... }, Kur p,<p,< p,<...,

visada egzistuos toks= p, beim= p,p,..p, D Airn=p, p;...p,,, OA

Ir pastelekime, kad sprendimas yra pats trumpiausias i§ ai&k&iau pateikty. Ar ne genialu?
Sioje vietoje pacituosiu zodzius i§ doc. dr. RordoaKasubos straipsnio ,About the so-called
democratic problems proposed at International Matieal Olympiad (IMO)* apie men kurie
labai tinka Siam uzdaviniui:

.Menas yra tai, kas atrodo (yra) grazu, nauja trgn&lu.

Menas yra tai, & sunku atlikti.

Menas yra tai, kas suzadinaisa kirybiSkuma, yra iS$ikis misy vaizduotei, prapk&a misy

zvilgsni, yra tai, kas labai riprasta ir nestandartiSka®“.
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PASKUTINIOJI - 2011 MET U OLIMPIADA

Kaip ir ketinome, panagrésime ir paskutiniosios Tarptaués olimpiados, vykusios 2011
metais Amsterdame, uzdavinius.

Uzdavinys Nr. 1°

Kiekvienos ketum skirtingy natiraliyjuy skatiy aibes A = {a,, a,, a;, a,} element; sumy
a +a,+a;+a, pazyntkime S,. Tegul n, yra pox (i,j), kur 1<i <j<4ir a+a; dalija S,,
skatius. Nurodykite visas tokias keturskirtingy natiraliyju skatiy aibesA, su kuriomis skaius

n, igyja didziausi reikSne.
Sprendimas

| badas.Pradziai, paimkime, kakaibés A pavyzd. Tarkime,A = {1, 2, 3, 4 }. TadaS, =10, o
n, =2 (nestik sumos 1+ 4 ir 2 + 3 dalifi ).
Suraskimen, maksimaly reikSng. Viso pon (i,j) yra Sesios, tad tikrai n,< 6. Tegul

a, <a,<a,<a,. Kadangi aik A sudaro tik skirtingi natralieji skatiai, tai gartinai akivaizdu, jog
a,+a, nedalijaS,, nes visadeS,>a,+a,> % S,. Lygiai taip pat irS,>a,+a,> % S,. Tockl

maksimalin, reikSne yra ne dideshiuz 4.

Tarkime n, = 4. Tadaa, +a, ir a,+a,, ir a,+a,, ir a,+a, dalo S,. IS to, joga, +a, dalo

S, = a+ta,ta,+a, gauname, kada, +a, dalo ir a,+a, (nes Sa - 1 +M)
’ S | ’ ? T a e, a+a,’

AnalogiSkai, iS to, joga,+a, dalo S,, gauname, kad,+a, dalo ir a, +a,. O taip gali lti tik,
kai a, +a, = a,+a,. Gavome, kads, = 2(a, +a,) = 2(a,+a,).

a, +a, taip pat daloS,, toctl a,+a, = b, (a,+a,), kur b, kL N, ir b,(a,+a,) = 2(a, +a,).
PrieSpaskuti@ lygybe padaugir iS 2 ir abmg paskutiniyja, gauname, kad, (a, +a,) = 2a, - 2a,,

19Visos 2011 m.gygos iSIMO Amsterdam 2011Language: Lithuanian
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oiScia a; = b—23(a1+a2) + a,. O kadangia, +a, = a,+a,, taia, = b—23(a1+a2) + a,. Gavome,
- : : b, b,
kad ailk A yra tokio pavidalo f,, a,, E(a1+a2) + a, E(a1+a2) + a,}. Tada

S.=(b,+2)(3+a,), 0+ 3, =23+ 2 (3+2,) dalo’S,.

Gauname lygyls (b,+2)(a,+a,) =m (2a1+b—23(a1+ a,)), ciam U N. Ekvivalenti pastarajai:

(2b,+4)a, +(2b,+4)a, = (4m+tmb,)a + mb, a,. Sum > 5 desinioji lygylks pusg visada bus
didesrt uz kairaja, 0 sum= 1 visada kairioji bus didesmz deSig. Beliko patikrintim=2, 3, 4, 5
reikSmes.

Kaim = 2 turime 4a,= 4a,. O a,= a, netinka, nes visi nariai aife A yra skirtingi.

Kai m = 3, turime (4 -b,)a, = (b, + 8) a,. Siuo atveju reikia patikrintb, = 1, 2, 3 (sub,> 3
kairioji lygybés pus visada bus neigiama arba lygi nuliui, o deSin@jgiama).

Kai b, = 1, turimea,= 3a,. Bet tadaa, = 3a, = a,. Taigi, irgi netinka.

Kai b, = 2, turimea,= 5a,. Tada nisy aib¢ A bus tokio pavidalo &, 5a,, 7a,, 11a }.

Kai b, = 3, turimea,= 11a,. Aibé A bus tokio pavidalo & , 11a , 19a , 29a,}.

Kai m = 4, turime (2 -b;)a, = (10 + b;)a,. Patikrirg b, = 1, gauname jau gautezultag
a,=11a,.

Kaim =5 turime (4 - 3,)a, = (16 + J,)a,. Patikrig b, = 1, gaunamea,= 19a,. Jis
netinka, nes tada, =19, = a,.

Ats.: n, igyja maksimal reikSng 4 tada, kai ais yra pavidalo f,, 5a,, 7a,, 11a,} ir
{a, 11a, 19a , 29a,}.

Il biidas.Pradsime nuo jau Zinomos sistenias
a, +ta, =a, +a,
b(a ta,)=a,+a,
b,(a, +a;) =a, +a,

1 Sis ir sekantys 2011 m. olimpiados uzdayisprendimai pgl.
http://www.math.leidenuniv.nl/~desmit/pop/2011_irfioal6.pdf (Zitréta 2012-04-21).
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c¢ia b, ir b, O N skirtingi koeficientai nei buvo naudojamb:de.

Suckj¢ pirma ir trecia lygtis gausimeb, (a,+a,) = 2a,+a,-a,. Jeib,=1, tai tada 2,+a,-a,
> (g +a,). Kai b, > 3, tadab,(a,+a;) > 3a, >a,a,2a,+a,-a,. O kai b, = 2, gauname
3a,+ta, = 2a,.

Suckj¢ pirma ir antr lygciu sistemos lygtis gausimév,(+1)a, + (b,-1)a, = 2a, (akivaizdu,
jog b, > 2).Isistat vietoj a, = 2a, - 3a,, gaunamel§ +7)a, = (5-b)a,. Kadangi pastarosios
lygties kairioji pug visada teigiama, tai 2 k; < 5. Beliko patikrintib, = 3, 4.

Kai b, = 3, turime &, = a,. Tada aib A yra tokio pavidalo f,, 5a,, 7a,, 11a, }.

Kai b, =4, turime 1B, = a,. Ir aibé A yra pavidalo f,, 11a,, 19a,, 29a, }.

Apie § uzdavin galima luty sakyti, jog jo sprendimas yra beveik vien tik teiglos reikalas. Ir
tos technikogia reikia ne kazin kokios. Tadvalgesnis devintokas turintis pakankamai karisyb
gakty drasiai ryztis gvildenti tok uzdavin. Zinoma, tokio pobdZio uzdaviniuose daznai per
skukejima ir nekantrum vienas iS sprendinikazkur yra pametamas, bet vis tiek tai nesumasina

dziugaus pasididziavimo jausmo, kad pats galikti tokio rango uzdavin

Uzdavinys Nr. 2

Tegul S yra baigtire aibé tasSk;. Aibe S sudaro bent du taskai ir jokie trys @bS taskai
nepriklauso vienai tiese¥éjo malkinu vadinamas toks procesas. Pradedame nuo kuricai®ssS
taskoP ir kurios nors tiess |, kuri eina per gtask P ir neina per jokkita aibés Stask. Sk ties: |
sukame pagal laikrodzio rodykper sukimosi task P iki tol, kol ties® | pasieks sekantibés S
tadky, kuris &l tampa naujuojisukimosi taskur t.t. § proceg tesiame tokiu pat #idu be galo
ilgai.

Irodykite, kad visada taip galima parinkti pradiibés S tasky P ir pradirg tiess |, jog

kiekvienas aibs StaSkas bus Sie¢jo makino sukimosi taskbe galo daug kart
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Paprasta iga — dalinti plokStum i dvi dalis — padaro uzdavirvisai paprastu. Tik va kaip
apdiuopti tas genialias paprastagjas? Net ir patyrusiems olimpiadlalyviams tai yra sudinga:
& uzdavin iSsprend tik 22 dalyviai*?

Sprendimas

ISskirkime du atvejus: 1) kai aife Syra nelyginis ska&ius task ir 2) kai aikgje Syra lyginis
skatius taSkj.

1) atveju paimkime bet kutaSk P priklausant aibei S ir tiesg | dalijartia plokStuna i dvi
dalis (nelyna ir raudon), kuriose yra po lygiai ais StaSk. Ir tai padaryti visada yramanoma.

Irodymas. Tarkime tieés| einanti per task P dalina plokStura i meélyna ir raudomn
pusplokStumes, kur élynoje yran + k tasky, o raudonojen — k taSky. Sukant ties | mélynos ir
raudonos pusplokStumitasSky skatius gali padidti ar sumadéti tik per viers task, t.y. + 1 (nes
jokie trys taskai éra vienoje tie§e). O apsukus tiesl per task P 180° kampu gausime, jog
melynoje pusploksturije liko n —k tasky, o raudonojen + k task; (tiesiog pusploksStuss apsikei
vietomis). Taigi, buvo tokia tiés |, einaios per taSk P, pactis, kai taSk abiejose
pusplokStunase buvo po lygiai (pa).

Parinkome bet kurpradin taSk P ir pradirg ties |, kuri dalija plokStum i dvi dalis su
vienodu skaiiumi aibés Stasky. Parodysime, kadéjo makino sukimosi tasktaps visi taskai tiesei
| apsisukus 180° kampu. Sukame ¢ié¢gpagal laikrodzio rodykl iki pirmojo ,sutikto” tasSkoT.
TaSkasT tampa sukimosi tasku. Ir paséébme, kad visada, jei taskdsbuvo tarp tasSk esawiy
raudonoje pusplokstuie, tai ir taSkad? atsidurs tarp taskesariu raudonoje pusplokStue, ir
atvirkiai, jei taSkasl buvo tarp task esagiu mélynoje pusplokSturgje, tai ir taSkag® atsidurs
tarp taSk esawiy melynoje pusplokStuge. Todtl kiekvienu momentu, kai tiesl neis per du
aibés Staskus, abiejose pusplokstése ailes StasSk; bus pon.

Tarkime, kad kazkuris atls StaSkadM nepabuvorejo malkino sukimosi tasktieseil apsisukus
180° kampu. Mes Zinome, jog per kiekvieaibés Stask, taip pat ir taskM, galime iSvesti ties
kuri dalija plokStum i dvi dalis, kuriose yra po lygiai aib S taSk;. Tuomet betkuri nesutampanti
lygiagreti jai tieg jau nebedalins plokStuma@slvi dalis su vienodu skaumi aibés StasSky. Taigi,

jei taSkasM nepabuvovéjo makino sukimosi taskuai reiskia, jog buvo tokia tiés| pactis, kai

12 hitp://www.imo-official.org/year_statistics.aspx2ye2011(Ziaréta 2012-05-29).




21

jinai dalijo plokStum i dvi dalis su nelygiu ads S task skatiumi. O taip atsitikti neg&lo, nes
kiekvienu momentu, kai tiéd neina per du ais Staskus, abiejose pusplokstése ailés S taSky
yra pon.

2) atveju viskas yra analogiSka, tik #dsplokStum visada daling dvi dalis, kur vienoje iy
busn aibés Stask, o kitoje -n — 1 ailés StaSky. Ir tieseil apsisukus 360° kampu visi taskai bus

pabuw vejo malzno sukimosi taskais

Uzdavinys Nr. 3

Funkcijaf: R — R, kur R - realiju skatiy aike, tenkina nelygyt:

f(x +y) < yi(x) + f(f(x))
Su visais realiaisiais skaais x, y. [rodykite, kadf(x) = 0, kaix < 0.

Jau i$ slygos tugty bati gana aisku, kad Sio uzdavinio sprendimas sliyjdaimai parinktuose
keitiniuose. Toks keitini parinkimas reikalauja tam tikrgiliy iZzvalgy paremt; panasi uzdavini
sprendimo praktika. Ir kaip paag&kis sprendimo, uzdavinys tikrai vertagilsunkiy uzdavini
gruggje.

Sprendimas

IS pradzi noretysi iSsivaduoti nud(x + y) ir f(f(x)). Tad pabandykime padaryti tokeitin

y =t—x. Tada gauname, kad su visais realiaisiaistekaix ir t galioja
f(t) < tf(x) — xf(x) + f(f(x))

Galima hity pastebti, jog t pakeit, pvz., f(a), kairje pugje gautumef(f(a)) — f(f(x)), ir
kitame zingsnyje apkeitargumentus bei sdag dvi nelygybes iSsivaduotume né@Xx)) ir f(f(a)).
Taigi, darom tokius keitinius. IS prad = f(a), x = b gauname

f(f(a)) —f(f(b)) < f(a)f(b) — bf(b)
O tadat =f(b), ox=a
f(f(b)) —f(f(a)) < f(a)f(b) — af(a)
Dabar suékime paskutinisias nelygybes
af(a) + bf(b) < 2 f(a)f(b) arbaaf(a) < f(b)(2f(a) — b)
Ir jei dabar paimtumé = 2f(a), gautume, jo@f(a) < O.
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Akivaizdu, jog su visaia < 0, f(a) = 0.
Jei dabar pavyktirodyti, jog su visaia < 0, f(a) < 0, gautume, jog su visags< 0,f(a) = O.
Tam tikslui paimkime nelygybf(t) < tf(x) — xf(x) + f(f(x))ir pazirékime su kokiaid deSire
jos pus bus mazesnu nul. Aidku, jogtf(x) — xf(x) + f(f(x))< 0 tada, kai t < ;(f§ 1)
X

xf () = F(F(x)

f(x) > 0. Taigi, pame tokj realyji x, su kuriuof(x) > 0, ir tokiust < , gauname,

f(x)
jog f(t) <0, t.y. visada rasime kazkakeigiamg skatiy t, su kuriuo f(t) < 0. O pastaroji iSvada

prieStarauja tam, jog su visais realiaisiasis 0, f(t) = 0. Toctl iS Sios prieStaros seka, kaéra
tokio realaus, su kuriuof(x) > 0, t.y. su visaig, f(x) < 0. O taip pat twdami, jog su visaig < 0,
f(x) = 0, gauname, kad su visaix 0, f(x) = 0.

Beliko tik x = 0 atvejis. Pasinaudokinf@) < tf(x) — xf(x) + f(f(x))nelygybei ja istatydami
reikSmesx =t < 0. Gauname, jog & 0 — 0 +f(0) arba 0< f(0). Bet taip pat turime, jog su visais
realiaisiaisx, f(x) < 0. Toctl ir f(0) = 0.

Uzdavinys Nr. 4

Tegul n yra natiralusis skaiius. Turime svarstykles, kurias sudaro dskstues, kairioji ir
desinioji, irn svareliy, kuriy svoriai yra2°®, 2, 2%, ..., 2"*. Mums reikia kokiu norsimu sudti
visus n svareliy ant svarstykli viera po kito taip, kad po kiekviengjimo deSinioji svarstykli
lékStut niekada neiity sunkesa uz kairaja. Kiekvienu éjimu mes pasirenkame Kunors ant
svarstykliy dar nepaéta svarej ir padedameijarba ant kairiosios, arba ant deSiniosios svalistyk
lekStukes ir t.t. iki tol kol ant svarstykii bus sudti visi n svarelip. Nustatykite, keliais skirtingais
budais tai galima padaryti.

Turime kombinatorikos uzdavinkurio skaéiavimo algoritmas yra nesgtingas. Pasirinkus

tinkam strategig, jis néra ngveikiamas tiems, kurie nebijo tokio tipo uzdawini

Sprendimas

Tarkime f(n) yra funkcija, kuri nusako keliais skirtingaisidais galime iSéti n svareliy ant

svarstykli; taip, kad deSiniojidkStue niekuomet neiity sunkesa uz kairbja.
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Paimkime svar¢l2°= 1. Jei j détume pait pirmaji ant svarstykli, tai bitinai tutume padti
ant kairiosios dkSteks. Kitais atvejaisijgaktume ati arba ant kais léksteks, arba ant desis,

nes visuomet kadje esattiy svarely bendras svoris bus bent 2 didesnis uz dgSilekStekje

esaliy svareli bends svoi. Taigi, viso yra (B — 1) skirtingy biady padti svare] 2° ant

svarstykliy.
Liko tokie svareliai: 2*, 2%, ..., 2"*. Paprastumo dei padalinkime visus svorius i§ 2.
Gausime, jog turime2®, 2', 22, ..., 2" svarelius. Si situacija yra visidkai analogiskadinei

situacijai tik svareli yra nen, o (h — 1). &l imdami lengviausi, gausime, kad viso yra
(2 (n—1) — 1) skirting bady jam padti ant svarstykiy.

Taip tsdami gauname, jod(n) = (2n-1)(2(n—-1) - 1)...(2 - 2-1) - 1 arf@) = (2n — )},
t.y. visy nelyginiy skatiy iki (2n — 1) sandaugaif(n)=1-3 -5 -...- (& 1).

Ats.:f(n) = (2n - 1)!!

Uzdavinys Nr. 5

Duota funkcijaf: Z — N, kur Z — sveilgju skatiy aibé, o N — natiraliyjy skatiy aike.
Skirtumasf(m) — f(n) dalijasi i$f(m — n)su visais sveikaisiais sk#iis m ir n. [rodykite, kad jeim

ir n yra tokie sveikieji sk&iai, kadf(m) < f(n), taif(n) dalijasi i5f(m).

Sprendimas

Su tokiais sveikaisiais skaaisa ir b, kad f(a) = f(b), turime% =1, t.y.f(a) dalof(b).

Paimkime tokius sveikuosius skais a ir b, kadf(a) < f(b). Tada, pagalatyga, f(a - b) dalo

[f@-f®) _ f(b)-f(a)
f(a-b) f(a-b)

f(m) O N, su visaisn [1 2).

f(a) — f(b) t.y. > 0. Ir f(b) > f(b) - f(a) = f(a-b) (primenu, jog
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f(a)- f(a-b)
f(b)

salyga f(b) = f(a — (a — b))dalija f(a) - f(a-b). Tockl f(a) - f(a-b) = 0, t.y. f(a) = f(a-b). Tada

fo)-f@ _ T0) =@ _ 10 4 144 1a) dalof(b)
f(a—b) f(a) f@ |

Paimkime skirtum f(a) - f(a-b) < f(a) < f(b). Gavome, kad

< 1. Bet gi pagal

Palyginus Sio uzdavinio sprendinsu uzdaviniu nr.3, akivaizdu, kad pastarasis taila
paprastesmi jZvalgy, paprastesni keitimo operacij. Ir pats jrodinéjimo kelias yra gerokai
trumpesnis.

O dabar panagriékime viern iS jspadingiausii, kokiy tik teko man matyti, geometripi
uzdavini.

Uzdavinys Nr. 6

Duotas smailusis trikampi&BC ir apibztas apiejjapskritimasw. Ties t yra apskritimow
liestine, o t,, t, ir t. - tiests, simetriSkos tiesel atitinkamai tiesi BC, CA ir AB atzvilgiu.

Irodykite, kad per tris tiesit,, t, ir t, susikirtimo taSkus einantis apskritimasigeapskritim w.
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Sprendimas
K 4
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TasSkasT yra tiess t ir apskritimow lietimosi taskas. Tiesit,, t, ir t. susikirtimo taskus
pazynekime A*, B* ir C'. Ant apskritimow pazyntkime taSkusA®, B" ir C* taip, kadTA = AA’,
TB=BB", TC=CC"

Dabarirodysime, kad\“C" || A'C*, A“B" || A'B" ir B“C" || B‘C".

Paimkime kamgp tarp tiegst ir B*C" ir palyginkime ji su kampu tarp tos p@as tiegst ir
B‘C'. Kampas tarp ir B*C* yra lygus [0 B*C*T- OC“TD = 20BC'T (nesTB=BB") - 200 CTD
(nesOC“TD = 0C*TC+ OCTD, 0o OCTD= OTC'C= 0 C‘TC) = 2(0BC‘T- OCTD) =
2(0BCT - OCTD)=2((0CTD+ O TDC) - O CTD) = 20 TDC.

Bet gi ir kampas tarp tiést ir B‘'C' taip pat yra lygus 2 TDC! Todé¢l B*C* || B‘'C".

Analogiskai gausime ir kad‘C" || A‘C* bei A*B" || A'B".

'3 http://www.math.leidenuniv.nl/~desmit/pop/2011_irfiaal6.pdf (p. 14, Ziréta 2012-04-21).
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O dabar pabandysimeodyti, kad trikampi A'B‘C* ir A“B*C* ne tik atitinkamos kraStis yra
lygiagretios, bet ir kad Sie trikampiai yra homotetiniaiitpat ir apie juos apibrti apskritimai)
su homotetijos centri, kuris priklauso apskritimub.

Pirma, parodysime, ka@“C ir BC* susikirtimo taskasX priklauso tieseit,. Ir iS ties,
0XBC = OCBT, o XCB = [OBCT (abejais atvejais kampai remigsvienodo ilgio lankus).
Todkl taskaiX ir T yra simetriSkBC atzvilgiu ir taSkasX priklauso tieset, .

Antra, parodysime, kaBB' ir CC' susikirtimo taskas priklauso apskritimuiv. Sisjrodymas
bus ilgesnis. PaimkimA& B'DF. IS alygos seka, kadB yra pusiaukampihkampo O B‘FD, o BC
yra pusiaukampinkampo [ B‘'DF. Tockl taSkasB yra AB'DF pusiaukampinj susikirtimo tasSkas
ir 0BB'D + OBDF + ODFB = 90°. IS¢ia gauname, kad

OIB'D = OBB‘D =90° - ( BDF + [0 DFB) = 90° - [0 ABC.

Analogiskai, AC yra pusiaukampin prieSkampio] C'ED, o BC yra pusiaukampin kampo
OCDE. Tockl CC* yra ir pusiaukampih prieSkampio OEC'D (nes trikampio kampo
pusiaukampia ir kity dviejy kampy iSorines pusiaukampiis kertasi viename taske). Taigi,
gauname, kadl CEF- O CDE+ 0O CC'E = 90°. O iXia

OB‘C'l = O CC'E=90° - (O CEF- 0 CDE) =90° - (ULECD + O CDE) - CDE) =
=90° - ECD=90°-0BCA

Ir galy gale gauname, kad

OBIC=0OBIC' =180°- (JIB'C* + OB‘C'l)=180°- I IB'D + OBC'l) =
=180° - ((90° -0 ABC) + (90° - 0 BCA) = 0 ABC+ 0 BCA= 180° - BAC.

Todel keturkampisBACI yraibréztinis ir taskad priklauso apskritimud.

Pazyntkime atkarpoB‘B“ kita sankirtos task— ne task B* — su apskritimuw taSkuK. Ir
pritaikykime Paskalio teoreqibréZtiniam SeSiakampiukB* CIBC". Si teorema sako, jog esant
ibréztam SeSiakampiui, nabinai taisyklingam ir net iSkylam, jo prieSingkrastiny susikirtimo
taSkai guli vienoje tiege. Masy atveju gauname, kad prieSindrasStiniy susikirtimo taskai
KB“n IB =B', B*Cn BC' = X, CIn KC* = Syra vienoje tiege. O iS¢iaS=CInBX =C'. Ir
todkl taSkaiC'KC*" yra vienoje tiegje.

Taigi, B'B* ir C'C" kertasi tasSkeK, kuris yra homotetijos atvaizduojdos AA'B'C* i
AA*B"C" centras. Todl K taip pat yra ir homotetijos atvaizduogams apskritimus apiké#tus apie
AA'B'C' ir AA*B“C* centras. O kadangi taskas priklauso dar ir apskritimuin, kuris yra
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apibrztas apieA A*B“C", tai jis taip pat priklauso ir apskritimui apatam apieAA'B‘C’, ir jis
yra Siy apskritimy salycio taskas.

Na, wl gi, pamatai Zzmogusab/ga, pamatai b¥zin; ir kuriam laikui nusitvi. Kaip taikliai
pastebi ir pataria USAMO autoriai, nereikia iSkasigasti, reikia skirti pakankamai laiko Siai
akistatai su isties labai sttthgu uzdaviniu:*

Siam uzdaviniui iSspsti reikia, i$ tieg, daug. Be specifini Ziniy reikalinga ir greita
orientacija, nes laikas yra ribotas (olimpiados ujepanaSios praktikos {{h gerai treniruotam),

gilaus, ,tolimo* matymo ir, Zinoma,e&mes.
DAR KELETAS LENGVESNI U UZDAVINI U
Pateiksiu dar du uzdavinius, kurie, savo &umdjumu arba gréiau jau savoiveikiamumu,
gakty prilygti Respublikirgs olimpiados uzdaviniams.
Pirmasis uzdavinys iS 2007 meblimpiados vykusios Vietname, kitas gi iS 2005 unet

olimpiados vykusios Meksikoje.

2007 m. uZzdavinys Nr.2

Trikampio ABC kampo BCA pusiaukampié kerta apibézta apie trikamp ABC apskriting
taSkeR. Tarkime, kadK yra atkarpo$BC vidurio taskas, d. atkarposAC vidurio taskas. Ties
kuri eina per taskK ir yra statmena atkarpBIC, kerta tieg CRtaskeP, o tieg, kuri eina per tagk
L ir yra statmena atkarp&iC, kerta tieg CR taskeQ. [rodykite, kad trikampi RPKir RQL plotai

yra lygas.

14 Romualdas Ka3uba. Venid Y Vdutp://dg.icmell.org/document/get/1@p. 4, Ziréta 2012-05-29).
15 http://www.olimpiados.lt/biblioteka/776/atsisiuntim(Zitréta 2012-04-26).
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Sprendimas

Visy pirma, norisi iSnaudoti kampBCA pusiaukampia Ir iS karto nesunku past&h kad
trikampiai PKC ir LQC, be lygy kampi, 0 QCL = 0 PCK, turi ir sta&iuosius kampus, tail PKC
ir O0QLC. Taigi, turime du panasius trikampiuAPKC ir AQLC; o iS ju panasumo ir tai, jog
0 LQC = OKPC. Tada ir kampas] RPKlygus [0 RQL Mes gavome, jog sy trikampiai, kurip
ploty lyguma mums reikiajrodyti, t.y. ARPK ir ARQL turi bent po viea lygu kamp
(ORPK=ORQL). Cia prasyte pradosi iki panaudotaSinug; teorema trikampi plotams

skatiuoti: Syzp = %RP-PKsin(D RPK), Sypa. = %RQ-QL-sin(D RQL=0 RPK). Liko parodyti,

kadRP-PK = RQ-QL
Nesunku pasteiti, kad krastigs PK ir QL yra panasi trikampiy APKCir AQLC krastires.

O IS jy panaSumo seka, kagﬁ— % Mums gi reikiajrodyti, kadQ—— RQ (RP-PK=RQ-QD.

Jeijrodytume, kad%z %FD batume iSsprenglir visa uzdavin.
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TasSkasO yra statmen iSvest iS trikampioABC krastiny vidurio task; susikirtimo taskas, t.y.
apibrzto apie trikampABC apskritimo centras. TétlOR ir OC yra Sio apskritimo spinduliai, o
AROC yra lygiaSonis trikampis. Taip pat BPOQ yra lygiaSonis QP = OQ), nes 0 OQP =
OLQC = OKPC = OOPQ Ir jei iS vir&ginés O nuleistume statmen PQ, tai tas statmuoiiy
AROC ir APOQ simetrijos aSis ir dalintatkarpasdQ ir RC atitinkamai lygias dalis. O i&a
gauname, kaBP = QC. Tada irPC=RQ, ir %: E—S Ka ir reikéjo jrodyti.

Dar hity atskiras atvejis, kahC = BC. Bet tada taskaD, P ir Q sutapi ir trikampiai RPK ir
RQL baty simetriSkiCR atzvilgiy, tockl ir ju plotai kuty lygas.

Nors sprendimas gali atrodyti ir ilgokas¢itau Sis uzdavinys géty pretenduoti greciausiai
iSsprendziamo uzdavinio titul Mat, pats nelidamas genijus ir neturintis ypatingos Pasawlini
olimpiady uzdaviniy sprendimo patirtiesj jiSsprendziau per 15 mitiu. Idéja yra gana aiski ir
¢jimas ,pagrindiniu® keliu yra nuoseklus ir nestidgas, nereikalaujantis papildonbréziniy ar

kazkokiy ypating; teoreny zinojimo.

2005 m. uzdavinys Nr.}3

Raskite visus tokius naaliuosius skaiius, kurie yra tarpusavy pirminiai su visais begzi
sekos
a,=2"+3"+6"-1,n=21

nariais.

Sprendimas

Sis uzdavinys yra visai paprastas ZinantagjaaEerma teorem O ji sako, kad jep — pirminis
skakius nedala, tai tada jis dalaa®™- 1.
Zvelgianti duot begalie sek nesunku pasteh, kad visi jos nariai yra lyginiai. Belieka tik

nelyginiai skadiai. Patikrinus pirmuosius nariua = 10 = 2-5,a,= 48 = 2*.3 kylajtarimas, kad

16 pagahttp://www.olimpiados.|t/biblioteka/773/atsisiuntim(Ziiréta 2012-04-26) (mano vertimas — N.K.)
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galbat Sios sekos nariai ,apima“ visus pirminius skas. Ir galliit tai galimajrodyti. Taigi, labai
paranki mazoji Ferma teorema, kuri ir nusako dalisrirminio skatiaus pozym

Jau nustaim, kad 2, 3 ir 5 éra pirminiai su duotosios sekos nariais,datiumsjdomis tik
p > 5. Pritaik mazja Ferma teoremgauname, kag dalo (2°*- 1), (3°*- 1) ir (6~ 1). Belieka
tik sugalvoti kaip Siuosanenis privesti prie sekos nario forrasil Ir | akis krenta, jog 2+3+1=6.
Tad padaugigsekos ndris 6 mes gauname:

6a,= 32"+ 2.3+ 6™- 6 =3(2""- 1) + 23" - 1) + (6™ - 1).
Ir priskyrg p—1=n+ 1, gausime, kad naa,,_, dalo pirminisp, su visaip > 5 .

Taigi, réra tokiy natiraliyju skatiy.

UZDAVINIAI, KURI U AUTORIAI YRA LIETUVIAI

Kol kas tik du uzdaviniai, kugi autoriai yra lietuviai, yra pateki pagrindinius olimpiadg
uzdaviniy SeSetus. Tai 1997 metais pateiktas Giedriaus AKa@ur 2008 metais &tuwio
Cesnawiaus uzdaviniai. Uzdaviniai, be abejsn priskirtini sudtingy uzdavini; grupei.

Jie I8 tieg yra sudtingi. Ir ne tik jie patys, bet iny sprendimai yra sutingi ir ilgoki. Norint
juos iSspegsti visom prasrem reikia idéti daug darbo. Netyj sprendimus pateikiant reikia gerai

paplu&ti.

1997 m. uzdavinys Nr. 6 (Giedriaus Alkaus¥o)

Teguln yra natiralusis skalius. Funkcijaf(n) nusako keliais skirtingaisidais galima uzraSyti
skatiy n 2-to neneigiam laipsniy sumomis. Sumos, kurios skiriasi tikrden; tvarka laikomos
tapa&iomis. Pavyzdziuif(4) = 4, nes sk&ius 4 gali ti uzraSytas Siomis sumomis:

4, 2+2; 2+1+1; 1+1+1+1.

Irodykite, kad su visais > 3, yra teisinga

n? n?
2

24 <f(2")< 22,

738" IMO Mar del Plata, Argentina, Language: Engligmano vertimas — N.K.).
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Sprendima¥

Paimkime dar viempavyzd, kain = 5. Tadd(5) = 4, nes sk&ius 5 gali liti uzraSytas Siomis
sumomis: 4+1; 2+2+1; 2+1+1+1; 1+1+1+1+1.

Pastebkime tai, jog skaiiy 5 ir 4 skirting; uzraSyna skatius yra tas pats, o jie patys skiriasi
tik tuo, jog prie skaiiaus 4 vig uzraSym yra pridedamas ,1% kurio jau nebegalima iSskaigyt
jokia kita sum. Ir atvirk&iai, iS skatiaus 5, kuris yra nelyginis ir visada sumosedusent viea
,1“ (nes 2" visada bus lyginis, iSskyrug’=1), visy uzradyny aéme po ,1“ gausime skaiaus 4
visus uzraSymus. Ir tas galioja visiems nelyginiems 2k+1, kurk — sveikas teigiamas skais.
Todkl galime uzradyti, jogf(2k+1) = f(2K).

Sekantis pastépmas sudtingesnis. Tarkime, jog turime kazkok = 2k. Tokio pavidalo
skatius n gali bati uzraSytas sumomis, kuriose yra bent vienaswb ,1% ir sumomis, kur
déemenyse #éra , 1. Pirmuoju atveju, iSbrawkpo viery ,1" iS sumy, gausime visas skaaus X%-1
uzZraSytas sumas. O antru atveju, padalidmenis i 2 gausime visas sumas, kuriomis yra
uzraSomas ské&usk.

PavyzdZziui, skaiy 6 galime uzraSyti Siomis sumomis:

1+1+1+1+1+41; 1+1+1+1+2; 1+1+2+2; 1+1+4; 2+2+2; 2+4.,

Dabar paimkime sumas, kuriose yra ,1“ ir iSbraukipgeviery ,1“. Gausime sumas, kuriomis
uzraSomas ské&us 5. O pame sumas, kurioseéma ,1“ ir padalire ju démenis iS ,2“ gausime
sumas, kuriomis uzraSomas skas 3.

Taigi, gauname tokipriklausomyl: f(2k) = f(2k-1) + f(k). Bet gi taip pat i$ ank&u turime,
jog f(2k-1) = f(2k-2), tockl gauname, jodf(k) = f(2k) - f(2k-2).

Zinome, jogf(2) = 2,f(1) = 1. Tarkimef(0) = 1, tada galime iSrasyti:

f(1) =1(2) - f(0),
f(2) =1(4) —1(2),

f(k) = f(2k) — f(2k-2).
Sudtje visas lygybes gausime, jog2k) = f(0)+f(1)+...H(K).
Akivaizdu, jog f(n) yra nemaganti funkcija, todl f(0)< f(1) <...< f(k). Tada
f(2k) = 1+1H(2)+...H(k) < 2+(2)+...#(Kk) < kf(k).

18 Uzdavinio sprendimas pagal Orlando D6hrigg" International Mathematical Olympiad, Problems &&mns,
Shortlisted for consideration by the JuMar del Plata, 1997, 57-59.
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Dabarisistatykimek = 2", kad gattumeijvertinti f(2"):

n(n-1)

f(2") € 2"H(2"Y) < 2" 2MR(2R) << 27E2MR ()= 2 2 -2,

n(n-1) n
Beliko parodyti, kad2 2 -2 <22, sun > 3. Iri$ tiknyju, kadangin > 2, tain*>- n+2 < n?, o

- 2 n?
M+1<n7. Parodme, kadf(2") < 22 sun > 3.

Zinodami, kadf(2k+1) = f(2k) ir kadf(n) yra nemagjanti, galime d4siai daryti iSvada, kad yra
teisinga nelygyb f(at+1) - f(a) = f(b+1) —f(b), kura > b ir a, b yra to paties lyginumo, t.y. arba

abu lyginiai, arba abu nelyginiai. IS tiu, jei air b yra lyginiai, taif(a+1) - f(a) = f(b+1) —f(b)=0;

o jei a ir b nelyginiai, tada(a+1) - f(a) = f(aTﬂ) (nesf(k) = f(2Kk) - f(2k-1)) = f(b+1) —f(b) =

f(bTﬂ), nesf(n) yra nemaganti.

Dabar pakeiskima ir b atitinkamaia =c + i, b = c —i, kurc — lyginis skatius > d > 1, oi =
0,1, 2,...d - 1. Gausime nelygybiy:
f(c+1) —f(c) = f(c+1) —f(c)
f(c+2) —f(c+1) = f(c) —f(c-1)

f(c+d-1) —f(c+d-2) > f(c-(d-2)+1) - f(c-(d-2))
f(c+d) - f(c+d-1) = f(c-(d-2)) —f(c-d+1).

Sudtje visas Sias nelygybes gauname, jfg+d) - f(c) = f(ct+l) - f(c-d+1). Kadangi c yra
lyginis skatius, taif(c) = f(c+1). Istat gausime, kadfgc) < f(ct+d) + f(c-d+1). I1SraSykime visas
nelygybes, kad = 1, 2,...c:

2f(c) < f(c+1) +f(c)
2f(c) < f(c+2) +f(c-1)

2f(c) < f(2c) +f(2).
Sudtje visas nelygybes gausime, jogf@) < f(1) + f(2) + ... +f(2c). DeSirgje nelygykes
pusje esaflia eilute jau sumavome, tad galime uzrasyti, kaf{@ < f(4c) — 1 arba 2f(c) < f(4c)

Su visais lyginiai<.
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nZ

Mums reikiajrodyti, kad 24 < f(2") sun = 3. O turime 2f(c) < f(4c). Tad darome keitin
4c= 2", ty.c= 2"?. Gauname, ka@"'f(2"%) <f(2"). Pritaike pastasja nelygyle galime tsti:
f(2") > 2" f(2"%) > 2" 2" f(2M) >...

Jein yra lyginis, tai tadaf(2") > 2" 2" X(20) = 20Ot = o4

n?-1

Jein yra nelyginis, tai tadd(2") > 2" 273 22f(2') = 2000323 = 2 4 2524 Kair
reikéjo irodyti.

2008 m. uZzdavinys Nr. 3 @étutisCesnawius)*®

Irodykite, kad egzistuoja be galo daugtmaliyjy skatiuy n, su kuriaisn®+ 1 turi pirmin
dalikli, kuris yra didesnis uz+ v/2n .

Sprendima®

Siame sprendime pasinaudosime tam tikromis Zinidgniskakiy teorijos. Vis; pirma, kad
pirminiy skatiu, kuriy iSraiSka yra B+1, ¢ia k yra natiralusis skaiius, yra be galo daug. Antra,
kad lygtis x> =-1 (modp), kur p — pirminis 4«+1 iSraiSkos, turi dvi Saknis, ir x, intervale
[1; p-1] ir x,+X,=p.

Paimkimep = 8k+1. Zinome, kad lygtis<? =-1 (modp) turi dvi $aknis intervale [1p-1]. Tegul

X, 2 X, =n. Tadap dalinan®+ 1irn < pT_1< g O mums reikiarodyti, kadp > 2n + Jon.

Paimkimen = pT—l [, kurl = 0.Isistat gauname, jog

4 (n*+1) = 4((‘37_1—02 +1=p*p2+2)+ 4%+ 4 + 5 (i 4 padauginome, kad nelikt

trupmeny).
Jeip dalinan®+ 1, taip taip pat dalina ir %+ 4 + 5= 4(%+1) + 5. Tada 4(*+ 1) + 5 =p-a,

kur a - nafiralusis skaiius. Masy p yra iSraiSkos B+1, tocl p-a = 8a + a. Pastebkime, kad

19 http://www.olimpiados.lt/biblioteka/777/atsisiuntis(Ziaréta 2012-05-12).
% pagahttp://www.imo-official.org/problems/IMO2008SL.piiréta 2012-05-19).
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4(1?+ 1) + 5 dalinant i3 8 visada gausime liekdnh(nes 8 visada dalins 4@ 1)), op-a= 8&a+a
dalinant i3 8 liekana bus. Todtl a=5. O iS¢ia 4(1%+ 1) + 5= 5p. I13sprend nelygylz | > 0
atzvilgiu gauname:
5p-4-1
2

p—1_ Jop—-4-1
2 2

4012+ 1) +5=(2+1)*+4 =2 5p, (2A+1)*=5p—4,1 =

Gaw § rezultag jvertinkimen: n = pT—l | < . Pertvarkg gauname, kad

2n < p- /5p—4. ISsireiSkimep: p= 2n + /5p—4 . Dabar noitysi kaZkaipjvertinti ,/5p—4 .

2

Jei pazymtumeb = /5p -4, tai tada gautume, joqX< b +4 b arbab®-5b + 4 — 13> 0.

ISsprskime pastaia nelygyle b > 0 atzvilgiu:

b*-5b+ 4 — 10 = (b—E)Z- % 1ms 0, b> S, 1/1On+g.
2 4 2 4

Ir dabar ¢l jvertinkimep: p= 2n+ ,/5p-4=2n+b=>2n+ g+ 1/10n+%> 2n++/2n.

Ir galy gale, iS to, jog toki p — pirminiy skatiy (iSraiSkos &+1) yra be galo daug, mes
gauname, kad ir tokin =x,, kur x, > x, yra lygtiesx* =-1 (modp) sprendiniai intervale [1p-1],

yra be galo daug.
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ISVADOS

Siame darbe yra pristatyta 3SeSiolika Tarptasstirmoksleivip matematikos olimpiados
uzdavinyy ir ju sprendina. Darbo tikslas buvo kuo suprantamiau, aiSkiau gt Siuos
sprendimus, palyginti uzdavinsuctinguma.

Dar karty buvo jsitikinta, kad uzdavinio sprendimas yra menas. pedeikti jo groz yra ne
taip paprasta, o ,pilnu spektru® — gal ir visaimanoma.

UZdaviniai, kurie yra pateikiami Pasaw@ olimpiadoje, yra skirtingo grozio ir skirtingo
sucktingumo. Juos iS tiesgalima skirstytii tris grupes: lengvi, suriks, vidutinio sunkumo.
Sunkiems uzdaviniams, pavyzdZziui,wisendra nuomone, dauguma skaiteorijos uzdavinj yra
,<daktaro lygio“, gvildenti reikia ir papildom Ziniy, ir turtingos uzdavinj sprendimo patirties, ir
talento, ir gkmés. Jie tikrai yra sunis ir sudtingi. Sunkis yra visi Pasaulini olimpiad;
uzdaviniai, bet su uzdaviniais priskirtinais lengrategorijai tikrai dgsiai galima ,susirungti“ ir
smalsiam savarankiSkai matematika besidéram entuziastui. @ tarpe pasitaiko net taki
kuriems iSspysti, reikia visai nedaug: kantrgb ir atidumo, pvz. uzdavinys nr. 1 iS 2011 met
olimpiados.

Pasaulini olimpiady uzdaviniai, kaip ,absoliuti klasika“, yra kasmetagringjami ir
persprendziami. Susidafimas jais tolydzio auga. Apie juos jau paraSytaglanyg;.

RaSant gdarly iSkilo klausimas, pagal kokius kriterijust galima lyginti uzdavinius. Juk jie,
kaip meno Kriniai, kuriuos lyginant atsiranda labai stiprudgktyvumo faktorius.

Visy pirma, sprendziant apie uzdawinsucdttinguma reikia nagrigti ju sprendimus. Tiesa,
niekada visi galimi sprendimai nebus uzraSyti, adk nebsi tikras, ar nepraleistas genialiai
paprastas sprendimas. Taigi, kalbama yra apie rkusair dar nesukurtus dalykus. ¢fau
palyginti reikia, ir vienas IS kritenj bet ne visada vienareikSmis, gaiitibuzdavinio sprendimo
ilgumas, kitas - formuli, loginiu seky sudttingumas, tréias - kiek papildom brézimy
(geometrini, uzdavini atveju), lem reikiajrodyti siekiant iSspisti uzdavir.

Visa tai puikiai iliustruoja statistika. Pasitaikkad uzdavinius priskiriamus sunkuzdavini
kategorijai iSsprendzia daugiau dalyviei tuos, kurie buvo priskirti lengvar vidutinio lengvumo

uzdaviniy kategorijai.
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SUMMARY

THE DIVERSITY OF PROBLEMS OF INTERNATIONAL MATHEMAT  ICAL
OLYMPIADS (IMO)

The aim of this work was to see, if the problem$ntérnational Mathematical Olympiads, can
be solved by ordinary pupil who is more interestethathematics. This | saw to achieve by trying
to solve problems by myself, by presenting solgias clear as possible, and by comparing the
difficulty of the problems.

In this work sixteen problems of International Matiatical Olympiads and their solutions
were presented: six from 1994 Olympiad (the oneatltdor himself participated), six from 2011
Olympiad (the last one), two easier problems and pwoblems, which were presented by
Lithuanians Giedrius Alkauskas (IMO 1997) aneskitisCekanawvéius (IMO 2008).

Dealing with these problems brought to the conolusihat not all the problems of the
Olympiads are of the same difficulty. They indeeth de classified into three categories: easy
problems, harder problems and very hard problems.

Those that are easier can be solved by the perkorsidl studies in the school and on his free
time practices some interesting mathematics. Theslglems do not require any additional skills
or extraordinary talent. But more problems are lyedifficult to deal with, even with their
solutions. The hard ones, besides additional skadlent, and creativity sometimes may require a

lot of luck too.
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