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1. Ivadas

Tarkime, {a,, : m € N} yra kompleksiniy skai¢iy seka, {\,, : m € N} yra didéjanti realiyjy
skaiCiy seka, lim \,, = +o00, 0 s = o + it yra kompleksinis kintamasis. Funkciné eilute,
m—00

turinti pavidala

i ame S, (1.1)
m=1

yra vadinama bendraja Dirichlé eilute su koeficientais a,, ir rodikliais \,,. Kai \,, = log m, tai

gauname eilutg
[e.e]

Am
kuri yra vadinama paprastaja Dirichlé eilute.
Paprastaja Dirichlé eilute yra apibréZiamos daugelis klasikiniy dzeta funkcijy. Pavyzdziui,
Rymano dzeta funkcija (s) pusplok§tuméje o > 1 yra apibréZiama eilute
()=

ms’

m=1
Tuo tarpu, bendrosios Dirichlé eilutés pavyzdys yra eiluté

o0

S Lemevioem
m

m=1
kuri konverguoja absoliuc¢iai pusplokStumeje o > 0.

Apskritai, kiekvienos Dirichlé eilutés, tiek konvergavimo, tiek absoliutaus konvergavimo sri-
tys yra pusplokStumeés.

Tegul (1.1) eiluté konverguoja absoliuciai pusplok§tuméje o > o ir f(s) yra jos suma. Tuo-
met funkcija f(s) yra analiziné srityje 0 > 0,. Daznai funkcija f(s) galime analizi$kai arba
meromorfiskai pratesti | kair¢ pus¢ nuo tiesés o = oy. Siuos ir kitus tvirtinimus apie Dirichle
eilutes galime rasti [11] knygeléje.

Nuo H. Boro (Bohr) ir B. Jeseno (Jessen) laiky yra Zinoma, kad Dirichlé eiluciy tyrimui ga-
li buti panaudoti tikimybiniai metodai. Darbuose [2] ir [3] jie irodé teoremas Rymano dzeta
funkcijai, primenancias Siuolaikines ribines teoremas silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo
prasme. Siuolaikiné Rymano dzeta funkcijos ir kity dzeta funkcijy, apibréZiamy kurioje nors
pusplokStuméje Dirichlé eilutémis, tikimybiné teorija yra pateikta [5], [6], [10] ir [14] mono-
grafijose.

Pirmosios ribinés teoremos bendrosioms Dirichlé eilutéms buvo gautos [7] ir [8] darbuose.
Rezultaty formulavimui mums yra reikalingi kai kurie Zymenys ir apibréZimai. Tarkime, kad G
yra sritis kompleksinéje plokstumoje, o H (G) yra analiziniy srityje G funkcijy erdvé su tolygaus
konvergavimo ant kompakty tapologija. Simboliu B(S) Zymésime erdvés S Borelio aibiy klasg.
Be to, tegul meas{ A} yra macios aibés A C R Lebego matas, o

vr(...) = %meas{T €[0,7]: ...},



Cia vietoje daugtaskio yra raSoma salyga, kurig tenkina 7. Tegul P,,,n € N, ir P yra tikimybiniai
matai erdvéje (S,B(S)). Primename, kad P,, kai n — oo, silpnai konverguoja i P, jei su

kiekviena realia, apréZta ir tolydZia funkcija g erdvéje S yra teisinga lygybe

n—oo

S S

lim | gdP, = / gdP.

Tegul Dy = {s € C : 0 > o1}. Tuomet [7] straipsnio pirmoje teoremoje yra toks tvirtinimas.
1.1 teorema. Erdveje (H (Do), B(H(Dy))) egzistuoja toks tikimybinis matas P, i kuri, kai

T — oo, silpnai konverguoja tikimybinis matas
vr(f(s+ir € A), A€ B(H(Dy)).

Antroje [7] darbo teoremoje yra gautas iSreikStinis ribinio mato P 1.1 teoremoje pavidalas.
Siam tikslui yra reikalaujama, kad (1.1) eilutés rodikliy sistema {\,,} bity tiesiskai nepriklau-
soma vir$ realiyjy skaiciy kiino Q.

Straipsnyje [8] buvo reikalaujama, kad funkcija f(s) bty meromorfiskai pratesta i srit
o > o1, 01 < 0, ir esant kai kurioms papildomoms f(s) augimo salygoms, jrodytos ana-
logiskos ribinés teoremos meromorfiniy funkcijy erdvéje. Straipsnis [9] yra skirtas funkcijos
f(s) ribinéms teoremoms kompleksinéje plokstumoje C, o [12] darbe buvo gauta jungtiné ribi-
né teorema bendrosioms Dirichlé eilutéms.

Straipsnyje [4] buvo pradétos nagrinéti ribinés teoremos su svoriu funkcijai f(s). Tarkime,
w(t) yra teigiama apréZtos variacijos funkcija intervale [1p, 00), 0 Ty > 0 yra fiksuotas skaiCius.

Tegul
T
U = U(T, w) = /w(t)dt,
To

ir
lim U(T,w) = +o0.

T—o00
Reikalaujame, kad funkcija f(s) bty meromorfiskai pratgsiama i sriti o > oy, 07 < 0y, visi
poliai Sioje srityje priklausyty kompaktinei aibei ir, kai 0 > o7 néra funkcijos f(s) poliaus
realioji dalis, biity teisingi jverciai

flo+it) =0(t]*), a=a(o)>0, [t|=t >0, (1.2)
ir
THv
/ w(t —v) |f(o+it)|*dt < U1+ |v]) (1.3)
To+v

su visais v € R. Cia g(z) = O(h(x)) ir g(z) < h(z), h(z) > 0, z € X reiskia, kad egzistuoja
tokia konstanta, ¢ > 0, kad su visais x € X yra teisinga nelygybé

l9(x)] < ch(x).



Tegul 4 yra aibés A indikatorius. Apibréziame tikimybinj mata

T
1
Prow(A) = = /w(t>[{t:f(a+it)€A}dtu A€ B(C).

U
To
Tuomet pirmoji teorema i§ [4] nagrinéja mato Pr, ,, silpngji konvergavima, kai 7' — oo.

1.2 teorema. Tarkime, kad o > o4, o funkcija f(s) tenkina (1.2) ir (1.3) salygas. Tuomet
erdvéje (C, B(C)) egzistuoja toks tikimybinis matas P,, { kuri, kai 7" — oo, silpnai konverguoja
matas Pr, ..

Antroje [4] darbo teoremoje yra naudojami grieZtesni reikalavimai funkcijai f(s), taciau yra
gaunamas ribinio mato P, 1.2 teoremoje iSreikStinis pavidalas.

Funkcija w(t) yra vadinama svorio funkcija, o 1.2 teorema - ribiné teorema su svoriu funkcijai
f(s).

Magistro darbo tikslas yra jrodyti 1.2 teoremos analoga analiziniy funkcijy erdvéje funkcijai
f(s). Tarkime, kad funkcija f(s) yra analiziSkai pratgsiama i sriti o > o0y, 01 < 0y ir yra
analiziné juostoje D; = {s € C : 01 < 0 < 0¢}. Pagrindinis darbo rezultatas yra tokia
teorema.

1.3 teorema. Tarkime, kad funkcija f(s) tenkina (1.2) ir (1.3) salygas. Tuomet erdvéje
(H(D1),B(H(Dy))) egzistuoja toks tikimybinis matas P, i kuri, kai 7" — oo, silpnai kon-

verguoja tikimybinis matas
T
1
PT’w(A) = ﬁ /w<T)I{T:f(s+iT)EA}dTa Ae B(H(Dl))
To

2. Ribiné teorema absoliuciai konverguojanciai eilutei

Tarkime, kad 0y > 09 — 0 yra fiksuotas skaicius, o

v(m,n) = exp {—e()‘m’A")UQ} :
Siame skyrelyje nagrinésime Dirichlé eilutg

fu(s) = anv(m,n)e

m=

—Ams

[y

2.1 lema. Eiluté, apibrézianti funkcijy f,,(s), konverguoja absoliuciai pusplok$tuméje o >
1.
Irodymas. IS o9 apibrézimo turime, kad o + 09 > 0y — 01 + 0 > 0¢, kai 0 > ;. Todél, kai

Re z = 09, funkcija f(s + z) yra iSreiSkiama absoliu¢iai konverguojancia Dirichlé eilute

fls+2) =) apme ), (2.1)
m=1

S S
l(s)=—I (=) e
(5)== (U)

Apibréziame funkcija



Cia, kaip jprasta, I'(s) yra Oilerio gama funkcija pusplokituméje o > 0, apibréZiama integralu
['(s) = /e”us_ldu.
0
Be to, ji yra analiziSkai pratesiama i visa kompleksing plokStuma, iSskyrus taSkus s = —m,
s € NU 0, kurie yra paprastieji poliai, ir

Res = (_1)m'

s=—m m)!

PusplokStuméje o > o nagrinéjame funkcija

02+100
In(8) = % / f(s+ Z)ln(z)%.
Tegul |
! e a5 ds
i) = 5z [ o)
Nagrinéjam eilute Co—ico
i A (m)e ™. (2.2)

m=1

I§ koeficienty a,,(m) apibrézimo ir jvercio [10]
I'(s) < e ¢>0,

kuris yra teisingas kiekvienoje fiksuotoje juostoje 0 < o < ¢, gauname, kad

o9+100

ds
a,(m) < / ln(s)e_’\msg <
2—100
r Ldt
ln it —Am (o2+1t)
/ (02 Fit)e oy + it
't
67)\»,7102 / 'F(02+Z )‘dt <<n efkma‘z.
02

Todel (2.2) eilute konverguoja absoliuciai, kai 0 + 09 > 0g arba ¢ > 09 — 09, arba pagal
09 apibrézima, kai o > o;. Todeél galime panaudoti (2.1) ir sukeisti sumavimo ir integravimo

tvarka funkcijos g, (s) apibrézime. Atlikg $ia procedira, gauname

024100
gn(s) = Z ame_“”% / ln(z)e‘AmZ?Z = Z Ay (M) €75 (2.3)
m=1 . m=1
g2 —100



Dabar panaudosime Melino formulg [6]

1 c+1i00
— [(2)b%dz = e,
271

c—100

kuri yra teisinga su visais b, ¢ > 0. Pritaike Sig formul¢ randame, kad

oo+ico 02+100
1 d 1 —(Am—An)s
— / ln(s)e”\ms—sz—, / Sl ol (T P
21 s 21 09 09 s

09 —100 02—100
1 o9+100
il r Am=An)(=8)o2 1o — —eAm=An)o21
5 / (s)e s exp{ e }

09 —100

Taigi, gavome, kad

an(m) =v(m,n). (2.4)
Kadangi (2.2) konverguoja absoliuciai, kai o > o7, tai i§ ¢ia turime, kad ir lemos eiluté taip pat
konverguoja pusplokStumeéje o > o;.

Pastaba. I§ (2.3) ir (2.4) lygybiy gauname, kad g, (s) = f,(s). Taigi, funkcija f,,(s) turi $ia
integraling iSraiska

o9+1i00
1 d
9als) = 5= / f(s+z)zn(z)§. (2.5)

Ribinés teoremos funkcijai f,,(s) irodyme yra reikalinga viena topologiné struktiira. Jos api-
bréZimui priminsime sandaugos topologija.
Tarkime, kad A yra netus¢ia aibe, o {(X,, 7,) : @ € A} yra topologiniy erdviy Seima. Aibe
X=][Xa
acA

sudaro visos tokios funkcijos
fiA= X,
acA

¢ia f(a) € X, su kiekvienu o € A. Erdvéje X yra apibréziama sandaugos topologija. Kiekvie-
nai funkcijai f € X yra apibréZiamos aibés

I1v..

acA
Cia U, yra tasko f(«) € X, aplinka, ir tik baigtiniam indeksy o € A skai¢iui U, # X,,. Tegul

V7 yra visy tokiy aibiy rinkinys. Tuomet aibiy Seima
V= {Vf : f & X}

yra vadinama sandaugos topologija ir Zymima

117
«



Tegul v = {s € C : |s| = 1} yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plok§tumoje. Api-

Q= H Y
m=1

¢ia vy, = 7y su visais m € N. Tuomet toras €2, remiantis Tihonovo teorema 5.7 [13], su sandau-

brézkime

gos topologija ir pataskinés daugybos operacija yra kompaktiné topologiné Abelio grupé. Todél
erdveje (Q, B(2)) galime apibrézti tikimybinj Haro mata my. Sis matas pasizymi invariantis-
kumo savybe, kuri reiskia, kad su visais w € € ir visomis aibémis A € B({2) yra teisingos
lygybés

my(A) = myg(wA) = myg(Aw).
Gauname tikimybing erdve (€2, B(£2), my). Tegul w(m) yra elemento w € €2 projekcija i koor-
dinating erdve ,,, m € N.

ApibréZiame

QT,w (A) =

Sl =

T
/M(T)]{T:ei)\mr:meN}dT, A e B(Q).
To

2.2 lema. Erdvéje (€2, B(£2)) egzistuoja toks tikimybinis matas @, i kuri, kai 7 — oo,
silpnai konverguoja matas Q7.

Lemos jrodymas yra pateiktas [4] straipsnyje.

Mums bus dar reikalinga viena silpnojo mato konvergavimo savybé. Tarkime, kad (X, B(Xj))
ir (Xy, B(X3)) yra dvi macios erdveés, o h : X; — X, yra (B(X;), B(Xz)) mati funkcija, tai yra,

h'B(X,) C B(X)).

Tuomet kiekvienas tikimybinis matas P erdvéje (X, B(X;)) indukuoja vienintelj tikimybinj
mata Ph~! erdvéje (X, B(Xy)), apibréZiamg formule

Ph~Y(A) = P(h'4), A€ B(Xy).

Yra teisingas toks tvirtinimas.

2.3 lema. Tarkime, kad P,, n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (X, B(Xy)), h :
Xy — Xy yra tolydi funkcija ir P,, kai n — oo, silpnai konverguoja { mata P. Tuomet ir matas
P,h™1, kai n — oo, silpnai konverguoja { mata Ph™1.

Lema yra [1] monografijos 5.1 teoremos atskiras atvejis. Bendrasis atvejis yra formuluojamas
taip.

Tegul D yra funkcijos h trikio tasky aibé. Jeigu P(D) = 0, tai tuomet yra teisingas 2.3
lemos tvirtinimas. 2.3 lemos atveju turime, kad D = ().

Dabar jau galime jrodyti Sio skyrelio teorema. ApibréZiame tikimybini mata

T
1

Pryw(A) = U /w(T)[{T:fn(eriT)eA}dT, A e B(H(Dy)).

To
Primename, kad D; = {s € C: 0y < 0 < 0¢}.
2.4 teorema. Erdvéje, (H(D,), B(H(D,))) egzistuoja toks tikimybinis matas P, ,, i kuri,
kai T" — oo, silpnai konverguoja matas Pr, .
;



Irodymas. Apibrézkime funkcija h,, : Q@ — H(D;) formule
= Z amv(m, n)w(m)e m*. (2.6)
=1

Irodysime, kad $i funkcija yra tolydi. Tegul K yra bet kuri juostos [D); kompaktiné aibé. Pagal
2.1 lema, eiluté (2.6) lygybés desinéje puséje konverguoja absoliudiai, nes |w(m)| = 1. Todél
su kiekvienu € > 0 egzistuoja toks numeris n = n(¢), kad

sup Z v (m, n)w(m)e | < e

SEK | h

su visais w € 2. Todél, jeigu G yra erdvés H(D;) elemento
Z A (m, n)w(m)e s 2.7)
m<n
atvira aplinka, tai ji bus elemento h,(w) aplinka, jei ¢ pakankamai mazas. Elemento w € (2
aplinkas sandaugos topologijoje sudaro aibés

ﬁ Gma
m=1

kuriose G, yra w(m) aplinka ir tik baigtiniam indeksy skai¢iui G,,, # ,,. Kadangi i (2.7) ieina
tik baigtinis skaiCius w(m), tai visada galime parinkti tokig w(€2) aplinka V', kad galioty sarySis
V C h;1(G). Pagal apibrézima tai reiskia, kad h,, yra tolydZioji funkcija.

IS funkcijy h,, ir f,apibréZimy iSplaukia, kad

[e.9]

ho(e”7 :m eN) = Z amv(m,n)e AmTemAms —
m=1
o

amv(m’ n>€f)\m(8+i7') = fn(g -+ 27')

m=1

Vadinasi, pagal mato ()7, apibréZima

PT,n,w(A) = 77 / [{T fn(s+iT) EA}dT =
1
5/w(T)[{‘r-hn((e—i/\mT:meN))eA}dT:

U/ [{’T e IAm T, meN)eh 1A}dT - QT’LU( 1A)

Taigi, Pryw(A) = Qrw(h,tA). I8 &a, funkcijos h,, tolydumo ir 2.2 lemos gauname, kad
matas Pr, ,,(A), kai " — oo, silpnai konverguoja | mata ()., h,, !, &ia @, yra ribinis matas 2.2

lemoje. Teorema irodyta.



3. Funkcijos f(s) aproksimavimas funkcija f,(s)

2 skyrelyje irodéme ribing teorema analiziniy funkcijy erdvéje H(D;) funkcijai f,(s). Per-
¢jimui nuo funkcijos f,(s) prie funkcijos f(s) yra reikalinga vidurkiné funkcijos f(s) aproksi-
macija funkcijai f,,(s).

3.1 teorema. Tarkime, kad K yra kompaktiné juosta D, aibé. Tuomet

T
1
lim limsup — [ w(7r)sup|f(s+i7) — fu(s +i7)|dr = 0.
no% pe U seK
To

Irodymas. Naudosimés funkcijos f,,(s) (2.5) integraline iSrai$ka

o9+1i00
Ful) = 5 / s+ 222

Tegul o3 > o4ir 03 < o. Funkcijos f,(s) integralinéje iSraiskoje integravimo ties¢ stumsime {
kairg, kad praeitume taSka 2z = (. Integruojama funkcija
f(s+ 2)l,(2)
z
taSke z = 0 turi paprastaji poliy, ir

g /(2 )

z=0

= lim f(s+ 5) =T (Ui) e = f(s),

02

nes

Todeél, prisiming (1.2) iverti, i reziduumy teoremos gauname, kad

o3—0+100

W) =g [ Hr T+ 1) G

Imame paprasta, uzdara kontiira L, gulintj juostoje, D; ir apjuosiantj aib¢ K. Tegul § yra

konturo L atstumas iki aibeés /. Tada pagal Kosj integraling formulg galime paraSyti, kad

fls+ir) = fuls +ir) = 2%/ fz+i7) = falz +i7)
L

zZ— S

su visais s € K. Kadangi |s — z| > 6, tai i§ ¢ia gauname jvertj

) ‘ 1 |f(z+i1) — fulz 4+ i7)|
suplf(s-+ir) = fuls+in)] < 5 [ — a2 <
L

1
2—M/|f(z+i7) (et i) ||
L



IS ¢ia randame, kad

—/ Tysup |f(s+i7T) — fu(s+i7)|dT <

seK

1 . ‘
m w(T) /|fz+z¢)—fn(z+27)||dz| dr =

—/|dz\/ JIf(Rez+1Imz+it) — f,(Rez+Imz +i7)|dr =

T+ilmz
—/|dz\ / w(t —ilmz) |f(Rez+i1) — fu(Rez +i1)| dT <
Ty+iTm 2
T+u
% w(t —u)|f(o+1it) — fu(o +it)| dt,
To+u

Cia | L| reiskia kontaro L ilgi.
Tarkime, kad
min{oc:s€ K} =0,+¢, >0
ir
max{o:s € K} =B.

(3.2)

Dabar imame o3 = 0 + 5, o kontura L parenkame taip, kad visiems s € L galioty nelygybés

o> 0 —|— =ird > ;-8 (3 1) formuluotés turime, kad

o3—0+1i00

1 dz

F(s) = fals) = 5— fls + 2)ln(2)—
03—0—100

Todél
o3—0+100
. , 1 , |dz|
[flo+it) = falo +it)] <5— |f(o + it +2)||ln(z )|’_|<<

/ |f(os + it +i7)| |l (05 — 0 +iT)| dT.

—00

10



Pasinaudoje (1.3) jver&iu ir Kogi-Svarco nelygybe, i3 ¢ia randame, kad

T+u
% / w(t —u) |f(o+it) — fu(o +it)| dt <

To+u

0 T+utr
/|ln(03—a+i7)|% / w(t —u—71)|f(o3 +it)| dtdr <
“o0 To+utr

o0 Tutr Thutr 3
/]ln(ag—a—l—zﬁ')]% / w(t —u—T)dt / wt —u—7)|f(os+it)dt | dr =
—o0 otu+T To+u+t

o T T4utr 3
/ |ln(03—0+i7)|% /w(t)dt / wt —u—71)|f(os+it))?dt | dr <
—00 \To To+u+T

/ la(os — o + i7) % (U (Ju] + 7)) dr <

/ (03 — o +41)| (1 + |u| + ’TD% dr < / |l,(05 — o +iT)| (1 + |7|) dT

nes U yra konttro L tasky menamoji dalis, todél aprézZtas dydis. Istate $i iverti i (3.2) gauname,
kad

U/ T)sup |f(s+i1) — fu(s+i7)|dT < sup /|l (o +at)| (L+|t]) dt (3.3)

seK o<—¢
I8 funkcijos [,, apibréZimo matome, kad

|l (0 +i7)| = —

Todél, kai o7 < 0, turime, kad
lim [,(c +it) = 0.
n—oo

IS ¢ia ir (3.3) gauname teoremos tvirtinima.
4. Pagrindiné teorema

Tarkime, kad srityje o > 0( bendraja Dirichlé eilute yra apibrézta funkcija

o0

)= 3 e

m=1
ir kad ji yra analiziSkai pratgsiama | sriti ¢ > o3 su o1 < 0. Be to, reikalaujame, kad juostoje

Dy ={s € C: oy <o <o} galioty jver¢iai

flo+it)=0(t), a=ale)>0, [t=th>0, (1)

11



ir
THv
/ w(t —v) | f(o+it)|*dt < U(1+ |v]) (4.2)

To+v

su visais v € R. Cia w(t) yra svorio funkcija. Ji yra teigiama apréZtos variacijos funkcija

intervale [T}, 0o0) ir tenkina salyga
T
lim U=U(T,w) = /w(t)dt = +o00.
T—o0
To

Tegul H(D,) yra analiziniy funkcijy srityje D; erdvé su tolygaus konvergavimo kompaktinése
aibése topologija. Erdvéje (H(D,), B(H(D,))) apibréZiame

T
1
PT7w(A) = U/w(T)]{T:f(S+iT)€A}dT'

To

Siame skyrelyje, remdamiesi ankstesniy skyreliy rezultatais, jrodysime pagrinding magistro
darbo teoremg apie tikimybinio mato Pr,, silpngji konvergavima, kai 7' — oo.

4.1 teorema. Tarkime, kad funkcija f(s) tenkina (4.1) ir (4.2) salygas. Tuomet erdvéje
(H(D1),B(H(Dy))) egzistuoja toks tikimybinis matas P,,, i kuri, kai 7" — oo, silpnai konver-
guoja Pr .

4.1 teoremos irodymui bus reikalingi kai kurie silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo teo-
rijos elementai.

Tegul { P} yra tikimybiniy maty Seima erdvéje (S, B(S)). Sakome, kad §i Seima yra suspaus-
ta, jeigu su kiekvienu ¢ > 0 egzistuoja tokia kompaktiné aibé K = K(¢) C S, kad visiems
matams P € {P} galioja nelygybé

PK)>1—c¢.

Seima {P} yra vadinama reliatyviai kompaktine, jeigu i§ kiekvieno jos posekio galime isskirti
silpnai konverguojantj poseki i kuri nors mata erdvéje (S, B(S)).

4.2 lema. Jeigu tikimybiniy maty Seima {P} erdvéje (S, B(S)) yra suspausta, tai ji yra
reliatyviai kompaktiné.

Lema yra vadinama tiesiogine Prochorovo teorema, jos irodyma galima rasti [1] monografi-
joje.

Tarkime, kad X yra S reik§mis atsitiktinis elementas, apibréZtas tikimybinéje erdvéje (2, A, P),
tai yra X yra funkcija X : Q0 — S, tenkinanti salyga: su kiekviena aibe A € B(S)

{weQ: X(@) e A} e A

Kitais ZodZiais tariant, X yra (A, B(S)) mati funkcija.
Atsitiktinio elemento X pasiskirstymu vadiname tikimybinj mata

Px(A)=PweQ: X(w)eA), AcB(S).
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Tegul X,,, n € N, ir X yra S reikSmiai atsitiktiniai elementai, apibreéZti tikimybinéje erdveje
(Q, A,P), o Py, ir Px yra jy pasiskirstymai. Sakome, kad X,,, kai n — oo, konverguoja { X
pagal pasiskirstyma (Zymime X, NS ) jeigu matas Py, , kai n — oo, silpnai konverguoja i
mata Py. e

Bus reikalingas toks tvirtinimas. Tegul Y,,, X1, Xs,, ... yra S reikSmiai atsitiktiniai ele-
mentai, apibréZti toje pacioje erdvéje (2, A, P), o (S, p) yra separabili metriné erdve.

4.3 lema. Tarkime, kad su kiekvienu &

Xin 25 X,
n—oo
ir kad
D
X, 2 X,

k—o0

Be to, tegul su kiekvienu € > 0
lim lim sup P(p(Xgn, Yn) > €) = 0.
—X0  np—oco
Tuomet
Y, 25 X.

n—o0

Lema yra 4.2 teorema i$ [1], ¢ia yra duotas jos irodymas.

Mums dar bus reikalinga metrika erdvéje H(D;), kuri indukuoja tolygaus konvergavimo
kompaktinése aibése topologija. Yra Zinoma [6], kad egzistuoja tokia juostos [y kompakti-
niy aibiy seka { K : [ € N}, kad yra i$pildytos salygos:

1° Dy = U?il Ki;

2° KiC Ky, leN;

3° Jeigu K yra kompaktiné juostos D, aibé, tai visada egzistuoja toks numeris [ € N, kad
K C K.

Tegul g1, 92 € H(D;). Apibréziame

o0 sup [g1(s) — g2(s)]

_ 2—l SeKl .
(91, 92) Z 1+ sup |gi(s) — g2(s)|
=1 seK;

Tuomet turime, kad p(g1, go) yra metrika erdvéje jei H (D, ), indukuojanti jos tolygaus konver-
gavimo kompaktinése aibése topologija.

4.1 teoremos jrodymas. Tegul € yra atsitiktinis dydis, apibréztas kurioje nors tikimybingje
erdvéje (Q, B(Q),P) ir turintis pasiskirstyma

T
POy € A) = %/W(T)]Adﬂ A e B(R).
To
ApibréZziame
Xrpw(s) = fals + ibr).

Cia fn(s) yra funkcija, kuri nagrinéta 2 ir 3 skyreliuose. Pagal 2.4 teorema turime, kad matas
Pr ., ., kai T" — oo, silpnai konverguoja | mata 7, ,,. Sis tvirtinimas yra ekvivalentus analogis-

kam tvirtinimui konvergavimo pagal pasiskirstyma terminais. Tegul X, ,, yra H(D;) reikSmis
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atsitiktinis elementas, turintis pasiskirstyma £, ,,. IS Siy pastaby turime, kad
D
XT,n,w(S> ? Xn,w(s)- (43)
T—o0

Dabar jrodysime, kad tikimybiniy maty Seima P, ,, : n € N yra suspausta. Imame teigiama

skai¢iy M, [ € N. Tuomet i§ CebySovo tipo nelygybeés isplaukia

_/ ) Iz sup | (s-+i) Y>apdT < —/ ) sup | fu(s +i1)| dr. (4.4)

se€K; seK;

Be to, 1§ 3.1 teoremos gauname, kad

sup lim sup — / )sup |fu(s+iT)|dr <
neN T—oo seK;

sup lim sup — / )sup | f(s +i1) — fuls +i7)| dT+
neN T—oo seK;

1
lim sup i w(T) sup |f(s +ir)|dr <

T—o0 s€K]
To
T
. 1 ,
1+ limsup — [ w(T)sup |f(s+ir)|dr. 4.5)
T—00 U seK;
To

Tegul L; yra paprastas uzdaras kontliras, gulintis juostoje D; ir apjuosiantis aib¢ /;. Tuomet,
remdamiesi Kosi integraline teorema, galime paraéyti kad

f2+27'

fls+i7) 2m Z— S

Jeigu ¢ yra kontiiro L; atstumas iki aibés K, o ]Ll] yra konttro L ilgis, tai i§ ¢ia randame, kad

zZ 4T
sup | f(s+ i) |<< —|f ‘)|]d | < |Ly| 6 sup [f(z +iT)| < | f(o0 +iT + iw)|,
seK; z€Ly

Clao; < 01 < 0 < 0p, 0 u; yra apréZtas skaicius, nes kontira L; galime parinkti taip, kad jis

tilpty kurioje nors kompaktinéje aibéje. IS Sio jvercio ir (4.2), pritaike KoSi nelygybe randame,
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kad

T T
/w(T) sup |f(s+i7)| dr < /w(T) |f(oy + i1 +iw) | dT <
7o seEK; 7
T+uy
/ w(r —w) | f(o1 + i7)| dr <
To+uy
T—i—ul T—i—ul 2
/ w(T — w)dT / w(t —w) |f(o, +ir)|Pdr | <
o+ To+uy
/w(T)dTUu )| = U+ ).
Sugrize prie (4.5) iver¢io, matome, kad
sup lim sup — / ysup |fu(s+iT)|dr < Ry < oo, [€N. (4.6)
neN T—oo seEK;

Dabar patiksliname skaiciaus M, parinkimg. Tegul € > 0 yra bet koks skaicius. Imame
M, = M,. = R;2's™".

Tuomet, i§ (4.4) ir (4.6) nelygybiy gauname, kad

lim sup P (sup | XTnw(s)| > Ml) =

T—o0 seK;
T
) 1 €
limsup — [ W(T) L1z sup | fn(stir)> M} AT < - LnéeN. 4.7)
T—o0 U sE€K; 2
To

IS (4.3) turime

sup |XT,7MU( >| —> sup |an( )|a l,?’LEN.
se€K] T—o0 SEKl

IS ¢ia ir (4.7) iSplaukia, kad

I,n €N. (4.8)

P (sup X (s)] > Ml> =

seEK;
ApibréZziame aibg
H. = {g € H(Dy) : sup |g(s)| < M., L€ N}.
seK;
Tuomet aibé H. yra tolygiai apréZta kompaktinése juostos D, aibése, todel ji yra kompaktiné
H(D,) aibé. Be to, i (4.8) iSplaukia, kad

1
= >1- § =1—c—-2 — N.
P(Xpw(s) € H)=1—-P(X,w(s) ¢ H.) >1—c¢ 25 =1 e 1 =1—¢, ne

Taigi gauname, kad tikimybiniy maty $eima { P, ,, : n € N} yra suspausta.
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Remdamiesi 4.2 lema gauname, kad maty Seima { P, ,, : n € N} yra reliatyviai kompaktiné.
Todél egzistuoja toks posekis {P,, »} C {Pnw}, kad matas P, ,, kai k& — oo, silpnai kon-
verguoja i kurj nors tikimybini mata P,, erdvéje (H(D,), B(H(D,))). Kitaip tariant, turime,
kad

D
Xpao(8) = Py (4.9)
k—o0

Apibréziame dar vieng H (D) reik8mij atsitiktinj elementa Xr,, formule
XTJU(S) = f(O' + ZHT)
Tada, remdamiesi 3.1 teorema ir metrikos p apibrézimu, randame, kad su kiekvienu € > 0

lim sup P (p(X1w(s), Xrnw(s)) >¢€) =

n—00 T _y~o

T

) 1
lim sup — ’LU(T)[{T;p(f(sﬂ‘f),fn(s+z‘7))zs}d7' <
n—00 T _y~o U

To

T

1
lim sup — [ w(7)p(f(s+i7), fu(s +i7))dr = 0.
N0 T 4650 UE
To
Pastaroji lygybe kartu su (4.3) ir (4.9) rodo, jog yra iSpildytos visos 4.3 lemos salygos. Taigi,
gauname, kad
X1w(s) — P,
T—00

kas, prisiminus atsitiktinio elemento X, apibréZima, yra ekvivalentu mato Pr,,, kai 7" — oo,

silpnajam konvergavimui i mata P,,. Teorema jrodyta.
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Summary

A weighted limit theorem in the space of analytic functions for general
Dirichlet series
Zigmas PaceviCius

Suppose that, for o > oy,

oo

f5) =Y ame ™, s=o+it,

m=1
and that the function has meromorphic continuation to the region o > o7 with oy < 0y, and is
analytic in the strip D; = {s € C: 01 < 0 < 0¢}. We require that in D; the estimate
flo+1it) =0(t]*), a=alc)>0, [t >1t,>0,

should be satisfied.

Furthermore, let w(t) be a positive function of bounded variation on [Ty, o) such that

T
lim U=U(T,w) = /w(t)dt = +00.
T—o0
To
We also suppose that in the strip D, the estimate
TH+v
/ w(t = v) |f(o +it)dt = O(U (1 + o))
To+v

holds for all v € R.

Let /4 denote the indicator function of the set A, H (D) be the space of analytic functions on
D equipped with the topology of uniform convergence on compacta, and let 5(H (D)) stand
for the class of Borel sets of the space H (D).

The main result of the master work is the following statement.

Suppose that the function f(s) satisfies the above hypotheses. Then on (H (D), B(H(D,))),

there exists a probability measure P, such that

T
1
E /w(T)I{T:f(s—i-iT)EA}dT, A€ B(H(D1>>
To

converges weakly to P, as T" — oc.
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