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Santrauka

Viena i$ svarbiausiy finansiniy laiko eiluc¢iy empiriniy sgvybiy yra ilgalaiké at-
mintis. Agreguojant duomenis, galima gauti ilgalaike atmintj. Magistro darbo tik-
slas yra istirti agregavima begalinés dispersijos atveju, iSplésti Zaffaroni[13] straip-
snio kai kuriuos rezultatus nuo baigtinés dispersijos atvejo iki begalinés dispersijos
atvejo, istirti agreguoty procesy ilgalaike atmintj, esant begalinei dispersijai. Svar-
bus klausimai: kada agreguojami procesai konverguoja, kas yra ribinis agreguotas
procesas ir kokiomis savybémis jis pasizymi. Darbe nagrinéjamas AR(1) procesu su

atsitiktiniais koeficientais agregavimas:
Xit = a; X1+ ¢y, i=12,---, teZ

kur {e;} yra bendri nepriklausomi vienodai pasiskirste (n.v.p.) triukSmai, E [q|? <
oo kazkokiam 0 < p < 2 ir Egg = 0, kai 1 < p < 2; {a;} yra n.v.p. atsitik-
tiniai dydziai, nepriklausantys nuo {&;}, ir ju pasiskirstymas yra toks kaip ir a.d.
a € (—1;1). Darbe jrodyta Teorema 1 duoda pakankamas salygas, kad agreguotas
procesas Xy = N1 Zfil X + konverguoty pagal tikimybe j stacionary slenkancio

vidurkio procesa (angl. moving average):

Xt = Zdjgt,j, C_lj = Eaj (1)

j=0
Kai 1 < p < 2, pakankama salyga tokiam konvergavimui yra

1
[l ) :
A Japyrl < 2
Tolesnéje darbo dalyje nagrinéjamas atvejis, kai tiukSmai {e;} priklauso a-
stabiliai traukos sriciai, 0 < «a < 2, ir atsitiktinio dydzio a € (—1,1) tikimybinis

tankis ¢ yra toks:
gla) = 1—2)™"(1+2)""Y(z) (-l<z<1) (3)

kur parametrai dy, do tenkina 0 < dy,dy < 1ir > 0 yra integruojama funkcija inter-
vale (—1,1), turinti baigtines ribas ¥; = lim,_.; ¥(zx), s = lim,_, 19 (z). Teiginyje
2 parodyta ribinio agreguoto proceso koeficienty a; := Ea’ = Ed}, 4+ (—1)/Ea’.

asimptotika, kai j — oo. Eai nyksta kaip j% ! da—1

,oEd. - kaip j
Idomiausias atvejis, vedantis prie ribinio proceso {X;} ilgos atminties, yra kai

1 < o < 2. Siuo atveju salyga (2) maiSansiam tankiui (3) su 1f; > 0,4 = 1,2 yra



patenkinta tam tiktam p tada ir tik tada
di<1—(1/a), 1=1.2. (4)

Kadangi nagrinéjamas begalinés dipersijos atvejis, tai standartinis ilgos atminties
apibrézimas (per absoliu¢iai nesumuojamas kovariacijas) ¢ia netinkamas. Remiantis
I[§vada 1, jei teisinga (4) ir 1 < o < 2, ¥ > 0, tada {X;} turi taip vadinama
LRD (angl. long-range dependence (sample Allen variance)) savybe, kuri nagrinéta
straipsnyje Heyde and Yang[6], ir skirstiniy ilgqje atmintj (angl. the distributional
long memory), iSnagrinéta straipsnyje Cox[3]. Apibrézimai ir tikslesni formulavimai

pateikti Zemiau.



Summary

A very important property of financial time series is long memory. Interest for
aggregation is prompted by the possibility of obtaining long memory. The purpose
of diploma paper is to explore the aggregation in case of infinite variance, extend
some results of Zaffaroni[13] on aggregation of random coefficient AR(1) processes
from finite variance case to infinite variance case. Important questions are: what
are sufficient conditions for convergence of the aggregated process; what is limit
aggregate process and what properties has limit aggregate process. In my diploma

paper I explore the aggregation of random coefficient AR(1) processes: let
Xit = a; X1+ ¢y, i=12,---, teZ

be stationary solutions of random coefficient AR(1) equation, where {¢,} are common
i.i.d. innovations satisfying E |eo[P < oo, for some 0 < p < 2 and E¢gy =0 (1 <
p < 2), and where {a;} are i.i.d. r.v’s independent of {&;} and having a common
distribution a € (—1,1). Theorem 1 obtains sufficient conditions for convergence in
probability of the aggregated process Xy ; = N~! Zf;l X+ to a stationary moving

average

o0

Xi=) @ey  a;=Ed. (1)

J=0

In the case 1 < p < 2, the sufficient condition for such convergence is

1
[l ] < :
A—fapyrl < ?
In the rest of the diploma paper, I study the case when the innovations {e;}
belong to the domain of attraction of a—stable law; 0 < a < 2, and the probability

density ¢ of r.v. a € (—1,1) takes the form
¢(z) = (1—2) "1 +2)2Pr) (-l<z<]) (3)

where parameters dq, dy satisfy 0 < di,dy < 1 and where v > 0 is an integrable func-
tion on the interval (—1,1) having finite limits ¢ = lim,_; ¥(x), ¥y = lim,_,_; ¥(x).
Proposition 2 describes the asymptotics as j — oo of the moving average coefficients
a; = BEa = Ed. + (=1 Ed’ of the limiting aggregated process. Ea’, decay as
j4=1 and Ed’ - as j2 L.

The most interesting case which can lead to long memory of the limit aggregate

{X;}in (1) is 1 < o < 2. In this case, condition (2) (for some p) for mixing density



in (3) with v¢; > 0,7 = 1,2 is satisfied if and only if
di<1—(1/a), 1=1.2. (4)

Since we are dealing with infinite variance processes, the usual definitions of
long memory in terms of covariance/spectrum are not applicable. According to
Corollary 1, if (4) holds (and 1 < a < 2, 1 > 0), then {X;} enjoys the so-called
long-range dependence (sample Allen variance) property of Heyde and Yang|6], and
the distributional long memory of Cox[3]. Definitions and precise formulations are

below.



Ivadas

Vieni svarbiausiy laiko eiluciy teorijos tiksly ir uzdaviniy yra finansiniy duomeny
(pvz., vertybiniy popieriy kainy ir kt.) modeliavimas ir statistiné analizé. Sunkios
uodegos, tolima atmintis - tai vienos i$ svarbiausiy finansiniy laiko eiluciy empiriniy
savybiy. Vienas is labiausiai paplitusiy tolimos atminties modeliy yra agregavi-
mas. Agregavimas naudingas modeliuoti tolimos atminties procesus bei paaiskin-
ti jos atsiradima realiuose duomenyse. Reikia pastebéti, kad makroekonominiai
duomenys daznai yra agreguoti procesai, kai agreguojamas didelis skai¢ius hetero-
geniniy vienety tokiy kaip namy ukiai ar firmos. Pirmieji agregavimo idéja iSvyste
Robinson[11] ir Granger[5]. Ju darbuose buvo nagrinéjamas begalinio kiekio pirmos
eilés autoregresijos AR(1) modeliy agregavimas, kai parametrai yra atsitiktiniai ir
pasiskirste pagal Beta skirstinj. Agregavima taip pat nagrinéejo [13], [9], [8], ir daug
kt. Taciau dauguma nagrinéjo baigtinés dispersijos atveji. Pagrindinis straipsnis,
kuriuo remtasi rasant magistrinj darba yra Zaffaroni[13]. Magistro darbo tikslas
yra iStirti agregavima begalinés dispersijos atveju, iSplésti straipsnio [13] kai kuriu-
os rezultatus nuo baigtinés dispersijos atvejo iki begalinés dispersijos atvejo, istirti
agreguoty procesy ilgalaike atmintj, esant begalinei dispersijai.

Trumpai apzvelkime pagrindinius P. Zaffaroni straipsnio [13] rezultatus, gau-
tus baigtinés dispersijos atvejui. Savo straipsnyje P. Zaffaroni nagrinéjo tiesinj
agregavima, agreguojant ARMA procesus su atsitiktiniais koeficientais, bendrais
(angl. common) ir individualiais (angl. idiosyncratic) triukSmais. Jis detaliai
paaiskina ilgos atminties atsiradima, skirtinga bendry ir individualiy triuksmy jtaka.
I$skiria ir nagrinéja svarbu atveji, kai agreguojami AR(1) procesai. Tarkime yra N

mikroekonomimiy kintamuju, kuriy elgesys nusakomas AR(1) lygtimi:
Xit = ;X1 + piug + €5t kuri=1,...,N

Cia atsitiktiniai vektoriai 6; := (v, p;) yra n.v.p., igyjantys reik§mes is © = [0, 1) xR.
u = {u;,t € Z} yra bendri triukSmai, ¢ = {gg4,0 € ©,t € Z} yra individualus
triukSmai. Tiek u, tiek gy, VO, yra balti triukSmai. Tai yra dvi Seimos atsitiktiniy
dydziy su baigtine dispersija ir nuliniais vidurkiais. Be to, atsitiktiniai koeficientai
a; it p; yra nepriklausomi. E|p;| # 0 ir E p? < co. «; pasiskirstymas priklauso nuo

parametro b € (—1,00) su tankiu

B(a,b) ~C(1 —a)® , kai a — 1~



P. Zaffaroni agreguota procesg isskaido j dvi dalis:

kur Uy yra bendra komponenté (common component) ir Ey; yra individuali kom-
ponenté (idiosyncratic component). L yra vélavimo operatorius, t.y. X;;—1 = LX;;.

Esant auksc¢iau apibréztoms salygoms, savo straipsnyje P. Zaffaroni iSnagrinéjo
Uns ir By, asimptotinj elgesj, skirtumus tarp jyu. Magistriniame darbe nagrinésiu
agregavima begalinés dispersijos atveju su bendrais triuksmais. Agregavimo su indi-
vidualiais triukSmais tyrimas palickamas ateiciai. Todél toliau trumpai P. Zaffaroni
rezultatai, gauti bendrai komponentei Uy ;. Reikia pastebéti, kad straipsnyje [13]
stacionarus stochastinis procesas Y;(d),t € Z turi atminties parametra d, (d < %),
kai cov(Y;(d), Yipu(d)) ~ cu?=t u — oco. O kai d > 0, tada Y;(d) turi ilgg atmint;.

P. Zaffaroni gauti rezultatai bendrai komponentei:

« Stacionariu atveju (b > —1/2),
UN,t — Lo Ut ,kaiN—>oo.

Kur U, = Uy(dV) = Ep > 12 Ea*u;_, o atminties parametras yra dV := —b.
Aigku, kad kai dV > 0, t.y. b < 0, ribinis agreguotas procesas turi ilgalaike

atmint;j.

 Nestacionariu atveju (b < —1/2), nagrinéjama nupjauta eiluté

_ t—1 1 N

UN,t = ~ Piaf Ut—k
> (72
=0 1=

ir jos dispersija ‘7N7t. Siuo atveju, kai N — oo ir t — oo, normuotas proce-
sas U Nt/ XN/N’t baigtiniamaciy skirstiniy prasme silpnai konverguoja j trup-
meninj Brauno judesj U(dY;r), r > 0, dV := —b, isreiksta integraline forma:
U(dY;0)=0  b.t.
U(dY;r) = / (r— 3)(dU_1)dB(s) , >0,
0

kur B(s) yra standartinis Brauno judesys.

Magistriniame darbe nagrinéjamas AR(1) procesy su atsitiktiniu koeficientu
agregavimas :
Xit = a; X1+ ¢y, i=12,---, teZ
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kur {e;} yra bendri nepriklausomi vienodai pasiskirste (n.v.p.) triukSmai, E [gq|? <
oo kazkokiam 0 < p < 2irEeg = 0, kai 1 < p < 2; {a;} yran.v.p. atsitiktiniai dydZi-
ai, nepriklausantys nuo {&;}, ir ju pasiskirstymas yra toks kaip ir a.d. a € (—1;1),
kurio tankis apibréztas formule (3). Darbe nagrinéjamas tik stacionarus atvejis.

Taciau paminésiu, kad, tiriant agregavima su begaline dispersija nestacionariu atve-

ju, reikéty nagrinéti nupjautus AR(1) procesus Y;; = Z;;é afgt_j, t=12,..., 1=
1,..., N, su atsitiktiniais koeficientais (kaip ir P. Zaffaroni straipsnyje), nes siuo

atveju slenkancio vidurkio procesas yra neapibreztas. Galima jrodyti, kad prie tam
tikry salygu agreguotas procesas Yy, := N1 ZZN:1 Yii, t =1,2,... turi riba Y}, kai
N — oco. Kur ribinis agreguotas procesas Y; yra nestacionarus, o normuotas procesas
WYW],T € [0,00) konverguoja baigtiniamaciy skirstiniy prasme j a—stabily

automodaly procesg, iSreiksta stochastiniu integralu stabilaus judesio atzvilgiu:

1 - " B
ndit+1/a—1 Yiur] = sdd C/o (r — ) @"VdZ,(s),

¢ia C' yra konstanta, o Z, yra Lévy procesas, kurio charakteristiné funkcija yra
isreiksta formule (34). Placiau apie agregavima su begaline dispersija nestacionariu
atveju zr. [10].

Darbas susideda i$ dviejy skyriy. Pirmame skyriuje teoriskai iSnagrinétas agre-
gavimas stacionariu atveju, jrodytos teoremos, teiginiai, kurie parodo kokiom saly-
gom esant agreguotas procesas konverguoja, j ka konverguoja, kokia prasme kon-
verguoja, kas yra ribinis procesas ir kokig ilgaja atmintj jis turi. Tokiy procesy
(tiek individualiy, tiek agreguotu) realizaciju pateikta antrame skyriuje. Jos buvo

sugeneruotos, naudojantis statistiniu paketu R.



1. AR(1) procesy su begaline dispersija agregav-
imas
1.1. Ribinis agreguotas AR(1) procesas

Tarkime turime atsitiktiniy koeficienty AR(1) procesa
Xt = CLXt_l + &y, t e Z, (5)

kur {e, e, t € Z} yranepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai (n.v.p.a.d.),

a yra atsitiktinis dydis (a.d.), nepriklausantis nuo {e;}, ir |a| < 1 beveik tikrai (b.t.).

Apibrézimas 1. Zymime ¢ € D(a) (0 < a < 2) jeigu
(i) a=2irEe=0, Ec < .

(17) 0 < o < 2 ir egzistuoja konstantos c1,co > 0,¢1 + co # 0 tokios, kad

lim |z]°P(e <z) = ¢ @r lim 2°P(e > z) = .

r——00 r—00

Pastaba 1. (i) Salyga ¢ €D(«) reiskia, kad a.d. ¢ priklauso a-stabilaus désnio

normaliajai traukos sriciai; kitais zodziais,
n
nN e = (o) —aq Z, (6)
i=1

kur Z yra a—stabilus a.d., —4 zymi konvergavima pagal pasiskirstyma, ir £,(«) yra

centruojancios konstantos:

t(a) = { nEsin(e/n), a=1, (7)

B 0, a#1,

zr. [4]. A.d. Z charakteristiné funkcija yra apibrézta taip

cn_ [T ifa=2, )
e l01fwBiaerc2) if () < o < 2,

Kur 02 :=E&? ir

(O cr,00) = { %((01 + ¢9) cos(ma/2) —i(cy — co)sign(h) sin(wa/2)>, a#1,

(cer + 2)(m/2) +i(c1 — co)sign(0) log |0], a=1.

(ii) I8 salygos € €D(«) iSplaukia, kad E|e|P < oo bet kokiam 0 < p < a.

9



Teiginys 1. Tarkime E |e|P < oo, kazkokiam 0 < p <2 irEe =0 (p > 1). Tada
egzistuoja vienintelis lygties (5) stacionarus sprendinys
Xt = (lkgt_k. (9)
k=0
Filuté (9) konverguoja sqlygiskai beveik tikrai ir LP prasme, beveik visiems a €
(—=1,1). Be to, jeigu

E[1_1\ayp] < oo, (10)

tada eiluté (9) konverguoja besqlygiskai LP prasme.

Proof. Pirmiausia jrodysiu, kad lygtis (5) turi vienintelj stacionary sprendinj. Tegu
{X:}, {X]} yra du tokie sprendiniai. Pagal iteracija turime, kad bet kokiam n > 0
Xo=¢eco+ac_1+--- a"‘ls_nH +a"X_,

Ir panasi lygtis teisinga X{. Taigi X, — X = a"(X_, — X’,), arba
[ Xo = Xgl < la["(|X-nl + | XL, ]).
Bet kokiem €, d, K > 0 galime rasyti

P(|Xo— X} >¢) < P(la| >1—0)+P(X_n| > K) +P(X.,| > K)
+ P2(1-0)"K > e).

Kadangi |a| < 1 b.t., tai P(Ja] > 1 — ¢§) gali buti pakankamai maza, tinkamai
parenkant . Be to, P(|X_,| > K) = P(|Xo| > K) ir P(|X",,| > K) = P(|X}| > K)
nepriklauso nuo n dél stacionarumo ir yra kiek reikia mazos, parinkus pakankamai
didelj K. Aisku, P(2(1 — §)"K > €) = 0 pakankamai dideliems n. Tai jrodo
P(]Xo — X{| > 0) = 0.

Tolesniam jrodymui naudojama sekanti nelygybe. Tegu 0 < p < 2 ir tegu
&1,62, ... yra atsitiktiniai dydziai su E|&;|P < co. Be to, kai 1 < p < 2 laikykime,
kad a.d. & yra martingaly skirtumy seka:

E[fi—i—l’fi,---ySl] :O, 221,2,

Tada egzistuoja konstanta C),, < oo, kuri priklauso tik nuo p, tokia, kad
E|Y &

Kai 0 < p <1, nelygybeé (11) teisinga su C, =1, ir kai 1 < p < 2, ji yra teisinga su
10

"< oY EGP. (11)



C, =2 (zr. [2]).
I$ (11) bet kokiam a € (—1,1) gauname
- C,E el
e[| St T
k=0

T (12)

a] < GEEPY Jaf =
k=0

Tai jrodo eilutés (9) salyginj konvergavima L? prasme. Eilutés (9) salyginis konver-
gavimas pagal tikimybe seka i$ (12), o kadangi sumuojami nepriklausomi atsitiktiniai
dydziai, tai i$ to isplaukia ir salyginis konvergavimas beveik tikrai (zr. [7]). Aisku,

kad i$ (12) ir (10) iSplaukia (9) besalyginis konvergavimas erdvéje LP:

= P = P C,E el
B St = [E | S eteaf o] < [EEE]
k=0 k=0
Teiginys 1 jrodytas.
Tegu
Xip = ai X1+ &, =12 (13)

yra lygties AR(1) su atsitiktiniais koeficientais stacionarus sprendinys, kur {g;} yra
n.v.p.a.d., tenkinantys tas pacias salygas kaip ir Teiginyje 1; {a;} yra n.v.p.a.d.,
nepriklausantys nuo {&;} ir pasiskirste taip pat kaip a.d. a. Apibrézkime agreguota

procesa

N
Xys = N'Y Xy, tel (14)
i=1

Silpng konvergavimg baigtiniamaciy skirstiniy prasme zZymeésime —qq. Tegu A =
o{ay,ay, -} Zymi oc—algebra generuota a.d. ay,asg,---.

Atsitiktiniams dydziams &, &1, &, - - -, Zymime &, —rp(a) € (atitinkamai, &, —7»
§), jei E[|&, — €[P|A] — 0 b.t. kai n — oo (atitinkamai, E|¢, — £P — 0). Reikia
pazymeti, kad is konvergavimo &, —r»(4) § iSplaukia &, — £ konvergavimas pagal
tikimybe. Realiems skai¢iams a, p, apibréziame o := (max(0,a))?, a” = (—a)h

(max(0, — a))?.

Teorema 1. Tegu E |e|P < oo, kazkokiam 0 < p < 2, ir Ee =0 (p > 1), kaip ir
Teiginyje 1.
(i) Tegu 1 <p <2 qr

E [W} < . (15)

Tada bet kokiam t € Z, kai N — oo,

Xnp —ivay X, (16)
11



cia ribinis procesas yra

= Z &jgtij C_lj = E[aj]. (17)
§=0
(7i) Tequ 0 <p <1 ir
> (Ela’]) 0. (18)
7=0

Tada bet kokiems t € Z, kai N — o0,
XN,t —Lp Xn (19)

kur ribinis procesas yra (17).
Abiem atvejais (i) ir (i), ribinis procesas {X;} yra stacionarus, ergodiskas ir

eiluté (17) konverguoja b.t. ir erdvéje LP.

Pastaba 2. Reikia pazymeéti, kad kai 1 < p < 2, i§ salygos (15) iSplaukia eilutés (18)
konvergavimas, tuo tarpu kai 0 < p < 1, i$ salygos (18) isplaukia, kad vidurkis (10)
yra bagtinis. Kad teisingas pirmas tvirtinimas isplaukia i§ Minkowskio nelygybés:
Tegu f; € LP(X,p), 5 =0,1,---, kur (X, ) iSmatuojama erdve, p > 1. Tada

S| [semanf < ([ (Sieer) wan)' e

Taikydami (20) ir paéme (X, p) = (Q,P), f; = o/, gauname

[e.9]

SEy < (E (ZW’) /p) _ (EWY < 0.

J=0

Antro tvirtinimo teisingumas seka i$ Jenseno nelygybés: kai (E|al?)? > Elal? (0 <

p < 1), tai

E[ Ialp] ZE|a|”’ < Z E |alf)?

Teoremos 1 jrodymas Reikia pazymeti, kad eiluté (17) konverguoja LP prasme, remi-
antis (18) ir Pastaba 2, ir apibrézia stacionary, ergodinj procesa.

(i) Dabar jrodysime (16). Rasome

0o N 4
—X, = &Y Nlal—Ed) =) Yy, (21)
j=0 i=1 j=1

12



kur

Yvi = N~ Zst]Za —Eaf),
=1

N
Yy = N7 Z ey > all(0<a; <1),
Jj=s+1 =1
N
Yyg = N7 Z ey > all(—1<a; <0),
Jj=s+1 i=1
0 N o
YN4 = —.ZV_1 Z €t_jZE6L‘Z = — Z €t_jECLj.
j=s+1 i=1 j=s+1

kur s > 1 bus parinkti véliau. Cia Yy4 nepriklauso nuo N ir

E[[Yva?|A] < 2Bl Y |Ea/|” < € (22)

j=s+1

yra kiek norima mazas dél (18) ir Pastabos 2, parenkant pakankamai didelj s. Toliau,

taikant (11), gauname
00 N ' »
E[[Yael|4] < 2NPE[P S ]Zag1(0<ai< 1)
j=st+1 i=1

Taikydami Minkowskio nelygybe (20), su X = {1,--- N} ir u = skai¢iuojantis

matas X', gauname

%) N . N o0 ‘ 1/
S ‘Zagf(o <ai< 1)"7 < (Z( S @10 < a; < 1)) p)p
j=s+1 i=1 i=1  j=stl
N s+1
CLl p
=1
ir todél
s+1

N
E[[Ynf"|A] < 2Bl <N 12

=1

p
0<al<1)>

Reikia pazyméti, kad & (s) := a5t (1—a?)"YP1(0 < a; < 1),i = 1,2,... yran.v.p.a.d.
kazkokiam fiksuotam s > 1, ir E& (s) = Ea**'(1 — a?)"YPI(0 < a < 1) < E(1 —
la|P)~1/P < o0, nes teisinga (15). Be to, 0 < &(s) < &(s') b.t. kazkokiam s < s
ir todeél limg ., E&;(s) = 0. IS siy fakty ir stipraus DSD isplaukia, kad bet kokiam
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e > 0 egzistuoja sveikieji skaiciai sg > 1 ir Nyp(w) > 1 tokie, kad

N s+1
N~ 12 1—a I0<a;<1) < e  visiems N > Ny(w) , s>s0. (23)

=1

Analogiskai bus su E [|YN3|”‘A} deél simetrijos. Todél mes gauname, kad bet kokiem
1 < p < 2ir bet kokiem € > 0 egzistuoja sveikieji skaiciai so > 1 ir No(w) > 1 tokie,
kad

E[[Ynil'|A] < €  visiems N > No(w) ir visiems s> s, (24)

i = 2,3. Galiausiai, remiantis (11) ir stipriuoju DSD,

P
— 0 b.t. (25)

s N
E[Ywil|4] < 2B [N Y (]
§=0 i=1

visiems s < co. AiSku, kad i3 (22), (24), ir (25) iSplaukia E [| Xy, — X|"|.A] — 0
b.t., o tuo paciu ir sarysis (16). Tai jrodo dalj (i).

(ii) Irodysime (19). Turime (21) isskaidyma. Pakanka parodyti, kad bet kokiems
s <00, E|YpilP = 0 (N — o0), ir kad E|YN;[P, @ = 2,34 yra kiek norima mazi,

tinkamai pasirinkus s. Pirmas faktas lengvai seka is to, kad N1 ZZ 0@ —pp Eal:
E[Ym[P = E[E[|Ym["|A4]]

(3

s N
< BEPE[Y |V Y (al - Edl)

l

— 0

s N
— Bl E ’N‘l Y (al —Edl)

Sekancio fakto nariui Yy jrodymas seka iS Jenseno nelygybés, (11) nelygybés ir

eilutes (18) konvergavimo:

oo N
E[Yaol? < ElefP S ‘ Z 0<a1<1)’
Jj=s+1 =1
[e's) N »
< E|5|p2‘ Z 10 < a; < 1)
j=s+1 =1
= Elel ) (EdI(0<a<1))’
Jj=s+1
< Elgl Y (Elal)”
Jj=s+1

Deél simetrijos analogiskai galima jvertinti ir E|Yy3[P. O E |[Yy4[? ivertis isplaukia is
14



nelygybés (11) ir (18). Visa tai jrodo dalj (ii), o taip pat ir Teorema 1.

Pastaba 3. (i) Jeigu Teoremos 1 (i) salyga (15) yra pakeiciama sqlyga (10), tada
panasiai kaip virsuje, salyginis (16) konvergavimas gali buti pakeistas besglyginiu
konvergavimu (19). Taciau, sq¢lyga (10) netenkinama agrequoto proceso su ilga at-

mintimi atveju, kuris nagrinéjamas Zemiaau.

Labiausiai jdomus agregavimo atvejis yra, kai maisanciojo tankio taskai +1
ir/arba —1 yra ypatingi. Zemiau laikysime, kad a.d. a pasiskirstymas turi tankj
o:

() = 1—2) " (1+2) 2@ (-l<z<]) (26)

kur parametrai dy, ds tenkina 0 < dy,ds < 1 ir kur ¢ > 0 yra integruojama funkcija
intervale (—1,1) tokia, kad ribos

lirri Y(r) =y >0 ir linillw(x) =11y >0 (27)
egzistuoja.

Zemiau esantis Teiginys 2 parodo kokia yra ribinio agreguoto proceso (17) koe-
ficienty a; = Ea’ asimptotika, kai j — oo, esant prielaidai, kad maiSantysis tankis
yra (26). Aisku, kad Ea/ = Ea’I(0 < a < 1) + (=1)/E(—a)I(-1 < a < 0) =
E ai + (=1) Ed’ , taigi uztenka zinoti E aj+ ir Ea’ asimptotikas.

Teiginys 2. Tegu a.d. a tikimybinis tankis ¢ tenkina prielaidas (26)-(27). Tada,
kai 3 — o0,

cg.cfl_’jf) <¢1 + 0(1)>, Ed = C(jc?_?il) (¢2 + 0(1)>7 (28)

Jj
Ed, =

kur c(dy,dg) := 2720 (1 — dy).

Ir. Nagrinésiu tik E ai asimptotika, nes su Ea’ bus analogiskai. Uzraykime tokiu
pavidalu Ed/, = 322, £4:(j), kur

6o = [ wowar b= [ ot

ir kur 0 < € < 1 yra mazas skai¢ius. Kadangi nelygybé |[¢2(j)| < (1 — €)! = o(j¢ 1)

yra teisinga su bet kokiu 0 < d < 1, pakanka jrodyti riba

lim j'"01(j) = e(d1,d2)ih (29)

J—00

15



Nagrinéju riba. [vedu keitinj x = 1 — 2/ ir perrasau

e () = /Oej (1 - ?)%(1 . 5) (2 _ §> B4y,
= /000 I0<z< (—:j)(l — §>]¢<1 — ?) (2 - §>_d22_d1dz

— 2% / ez Mdz = 12720 (1 — dy) = Y1c(dy,dy)
0

kur I yra indikatoriné funkcija. Cia buvo pasinaudota Lebego teorema apie integruo-
jama mazorante, kai pointegralinés funkcijos integruojama mazoranté yra funkcija

g(2) == Ce 274, Teiginys 2 jrodytas.

Pastaba 4. Reikia pazymeéti, kad kai 1 < p < 2 ir maisSantysis tankis ¢ yra kaip

(26),

Todeél, kai 1 < p < 2, salyga (15) yra patenkinta jei

1
di <1——, i=1,.2. (30)
p
Be to, jei ¥; > 0 tada salyga (30) yra butina tam kad butu (15). Taip pat reikia
pazymeti, kad kai 0 < p < 1, salygos (15) ir (18) néra patenkintos nebent d; < 0
arba 1; =0, 1= 1,2.

1.2. Ribinio agreguoto proceso ilgos atminties sgvybés

Iprastai sakoma, kad stacionarus procesas {X;} = {X;, t € Z} turi ilgalaike
atmintj, jeigu kovariacijy suma absoliuc¢iai diverguoja. Aisku, sis apibrézimas vi-
sai netinka begalinés dispersijos procesy atveju. Cia ilga atmintis bus suprantama
dviem budais, kurie nereikalauja baigtinés dispersijos. Pirma, tai skirstiniy ilgoji at-
mintis (angl. distributional long memory) - ji buvo nagrinéta straipsnyje [3]. Antra,
tai LRD(SAV) (anlg. long-range dependence (sample Allen variance)). Sis ilgos at-
minties suvokimas, o taip pat ir analogiskas trumpos atminties SRD(SAV) (angl.
short-range dependence (sample Allen variance)) suvokimas buvo jvesti straipsny-
je [6]. Atsitiktiniy elementy silpna konvergavima baigtiniamaciy skirstiniy prasme

Zymesime —qq.

Apibrézimas 2. Grieztai stacionari laiko eiluté {X,} turi skirstiniy ilggja atminty
(angl. distributional long memory) (atitinkamai, skirstiniy trumpgje atminty (angl.

distributional short memory)), jei egzistuoja konstantos A, — oo (n — o0), B, ir
16



stochastinis procesas {J(t),t > 0} # 0 su priklausomais prieaugliais (atitinkamai,

su nepriklausomais prieaugliais), tokiais kad

[nt]

AL Z(Xs — By) —wa J(1), (31)

Apibrézimas 3. Grieztai stacionari laiko eiluté { X} turi LRD(SAV), jei

( Z?:l Xt)2
D X7

kitu budu {X;} yra SRD(SAV).

—p 00 (32)

Kai 0 < a <2, —1/a<d<1-1/a,d # 0, iveskime trupmening Lévy judesj

(angl. fractional Lévy motion), Ly, iSreiksta stochastiniu integralu

Lm@);:/z(@—xﬁ—(ﬂm@dzxm,tzo, (33)

—00

kur {Z,(z),z € R} yra Lévy a—stabilus procesas, su charakteristine funkcija
EeiGZa(x) _ e—|9\aw(9;a701702)\$|, 9’ = R, (34)

kur w(0; a, ¢y, co) yra apibrézta (8). Reikia pazymeéti, kad L, 4 turi stacionarius
prieauglius, a—stabilius baigtiniamacius pasiskirstymus ir yra automodelus (angl.
self-similar) su parametru H =d+ 1/a. Beto, kail <a<2ir0<d<1-1/q,
procesas L, turi beveik tikrai tolydzias trajektorijas, tuo tarpu, kai —1/a < d < 0,
L4 trajektorijos yra beveik tikrai neapréztos bet kokiame baigtiniame intervale.

Sias ir kitas trupmeninio Lévy judesio savybes zr. [12].

Teiginys 3. Tegu {X;} yra ribinis agrequotas procesas (17), su n.v.p. triuksmais
et € D(a), 0 <a<2.

(i) Tegu 1l < a < 2 ir a.d. a turi tikimybing tankj kaip (26), tokj kad dy > 0,11 > 0,

r

1
di<1-- (i=12). (35)
«
Tada
1 [nt]
ndit+l/a ZXk —7fdd l{lLa,dl(t)a (36)
k=1

kur K1 = 2/)1C<d1,d2)/d1.

17



(i) Tegu 0 < o < 2 ir Y22 (Elal’)? < oo kokiam nors p < a. Tada

1 _
ng/aZXzf —1aa Zop(t), (37)

kur {Z:{/Q(t),t > 0} yra homogeniskas a/2—stabilus Lévy procesas su teigiamais

suoliais ir charakteristine funkcija

Bel%ar®) = exp{ — |6]*72A2w(0; /2,0, ¢, + 62)}, eR, A:= Z(E a®)?.

k=0
Ir. (i) Pazymékime
aj = BEdI(0<a<1), ajo == EdI(-1<a<0),
Xti = Zdjigt—j7 1= ]_,2 (38)
=0

Kadangi X; = X, + X, konvergavimui baigtiniamaciy skirstiniy prasme (36)

pakanka parodyti, kad

1 [nt] —
nd1+1/o¢ Zkil Xkl —fdd KlLa,dl(t)a (39)

ir kad kazkokiam p, p < a, tenkinanciam 1/p < d; + 1/« (pastaroji nelygybé bus
teisinga, kai p ir @ yra pakankamai artimi, o pagal teiginio salygas d; > 0), teisinga

lygybe
S X = Oyn'). (40)

(O, apibrézimas Priede Nr. 2.).

Sarysis (39) seka i§ A. Astrausko straipsnyje [1] esancios Teoremos 1 dalies (ii)
(pritaikymas parodytas Priede Nr. 3.) ir a;; asimptotikos, kuri parodyta sio darbo
Teiginyje 2. Toliau pakanka parodyti (40) kazkokiam 1 < p < «, pakankamai
artimam «. (40) jrodymui uZtenka parodyti E|>"_, Xjs|? = O(n). Taikydami
nelygybe (11), gauname
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E|iXk2’p = E’iiEaj](—1<a<0)5k_jp
k=1

k=1 j=0

- E‘Z Z Ea'*I(—1 < a < 0)e,

s<n t=max(1,s)

2E|50|p2‘ Z EaI(-1 <a<0)|

s<n t=max(1,s)

— 2E|goyP(ZyZEat+SI(—1 <a<0)P+> 1) Edl(-1<a< 0)|P>,

s=0 t=1 s=1 =0

IN

kur

00 n 0 I+s(1 — gn—1
Z‘EZat+SI(—1<a<O)‘p - Z‘Ea (1-a )I(—1<a<0)’p

s=0 t=1 s=0 1—a
< 2°) (Elal*)’ < o0
s=0

ir paskutiné eiluté konverguoja remiantis Teiginiu 2 ir kai p yra parinktas taip kad
d; <1—1/p, i =1,2. Panasiai,

Zn:‘nz_fEail(—1<a<0)‘p — Z‘EZ@I 1<a<0)‘
t=0

s=1 =0
n—1
1_at+1 P
= E—I(-1< <0)
S [BI(-1<a<0)
t=0
< n,

irodo (40), o kartu ir (36) konvergavima baigtiniamaciy skirstiniy prasme. Tai jrodo
dalj (i).
(ii) Perrasykime Zgﬂ X?=1(t) + 2Lx(t), kur

[nt] k [nt]
=YY (BdV)%E, Lt)=) Y  Ed7Ed e
k=1 j=—o0 k=1 —oco<j<i<k

Reikia pastebeéti, kad €2 € D(a/2) ir Z?Z_OO(E a*7)?2 = A < oo. Konvergavimas

n=2/*L (t) —aq Z1)5(t) seka i8 straipsnyje [1] esancios Teoremos 1 (i) (pritaikymas
parodytas Priede Nr. 3.). Tokiu budu pakanka parodyti, kad

E|L(1)[" = o(n®/®). (41)
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Naudojant Bahr and Esséen (11) ir Minkowski’o (20) nelygybes, bet kokiam 1 <

p < o gauname:

n n i—1
E|L1)[P = E‘ S5 Y EdEd e

1=—00 k=max(1,i) j=—00

2F || E’ Z ZEa’”Ea’“J

i=—00 k=maz(1,i) j=—00

(2E |e[F)? z”: Z‘ Z E o E "]

t=—00 j=—00 k=maz(1,i)

< (2Ele|?) <Z< Z Z |Ed* Ea*i[? ) /p>p

1=—00 j=—00

< @QE[eP)?A2n? = O(nP),

p

IN

IN

kur 4, =3 2 |Ea'|P < co. IS kur, ir seka (41) kai 1 <o < 2. Kai 0 < <1,

sarySis (41) iSsiveda panasiai.

n i—1 n
E|LL)P < (ElP? Y Z’ S Ed B

i=—00 j=—00 k=max(1,i)

n k i—1
< (EEP)P)Y D> D [EdIPIEST

k=1 i=—00 j=—00
< (Elelr)*An
= O(n)

IS ¢ia seka, kad sarySis (41) teisingas, kai a/2 < p < «. Teiginys 3 jrodytas.

Isvada 1. Tegu {X,} yra ribinis agrequotas AR(1) procesas ir tenkinamos Teiginio
3(i) sqlygos. Tada

(i) {X,} turi skirstiniy ilggjq atmintj ( angl. distributional long memory).

(ii) {X;} yra LRD(SAV).

Proof. Dalis (i) seka i$ (36) ir fakto, kad ribinis procesas, Lq.q,, turi priklausomus
prieauglius. Dalis (ii) seka i$ (36), (37) ir fakto, kad 2/a < 2(d; + 1/a).
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2. Generuoti procesai grafiskai

[iustruosiu grafiskai kaip atrodo procesai, atitinkantys auksciau aprasyta teori-
ja. Pav. 2 - 4 pavaizduota vieno proceso, apibrézto lygtimi (13), realizacijos, kai
koeficientas a yra atsitiktinai sugeneruotas, laikant, kad a.d. a tankis apibréztas
formule (26), kur d; = 0.49, dy = 0, ¥(z) = 0.51, t.y. ¢(z) = 0.51(1 — 2)7°49, kai
0 < x < 1. o triukSmai yra bendri visiems procesams ir ¢, € D(«) su a = 1.98.
Ju realizacija pavaizduota Pav. 1. Pav. 5 parodo kaip kinta agreguotas procesas,
kuris aprasomas formule (14) su N = 1000, agreguojant procesus X;;, apibréztus
(13) su bendrais triukSmais &;. IS pateikty grafiky matosi, kad kai AR(1) koeficien-
to reikSmeé yra labai artima 1, tada trajektorijy svyravimo amplitudé yra didelé,
tuo tarpu agreguoto proceso atveju po didelio suolio (dél didelio triuksmo suolio)

svyravimo amplitude veél greitai atsistato ir beveik nekinta.

triuksmas
40 60 80
| | 1

20
1

0 200 400 600 800 1000

1 pav. Bendras triukSmas

80
I

vieno proceso realizaciia
40
1

0 200 400 600 800 1000

2 pav. Vieno proceso realizacija, kai a = 0.7042655
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vieno proceso realizacijia

vieno proceso realizacija

agreguoto proceso realizacija

60

40

20

-20

180

160

140

120

100

120

100

80

60

10

200 400 600 800

3 pav. Vieno proceso realizacija, kai a = 0.9973936

T
1000

200 400 600 800

4 pav. Vieno proceso realizacija, kai a = 0.9998903

T
1000

200 400 600 800

5 pav. Agreguoto proceso realizacija
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ISvados

Turime atsitiktiniy koeficienty AR(1) procesa, apibrézta formule (5). ISna-

grinéjus tokiy procesy agregavima, gautos Sios iSvados:

1. Stacionarus sprendinys. Tarkime E [¢|P < oo, kazkokiam 0 < p < 2 ir Ee =

0 (p > 1). Tada egzistuoja vienintelis lygties (5) stacionarus sprendinys

[e.e]
X, = E ake .
k=0

Si eilute konverguoja salygiskai beveik tikrai ir salygiskai LP prasme, beveik
visiems a € (—1,1). Be to, jeigu teisinga (10), tada si eiluté konverguoja ir

besalygiskai LP prasme.

2. Agreguoto proceso Xy ; konvergavimas i ribinj agreguota procesa X;. Tegu E|e|P <
00, kazkokiam 0 < p <2, irEe =0 (p > 1).

o Jeigu 1 < p < 2 ir tenkinama salyga (15), tada bet kokiam t € Z, kai
N — oo,

XN,t —LP(A) Xt-

o Jeigu 0 < p < 1 ir teisinga salyga (18), tada bet kokiems t € Z, kai
N — o0,

XNt —roe Xy

Be to, kai 1 < p < 2, jeigu salyga (15) yra pakei¢iama salyga (10), tada
salyginis konvergavilas —y»(4) gali buti pakeistas besalyginiu konvergavimu

—>Lp'

3. Ribinis procesas X;. Ribinis procesas X; = > 2o Ela’]e;—; yra stacionarus,
ergodiskas ir §i eiluté konverguoja beveik tikrai ir erdvéje LP.
Be to, laikant, kad a.d. a tikimybinis tankis ¢ tenkina prielaidas (26),(27),

ribinio agreguoto proceso koeficienty asimptotika, kai j — oo, yra tokia:

Bol = 02 (4 o)) + (-1y LR (14 o)

kur C(dl,dg) = 2_d2F(1 — dl)

4. Ribinio agreguoto proceso X, rysys su Lévy stabiliu procesu. Tegu {X;} yra

ribinis agreguotas procesas, su n.v.p. triuksmais ¢, € D(a), 0 < a < 2.
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o Jeign 1 < o < 2 ir a.d. a turi tikimybinj tankj kaip (26), tokj kad
dy > 0,9 >0,ird; <1—1/a,7=1,2, tada

[nt] ¢

1 _
eyl DR / ((t=2)" = (-2)%) dZa(z), =0,
k=1

— 00

kur k1 1= ¢1¢(dy,ds)/dy, 0 Z, yra a-stabilus Lévy procesas.

o Jeign 0 < o< 2ir 3722 (Efal’)? < oo kokiam nors p < a, tada

]
1 _
—ng/aZXzf —1ad Zy (1),
k=1

kur {Z:{/z(t),t > 0} yra homogeniskas a/2—stabilus Lévy procesas su

teigiamais Suoliais.

5. Ribinio agreguoto proceso ilgalaiké atmintis. Tegu {X;} yra ribinis agreguotas

AR(1) procesas, su n.v.p. triukSmais e, € D(a), 1 < a < 2 ir a.d. a turi
tikimybinj tankj kaip (26), tokj kad d; > 0,97, > 0, ir d; < 1 — 1/, kai
1= 1,2, tada

o {X,} turi skirstiniy ilgaja atmintj ( angl. distributional long memory).
o {X;} yra LRD(SAV).
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Priedas Nr. 1.

Apibrézimai ir matematiné teorija

a-stabilus atsitiktinis dydis

Tegu X1,...,X, yra n.v.p.a.d. ir jie visi yra atsitiktinio dydzio X kopijos. A.d. X
yra a-stabilus (turi a-stabily pasiskirstyma), 0 < a < 2, jei egzistuoja realus skai¢ius d,,,
kad

X1+ Xo+-+ X, =g n'/*X +d,

Atsitiktiniai procesai

Atsitiktiniu procesu vadinama atsitiktiniy dydziy, apibrézty vienoje tikimybinéje erd-
véje, Seima {ry,t € T'}.
Standartiniu Brauno judesiu (arba Vinerio procesu) vadinamas procesas {W;,t > 0},

tenkinantis salygas:
. Wy=0,

e su visais n = 3,4,... ir su visais rinkiniais 0 < #; < t9 < --- < t, pokyciai
Wi, =Wy Wiy = Wiy, oo, Wy, — Wy, yra nepriklausomi,

o Wy—Ws~ N(0,t—3s), kai t>s.

Trupmeninis Brauno judesys Bp(t) intervale [0,t], ¢ € R, yra prasidedantis nuly-
je tolydaus laiko Gauso procesas su nuliniu vidurkiu. Jo koreliacijos funkcija yra tokio

pavidalo:

EIBu(t)Bu(s)] = (27| + s — |t — sPH),

¢ia H yra Hurst parametras. Jis yra realus skai¢ius i intervalo [0, 1].
e jei H= %, tai procesas By (t) yra standartinis Brauno judesys.
o jei H > %, tai proceso By (t) prieaugliai yra teigiamai koreliuoti.
o jei H < %, tai proceso B (t) prieaugliai yra neigiamai koreliuoti.

Be to, jis yra automodelus (angl. self similar), turi stacionarius prieauglius (By(t) —
Br(s) ~ By(t—s)). Ir kai H > 1/2, By(t) yra LRD (long-range dependens) ta prasme,
kad

Y E[Bu(1)(By(n+1) = By (n))] = oo
n=1

Lévy procesas

Stochastinis procesas L = {L;,t > 0} vadinamas Lévy procesu, jei

e Lo=0Dhb.t.,
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o bet kokiems 0 <t <t2 <--- <1, < oo poky€iai Ly, —L¢, Lys—Lyy, ..., Ly, — Ly

n—1

yra nepriklausomi,
e bet kokiam s, s < t, Ly — Lg yra lygus L;_s pagal pasiskirstyma,
 ir trajektorijos yra beveik tikrai tolydzios i$ desinés ir turi riba is kaireés.

Vienas i Lévy proceso pavyzdziy yra standartinis Brauno judesys.
Lévy procesas L = {L,t > 0} yra Lévy a-stabilus procesas, jeigu L baigtiniamatis

pasiskirstymas yra a-stabilus.

Automodelumas (angl. self similar)

Tolydaus laiko procesas Y = {Y;,t > 0} yra automodelus, su automodelumo parametru

H > 0, jei (baigtiniamaciy pasiskirstymy prasme)
Y (t) =q ¢ Y (ct), ¥t > 0, Ve > 0.

Kitaip tariant, bet kokiam m > 1, bet kokiem laiko momentam ty,...,%,, ir bet kokiai

konstantai ¢, (Yi,, Yiy, ..., Ys, ) ir ¢ ¥ (Yer,, Yety, - - ., Yer,, ) turi ta patj pasiskirstyma.

Baltas triukSmas

Laiko eiluté &; vadinama baltu triuksmu, jei (e;) yra seka nepriklausomy ir vienodai
pasiskirséiusiy atsitiktiniy dydziy su baigtiniu vidurkiu ir dispersija. Jei ¢, ~ N(0,02),
seka (g¢) vadinama Gauso baltu triuksmu. Baltam triukSmui visos ACF yra lygios 0. IS
tikryjy, jei tiriant empirinius duomenis, ACF yra arti 0, tuomet seka yra balto triusmo

seka.

Ergodiskumas

Stochastinis procesas yra vadinamas ergodiniu, jeigu jo statistines savybes (pvz. vidurkj
kiekvienu laiko momentu) galima nustatyti i vienos, pakankamai ilgos realizacijos.

Kiekvienas ergodinis procesas yra stacionarus, tac¢iau ne kiekvienas stacionarus proce-

sas yra ergodinis.

Laiko eiluté

Laiko eilute vadinama kokio nors dydzio, tarkime, r stebéjimy laike seka rq, 79, ..., 1, £ €

Stacionarumas
Atsitiktinio proceso {X;,t € Z}, su visais ¢ € Z tenkinancio salyga D X; < oo, ko-

variaciné funkcija apibréziama lygybe
r(s,t) = cov(Xs,Xt) = E(Xs — EX)( Xy — EXy), s, t€Z:

r(s,0) paprastumo délei zymeésime r(s)

Seka {Xy,t € Z} vadinama stacionariaja silpngjg prasme, jeigu:

e t€Z E|Xi? < 0,
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« VieZ EX;=EX,
o r(s,t) =r(s+ h,t+ h) su visais s,t, h i$ Z.

Seka {X;,t € Z} vadinama stacionarigja grieztqgja (strigja) prasme, jeigu su visais
k€N, ti,to,...,t; ir h € Z, vektoriy (Xy,,..., Xy, ) iv (X4, 4n, ..., X¢,+n) pasiskirstymai
sutampa.

Jeigu procesas yra grieztai stacionarus, tai jis yra ir silpnai stacionarus. Aisku, pas-

tarasis teiginys teisingas, kai egzistuoja vidurkis ir dispersija!

Uodegos indeksas
Jeigu a.d. X pasiskirstimo funkcija Fx(u) ~ u~%, kai u — oo, tai a.d. X pasiskirsty-

mo wuodegos indeksas yra c.
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Priedas Nr. 2.

O, ir o, apibrézimai; O ir o apibrézimai

Tegu X,, yra atsitiktiniy dydziuy seka, o a, yra konstanty seka. Tada

e X, = Op(ay) reiskia: V6 > 0, 3K > 0 ir Ing € N tokie, kad P(‘f—: > K) <4,
Vn > ng.
o X, = op(ay) reiskia: V§ > 0 ir VK > 0, Inp € N toks, kad P(‘f—: > K) < 9,

Vn > ng. Kitaip tariant, tai reiskia, kad X,,/a, konverguoja i nulj pagal tikimybe.

Tegu f(x) ir g(x) yra dvi funkecijos, apibréztos realiyjy skaiciy tieséje (ar jos poaibyje).

o f(z) = O(g(x)), kai  — oo reiskia: IM > 0 ir Iz € R tokie, kad | f(z)] < M|g(x)|,
Va > xg.

o f(z) =o0(g(x)), kai x — oo reiskia: f(z)/g(x) konverguoja i nulj kai x — oc.
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Priedas Nr. 3.

A. Astrausko straipsnio [1] pritaikymas Teiginio 3 jrody-

mui

Zyméjimai ir Teorema 1 i [1]:

Tegu {¢;,j € Z} yran.v.p.a.d., priklausantys a-stabiliai traukos sriciai D(a), 0 < o <
2, t.y.
P(eg < —t) = (c1 + o(1))t"*h(t), P(eg > t) = (c2 + o(1))t"*h(t) (42)

kai t — 00, ¢; > 0, ¢c1 + o > 0, h - létai kintanti funkcija.

Ir tegu .
Yo — / (t— )8 = (=)L dZ(s), ¢ >0,

—00

Cia Z yra a-stabilus procesas su nepriklausomais prieaugliais ir charakteristine funkcija:
Ee®2(t) = exp{—t|a|*(1 — iDsign(a))}

D = ((c1 — e2)/(c1 + ¢2)) tan(am/2), kai a # 1 (Sio atvejo uztenka Teiginio 3 jrodymui).
Teorema 1 (i A. Astrausko straipsnio): Tegu procesas (X, k € N) apibréztas taip:

Xp=> alk—je; keN
J
kur €; apibrézti kaip (42).
(i) Tegu eiluté 3 ; a(j) konverguoja absoliuciai ir A = ‘ > a(j)’ > 0. Tada

[nt]

1
ZXk — fdd Y(l) =7

Y, = —
An k=1

kur A, = Cl/O‘Anl/o‘Hg/a(n), C = (1 + )(|1 — a])cos(an/2), H, - létai kintanti
funkcija.

(i) Tegu o > 1, 1/a < B <1, a(k) =0, kai k = 0,—1,-2,... ir a(k) = k= PL(k), kai
k>0, kur L - létai kintanti funkcijo. Tada

[nt]
1
- = (8)
Y, = A > Xi oY
k=1
¢ia A, = |1 — ﬁ]*101/°‘n1/a+1*5L(n)Hcl/a(n), C = (c1 + c2)(|1 — a|)cos(ar/2), Hy -
létai kintanti funkcija.

Pritaikymas Teiginio 3 dalies (i) jrodymui:
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Reikia pasinaudoti A. Astrausko teoremos dalimi (ii) ir pastebéti, kad musy atveju
H, =1, =1—dy, L(k) = ¢(d1,d2)(¥1 + o(1)). Ir per elementarius charakteristinés
funkcijos pertvarkymus, galima parodyti (zr. Zemiau), kad Lq g, =fdd cVey B ia
L, q(t) apibréztas (33). Taigi i$ cia ir iSplaukia sarysis (39).

Pritaikymas Teiginio 3 dalies (ii) jrodymui:

Reikia pasinaudoti A. Astrausko teoremos dalimi (i), imant o := a/2, nes €% €

D(a/2). Be to,

lim 2°/?P(e? > 2) = e1+c ir  lim |z|*?P(e2 <z) =0.

Tr—00 Tr——00

@) Z;“/2 =fdd AC?ez =tad AZay2, 168 Zo =jfdd cllegz (zr. zemiau). O Z;F/Q charak-

teristiné funkcija bus

Ee%Za20) — exp{ —101%/2A%20(0; /2,0, ¢1 + 02)}, feR, A:= Z(E ak)2.
k=0

I§ tikruju Lagy =faa C/*Y )
Isitikinkime, kad iS tikryjy La,q, =fdd CY/ey (B) . Tai ekvivalentu tam, kad Z, = fdd

CcYez. A. Astrausko straipsnyje a-stabilaus proceso Z su nepriklausomais prieaugliais

charakteristiné funkcija yra tokio pavidalo:

Eei@Z(t) e—t|9\°‘(1—iDsign(9)) e—t\9|°‘w’(9;a,01,02)

¢iat>0,D = (c1 —c2)/(c1 + c2) tan(ma/2), kai o # 1.
Tai tada bus:

C1 — C2
c1+c2

W(0;,c1,c2) = 1—iDsign(f) =1—1i tan(ma/2)sign(6) ,kaia #£ 1

O musy {Z,(x),z € R} yra Lévy a—stabilus procesas, su charakteristine funkcija

EclfZa(@) — o-lol*w(Biaciea)lal 0,z € R,
Ir kai o # 1
w(@;a,cr,e0) = F(f—y <(Cl + ¢c2) cos(ma/2) — i(cr — c2)sign(f) Sin(ﬂaﬁ))
- Hemalaral el (A g o 2)sign(s))

— F(|1—Oé|)(61—|—62) COS(ﬂa/2)<1_iCI_CQ

= OuW'(0;a,c1,c)

P tan(m/z)sign(e))

I§ ¢ia iSplaukia, kad Z, =aq CV/“Z, o tuo paciu ir lygybé Lo 4, =faa CV/*Y ),
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