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Reziumé

In this Master work the concept of copulas as a tool for modelling

relationships among multivariate outcomes is introduced. A copula is
a function that links univariate margins to their multivariate distribu-
tion. Copulas were introduced in 1959. The literature on the statistical
properties and application of copulas has been developing rapidly in
recent years.
In this Master work basic properties of copulas are described, then se-
veral families of copulas and relationships to measures of dependences.
Later procedure for selecting the parametric family of Archimedean co-
pulas is illustrated by using Lithuanian Motor Third Party Liability
insurance data losses and expenses. For these data it is shown how to
fit copulas according to nonparametric procedure which was proposed
by Genest and Rivest [1].

Sio darbo tema yra junggiy (angl. copula) panaudojimas rysiams tarp
daugiamadiy dydziy modeliuoti. Jungtis yra funkcija, kuri sujungia
keliy atsitiktiniy dydziy marginalinius skirstinius j bendra daugiamate
funkcijg. Jungties savoka pirma, kartg statistikoje jvesta 1959 m.
Siame darbe apragomos pagrindinés jungéiy savybes, keletas jungciy
Seimy, isskiriant atskirg Seimg - Archimedo jungtis, taip pat priklauso-
mumo matai tarp atsitiktiniy dydziy. Véliau tinkamos jungties pritai-
kymo turimam duomeny rinkiniui procedura iliustruojama nagrinéjant
transporto priemoniy valdytojy civilinés atsakomybés privalomojo drau-
dimo zaly ir i8laidy zaloms administruoti duomenis.



1 Jvadas

Jungtis (angl. copula) yra funkcija, kuri sujungia marginalines pasiskirsty-
mo funkcijas j daugiamate pasiskirstymo funkcija. Zodis "copula" yra lo-
tyniskas daiktavardis, kuris reiskia "sgsaja", "nuoroda", "rySys". Jis nau-
dojamas gramatikoje ir logikoje norint aprasyti ta teiginio dalj, kuri sieja
veiksnj ir tarinj. Zodj "jungtis" (angl. copula) matematine ir statistine
prasme pirma karta panaudojo Sklaras (Sklar, 1959) jo vardu pavadintoje
teoremoje, apibudinancioje funkcijas, kurios susieja vienmates pasiskirstymo
funkcijas j jy bendras daugiamates pasiskirstymo funkcijas. Taciau pati funk-
cija pradéta minéti jau anksciau Wassily Hoeffding’o (Hoeffding), Frechet’o
(Frechet), Dall’Aglio ir kituose darbuose. Jungéiy pagalba galima konstruo-
ti dvimaciy pasiskirstymy Seimas ir analizuoti priklausomumo rySius tarp
atsitiktiniy dydziy.

1997 m. jungtys pradétos taikyti draudimo bei finansy srityse priklausomuy
dydziy modeliavime. Daznai aktualus uzdavinys yra keliy rusiy draudimo
bendry nuostoliy jvertinimas, tinkamas zaly jvertinimas, kai zalos iSskaido-
mos ]} atskiras rusis, bendro zaly ir islaidy zaloms administruoti skirstinio
nusakymas; taip pat bendros rizikos jvertinimas gyvybeés draudimo sutarty-
je, kai sutartimi apdraudziami du asmenys. Visais ¢ia iSvardintais atvejais
dydziai yra priklausomi ir neteisingos prielaidos apie jy priklausomuma bei
modelio parinkimas gali duoti klaidingus rezultatus veéliau skaiciuojant ri-
zikos matus. Todél Siems atvejams nagrinéti yra tinkamos jungtys, kurios
leidzia modeliuoti priklausomus dydzius.

Sio darbo tikslas yra jungciy pagalba surasti bendra dviejy priklausomy
dydziy pasiskirstymo funkecijg, naudojant transporto priemoniy valdytojy ci-
vilinés atsakomybés privalomojo draudimo zaly duomenis.

Antrame skyriuje jvedama jungties sgvoka, aprasomos pagrindinés jy sa-
vybés. Tre¢iame ir ketvirtame skyriuose aptariamos jungciy Seimos, iSskiriant
atskirg - Archimedo jungciy klase. Penktame skyriuje nusakomi priklauso-
mumo tarp atsitiktiniy dydziy matai.

Sestame skyriuje nagrinéjamos jungties pritaikymo duomenims neparamet-
riné ir parametriné proceduros. Veéliau tinkamos parametrinés Archimedo
jungties parinkimas turimam duomeny rinkiniui iliustruojamas analizuojant
transporto priemoniy valdytojy civilinés atsakomybés privalomojo draudimo
zalas bei iSlaidas zaloms administruoti.



2  Jungtys (angl. copulas)

Neformaliai jungtys gali buti apibréztos taip: tegul X ir YV yra tolydus
atsitiktiniai dydZziai, turintys pasiskirstymo funkcijas F'(z) = P(X < x) ir
G(y) = P(Y < y), ju simultaniné pasiskirstymo funkcija H(z,y) = P(X <
z,Y <y). Kiekvienam taskui (z,y) € [—o00, 00| galime priskirti taskus, esa-
ncius I® (Cia ir toliau tekste simboliu T bus Zymimas intervalas [0, 1]) su ko-
ordinatémis (F(x),G(y), H(x,y)). Funkcija, kuri plokstumos taskams F'(x)
ir G(y) priskiria taska, esantj I, yra jungtis. Jungtys taip pat zinomos kaip
priklausomumo funkcijos ar tolygus atvaizdavimai. Formalus apibrézimas
yra toks [6]:

Apibrézimas 2.1. Jungtis (dvimaté) yra funkcija C : 12 — 1 tokia, kad:
1. C(0,z) = C(x,0) =0 ir C(1l,z) = C(x,1) = x kiekvienam x € 1;
2. C yra 2-didéjanti: tequl a,b,c,d € 1, jei a < b ir c < d, ta

Ve(la, b] x [e,d]) = C(b,d) — C(a,d) — C(b,c) + C(a,c) > 0.

2-oje savybéje esanti funkcija Vo vadinama stac¢iakampio [a,b] X ¢, d]
C-turiu. Ekvivalenciai, jungtis yra vienetiniame kvadrate apibrézta dvimaté
pasiskirstymo funkcija, kurios marginaliniai skirstiniai yra tolygus interva-
le I. Pastebime, kad jungtis C' duoda tikimybés matg ant I? per funkcija
Ve([0,u] x [0,v]) = C(u,v).

Pavyzdziui, funkcija I1(u,v) = wv tenkina 1-aja ir 2-aja 2.1 apibrézimo sa-
vybes, taigi yra jungtis. Staciakampio II-turis Vi yra jo plotas. Jungtis II
vadinama sandaugos jungtimi ir turi svarbia statistine interpretacija.
Auksc¢iau aprasyti formalus ir neformalus apibrézimai yra susieti Sklar’o teo-
rema (1959), kuri i§ dalies paaiskina ir jungéiy svarba statistiniame modelia-
vime. Ji parodo, kad daugiamatés pasiskirstymo funkcijos iSreiskiamos per
marginalines pasiskirstymo funkcijas.

Apibrézimas 2.2. Funkcija F, apibrézta srityje R, vadinama pasiskirstymo
funkcija, jer

1. F' yra nemaZzejanti,
2. F(—o00) =0, F(4+00) = 1.

Apibrézimas 2.3. Simultaniné pasiskirstymo funkcija (angl. joint distribu-
tion function) yra funkcija H, apibrézta srityje R?, tokia, kad:

1. H yra 2-didéjanti (angl. 2-increasing),
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2. H(x,—o00) = H(—00,y) =0, H(+00,+00) = 1.

H turi marginalines funkcijas F' ir G, lygias F(x) = H(z,00) ir G(y) =
H (o0, y).

Teorema 2.1 (Sklaro teorema, [6]). Tegul H yra dvimaté pasiskirstymo funk-
cija, turinti marginalines pasiskirstymo funkcijas F ir G. Tuomet egzistuoja
Jungtis C tokia, kad H(x,y) = C(F(z),G(y)). Atvirkiciai, bet kokioms pasi-
skirstymo funkcijoms F' ir G 2.3 apibrezime apibrézta funkcija H yra dvimaté
pasiskirstymo funkcija, kurios marginalinés pasiskirstymo funkcijos yra F' ir
G. Be to, jei F' ir G tolydZios, tai C yra vienintelé.

Kaip isvadas is 2-osios 2.1 apibrézimo savybés bet kokiai jungciai turime:
1. C yra nemazéjanti kiekvieno kintamojo atzvilgiu,
2. C tenkina LipSico salyga: kiekvienam a,b,c,d €

|C(b,d) — C(a,c)| < |b—a|+|d— |

Taigi jungtys yra tolygiai tolydzios.

Duotai simultaninei pasiskirstymo funkcijai H, turin¢iai marginalines pasi-
skirstymo funkcijas F' ir G, apibréztas taip, kaip Sklaro teoremoje, galime
sukonstruoti atitinkama jungti: C(u,v) = H(FY(u), GEV(v)), kur FY
yra funkcijos F' tolydi i§ desinés ir turinti riba i§ kairés (cadlag) atvirkstine
funkcija, apibrézta F(-Y(u) = sup{z|F(r) < u} (analogigkai ir G(~1)). Jei X
ir Y tolydus atsitiktiniai dydziai, turintys auksc¢iau paminétas pasiskirstymo
funkcijas, tai C' yra atsitiktiniy dydziy U = F(X) ir V = G(Y) simultaniné
pasiskirstymo funkcija (F(x) ir G(y) tolygiai pasiskirste intervale [0, 1]).
Tuomet, kai jungtj C' nagrin¢jame kaip dvimate pasiskirstymo funkcija I?
ir ji turi simultaninj tankj p(u,v) = 92C(u,v)/0udv, tai C yra absoliuciai
tolydi. Kitu atveju C' gali buti singuliari arba turéti ir absoluciai tolydzia ir
singuliariaja komponentes.

Parodoma, kad jei H dvimaté pasiskirstymo funkcija, turinti marginalines
pasiskirstymo funkcijas F' ir G, tai

maz{F(z) + G(y) — 1,0} < H(z,y) < min{F(z),G(y)}
arba (kai H(z,y) = C(F(z),G(y)))
W(u,v) = maz{u+v—1,0} <C(u,v) <min{u,v} = M(u,v).

Si nelygybé zinoma Fréchet-Hoeffding riby nelygybés vardu, o funkcijos W
ir M - apatiné ir virsutiné Fréchet-Hoeffding ribos. Be to Sios funkcijos
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2 pav.: Virsutiné Fréchet-Hoeftfding ri-
a

3 pav.: Sandaugos jungtis

pacios yra jungtys. Bet kokios jungties grafikas yra tolydus pavir§ius viene-
tinio kubo erdvéje, apribotas Fréchet-Hoeffding riby grafikais, t.y., pavirSiais
z=W(u,v) ir z = M(u,v) (zr., 1 - 3 pav.).

Jungtis galime vaizduoti ir lygio diagramomis (angl. contour diagram), t.y.,
lygio aibiy (angl. level sets) - aibiy i§ I?, apibrézty lygybe C(u,v) = const.,
pasirinktoms konstantoms i§ intervalo I, grafikais. 4 - 6 bréziniuose pavaiz-
duotos jungciy M, W, 11 lygio diagramos. Taskai (¢,1) ir (1,¢) yra lygio
aibeés, atitinkancios konstanta ¢, krastiniai taskai. Dél Sios priezasties diagra-
moje nereikia zymeéti lygio aibiy. 2.1 apibrézimo 2-ojoje savybéje apibréztos
salygos C'(1,t) =t = C(t, 1) aiskiai parodo kiekvienos lygio aibés konstan-
tas. Be to, kiekvienai duotai jung¢iai C' ir duotam ¢ i§ intervalo I, lygio aibé
{(u,v) € I|C(u,v) = t} turi guléti uztusuotame trikampyje (7 pav.), kurio
ribos yra lygio aibeés, apibréztos M (u,v) =t ir W(u,v) = t.

Jungtys II, W ir M turi svarbias statistines interpretacijas. Tegul X ir Y
tolydus atsitiktiniai dydziai. Tada:

1. X ir Y jungtis yra M (u,v) tada ir tik tada, kai X ir Y - beveik tikrai
didéjanti vienas kito funkcija;
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6 pav.: Il lygio diagrama

2. X ir Y jungtis yra W (u,v) tada ir tik tada, kai X ir Y - beveik tikrai
mazejanti vienas kito funkcija;

3. X ir Y jungtis yra II(u,v) tada ir tik tada, kai X ir ¥ - nepriklausomi
atsitiktiniai dydziai.

Fréchet-Hoeffding riby nelygybés W (u,v) < C(u,v) < M (u,v) pagalba kiek-
vienai jungciai C ir kiekvienam u, v i§ I galima jvesti daline tvarka jungciy
aibéje:

Apibrézimas 2.4. Jei Cy ir Cy yra jungtys, tai sakoma, kad Cy yra mazesne
nei Cy (arba Coy yra didesné nei C), Zymima C; < Cy (Cy = Cy), jei
Ci(u,v) < Cy(u,v) kiekvienam u,v € 1.

Fréchet-Hoeffding apatiné riba - jungtis W yra mazesné uz bet kuria
jungtj, o Fréchet-Hoeffding virsutiné riba - jungtis M, yra didesné uz bet
kurig kita jungt;. Sis dalinis jungéiy aibés sutvarkymas vadinamas suderina-
mumo tvarkiniu (angl. concordance ordering) ir svarbus nagrinéjant rysius
tarp jungciy bei atsitiktiniy dydziy priklausomuma.

Jei o ir 3 yra didéjancios nuo X ir Y funkcijos atitinkamai (t.y., jei a(z1) <
a(xs), kai x1 < 9, B(y1) < B(y2), kal 11 < y2), tal a(X) ir S(Y) jungtis yra
tokia pati, kaip X ir Y jungtis - t.y., Cyx)5v) = Cx,y - tai jungtis, kuri
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7 pav.: Lygio aibiy {(u,v) € I?|C'(u,v) = t} sritis

uzfiksuoja "neparametrine", "nepriklausancia nuo pasiskirstymo" arba "ne-
kintancig nepriklausomai nuo skalés" priklausomybés tarp X ir Y prigimt;j.
Kai nors viena i§ « ar ( grieztai mazéjanti, jungtis pasikeiCia atitinkamu
budu:

1. Jei « grieztai didéjanti, § grieztai mazéjanti, tai
Cax)p0r) (U, v) = v = Cxy(u,1 = v)
2. Jei « grieztai mazéjanti, 3 grieztai didéjanti, tai
Ca(x),80v)(u,0) = v = Cxy (1 —u,v)
3. Jeiir a, ir § grieztai mazéjancios, tai

Cox) sy (U, v) =u+v — 1+ COxy(1—u,1—0).

3 Jungciy Seimos

Turédami jungéiy rinkinj, naudodami Sklaro teorema, galime sukonstruo-
ti dvimacius pasiskirstymus, turin¢ius pasirinktus marginalinius skirstinius.
Literaturoje galima rasti daug jungciy klasiy pavyzdziy, dauguma kuriy yra
Seimy narés su vienu ar daugiau realiy parametry (daznai zymima C,, Cy g
ir pan.). Pristatysime keleta parametriniy jung¢iy Seimy.

3.1 Farlie - Gumbel - Morgenstern Seima

Co(u,v) =uv + awv(l —u)(l —v),a € [—1, 1]



Tai vienintelés jungtys, kuriy funkciné forma yra w ir v kvadratinis polino-
mas. Bendras Seimos zZyméjimas FGM.

FGM Seimos nariai yra simetriniai, t.y., Cq(u,v) = Cy(v,u) kiekvienam
(u,v) € I?. Sakoma, jog atsitiktiniy dydziy pora (X,Y’) sukei¢iama (angl.
exchangeable), jei vektoriai (X,Y) ir (Y, X) yra vienodai pasiskirste. Vie-
nodai pasiskirsc¢iusiems tolydiems atsitiktininiams dydziams sukei¢iamumas
yra ekvivalentu jungties simetriskumui.

8 pav.: FGM jungtis su parametru 0.1 ir jos lygio diagrama

3.2 Kubinés u ir v jungtys

C(u,v) = w+uv(l—u)(l—v)auv+ Lu(l—v)+~yv(l—u)+0(1 —u)(l—v)],
kur «, 3,7, 0 realiosios konstantos parinktos taip, kad taskai (a,3), (a,7),
(6,1), (8,7) guléty aibéje [—1,2] x [-2, 1JU{(z,y)|r? —ry+y*—32+3y < 0}.
Kai o = g = v = 0 = 0, C yra kvadaratiné ir priklauso FGM Seimai.
Priesingai nei FGM jungtys, kubinés v ir v jungtys gali buti asimetriskos.

3.3 Normaliosios jungtys

Pazymime N,(z,y) dvimate normaliojo pasiskirstymo funkcija su koreliaci-
jos koeficientu p. Tuomet C, yra funkcijg N, atitinkanti jungtis, uZraSoma
lygybe C, = N,(®Y(u), =Y (v)) (&ia ® standartinio normaliojo skirstinio
pasiskirstymo funkcija). Kadangi néra tikslios ®(~1) igraiskos, negalime su-
rasti ir tikslios [V, iSraiSkos. Taciau N, galima suskaiciuoti apytiksliai tam,
kad sukonstruotuméme dvimates pasiskirstymo funkcijas turinc¢ias tokia pa-
¢ig priklausomybés struktura kaip standartinis normalusis skirstinys, bet su
ne normaliniais marginaliais skirstiniais.

Apibrézimas 3.1. Atsitiktiniy dydZiy porai X, Y su marginalinémis pasi-
skirstymo funkcijomis F', G atitinkamas ir simultanine pasiskirstymo funk-
cija H, marginalinés isgyvenamumo funkcijos F, G ir simultaniné isgyve-
namumo funkcija H apibréZiamos F(x) = P[X > x|, G(y) = P[Y > y] ir
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H(z,y) = P[X > z,Y > | atitinkamai. Punkeija C, sujungianti marginali-
nes i$gyvenamumo funkcijas § simultaning isgyvenamumo funkcijq, vadinama
iSgyvenamumo jungtimi (angl. survival copula): H(x,y) = C(F(z),G(y)).

R C yra jungtis ir ji su jprastine dydziy X ir Y jungtimi siejama lygybe
Clu,v)=u+v—-1+C(1—u,1—v).

3.4 Cuadras-Auge jungtys
G, 0) = min(u!~0v,w %), a,8€ (0,1

Atvejis, kai o = 3 pirmg kartg pasirodé Cuadras ir Auge (1981) darbe. Siuo
atveju isgyvenamumo jungtys siejamos su Marshall ir Olkin (1967) dvimaciu
eksponentiniu skirstiniu. C,o = Cog = II, C;; = M. Kai a,5 € (0,1),
jungtis C,, g turi ir absoliuciai tolydziaja ir singuliariaja komponentes.

11 [
|
|

o, \\ \\
EAN
W S

0.2 s

9 pav.: Cuadras-Auge jungtis su parametrais 0.7 ir 0.2 ir jos lygio diagrama

4 Archimedo jungtys

Archimedo jungtys plac¢iai naudojamos taikymuose (ypa¢ finansy, draudi-

mo srityse) dél keletos priezas¢iy: paprasta jas sukonstruoti, daug jungéiy
Seimy priklauso 8iai klasei, turi ne mazai gery savybiy (pvz., dauguma, bet
ne visos, iSsiplecia j aukstesnés dimensijos jungtis per asociatyvumo savybe).
Archimedo jungtys pirmiausia pasirodé ne statistikoje, bet nagrinéjant tiki-
mybines metrines erdves.
Tegul X ir Y tolydus atsitiktiniai dydziai su bendra pasiskirstymo funkcija
H ir marginalinémis pasiskirstymo funkcijomis F'ir G. Kai X ir Y yra ne-
priklausomi, tai H(z,y) = F(x)G(y) kiekvienam =z, y i§ R, ir tai vienintelis
pavyzdys, kai bendra pasiskirstymo funkcija iSsiskaido j funkeijy F' ir G dau-
giklius.
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Yra atvejy, kai H galime iSreiksti kaip funkcijy, kuriy argumentai yra mar-
ginalinés funkcijos F ir G, suma, t.y., p(H(x,y)) = o(F(2)) + ¢(G(y)).
Jungtims §i israiska atrodys taip:

o(Clu,v) = p(u) + p(v).

Apibrézimas 4.1 ([5]). Tegul ¢ tolydi, grieztai maZéjanti funkcija i§ 1 §
[0,00] tokia, kad o(1) = 0. Funkcijos ¢ pseudo atvirkstiné (angl. pseudo-
inverse) funkcija o= apibréZiamas:

<t <¢p(0)
0, 0(0) <t < 0.

@~ yra tolydi ir nemazéjanti intervale [0, ool ir grieztai mazéjanti inter-
vale [0, ¢(0)]. Be to, /"1 (p(u)) = u intervale T ir

o) = { g, UEIED, =mntsd

Jeigu (0) = oo, tai @l = =1

Lema 4.1 ([5]). Tegul  tolydi, grieztai mazéjanti funkcija is1 § [0, c0] tokia,
kad o(1) = 0, ir tegul o= buna funkcijos ¢ pseudo atvirkstiné kaip apibrézta
4.1 apibrézime. Tequl C yra funkcija 15 12 5 1 duota

Clu,v) = ¢! (p(u) + ¢(v)).

Tuomet C(u,v) = o= (p(u)+p(v)) tenkina pirmajq 2.1 jungties apibrézimo
sqglygq. Jei papildomai, ¢ iskila, tuomet parodoma, jog C' tenkina ir antrgjg
2.1 apibrézimo sqlygq. Taigi yra jungtis. Tokios jungtys vadinamos Archi-
medo (angl. Archimedean).

Funkcija ¢ vadinama jungties generatoriumi. Kai p(0) = oo, sakome,
kad ¢ grieztas (angl. strict) generatorius. Siuo atveju ™! = =1 ir sa-
koma, jog jungtis C'(u,v) = ¢ (p(u) + ¢(v)) yra griezta. Jei p(0) < oo
sakome, kad generatorius ¢ negrieztas (angl. non-strict) ir atitinkamai jung-
tis negriezta. 10 ir 11 bréziniuose pateikiame griezty ir negriezty generatoriy
grafiky pavyzdzius.

Pavyzdys 4.1. Turime genemtorw cp(t) = —ln(t) [ 1], p(0) = oo,
todél ¢ griezta. I$ to seka, kad p=(t) = ¢~ (t) = ( t), o jungties
israiska yra C(u,v) = exp(—[(—Ilnu) + (— lnv)]) = (u,v). II yra

griezta Archimedo jungtis.
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9(0)

Y
Y

10 pav.: Grieztas generatorius 11 pav.: Negrieztas generatorius

Is Archimedo jungé¢iy savybiy paminétinos tokios, kaip jy simetriSkumas,
asociatyvumas, taip pat jei ¢ > 0 bet kokia konstanta, tai cy taip pat yra
jungties C' generatorius.
1-oje lenteléje pateikiame pagrindinius zinomus Archimedo jungéiy generato-
rius, jy generuojamas jungtis bei parametro galiojimo intervalus. Parametro
« intervalas duotas toks, kad generatorius ¢ yra tolydus (kai kurioms para-
metro reikSméms i3 intervalo skai¢iuojamos ribos).
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1 lentelé: Archimedo jungtys

Eil} Cy(u,v) ©a(t) a € Ar
Nr. grieztas
1 | max ([u“" o 1]”“,0) Lt —1) [—1,00)\ | @ >0
{0}
2 | max (1 — (1 = w)* + (1 —v)e]V® ,o) (1—t)° [1,00) | Ne
3 | o lnw [—1,1) Taip
4 | exp (=[(=Inu)® + (= Inv)*]"/*) (—Int)® [1,00) Taip
5 | —2in (14 el —In =] (—00, 00) Taip
{0}
6 |[1-[1—-uw)+(1—-v)*—1—-w)*(1—|—-In[l - (1 —|[1,00) Taip
v) e £)]
7 | max (auv + (1 — a)(u+v —1),0) —Infat 4+ (1 — | (0,1] Ne
a)]
8 | max | a(“v ()1(1“)%(1”)@),0 1+(1ai1)t 1, 00) Ne
9 | wvexp(—alnulnwv) In(1 — alnt) (0,1] Taip
10 | wo/[1+ (1 —u®)(1 — o))" In(2t=* —1) (0,1] Taip
11 | max ([u®v® — 2(1 — ua)( — )M 0) In(2 — t) (0,1/2] | Ne
12 (14 (! — 1)+ (' = 1)°] /) (1-1)° [1,00) | Taip
13| exp(1—[(1—Inu)*+(1—Inv)*—1]"*) | (1 —=Int)*—1 | (0,00) Taip
4] (1+[(u Ve =1)2 + (v Ve —1)ol/ay=e | (- Ve — 1)« [1,00) Taip
15 | max({1 — [(1 — w'/*)* + (1 — | (1—¢/*)° 1, 00) Ne
/o), 0
16 (S+\/S2+4a) S=utv—1l-alf+[(e+1)1-1t) [[LLo) [a>0
1
17 < [(14+u)~ a21a[(11+'u)a—1]) o . I (1.2|_E)O:X1—1 (—00, 00)\ Taip
{0}
18 | max (1 + o/ In[e®/=1) 4 /(=1 ) | e2/(71) 2, 00) Ne
19 | a/ In(e®™ + eV — %) e/t — e (0, 00) Taip
20 | [In(exp(u=®) + exp(v=) — )]~ /* exp(t™®) —e (0, 00) Taip
211 — (1 —{max([1 — (1 —w)Y*+1— |1 -1 — (1 —|][1,00) Ne
(1—?1) ]1/0“ L,0)})ve t)°]H/e
22 | max( —u*)y/1—(1—v*)—(1— | arcsin(l —t*) | (0,1] Taip
v?) ( u‘“)]l/“ﬂ)

Kai kurios lenteléje isvardintos jungtys turi savo pavadinimus. 1-0ji jung¢iy
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Seima vadinama Kleitono (Clayton) Seima, 3-oji - Ali-Mikhail-Haq, 4-0ji -
Gumbelo (Gumbel), 5-0ji - Franko (Frank) jungé¢iy Seima.

Archimedo jungtys placiai naudojamos taikymuose (ypa¢ finansy, draudimo
ir pan. srityse) dél savo paprastos formos ir gery savybiy (pvz., dauguma,
bet ne visos, iSsiplecia j aukstesnés dimensijos per asociatyvumo savybe).

4.1 Svarbiausios Archimedo jungciy savybes

Siame skyrelyje patyrinésime keleta pagrindiniy Archimedo jungéiy savybiy.
Patogumo délei pazymékime §2 aibe tolydziy grieztai mazéjanciy iskily funkcijy
i8I [0, 00] tokiy, kad (1) = 0.

Iskyla klausimas, kodél §i jung¢iy klasé vadinama "Archimedo". Pagal Ar-
chimedo aksiomas teigiamiems realiems skai¢iams, turime: jei a, b teigiami
realus skaiciai, tai egzistuoja sveikasis skaic¢ius n toks, kad na > b. Archi-
medo jungtis elgiasi taip, kaip binarioji operacija intervale I. Ja jungtis C'
bet kokiai porai tasky u, v i8 I priskiria taska C'(u, v), priklausantj intervalui
I. "Operacija" C yra komutatyvi, asociatyvi ir iglaiko tvarka, t.y., i§ to, kad
up < ug ir v1 < vy i8plaukia, jog C(uy,v1) < C(ug,vy). Kiekvienam w i§
intervalo I galime rekursyviai apibrézti C' — laipsnius (angl. C-powers) ug
tokiu budu: uf = u, uhtt = C(u,ul), ¢ia n > 1. Pirma karta terminas

"Archimedo" paminétas 1965 m. Ling darbe.

Archimedo jungtys gali buti absoliu¢iai tolydzios arba turéti singuliarias kom-
ponentes. Bet kokios jungties C' lygio aibé Zymima {(u,v) € I?|C(u,v) = t}.
Archimedo junggdiai ir ¢ > 0 8i aibé susideda i tasky, esanciy ant lygio kreivés

(angl. level curve) o(u) + ¢(v) = p(t) vienetiniame kvadrate I?, kuri jun-
gia taskus (1,t) ir (¢,1). Daznai lygio kreivé uzrasoma pavidalu v = Ly(u).
[sreiksdami v kaip funkcija nuo u, gauname

v=Ly(u) = o (p(t) — p(u)) = ¢ (@(t) — p(u)).

Paskutinis Zingsnis, pakeiciant ¢~ j o' pagristas, nes ¢(t) — ¢(u) yra
intervale [0,(0)). Kai t = 0, aibé¢ {(u,v) € I?|C(u,v) = 0) vadinama
nulio aibe (angl. zero set) ir zymima Z(C'). Daugumai Archimedo jungéiy
Z(C') yra tiesiog dvi tiesios atkarpos {0} x I ir I x {0}. Kitoms Archimedo
jungtims Z(C') turi nelygy nuliui plota ir tokios nulio aibés ribiné kreivé yra
o(u) + ¢e(v) = ¢(0), t.y.,, v = Lo(u) vadinama C' nulio kreive (angl. zero
curve). Pateikiame pastarosios pavyzdj (12 pav.) - 2-os jungé¢iy Seimos 1-oje
lenteléje narys su parametru o = 2. Siuo atveju lygio kreivés ir nulio kreive
yra apskritimo ketvirciai.

Visos Archimedo jungéiy lygio kreives yra iskilos.

Taip pat Archimedo jungtims galime surasti srities I? C-mata, kuris gali buti
ant lygio kreiveés arba apimti plota, esantj Zemiau ar j kaire nuo lygio kreives.
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— Lygio kreivés
w— Nulio kreive

7] Nulio aibe

12 pav.: 2-os Archimedo jungties su parametru o = 2 lygio kreivés ir nulio
aibée

Teorema 4.1 ([5]). Tegul C' yra generatoriaus @, priklausancio aibei 2, su-
generuota jungtis. Tequl Kc(t) Zymi aibés {(u,v) € 12|C(u,v) < t}, arba
ekvivalenciai aibés {(u,v) € I¥|p(u) + ¢(v) > (t)}, C-matq. Tada kiekvie-
nam t 1§ 1,
(1)
()

Suformuluosime teiginj, kuris véliau bus naudinga nagrinéjant nepara-
metrinio asociacijos mato - Kendalo 7 versija populiacijos atveju.

Ko(t) =t —

Teiginys 4.2 ([5]). Tequl U ir V tolygus (0, 1) atsitiktiniai dydziai, kuriy si-
multaniné pasiskirstymo funkcija yra generatoriaus o is ) sugeneruota jung-
tis C'. Tuomet funkcija K¢, apibrézta aukscéiau esancia lygybe, yra atsitiktinio
dydzio C(U, V) pasiskirstymo funkcija. Be to, funkcija

’ t, S St
Ke(sit) =9 4 _eth—el ooy

@(Er) 7
yra simultaniné atsitiktiniy dydziy U ir C(U, V') pasiskirstymo funkcija.

Uzbaigdami §j skyriy paminésime, jog Archimedo jung¢iy parinkimui ir
pritaikymui turimiems duomenims egzistuoja specialios proceduros, kurias
véliau apraSysime ir panaudosime empiriniame tyrime.

5 Priklausomumo ir asociacijos dydziy aprasy-
mas

Siame skyrelyje panagrinésime budus, kai jungtis galima panaudoti atsitiktiniy
dydziy priklausomumui, asociacijoms tirti.
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Atsitikiniy dydziy priklausomumas matuojamas jvairiais budais. Daugelis
asociacijos maty nekinta nepriklausomai nuo atsitiktiniy dydziy transformacijy.
Nekintantys nuo skalés priklausomumo dydziai gali buti randami naudojant
jungtis.

Be to, priklausomumo savybeés ir dydziai susije tarpusavyje. Labiausiai Zi-
nomi skalés invariantai yra Kendalo 7 (angl. Kendall’s tau) ir Spirmeno p
(angl. Spearman’s rho) populiacijos atveju. Abu jie matuoja priklausomumo
forma, Zinoma kaip suderinamumas.

5.1 Suderinamumas (angl. concordance)

Tegul tolydziy atsitiktiniy dydziy vektoriaus (X, Y) stebéjimai Zymimi (x;, y;)
(z;,y;). Sakome, kad (x;,v;) ir (z;,y;) suderinami, jei z; < z; ir y; < y; arba
jei x; > xz; ir y; > y;. Taip pat sakome, kad (x;,v;) ir (x;,y;) yra nesu-
derinami (angl. disconcordant), jel x; < x; ir y; > y; arba, jel z; > x; ir
y; < y;. Suderinamumo apibrézima dar galime suformuluoti ir taip: (z;,y;)
ir (z;,y;) yra suderinami, jei (x; — z;)(y; — y;) > 0 ir nesuderinami, jei
(2 — ;) (yi — y;) <0

5.1.1 Kendalo 7 (angl. Kendall’s tau)

Priklausomumo matas Kendalo 7 imties atveju apibréziamas taip: tegul
{(z1,y1), (x2,Y2)..., (Tn, yn)} tolydziy atsitiktiniy dydziy vektoriaus (X,Y) n
stebéjimy imtis. I8 viso skirtingy stebéjimy pory (z;,y;) ir (x;,y;) imtyje
yra C2. Kiekviena ty pory yra suderinama arba nesuderinama. PaZymime
¢ suderinamy pory skaiciy, d - nesuderinamy pory skaiciy. Tada Kendalo 7
imties atvejui apibréziamas taip:

c—d_
c+d

= (c—d)/C2

Atitinkamai galime sakyti, kad ¢ yra stebéjimy poros (z;,y;) ir (z;,y;), kuri
atsitiktinai parinkta is imties, suderinamumo tikimybé minus nesuderinamu-
mo tikimybeé. Kendalo 7 populiacijos atveju apibréziamas panasiai.

Apibrézimas 5.1 ([6]). Turime tolydziy atsitiktiniy dydziy vektoriy (X,Y),
Siy dydziy pasiskirstymo funkcija H. Tegul (X1,Y1) ir (Xa, Ys) nepriklausomi
vienodar pasiskirste atsitiktiniar vektoriai, kuriy kiekvienas turi pasiskirsty-
mo funkcijg H. Tuomet Kendalo T populiacijos atveju apibréZiamas kaip
suderinamumo tikimybé minus nesuderinamumo tikimybé:

T=Txy = P[(Xl _XQ)(}/l —}/2) > O] —P[(Xl —Xg)(Yi —Yg) < 0]
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Geometriskai du taskai (x1,y) ir (z9,y2) plokStumoje yra suderinami, jei
juos jungianti atkarpa turi teigiama nuolydj ir nesuderinami, jei atkarpa turi
neigiama nuolydj.

13 pav.: Suderinamy (kairéje) ir nesuderinamy (desinéje) tasky poros

Tam, kad parodytuméme, kokj vaidmenj atlieka jungtys suderinamumo ir
asociacijos dydziy matavime, turime apibrézti "suderinamumo funkcija" (angl.
concordance function) Q. Ji yra skirtumas tarp tikimybiy, jog du tolydziy
atsitiktiniy dydziy vektoriai (X1, Y1) ir (X3, Y2) su galimai skirtingomis simul-
taninémis pasiskirstymo funkcijomis H; ir Hs, bet turintys vienodas margi-
nalines pasiskirstymo funkcijas F' ir G, yra suderinami ir nesuderinami. Tada
parodysime, kad &i funkcija priklauso nuo (X73,Y)) ir (Xs, Y2) pasiskirstymy
tik per jy jungtis.

Teorema 5.1 ([5]). Tegul (X1,Y1) ir (Xo,Y2) nepriklausomi atsitiktiniai vek-
toriai, kuriy komponentés X1 ir Xo turi marginaline pasiskirstymo funkcijg
F, o komponenés Yy ir Ys turi marginaline pasiskirstymo funkcijg G. Taria-
me, kad Sie atsitiktiniar vektoriar turi stmultanines pasiskirstymo funkcijas
Hy ir Hy. Tegul Cy ir Cy yra atitinkamai dydziy (X4,Y7) ir (Xo, Y2) jungtys
tokios, kad Hy(z,y) = C1(F(x),G(y)) ir Ha(x,y) = Co(F(z),G(y)). Pazy-
mime Q skirtumq tarp tikimybiy, jog poros (X1,Y1) ir (X, Y2) yra suderina-
mos ir nesuderinamos. t.y., tequl

Q = P[(X1 = X3)(V1 = Y3) > 0] = P[(Xy — X5)(Y1 — ¥3) < 0].

Tada
Q=Q(C1,(Cy) = 4/ Cs(u,v)dCy (u,v) — 1.

[2

Keletas funkcijos @) savybiy:
1. @ yra simetriné savo argumenty atzvlgiu: Q(C,Cy) = Q(Cy, Ch).

2. @ yra nedidéjanti kiekvieno argumento atzvilgiu: jei C; < C ir Cy <
C,, kiekvienam (u,v) i§ 12, tai Q(Cy, Cy) < Q(Cy, Cy).

3. Jungtys suderinamumo funkcijoje gali buti pakeistos iSgyvenamumo

jungtimis7 tYa Q(Cla 02) = Q(éh é?)
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Tarkime, C pasirinkta jungtis. Kadangi () yra skirtumas tarp dviejy tikimybiy,
tai Q(C,C) € [-1,1].

Apibendrinant visas turimas suderinamumo israiskas, gaunama Kendalo 7
iSraiska populiacijos atveju.

Teorema 5.2 (|5]). Tegul X irY tolygus atsitiktiniai dydZiai, kuriy jungtis
C. Tuomet dydziy X ir'Y Kendalo T populiacijos atveju (Zymésime Tx y
arba 7¢) apibréziamas:

vy =70 = Q(C,C) = 4//1 C'(u, v)dC(u, v) — 1.

Teoremoje esantis integralas gali buti interpretuojamas kaip atsitiktiniy,
tolygiy intervale (0,1) dydziy U ir V, turin¢iy simultanine pasiskirstymo
funkcija C', funkcijos C'(U, V) tikétina reiksme, t.y.,

7o = 4E(C(U,V)) — 1. (1)

Norint surasti Kendalo 7, reikia skaiciuoti dvigubg integrala, ta¢iau Archi-
medo jung¢iy atveju situacija paprastesné. Integralas supaprastinamas, jo
iSraiSkoje panaudojant Archimedo jungties generatoriy, kuris yra vieno kin-
tamojo funkcija. Tai parodo Zemiau suformuluota teorema.

Teorema 5.3 (|5]). Tegul X ir'Y yra tolygus atsitiktiniai dydZiai su Archi-
medo jungtimi C, kurig generuoja generatorius ¢ 5 aibés Q. X ir'Y Kendalo
T populiacijos atveju bus lygus

Irodymas. Tegul U ir V tolygus intervale (0,1) atsititiniai dydZiai, turin-

tys simultanine pasiskirstymo funkcijg C. Tegqul Ko Zymi dydzio C(U,V)
pasiskirstymo funkcijg. Tuomet pagal (1) turime, kad

1
¢ =4E(C(U,V)) - 1= 4/ tdKeo(t) — 1.
0
Integruodamsi dalimis, gauname
1
TC = 3— 4/ Kc(t)dt
0

Taciau Zinome, kad C(U, V') pasiskirstymo funkcija Kco(t) yra lygi

o(t)
@(th)

Ko(t) =t -
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Is to seka, jog
1 1
p(t) } / (1)
T :3—4/ {t— dt =144 dt.
“ 0 ¢'(tT) o ¢'(t)

Paskutinéje lygybéje p(tT) galime pakeisti § p(t), nes iskilos funkcijos yra
beveik visur diferencijuojamos. &

5.1.2 Spirmeno p (angl. Spearman’s Tho)

Kaip ir Kendalo 7, priklausomumo matas Spirmeno p populiacijos atveju
yra paremtas suderinamumu ir nesuderinamumu.

Apibrézimas 5.1. Tegul (X1,Y7), (X2,Ys), (X3,Y3) yra trys nepriklausomi
atsitiktiniai vektoriai, turintys tq paciq simultanine pasiskirstymo funkcijqg H
(kurios marginalinés funkcijos yra F ir G) ir jungti C. Tuomet Spirmeno
p populiacijos atveju apibréziamas kaip tikimybés, jog vektoriai (Xi,Y1) ir
(X2, Y3) yra suderinami ir tikimybés,jog jie nesuderinami, skirtumas:

p=pxy = 3(P[(X1 = X3)(Y1 = ¥3) > 0] = P[(X; — Xp)(V1 — V3) < 0])( |
3

Dydziy (X3,Y7) pasiskirstymo funkcija yra H(z,y), o dydziy (X, Y3)
pasiskirstymo funkcija yra F'(z)G(y) (nes Xs ir Y3 nepriklausomi). Todél Xy
ir Y3 jungtis yra II. IS to iSplaukia, kad:

pxy = pc =3Q(C,1I) = 12// wvdC(u,v)—3 = 12// C(u,v)dudv—3.
I2 I2
(4)

(3) lygbéje bei (4) lygybés pirmoje dalyje konstanta 3 yra normuojanti kons-
tanta. Antrojoje (4) lygties dalyje esant] integrala galime interpretuoti kaip
pavirsiaus z = C(u,v) turj virs I?, todél pc yra proporcingas turis. Trecio-
ji (4) lygybés dalis interpretuojama kaip turis tarp pavirsiy z = C(u,v) ir
z = II. pe galima laikyti "vidutiniu atstumu" tarp X ir Y pasiskirstymo
(kurj rodo C) ir nepriklausomumo (nepriklausomuma zymi IT).

5.1.3 Kiti suderinamumo matai

1920 m. Corrado Gini pasiulé asociacijos mata imties atvejui, paremta
absoliuc¢iu skirtumu tarp rangy. Populiacijos atveju atsitiktiniams dydziams
X ir Y, turintiems jungtj C', Sis dydis yra:

7:2//12(|u—|—v—1|—|u—v|)dC’(u,v).
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Si mata, kaip ir Kendalo 7 ar Spirmeno p, galime isreiksti per suderinamumo
funkcija Q:
Txy = Tc = Q(Cu M) + Q(O7 W)

Spirmeno p = 3Q(C,II) matuoja suderinamumo rysj arba "atstuma" tarp
X ir Y pasiskirstymo ir nepriklausomumo. Tuo tarpu, Gini v = Q(C, M) +
Q(C, W) zymi suderinamumo rysj arba "atstuma" tarp jungties C' ir mono-
tonisko priklausomumo (tai Zymi jungtys M ir W).

Dar vieng papildoma suderinamumo dydj pasiulé Blomqvist’as (Blomqvist,
1959). Tarkime, suderinamumo funkcijos israiskoje, suderinamumo tikimybeés
ir nesuderinamumo tikimybes skirtume, nagrinéjami atsitiktinis vektorius ir
fiksuotas taskas. T.y., turime:

PI(X = 20)(Y —w0) > 0] = P[(X = 20)(Y = yo) < 0]

kazkokiam pasirinktam tagkui (zg,yo) € R%. Blomqvist’as tyrinéjo ta atvejj,
kai vietoj xq ir yo parinktos populiacijos medianos reiksmeés. Sis dydis daznai
vadinamas "vidurio koreliacijos koeficientu" (angl. medial correlation coeffi-
cient). Zymima 0 ir apibréziama:

B =pPxy =PIX-2)Y -9)>0-P[X—-2)(Y —g) <0],

kur 7 ir g yra dydziy X ir Y medianos. Kai X ir Y yra tolydus atsitiktiniai
dydziai, turintys jungtj C', 3 uzrasoma:

s (L) 1

272
Nors Blomqvist’o 3 priklauso tik nuo jungties reikimés I? centro taske, taciau
siuo dydziu galima aproksimuoti Kendalo 7 ar Spirmeno p.

5.2 Kiti priklausomumo matai

Be auksciau aprasyto suderinamumo yra ir kitokj priklausomuma tarp atsitiktiniy
dydziy nusakantys dydziai, kurie Siame darbe nebus nagrinéjami. Tai - kvad-
ranto priklausomumas (angl. quadrant dependence), uodegos monotonisku-
mas (angl. tail monotonicity), stochastinis monotoniskumas (angl. stochastic
monotonicity), tikétinumo santykio priklausomumas (angl. likelihood ratio
dependence).
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6 Jungties parinkimas ir pritaikymas duome-
nims

Siame skyrelyje aprasysime tinkamos jungties parinkima turimiems empiri-
niams duomenims. Turime dvimacius duomenis ir norime pritaikyti jungtj.
Laikysimeés prielaidos, jog duomenys gali buti tinkamai sumodeliuoti Archi-
medo jungciy pagalba.

Tarkime, turime dvimaciy stebéjimy (X7, Y1), (Xs, Y2), ..., (X,, Y,) n dydzio
imtj. Sie dydziai pasiskirste pagal nezinoma dvimate pasiskirstymo funkcija
H(z,y), ir turi marginalinius skirstinius F'(z), G(y) bei Archimedo jungtj
C(u,v). Musy tikslas parinkti generatoriy ¢ - vieno kintamojo funkeija, pri-
klausanc¢ia nuo parametro .

Jeigu laikome, kad duomenims pritaikomas Archimedo jung¢iy Seimos narys

(nagrinésime tik vieno parametro Seimas), tai galime atskirti marginaliniy
skirstiniy F'(z) ir G(y) parinkima nuo parametro « jvertinimo. Ivertinima
galima atlikti vienu arba dviem zingsniais ir parametriniu arba neparamet-
riniu metodu.

Dviejy zingsniy budas susideda i§ marginaliniy skirstiniy F'(x) ir G(y) jvertinimo
ir po to jungties parametro « jvertinimo. Marginalinius skirstinius taip pat
galime vertinti parametriniu arba neparametriniu metodu.

Vertindami jungties parametrg vienu zingsniu galime naudoti parametrinj
arba neparametrinj netoda. Parametrinis metodas yra didziausio tikétinumo
metodas, kai vienu ir tuo paciu zingsniu suskaic¢iuojame marginaliniy skirstiniy
ir jungties parametrus. Tikétinumo funkcija Siuo atveju turés pavidalg L(6, o; X, Y),
kur 6 simbolizuoja marginaliniy pasiskirstymo funkcijy parametrus, o o jung-
ties parametra.

Neparametrinj vieno zingsnio metodg, pasitilé Genest ir Rivest (1993)[1]. Sis
metodas neatsizvelgia ] marginalinius X ir Y skirstinius. Parametras «
jvertinamas naudojant Kendalo koreliacijos mata 7.

Placiau aptarsime vieno zingsnio neparametrinj ir dviejy zingsniy parametrinj
metodus.

6.1 Genest ir Rivest procedura

Ieskodami Archimedo jungties, atsizvelgiame j fakta, kad jungtis Cy,(u,v) =
)
¢'(t)’
apibrézta intervale [0, 1]. Be to, zinoma, kad K (t) yra pasiskirstymo funkcija
intervale (0,1). Taip pat turime, jog Kendalo T populiacijos atveju Archime-

o' (o(u) + ¢(v)) yra vienareik§miskai nusakoma funkcija K(t) =t —

do jungtims suskai¢iuojamas, naudojantis iSraiska 7 = 1 4+ 4 fol :i((t t)) dt.
Tariame, kad turime stebéjimy imtj (X1, Y1), (Xa, Ys),..., (X, Y,,). Stebéjimai
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turi dvimate pasiskirstymo funkcija H (z, y) ir tolydzius marginalinius skirsti-
nius F'(z), G(y) bei priklausomybés funkecija C,(u, v). Dydziai U = F(X) ir
V = G(Y) yra tolygiai pasiskirste. Norint parinkti tinkama Archimedo jung-
ties generatoriy, dirbama su tarpiniais atsitiktiniais dydziais Z = H(X,Y),
turinciais pasiskirstymo funkcija K(z) = P(Z < z) = P(C(F(z),G(y)) < z).
Tolimesni veiksmai susideda i$ etapy:

1. jvertinamas Kendalo koreliacijos koeficientas naudojant neparametrinj
ivertj:
—1 .
7= (Ch) Y sign[(Xi — X)(Y; = Y))]. (5)
i<j
2. Konstruojamas funkcijos K neparametrinis jvertis:

e Apibréziami pseudo stebéjimai

g - U Y) X < XY <V}

f = , i=1,...,n. (6)

e Randamas funkcijos K neparametrinis jvertis

#{i:1<i<n,Z; <z}

K,(2) = n

3. Ieskomas parametrinis funkcijos K jvertis, naudojantis sarysiu

©(2)

Ky(2)=t— I

Parametrinis funkcijos K jvertis ieskomas keletui pasirinkty Archimedo jungéiy
Seimy. Pirmiausia, naudojantis Kendalo 7 jverciu, surandamas jungties pa-
rametro « jvertis &, po to parametro jvertis panaudojamas jungties genera-
toriaus ¢ jvertinimui. Turint generatoriaus jvertj ¢,,, galima surasti funkcijos
K, (2) jvertji K, (2).

Pakartojus 3-iajj zingsnj keletui jungciy Seimy, kiekvienas gautas parametri-
nis funkcijos K jvertis palyginamas su 2-gjame zingsnyje sukonstruota nepa-
rametrine K funkcija. Pasirenkamas generatorius ¢ toks, kad parametrinis
jvertis K, (z) labiausiai atitikty neparametrinj jvertj K, (z). Iverciai lygi-
nami grafiskai. Tuo tikslu bréziami kvantiliy-kvantiliy grafikai (angl. Q-Q
plot). Jei parametras yra "geras", grafike kvantiliai turéty buti issidéste ant
jstrizos tiesios linijos.

Ivertinty jungties parametry jverciy atitikimag taip pat galima patikrinti ir
minimizuojant atstuma [ (K, (2) — K,(2))*dK,(2). Si buda pasiulé Freez
and Valdez [2].
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6.2 Didziausio tiketinumo metodas

Kita jungties parinkimo procedura yra parametriné. Ji grindziama mak-
simalaus tikétinumo jverc¢iu. Priezingai nei Genest ir Rivest pasiulytoje
proceduroje, ¢ia tinkamos jungties parinkimas priklauso ir nuo marginaliniy
skirstiniy. Nei vienas i§ Siy metody nelaikomas geresniu uz kitg. Yra Zino-
ma, kad jei duomenyse yra isskir¢iy arba marginaliniai skirstiniai turi sunkias
uodegas, tai geriau rinktis Genest ir Rivest procedura, nes $iuo budu rasti
jverciai stabilesni ir néra keliami reikalavimai marginalinéms pasiskirstymo
funkcijoms F(z) ir G(y). Taciau jei turimas didelis duomeny rinkinys, tiks-
lesni jverciai randami didziausio tikétinumo metodu.

Nagrinéjame n dvimaciy stebéjimy (X1,Y7), (X, Y2),..., (X,,Y,). Jie pasi-
skirste pagal nezinoma simultanine pasiskirstymo funkcija H(z,y) su margi-
naliniais skirstiniais F'(x) ir G(y) ir Archimedo jungtimi C(u,v).
Pirmiausia daromos prielaidos apie marginalinius skirstinius ir jvertinami
marginaliniy pasiskirstymo funkcijy parametrai.
Zinoma, kad H(z,y) = C(F(x),G(y)), tuomet simultaniné tankio funkcija
yra

Mz, y) = f(2)g(y)Cr2(F(x), G(y)),
kur

0 0

Clg(u, 'U) = %%C(u, 'U).

Kadangi laikoma, jog marginaliniy pasiskirstymo funkcijy parametrai yra jau
jvertinti, tai funkcijy F' ir G reiksmés stebéjimy taskuose (X1, Y1), (X2, Y2), ..., (X,, Y2)
yra zinomos (U; = F(X;) ir V; = G(Y;)) ir pasiskirs¢iusios tolygiai. Tuomet
tikétinumo funkcijoje marginaliniy skirstiniy tankio funkcijos tampa kons-
tantomis ir tikétinumo funkcija galima uzrasyti supaprastinta forma:

Loz U, V) = [ [ Cra(Us, V2).
=1

Maksimumo patogiau ieskoti logaritmavus tikétinumo funkcija. Galutiné
jvercio israiska lygi

& = argmaTaca Z log L(a; Uy, Vi),

i=1

kur A yra galimy parametro « reikmiy aibé (Galiojancios « reiksmeés pa-
teiktos 1-oje Archimedo jungé¢iy lenteléje).

Tolimesniame skyriuje atliekama empiriniy duomeny analizé. Archimedo
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jungtys pritaikomos remiantis Genest ir Rivest procedura. Tokj pasirinkimg
lemé tai, kad marginaliniai skirstiniai neatitiko tiksliai nei vieno parametri-
nio skirstinio i§ zinomy skirstiniy klasés. Todél paprastumo délei pasirink-
tas "Amerikietiskas" Pareto skirstinys (taip pat zinant, jog praktikoje Zalos
daznai modeliuojamos Sio skirstinio pagalba). Be to, stebéjimy imtis néra
didelé. Deél siy priezasciy laikoma, kad neparametrinis jvertis duos tikslesnius
rezultatus.

7 Duomeny analize

Auksciau apraSytai teorijai iliustruoti atliksime draudimo zaly duomeny
analize. Turimi duomenys sudaryti i§ 371 Transporto priemoniy valdytoju
civilinés atsakomybés privalomojo draudimo (toliau - TPVCAPD) zalos, at-
siradusios deél ne Lietuvoje jvykusiy eismo jvykiy. Kiekviena zala susideda
is nuostoliy (zala, X) ir zalos admnistravimo islaidy (islaidos, Y'). | islaidas
zaloms administruoti jeina teisiniy paslaugy mokesciai, turto vertintojo islai-
dos, banko islaidos, zalos nagrin¢jimo islaidos ir pan. Musy tikslas yra nu-
statyti bendra zaly ir islaidy Zaloms administruoti pasiskirstyma. Tam, kad
galétume daryti prielaidas apie marginaliniy skirstiniy tolyduma, i§ duomeny
pasalinti atvejai, kai X = 0 arba Y = 0. Zah; ir i8laidy dydziai matuojami
litais. Taip pat atkreipiamas démesys, jog duomenys yra transformuoti ir
realios iSvados i§ gauty rezultaty negali buti daromos.
2-oje lenteléje pateikiamas duomeny apibendrinimas.

2 lentelé: Zah; ir i8laidy aprasomoji statistika

ZALOS | ISLAIDOS

Skaicius 371 371
Vidurkis 11316,72 1539,09
Mediana 4555,49 791,64
Moda 9322,56 690,56
Standartinis nuokrypis | 26750,64 1986,449
Minimali reiksmeé 216,94 25,83
Maksimali reiksme 361726,65 | 16288,45
0,25-asis kvantilis 1842,45 690,56
0,75-asis kvantilis 10527,44 1437,498

Taip pat pateikiame zaly (14 pav.) ir iSlaidy zaloms admministruoti (15 pav.)

histogramas bei zaly lyginant su islaidomis grafika (16 pav).

Zaly lyginant su islaidomis grafike matoma, kad tarp 8iy dydziy yra stipri
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tiesiné priklausomybé. Tai patvirtina ir atitinkamas koreliacijos koeficientas,
kuris lygus 0,743.

7.1 Marginaliniy skirstiniy parinkimas

Pradinis zingsnis modelio konstravime yra tinkamy marginaliniy skirstiniy

parinkimas. Nagrinéjamus zaly ir iSlaidy duomenis modeliuosime "Ameri-
kietiskojo" Pareto skirstinio pagalba. Sio skirstinio su parametrais x( ir k
pasiskirstymo funkcijos israiska yra

F(:v)zl—( o )k z>0 (8)

To+
Tankio funkcija lygi

k
kg

f(x; k; ) =

Parametrai vertinami didziausio tikétinumo metodu. Tikétinumo funkcija
Pareto skirstinio atveju
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Logaritmavus tikétinumo funkcija ir ja maksimizavus, gauname parametro k
jvercio iSraiska:
n

>y In(zo + i) — 307 In(wg)

éioje iSraiskoje esantis parametras x, laikomas Zinomu ir lygus minimaliai
stebéjimy reiksmei, t.y., zo = min; x;.

[slaidy duomeny atveju §j parametra x ir parinkome lygy minimaliai islaidy
reikSmei, o parametra k jvertinome. Taciau zaly duomeny atveju, atlikus
papildoma analize, pasiskirstymas gaunamas tikslesnis, kai xy laikomas nezi-
nomu ir taip pat kaip ir k jvertinamas.

Nagrinéjamu atveju, jvertine "Amerikietisko" Pareto skirstinio parametrus
zaloms ir iSlaidoms, atitinkamai turime tokias marginaliniy funkcijy iSrais-
kas:

e =

9916,8 1\
)) ©)

Flz)=1——22%
z + 9916, 8

95 83 )0,2716

Gy)=1- (m (10)
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7.2 Tinkamos jungties pritaikymas

Tinkamai jungéiai nustatyti naudosime 6.1 skyrelyje aprasyta procedura.
Vadovaudamiesi Genest ir Rivest procedura atlikome tokius veiksmus:

e I3 (5) lygybés jvertinome Kendalo koreliacijos koeficienta, kurj gavome
lygy 7¢ = 0, 59628469;

e Remdamiesi (2) iSraiSka, radome 1-oje lenteléje isvardinty jungéiy Ken-
dalo tau koreliacijos koeficienty israiskas (pateikiamos A priede). Po to
jvertinome Archimedo jung¢iy Seimy parametrus « ir patikrinome, ar
jie priklauso reikiamam intervalui. Parametry vertinimas atliktas toms
1-oje lenteléje iSvardintoms jungtims, kurioms suskaic¢iavus (2) integ-
ralg, gautos tikslios Kendalo 7 israiskos. Tokiu budu j nagrin¢jima
jtrauktos 1, 2, 3,4, 5,7, 8,9, 12, 14, 15, 18 numeriais pazymétos jung-
tys. Po parametry « jverciy galiojimo patikrinimo, i$ tolesnio tyrimo
pasalintos 7, 8 ir 9 jungtys.

e Turédami parametro « jvercius @, jvertinome atitinkamy jungciy gene-
ratorius ¢ ir funkcijas K.

e [S nagrinéjamy duomeny sukonstravome pseudo stebéjimus Z;, 1 = 1
(zr., (6)) ir jy neparametrine pasiskirstymo funkcija K, (z) (zr., (7)
taip, kaip aprasyta 6.1 skyrelyje.
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e Gauta neparametrinj K, (z) jvertj lyginome su keletos nagrinéty jungéiy
parametriniais funkcijos K, (2) jver¢iais. Palyginimui nubraizyti nepa-
rametrinés funkcijos K, ir parametriniy jverciy K, kvantiliy grafikai

(19 - 27 pav.) bei suskaiciuoti atstumai [(K,, — K,)?*dK,.

Skaiciavimy rezultatai pateikiami 3-oje lenteléje:

3 lentelé: Genest ir Rivest proceduros rezultatai

Nr. a Ar K,, (K,
ga- K,)%dK,
lio-
ja
1 | 2,9547013 | Taip| 1,3384437¢ — 0, 33844360¢39547013 0,014874341
2 | 4,9547013 | Taip| 0, 79817149¢ + 0, 20182851 0,0042798458
3 | 0,50813238 | Taipl —16, 727534t  —  18,313737¢2  + | 0,013353830
ln( (24593381+2540661949¢) )t +
1’ 0330674 hl( (24593381«;254066197& )tQ
4 [ 2,4773506 | Taip t — 0,40365704In(¢) 0,0066529509
5 | -2,3621293 | Taip| ¢ — 2423368l e 0,17143648
6 - _ _ _
7 0 Ne | - -
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3 lentelé: Genest ir Rivest proceduros rezultatai

8 [ -5,0605227 | Ne |- -
9 - - - -

10 - - - -

11 - - -

12| 1,6515671 | Taip| 1,6054855¢t — 0, 60548554 0,011158189
13 - -
14 | 1,9773506 | Taip| ¢ + (000099900 _ 415057272 0,0093074836
15 | 2,9773506 | Taip| (000415092 0,0044591873
16 - - - -

17 - - - -

18| 3,3031342 | Taip| 0, 39451446t + 0, 30274277 + 0, 302742772 | 0,010143066
19 - - I- -

20 - - I- -

21 - - - -

22 - - -

Q-Q grafikai pateikti 19 - 27 bréziniuose. Juose horizantalioje aSyje atideéti
parametriSkai jvertinty funkcijy K, kvantiliai, o vertikalioje - neparametri-
nio jvercio kvantiliai.

IS gauty kvantiliy-kvantiliy grafiky negalima vienareiksmigkai nuspresti,
kuri jungtis tinka labiausiai. AkivaizdZziai galime atmesti 4-osios jungties
(Frank’o jungtis) varianta. 2-oji ir 18-0ji jungtis gerai atitinka didelius kvan-
tilius, taciau matomas skirtumas tarp mazy kvantiliy. 15-osios bei 14-os
jungties kvantiliai vizualiai atrodo artimiausi neparametrinés funkcijos kvan-
tiliams. Analitiskai suskai¢iavus, maziausi atstumai tarp parametrinés funk-
cijos jvercio ir neparametrinés funkcijos jvercio gaunami 2-os ir 15-0s jungties
atveju. Jei tariame, kad butent Sios dvi jungtys geriausiai nusako priklauso-
muma tarp nagrinéjamy zaly ir iSlaidy duomeny, tai galime uzrasyti ir Siy
dydziy sumultanine pasiskirstymo funkcija. Paéme 1-oje lenteléje esanciag
2-os jungties israiska ir jvertinta parametra, turime:

0,2018295
0479547013 = max (1 — [(1 _ u)4’9547013 + (1 o v)4’9547013} 70> '

Jei pasirenkama 15-0ji jungtis, tai israiska bus:

2,9773506
0,3358692,9773506 0,3358692,97735067 0,335869 | =
02,9773506 max (0, {1 - [(1 —Uu ) —+ (1 —v ) ] ’
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25,83 ir k =0,2716

kur abiem atvejais vietoj u ir v jstatome marginaliniy skirstiniy iSraiskas:

9916,8 \ W%
u=F(z)=1- ——"_
z + 9916, 8)

25,83 ) 0,2716

- T (et
v=G0) (y + 25,83
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8 ISvados

Siame darbe buvo jvesta jungties, kaip tinkamos priemoneés priklausomy
dydziy modeliavimui, savoka ir jos taikymas draudimo srityje. Nagrinéjimui
pasirinkti transporto priemoniy valdytojy privalomojo draudimo zaly duo-
menys. Pagrindinis uzdavinys buvo surasti zaly ir islaidy zaloms administ-
ruoti bendra simultanine pasiskirstymo funkcija. Vadovaujantis neparamet-
rine Genest ir Rivest [1] procedura parinktos tinkamos Archimedo jungtys.
Iverciai palyginti grafiskai Q-Q diagramose. Gauti rezultatai parode, kad
analizuojamy duomeny atveju negalima vienareikSmiskai nustatyti labiau-
siai tinkan¢ios vienos jungties. Taciau i§ zinomy Archimedo jungéiy Seimy
atrinktos kelios, kurios galéty buti naudojamos tolimesniuose skaic¢iavimuose.
Turint simultaniniy pasiskirstymo funkcijy israiskas, galime spresti jvairius
aktualius draudimo uzdavinius: skaic¢iuoti perdraudimo kaing, jvertinti ir
prognuozuoti galimas islaidas, duotiems zaly dydziams, modeliuoti tikétinas
zalas ir iSlaidas, kai zinomas jy tarpusavio priklausomumo rysys ir pan.
Pastaruoju metu jungciy teorija populiaréja, literaturoje aprasomi nauji budai
ju parinkimui. Todél tolimesniuose tyrimuose, tikslesniy jver¢iy radimui,
reikéty naudoti keleta metody, jais gautus rezultatus palyginti ne tik gra-
fiskai, bet ir konstruojant formalius testus.
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Priedas: Archimedo jungciy Kendalo 7 iSrais-

kos

Eil. al(t) Palt) 7o

Nr.

1 [L@>—-1) —t=1-2) =

2 | (1—1t) —a(l —t)-1H) 1—2

t t-at—t? 2 In(1-a)a?+a—2In(1—a)o+In(l—a)
3 a?
a a(—In(t)~ _

Ty ] =

5 | —Into=L /(1 —exp(at)) 1—% Dy (—a)—1], ¢a Dy (a) ==
é fO ﬁdt ir Dl(—Oé) =
D1 (Oé) + %

6 | —In[l—(1—1%)° % tikslios iSraiskos néra

7| —hfat+(1-a)] | 52— Z(—In(1-a)+a’In(l—a)+
2aln(l — a) + a)

8 | ——t_ o a—1

1+(a=1)¢ (1—t+at)? 3a

9 | In(1 —alnt) el tikslios israiskos néra

10 | In(2t7 — 1) oDy tikslios iSraiskos néra

11 | In(2 —¢*) 0‘_2%3 - tikslios iSraiskos néra

1 a a(r—1)"1Te )
2] (1) B—— -5
13| (1—Int)*—1 —% tikslios israiskos néra
=T
-1/ a _ (e -1~ 2a—1
14 (t 1) t(lftél) 1 2a+1
a\a —1+= 5\ 1+« 3-2

15 | (1 — /%) —(t (1 —ta)7MF .

16 (2+1)(1—1¢) -1-4 tikslios israiskos néra

17 | —In (1;3:!; ! (1(51;;5)_—{—1 | tikslios israigkos néra

15 [T e e

19 | e/t — e —ae’;‘;(?) tikslios israigkos néra

20 | exp(t™®) —e —at™ Texp(t™) tikslios israiskos néra

21 | 1—[1—(1—8)Y [ —(1—t)* L (1—(1—t)*)a ! | tikslios israiskos nera

22

arcsin(1 — t%)

at"‘fl

1—(—1+t>)2

tikslios iSraiskos néra
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B Priedas: Skaiciavimy algoritmai
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# Kendalo tau skaic¢iavimas Archimedo jungtims
restart;

kendal l :=proc(phi)

local f,df,rho;

description "Kendalo tau';

f:=phi;

df:=diff(f,t);
rho:=1+4*int(f/df,t=0..1);

end proc;

>#1.
phil:=(1/a)*(t"(-a)-1);
kendall (phil);

>#2. jungtis
phi2:=(1-t)"a;

kendall (phi2);

> #3.
phi3:=In((1-a*(1-t))/t);
kendal 1 (phi3);
simplify(%);

>#4_ Gumbel jungtis
phi4:=-In(t)"a;
kendall(phi4);

>#5.
phi5:=-In((exp(-a*t)-1)/(exp(-a)-1));
kendal I (phi5);

> #6.
phi6:=-In(1-(1-t)"a);
kendal 1 (phi6);

> #7.
phi7:=-In(a*t+(1-a));
kendal 1 (phi7);

> #8.
phi8:=(1-t)/(1+(a-1)*t);
kendal 1 (phi8);
simplify(%);

>#9.
phi9:=In(1-a*In(t));
kendal 1 (phi9);

> #10.
phil0:=In(2*(t"(-a))-1);
kendal 1 (phil0);

>#11.
phill:=In(2-t"a);
kendal I (phill);
>#12.
phil2:=((1/t)-1)"a;
kendal 1 (phil2);

> #13.
phil3:=(1-In(t))"a-1;
kendal 1 (phil3);
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>#14.
phild:=(t"(-1/a)-1)"a;
kendall (phil4);

>#15.
phil5:=(1-t~(1/a))"a;
kendal 1 (phil5);

> #16.
phil6:=(a/t+1)*(1-t);
kendal 1 (phil6);

>#17.
phil7:=-In(((1+O)"(-a)-1)/2"(-a)-1));
kendal 1 (phil7);

> #18.

phil8:=exp(a/(t-1));
kendal 1 (phil18);

>#19.
phil9:=exp(a/t)-exp(a);
kendal 1 (phil19);

> #20.
phi20:=exp(t™(-a))-exp(1);
kendal 1 (phi20);

>#21.
phi2l:=1-(1-(1-t)*a)™N(1/3a);
kendal I (phi2l);

> #22.
phi22:=arcsin(1-t"a);
kendal 1 (phi22);

#Kendalo tau neparametrinis ivertis
n:=describe[count](data);
Digits:=8;
s:=0;
for i from 1 to n do
for j from 1 to n do
if j>i then s:=s+signum(XLi1-XOD*YLI1-Y[ID):;
end if;
end do;
end do;
print(s);
with(combinat, numbcomb):
C:=numbcomb(n,2);
K_tau:=(C"(-1))*s:

#Pseudo stebéjimai
Digits:=8;
n:=describe[count](data);
V:=array(1l..n):
for 1 from 1 to n do
S:=0:
for j from 1 to n do
if XOI=X[i]D) and (Y[JI<Y[i]) then S:=S+1:
end if;
end do;
V[i]:=evalf(S/(n-1)):
end do:
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print(V);

#-——-- Parametriniai K ivercdéiai----#
#1. Clayton copula

Digits:=8;
1[1]:=alpha[1]/(alpha[1]+2)=K_tau;
a[1]:=solve(l[1],alpha[1l]);

if (a[1]>=-1) and (a[l]<infinity) and (a[1]<>0) then "PARAMETRAS GALIOJA";
phi[1]:=(1/a[1D*(t*(-a[1])-1);
dphi[1] :=diff(phi[l1l], t);
K[ivl]:=simplify(t-(phi[1]/dphi[1]));
else "PARAMETRAS NEGALIOJA!";

end if;

#4. Gumbel - Hougaard copula

Digits:=8;

1[4]:=1-alpha[4]"(-1)=K_ tau;

a[4]:=solve(l[4],alpha[4]);

if (a[4]>=1) and (a[4]<infinity) then "PARAMETRAS GALIQJA";
phi[4]:=(-In(t))"a[4];

dphi[4] :=diff(phi[4].,t);
K[iv4d]:=simplify(t-(phi[4]/dphi[4])):

else "PARAMETRAS NEGALIOJA™;

end if;

#5. Frank copula

Digits:=8;

with(student):
Da:=value(rightsum(t/(a*(exp(t)-1)),t=0..a));
Dminus:=Da+a/2;
tau:=1-(4/a)*(Dminus-1)=.59634297;
Digits:=8;

sprend:=fsolve(tau,a);

a[5]:=-2.3621293;

if a[5]<>0 then "PARAMETRAS GALIOQJA";
phi[5]:=-In(exp(-a[5]*t)-1)/(exp(-a[5]1)-1);
dphi[6] :=diff(phi[5],t);
K[iv5]:=t-(phi[5]/dphi[5]);

else "PARAMETRAS NEGALIOJA!";

end if;

#2. copula

Digits:=8;
1[2]:=1-(2/alpha[2])=K tau;

a[2] :=solve(l[2],alpha[2]);

if a[2]>=1 then "PARAMETRAS GALIOQJA";
phi[2]:=(1-t)"a[2];
dphi[2]:=diff(phi[2],1);
KLiv2]:=simplify(t-(phi[2]/dphi[2]));
else "PARAMETRAS NEGALIOJA!";

end if;

#3. AMH copula

Digits:=8;
1[3]:=1+(4*(-1/(6*alpha[3]))-4*((-1+alpha[3])"2)*log(1-
alpha[3]))/(6*(alpha[3]"2))=K_tau;
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a[3]:=solve(l1[3],alpha[3]);

if (a[3]>=-1) and (a[3]<1l) then "PARAMETRAS GALIOJA";
phi[3]1:=In((1-a[3]1*(1-t))/t);
dphi[3]:=diff(phi[3],1);
KLiv3]:=simplify(t-(phi[3]/dphi[3]));

else "PARAMETRAS NEGALIOJA!';

end if;

#7.copula

Digits:=8;
1[7]:=C2*(-1+alpha[7]D*(alpha[7]+1og(1-alpha[7])-alpha[7]*1og(1-
alpha[7])))/(alpha[7]"2)=K_tau;

a[7]:=solve(1[7], alpha[7]);

if (a[7]>0) and (a[7]<=1) then "PARAMETRAS GALIOJA";
phi[7]:=-In(a[7]*t+(1-a[71));

dphi[7] :=diff(phi[7], t);
K[Liv7]:=t-(phi[7]/dphi[7]);

else "PARAMETRAS NEGALIOJA!";

end if;

#8.copula

Digits:=8;
1[8]:=(-4+alpha[8])/(3*alpha[8])=K_tau;
a[8]:=solve(l1[8],alpha[8]);

if a[8]>=1 then "PARAMETRAS GALIOJA";
phi[8]:=(1-t)/(1+(a[8]-1)*1t);

dphi[8] :=diff(phi[8],t);
K[iv8]:=simplify(t-(%%/%)) ;

else "PARAMETRAS NEGALIOJA!";

end if;

#12. copula

Digits:=8;
1[12]:=1-(2/(3*alpha[12]))=K_tau;
a[12]:=solve(l[12], alpha[1l2]);

if a[12]>=1 then "PARAMETRAS GALIOJA";
phi[12] :=((1/t)-1)"a[12];
dphi[12]:=diff(phi[12],1);
K[iv1i2]:=simplify(t-(%%/%));

else "PARAMETRAS NEGALIOJA!";

end if;

#14. copula

Digits:=8;
1[14]:=1-(4/(2+4*alpha[14]))=K_tau;
a[l14]:=solve(l[14].,alpha[14]);

it a[14]>=1 then "PARAMETRAS GALIOJA";
phi[14] :=(t~(-1/a[14])-1)"a[14];
dphi[14] :=diff(phi[14],t);
KLivi4]:=simplify(t-(%%/%)) ;

else "PARAMETRAS NEGALIOJA!";

end if;

#15.copula

Digits:=8;
1[15]:=1+(4/(2-4*alpha[15]))=K_tau;
a[15]:=solve(l[15],alpha[15]);
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if a[15]>=1 then "PARAMETRAS GALIOQJA";
phi[15] :=(1-t~(1/a[15]))"a[15];
dphi[15]:=diff(phi[15],t);
K[ivl5]:=simplify(eval f(t-(%%/%)));
else "PARAMETRAS NEGALIOJA!";

end i1f;

# 18.copula

Digits:=8;
1[18]:=1-4/(3*alpha[18])=K_tau;
a[18]:=solve(l[18],alpha[18]);

if a[18]>=2 then "PARAMETRAS GALIOJA";
phi[18] :=exp(a[18]/(t-1));
dphi[18]:=diff(phi[18],1t);
K[iv18]:=simplify(t-(%%/%));

else "PARAMETRAS NEGALIOJA!";

end if;

#empiriné K[n] pasiskirstymo funkcija
data:=sort(2);
d:=array(l..n):
for j from 1 to n do
s:=0;
for i from 1 to n do
if data[i]<=data[j]
then s:=s+1;
end if;
end do;
dlj]:=evalf(s/n):
end do:

#Atstumo tarp K[n] ir K skaiciavimas";
Minimumas:=proc(KC,KN,n)
local kc,kn,m,sum,p,sub;

m:=n;

kc:=array(l..m);
kn:=array(l1..m);

kc:=KC;

kn:=KN;

sum:=0;

for p from 1 to m do

sub[p] :=eval ((kc[p1-kn[p1)"2);
sum:=sum+sub[p];

end do;

sum:=sum/m;

print(sum);

end proc;

41



