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Abstract

The subject of the research is statistical analysis of claim arrival times and claim sizes
in non-life insurance.

First, I present some standard models and tools of non-life insurance mathematics.
Also, I introduce the statistical tools for analysing the claim number and size processes, such
as QQ plots, Mean excess plots, etc.

Second, the statistical analysis of claim arrival times and claim sizes for the 4 years real
car insurance data are done. Results show that homogeneous Poisson process is a suitable
model for the arrivals for shorter periods of time (such as one year). In addition, claim sizes
data reveals heavy-tailedness and skewedness to the right.

Finally, the change point problem in the rate parameter of the Poisson process was

studied. The change point was detected using algorithm given in [2].

Santrauka

Siame darbe pateikiami standartiniai modeliai bei priemonés, kurios pla¢iai taikomos
ne gyvybés draudime. Véliau, Siu modeliy bei priemoniy pagalba atlickama zaly atéjimo
momenty ir zaly dydziy statistiné analizé realiems ne gyvybés draudimo duomenims.
Rezultatas — Zaly skaiCiaus procesa aprasantis Puasono proceso modelis su intensyvumo
parametro pasikeitimu bei zaly dydzius apibiidinanti pasiskirstymo funkcija. Intensyvumo

parametro pasikeitimo taskas rastas [2] darbe pateiktu algoritmu.



1. lvadas

Visais zmogaus gyvenimo ir veiklos periodais labai didele reikSme¢ turéjo baimés
jausmas, siekimas biiti saugiu paciam, apsaugoti savo artimuosius, savo turta. Jau nuo labai
seny laiky Zzmonés savo saugumui padidinti, galimai rizikai sumazinti émé taikyti jvairius
draudimo elementus ir formas. Gilinantis i ilga draudimo veiklos istorija, galima rasti labai
daug idomaus ir tuo paciu stebétis miisy protéviu supratingumu, jzvalgumu ir iSmintimi.

Néra jokiy abejoniy, kad Siuolaikiné ekonomika ar valstybé negaléty deramai
funkcionuoti be institucijy, kurios garantuoty kompensavima Zmogui, imonei ar
organizacijai, dél gamtos ar kity asmeny sukelty katastrofy, ugnies ar potvynio, nelaimingo
atsitikimo ir panaSiy nelaimiy patirty nuostoliy. Draudimo idéja yra miisu civilizuoto
pasaulio dalis. Ji yra paremta abipusiu pasitikéjimu tarp draudiko ir draudéjo.

Anksti buvo suprasta, kad $is abipusis pasitikejimas turi biiti paremtas mokslu, bet ne
speliojimu ar tik¢jimu. Tam buvo iSvystytos reikalingos priemonés, kurias sudaré tikimybiy

teorija, statistika ir stochastiniai procesai, bei atsirado draudimo matematika.

Sio darbo tikslas - atlikti Zaly atéjimo momenty ir Zaly dydziy analize realiems
automobiliy draudimo duomenims. Pradzioje yra pateikiama teoriné medziaga, kurios
pagalba atlickamas statistinis tyrimas. Tai - Puasono procesas, QQ grafikas, ME grafikas ir
kiti apraSomosios statistikos bei tikimybiu teorijos elementai. Po to seka praktiné dalis,
kurios rezultatas yra Zaly skaiCiaus procesa apraSantis Puasono proceso modelis su
intensyvumo parametro pasikeitimo taSku bei zaly dydZzius apibtdinanti pasiskirstymo
funkcija. Intensyvumo parametro pasikeitimo taskas rastas [2] darbe pateiktu algoritmu, o

zaly dydziams aprasyti tiko lognormalusis skirstinys.



2. Kolektyvinés rizikos modelis

2.1 Bendrasis modelis

Rizikos teorija dazniausiai yra vartojama kaip ne gyvybés draudimo matematikos
sinonimas. Ji uzsiima zaly, kurios ivyksta draudimo veikloje, modeliavimu bei duoda
patarimus kaip nustatyti premijos dydi, siekiant iSvengti draudimo kompanijos bankroto.

Lundberg 1903 metais pasitulé paprasta modeli, kuris “pajégus® paaiskinti pagrinding
homogeninio portfelio dinamika. Modelyje daromos $ios prielaidos:

1) zalos jvyksta momentais 7,, kur 0<7, <7, <.... Sie momentai vadinami zaly
atéjimo momentais arba tiesiog Zaly momentais;

2) kiekvienas i -asis Zalos momentas “sukelia“ tam tikra Zalos dyd; X,. Seka (X i) yra
nepriklausomy ir vienodai pasiskirs¢iusiy neneigiamy atsitiktiniy dydziy seka;

3) zaly dydzio procesas (X i) ir Zaly atéjimo procesas (Z) tarpusavyje nepriklausomi.

Apibréskime zaly skaiciaus procesa:
N =#{i>1:T,<t}, t>0,
tai yra, N = (N (t))tzo yra skaiCiuojantis procesas intervale [O,oo). Taigi, N(¢) yra ivykusiu
(atéjusiy) zaly skaicius iki momento ¢.
Kalbant apie rizika, draudimo kompanija labiausiai domina bendrasis zaly procesas

y I
arba agreguotas zaly procesas :

N(1)

SO =3 X, =3 X1y, (1), 120,
i=1 i1

Procesas S = (S(7)),., yra atsitiktiniy daliniy sumy procesas, kuriame determinuotas indeksas
n dalinéje sumoje S, = X, + X, +...+ X, yra pakei¢iamas atsitiktiniu dydziu N(¢):
SO =X +..+ Xy, =Sy, 120.

Pastarasis procesas dar vadinamas sudétiniu procesu. Reikia paminéti, kad agreguotas zaly
procesas S ir daliniy sumy procesas turi panaSiy savybiu. Pavyzdziui, centriné ribiné

teorema ir didziyju skai¢iy désnis yra analogiSki abiem procesams.

' I, yra indikatoriné funkcija, t.y. bet kokiai aibei A: I ,(x)=1,kai x€ 4 ir I ,(x)=0,kai x & 4.



2.2 Zaly skaigiaus proceso modelis

Labiausiai paplitgs zaly skaiCiaus procesas yra Puasono procesas, turintis “geras®
teorines savybes. Priminsime, kad diskretus atsitiktinis dydis M yra pasiskirstgs pagal

Puasono skirstini su parametru 4 > 0 (M ~ Pois(l)) , jet:

k
P(M:k):e‘”“%, k=0,L,...

ApibréZimas (Puasono procesas). Atsitiktinis procesas N = (N (t)) tenkinantis Zemiau

10 0
i$vardintas salygas, vadinamas Puasono procesu:

(1) proceso pradzia yra nuliniame taske, tai yra N(0)=0;

(2) procesas turi nepriklausomus pokyc€ius, ty. kiekvienam ¢, i=0,...n ir n2x1,
tenkinantiems salyga 0=1¢, <t <...<t,, poky¢iai® N(tl._l,tl.], i=1,...,n, yra tarpusavyje
nepriklausomi;

(3) egzistuoja nemazéjanti ir tolydi i desinés funkcija s:[0,00) = [0,00) (x(0)=0), jog
pokyc¢iai N (s,t] turi Puasono pasiskirstyma Pois(,u(s,t]). 4 vadinama proceso N vidurkio
funkcija.

(4) su tikimybe 1 proceso N imties trajektorija (N (t, w))t20 yra tolydi i§ desinés kiekvienam

t > 0 ir turi ribg 18§ kairés su kiekvienu ¢ > 0.

Zinoma, kad Puasono atsitiktinis dydis turi reta savybe, kad A= EM = var(M). Kadangi
N(0)=0 ir £(0)=0, tai N(¢)=N(t)— N(0) = N(0,¢]~ Pois((0,¢]) = Pois(u(t)).
Populiarus Puasono proceso atvejis, kai vidurkio funkcija x yra tiesiné:

ult)=A-t, su t>0ir 1>0.
Procesas su tokia vidurkio funkcija yra vadinamas homogeniniu Puasono procesu, prieSingu
atveju procesas vadinamas nehomogeniniu Puasono procesu. Dydis A yra homogeninio
Puasono proceso intensyvumas. Jei A =1, tai procesas N vadinamas standartiniu

homogeniniu Puasono procesu.

Bendru atveju galima sakyti, kad N turi intensyvumo funkcija A, jei u yra

absoliuciai tolydi, t.y. pokyciai ,u(s,t] turi iSraiska:

? Zyméjimas: bet kokiai realiai funkcijai f  raysime f(s,t] = f(t)— f(s), 0<s<t<oo.



uls.t]=[2dy,  s<t,

kur A yra neneigiama iSmatuojama funkcija.

2.2.1 paveiksle pateikiama viena homogeninio Puasono proceso trajektorija su

skirtingais intensyvumais A .
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2.2.1 pav. Viena Puasono proceso trajektorija, kai intensyvumas A yra 0.5, 1 ir 2. Raudona ties¢ rodo

atitinkama vidurkio funkcija. Didéjant intensyvumui, Suoliukai daznéja.



Teiginys (zr. [1]). Tegu u yra Puasono proceso N vidurkio funkcija, o N yra standartinis
homogeninis Puasono procesas. Tada teisinga:

(1) procesas (]V ( ,u(z‘)))t20 yra Puasono su vidurkio funkcija

(2) jeigu u yra tolydi, didéjanti ir riba yra +o, kai t— +o, tai (N(,u’l(t)))tzo yra

standartinis homogeninis Puasono procesas.

Taip pat reikty paminéti, kad homogeninis Puasono procesas turi savybe, kuri gali buti
alternatyvus S§io proceso apibrézimas arba naudinga generuojant Puasono proceso
trajektorijas. Tegul

N(@)=#{i>1:T <t}, t>0, (2.2.1)
kur
T =W +...+W,, nx1. (2.2.2)
(1) Procesas N, tenkinantis (2.2.1) ir (2.2.2) lygtis, kur (VK) yra nepriklausomy ir vienodai
pasiskirs¢iusiy (toliau — n.v.p.) eksponentiniy’ su parametru A dydziy seka, yra homogeninis
Puasono procesas su intensyvumu A > 0.
(2) Tegu N yra homogeninis Puasono procesas su intensyvumu A ir zaly atéjimo

momentais 0<7, <7, <... . Tada N turi iSraiSka (2.2.1), o seka (Tl) turi iSraiska (2.2.2),

kur seka (VK) yran.v.p. Exp(1) dydziy seka.

ApibréZimas (SumaiSytas Puasono procesas). Tegu N yra standartinis homogeninis Puasono

procesas ir x yra Puasono proceso vidurkio funkcija. Tegul € >0 yra atsitiktinis dydis,

nepriklausomas nuo N . Tada procesas
N(t)=N(6- u@)), t>0,

vadinamas sumaisytu Puasono procesu su sumaiSymo parametru 6.

Pateiksime keleta sumaiSyto Puasono proceso savybiy (zr. [1]):

1) EN(t) = EN(Qu(t)) = E(E[N@u())|0]) = El0u®)) = E6 - u(r), t > 0;

3 Atsitiktinis dydis W yra pasiskirstes pagal eksponentini désnj su parametru A (zymésime W ~ Exp(1)),
1

jeigu P(0<W <x)=[A-e*du=1-e*" Beto, EW =
0



2)
D(N(0))= E[D(N(t)|9)]+D[E(N(t)|9)] = E[0u(t)]+ D[6u(1)] = EO - u(t) + D(6)- 12 ().

D(N(1))= EN(t)(l +%z) u(z)) >EN(t).

Cia D(6) <+ ir u(t) > 0.

SumaiSytas Puasono procesas gali biiti naudojamas tada, kai manoma, jog Zaly at&jimo
momentus generuoja ne vienas konkretus Puasono procesas. Pavyzdziui, automobiliy
draudime parametras @ gali atspindéti vairavimo igidzius, draud¢jo metus, sveikata ir kitas
asmenines vairuotojo savybes. Be to, §io proceso panaudojimas yra naudingas nagrinéjant
medicinos statistikos duomenis, kur kiekviena imties trajektorija atspindi konkretaus
paciento, kuris turi “savo® vidurkio funkcija, ligos istorija. SumaiSyto Puasono proceso

parametrus galima bty {vertinti momenty metodu.

3. “QQ" grafikas, “ME“ grafikas bei kitos charakteristikos

Siame skyrelyje bus pateikta keletas grafiniy instrumenty bei komentarai apie ju
panaudojima. Taip pat nusakysime keleta duomenis apibudinanciy charakteristiky, kurios bus
naudojamos vélesnei duomeny analizei’.

Tarkime, kad turime stebimo kintamojo » stebéjimy imtj x,,x,,...,x, . Tuomet:

o N |
Imties vidurkis X =— Z X;
R

Imties dispersija  s* = ! lzn:(x. -x)
n—=144

Imties standartinis nuokrypis s =+s’

Imties kitimo koeficientas  cv =

ISdéstyta nemazejimo tvarka kiekybinio kintamojo duomeny eilute x;) < x,) <... < x(,

* Cia pateiktos ne visos naudojamos charakteristikos ar apibrézimai. Tai galima rasti darbo gale nurodytoje
literattroje.
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vadinama variacine eilute. Imties mediana Md yra skaiius, uz kuri >50% variacinés
eilutés reikSmiy yra ne didesnés ir >50% ne mazesnés. Taigi mediana — tai skaiCius,
perskiriantis variacing eilute { dvi mazdaug lygias dalis. ReikSmé, dalijanti variacing eilute {
gx100 ir (1—q)><100 procentiniy daliy, vadinama ¢ -osios eilés kvantiliu. Kvantiliai,
dalijantys variacing eilute | keturias mazdaug lygias dalis, vadinami kvartiliais. Jie Zzymimi
0,,0,,0,. Maziausig ir didZiausia imties reikSmes atitinkamai Zymeésime min ir max.

Vienas i§ statistikos instrumenty, kuris naudojamas siekiant nustatyti koks pasiskirstymas
tikty apradyti tiriamus duomenis’, yra kvantiliy — kvantiliy grafikas (toliau — QQ grafikas).

Sio grafiko idéja — pavaizduoti kvantiliy (x(j),q(j)) poras, kur x;, yra nagrinéjamos imties
kvantiliai, 0 g, yra atitinkamo atsitiktinio dydzio (ji zymésime Z ), su kurio pasiskirstymo

funkcija lyginama imties pasiskirstymo funkcija, kvantiliai. Kuomet visi variacines eilutés

elementai yra skirtingi, tai lygiai j imties elementy yra maZesni arba lygis reikSmei x .

Taciau daZnai, analitinio patogumo® vardan, santykis j/n yra keiGiamas { (j _E)/ n. Tada

o1
7

q., yra apibréZiami i§ lygybes P[Zéq( J.)]:—. Kartais g, apibréziami kaip
n

P[ZSq(j)]zn%l,kur j=l..,n.

Jei pavaizduoti QQ grafike taSkai “guli* arti tiesés, tai prielaida, kad nagrin¢jamos
imties ir atsitiktinio dydzio Z pasiskirstymai panasiis, yra logiSka (tai yra teisinga, jei
duomenys “atéjo”“ 1§ a.d. Z pasiskirstymo funkcijos tiesinés kombinacijos). Be to,
nukrypimai nuo tiesios linijjos gali suteikti informacijos apie nagrin¢jamy duomeny
pasiskirstymo prigimti (placiau zr. [1], [3], [5]).

Tam, kad atskirti ar nagrinéjamu duomeny pasiskirstymas pasizymi “‘sunkiy® ar
“lengvy‘“ uodegy savybe, kartais naudojamas ME grafikas (angl. mean excess plot), sudarytas

v

1S

{(x(k),an (x(k))): k :1,...n—1}

> Laikoma, kad stebimas absoliudiai tolydus atsitiktinis dydis.
% Skaitiklyje esantis skai¢ius 1/2 yra “tolydumo* korekcija. Kai kurie autoriai siiilo ir kitas korekcijas.
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Zi:ién,xpu (xi N u)

#{iSn:xi>u}

tasky, kur e, (u) = irue (x(i),x(n)).7 Paprastai, jei pasiskirstymas pasizymi

“sunkiy‘ uodegy savybe, tai e, (u) artéja i begalybe, kai u — +oo.

4. Realiy duomeny analizé
4.1. Zaly atéjimo momentai

Siame skyrelyje bus pavaizduotas teoriniy Puasono proceso rezultaty pritaikymas
realiems draudimo duomenims: nagrinéjami automobiliy draudimo 2002 — 2005 metais (t.y.
nuo 2002 mety sausio 1 dienos iki 2005 mety gruodzio 31 dienos) pranesty zaly duomenys
(pranesimo data ir zalos dydis). IS viso yra 749 stebéjimai.

Reikty paminéti, kad tai jau agreguoti dienos lygyje duomenys, t.y. pranestos ta pacia
diena zalos laikomos kaip “1 pranesta zala* atitinkama diena, o tos “l pranestos zalos* zala
yra lygi per atitinkama diena visy pranesty zaly dydziy sumai. Toks agregavimas buvo
atliktas todél, kad pranesty zaly laikas yra mety, ménesio ir dienos tikslumu. Neatlikus
agregavimo, gaunasi salyginai didelis pranestuy zaly kiekis per nagrinéjama laikotarpi ir
sekoje (VK) “per daznai* pasirodo nuliai. Tam jau reikéty smulkesnio praneSimo datos laiko

(tarkim valandos lygyje).

Siame skyrelyje démesys bus skiriamas zaly atéjimo (Zaly prane§imo) proceso
nagriné¢jimui, o kitame skyrelyje bus nagrin¢jami ir atitinkami zaly dydziai (agreguoti dienos
lygyje zaly dydziai).

4.1.1 paveiksle pateikiamas sekos (W) grafikas (¢ia W, =T, ~T_,, i>1), o 4.1.2

paveiksle - zaly atéjimo procesas.

’ eF(”)(”) yra empirinis funkcijos e, (u) analogas, kur e (u)z E(Y—u/Y > u), ue (xl,xr). Cia Y yra

neneigiamas atsitiktinis dydis su baigtiniu vidurkiu, pasiskirstymo funkcija /' ir x, = inf{x F (x) > 0}, 0
x, =sup{x: F(x)<1}.
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4.1.1 pav. 2002-2005 metais pranesty zaly sekos (W,) grafikas, kur W, yra laiko tarpas tarp Zaly pranesimo

momenty. Imties dydis n = 749.
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4.1.2 pav. 2002-2005 metais pranesty Zaly procesas N(¢). Tiesi raudona linija atspindi ivertinta vidurkio

funkcija, kuri lygi 0.513365t .

Ivertis A= Ti =0.513365 yra parametro A didziausio tikétinumo ivertis, laikant, kad

dydziai W, yra n.v.p. Exp(A). Zemiau esancioje lenteléje pateikiama keletas dydziy W,
statistiniy charakteristiky kiekvieniems metams ir visam nagrin¢jamam periodui (zr. 4.1.1

lentele).

13



4.1.1 lentelé. Bendra “laiko® tarp zaly pranesimy statistika

Metai 2002 2003 2004 2005 viso

imties dydis 181 163 171 234 749
min 1 1 1 1 1
0, 1 1 1 1 1
mediana 1 1 1 1 1

vidurkis 2.011 2.233 2.129 1.551 1.948

1/ vidurkis 0.497 0.448 0.470 0.645 0.513
0, 3 3 3 2 3
max 11 9 9 6 11

Kadangi atvirkstinis kasmetinio imties vidurkio dydis yra intensyvumo jvertis, tai 4.1.1
lentelé sudaro ispiidi, jog 2005 mety intensyvumas gerokai skiriasi nuo 2002, 2003 ir 2004
mety, o pastaryjy mety intensyvumas gana panasus. IS 4.1.2 paveikslo matome, kad procesas

N(¢) néra artimas tiesei, kas taip pat suteikia informacijos, jog zalu modeliavimui geriau

tikty nehomogeninis Puasono procesas, kadangi intensyvumo funkcija néra pastovi.
Zemiau esandiuose paveiksluose pateikiami 2002, 2003, 2004 ir 2005 mety zaly
procesai (zr. 4.1.3,4.1.4, 4.1.5, 4.1.6 paveikslus).

2002 Poisson claims process

1804

1]

]

ta
o o o 98

200

t

250

300 350

4.1.3 pav. 2002 metais prane$ty zaly procesas N (). Tiesi raudona linija atspindi ivertinta vidurkio funkcija,

kuri lygi 0.497t (laikoma, kad hipotezé, jog 2002 mety Zaly procesas yra homogeninis Puasono procesas, yra

teisinga).
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4.1.4 pav. 2003 metais pranesty Zaly procesas N (Z) . Raudona tiesé rodo ivertinta vidurkio funkcija, kuri lygi

0.448t (laikoma, kad hipoteze, jog 2003 mety zaly procesas yra homogeninis Puasono procesas, yra teisinga).
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t

4.1.5 pav. 2004 metais pranesty Zaly procesas N () . Raudona tiesé¢ rodo jvertinta vidurkio funkcija, kuri lygi

0.470t (laikoma, kad hipoteze, jog 2004 mety zaly procesas yra homogeninis Puasono procesas, yra teisinga).
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2005 Poisson claims process
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4.1.6 pav. 2005 metais pranesty zaly procesas N (#) . Raudona tiesé rodo ivertinta vidurkio funkcija, kuri lygi

0.645t (laikoma, kad hipoteze, jog 2005 mety zaly procesas yra homogeninis Puasono procesas, yra teisinga).

Matome, kad kiekvienais metais intensyvumas gana pastovus ir homogeninio Puasono
proceso modelio pritaikymas trumpesniems periodams (Siuo atveju metams) galbiit yra
tinkamas. Tam papildomai dar pateikiama sugeneruoto 170 Zzaly homogeninio Puasono

proceso su intensyvumu 0.450 trajektorija (zr. 4.1.7 pav.) .

160
140
120
100
B0 -
50
407
20

Ot " sn 100 180 200 0 250 300 0 350
t
4.1.7 pav. Sugeneruotas 170 zaly homogeninis Puasono procesas N(Z), kai A yra 0.450. Tiesi raudona linija

atspindi vidurkio funkcija, kuri lygi 0.450t.
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IS 4.1.1 lentelés matyti, kad tiek imties dydis, tiek intensyvumas (kas buvo minéta jau
anksciau), tiek kitos 2002—-2004 mety charakteristikos yra panasios ir tokiy “i$siSokimy‘ kaip
2005 metais néra. Galbiit homogeninis Puasono procesas tikty 3 mety Zaly modeliavimui. Ta

panagrinésime detaliau (Zr. 4.1.2 lentelg, 4.1.8, 4.1.9, 4.1.10, 4.1.11 paveikslus).

4.1.2 lentelé. Bendra “laiko® tarp 2002 - 2004 Zzaly praneSimuy statistika.

Metai 2002 2003 2004 Viso
imties dydis 181 163 171 515
min 1 1 1 1
Q1 1 1 1 1
mediana 1 1 1 1
vidurkis 2.011 2.233 2.129 2.124
1/ vidurkis 0.497 0.448 0.470 0.471
0, 3 3 3 3
max 1 9 9 1
s00
400
300
Mt ]
200
1001
o 200 400 =00 =00 1000

t
4.1.8 pav. 2002 — 2004 7aly procesas N(f) (raudona spalva). Palyginimui pavaizduota viena sugeneruota

homogeninio Puasono proceso trajektorija su intensyvumu 0.47075 (mélyna spalva).
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4.1.10 pav. (2002 — 2004 mety zalos) Imties W, QQ grafikas atitinkantis Exp(A) dydzio kvantilius.

Tn/n
S N N W N U W G Y

DO NWROONDON
-

oo

O 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 275 300 325 350 375 400 425 450 475 500 525 550

n

4.1.11 pav. Santykio 7 / n funkcija. Raudona linija rodo konstanta lygia 2.124 .



Tikrinant hipotezg, kad W, ~ Exp(1) (¢ia A =0.471), y* suderinamumo kriterijumi
bei Kolmogorovo kriterijumi, ji atmetama. QQ grafikas taip pat rodo aiSku dydziy W,

pasiskirstymo ir atitinkamo eksponentinio désnio pasiskirstymo skirtuma. Minétas
“trikumas® galéty biiti iveiktas, jei Zinotume tikslia zalos pranesimo data, o ne dienos lygyje.
Juk duomenys apie W, “atéjo i§ “sveiky skaiCiy™ pasiskirstymo ir lyginami su tolydaus
atsitiktinio dydzio pasiskirstymu.

Taciau dydziy W, histograma akivaizdZziai neprieStarauja minétai hipotezei, o ir 4.1.8
paveiksle pateiktas grafikas “grazus®. Be to, santykio % reikSmés koncentruojasi ties 2.124

reikSme, kuri 4.1.11 paveiksle pazyméta raudona tiese, kas biidinga homogeniniam Puasono

.8 . . v . o . . .. .
procesui’ (remiantis didziyjy skai¢iy désniu, homogeniniam Puasono procesui su

. . T
intensyvumu A santykis —- —)%).
n

Apibendrinant rezultatus galima teigti, kad homogeninis Puasono procesas néra tik
teorinis modelis ir gali buti taikomas praktikoje. Nors nagrin¢jamiems duomenims S§io
modelio pritaikymas visam periodui (4 metams) ir netiko, taciau jis gana gerai aprasé
pranesty zaly procesa trumpesniems periodams, tokiems kaip vieneri metai, bei tiko 3 mety
(2002 — 2004 mety) zaly proceso apraSymui.

DazZnai yra sunku pritaikyti Puasono procesa praktikoje, nes jis yra stacionarus, kas
reiskia, jog negalimas draudéju skaiGiaus padidéjimas ar sumazéjimas portfelyje’, kas yra
sunkiai isivaizduojama draudimo rinkoje. Antra, gali biiti svyravimas pacioje draudiko
prisiitmamoje rizikoje, kas taip pat néra itraukiama | model; (zr. [6]). Todél ir “nepavyko*
pritaikyti modelio visam periodui, nes 2005 metais sutarciy skai¢ius buvo gerokai didesnis
nei ankstesniuose perioduose, taciau, kaip parodé duomeny analize, tai netrukdo trumpesniy
periody zaly modeliavimui, o jei prisiimamos rizikos kiekis drastiSkai nekinta, tai ir

ilgesniam periodui.

¥ Taip pat galima pasakyti, kad T ., apytikriai turéty augti kaip 7 / A . Todél bet kuriuo baigtiniu laiko momentu
sekoje (7',) néra ribiniy tasky.

? Kartais yra laikoma, kad intensyvumas yra tiesiog proporcingas draudéjy skaiGiui (arba kitai adekvaciai
interpretacijai, tokiai kaip sutarciy skaiciui).



4.2. Zaly dydziai

Siame skyrelyje bus pateikta agreguoty zaly (toliau — Zaly) dydziy statistiné analizé.

Nagrin¢jami 2002 — 2005 mety anks¢iau minéti duomenys.
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4.2.1 pav. Nagrin¢jamo laikotarpio zaly dydziai litais. Viso 749 zalos.
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4.2.2 pav. 2002 — 2005 mety zaly histograma (laikykime, kad Zalos yra a.d. X imtis).
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4.2.3 pav. 2002 — 2005 mety zaly ME grafikas.
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4.2.4 pav. QQ grafikas, kurj sudaro tasky (x(j), q( j)) poros. Cia X(;) yra nagriné¢jamy duomeny kvantiliai, o

q()) apibréziami kaip P [Z < q( j)] = Ll ,kur Z yra pasiskirstes pagal standartini eksponentinj désnj.
n+

4.2.1 lentelé. Bendra 2002 - 2005 Zaly statistika.

imties dydis 749
Min 20
Q1 510
Mediana 1.324
Vidurkis 3.681
standartinis nuokrypis 8.255
Cv 2.24
Q3 3.458
99% kvantilis 44.030
Max 103.712

QQ grafike pavaizduotos kreivés kreivumas yra indikatorius, kad nagrinéjamy
duomeny pasiskirstymo deSinioji “uodega“ yra gerokai “sunkesné* negu eksponentinio
désnio (zr. 4.2.4 pav.). Funkcija e, (u) didéja beveik visoje srityje'®, kas taip pat byloja apie
“sunkiy uodegy® savybe duomenyse (zr. 4.2.3 pav.). Tam neprieStarauja ir histograma bei

bendra Zaly statistika (zr. 4.2.2 pav., 4.2.1 lent.).

Patikrinsime ar duomeny pasiskirstymui apragyti netikty Lognormalusis skirstinys'.

1% Skaigiuojant e (u) dideliems u reikSméms, daznai susiduriama su negausiu “dideliu” zaly kiekiu, ko
rezultatas yra — ME grafikas labai jautrus duomenuy pasikeitimams kitimo srities pabaigoje.

""" Atsitiktinis dydis X, kurio logaritmas Y=InX pasiskirstes pagal normaluji désni su parametrais M it O g ,
vadinamas lognormaliuoju atsitiktiniu dydziu (zr. [4]).
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4.2.5 pav. 2002 — 2005 mety transformuoty Zaly histograma. Transformacija Y=Ln(X). Dydzio Y vidurkis yra
7.21, o dispersija yra 1.94 .

- ) s 10 0 1z

4.2.6 pav. QQ grafikas, kuri sudaro taskuy (y(j),q( j)) poros. Cia V() yra transformuoty (transformacija

j-0.5

Y=LnX) duomeny kvantiliai, o ¢(;) apibreziami kaip P[Y < g j)]z , kur Y pasiskirstes pagal

Normalyji désni su vidurkiu 7.21 ir dispersija 1.94.
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4.2.5 paveiksle pateikta histograma (logaritmuoty duomeny) yra panasi { varpo forma bei
simetriska vidurkio atzvilgiu. Naudojant y° suderinamumo kriteriju bei Kolmogorovo
kriterijy, hipotezeé, kad transformuoti duomenys yra pasiskirste pagal normalyji désni,
neatmetama. Kriterijy p — reik§meés'? atitinkamai 0.72 ir 0.89. Sekan&iame grafike
pateikiamas transformuoty duomeny QQ grafikas, kuriame matyti, kad tasku poros praktiskai
i1Ssidéste ant tiesés (zr. 4.2.6 pav.). QQ grafiko “tiesuma™ galima iSmatuoti koreliacijos
koeficiento pagalba, kuris apibréziamas kaip

Zn:(y(n gy -a)

J=1

ir jo reikSmé¢ misy atveju yra 0.999. Kadangi r,>0.9960, tai hipoteze¢ apie nagrinéjamy

transformuoty duomenuy normaluma neatmetama (¢ia reikSmé 0.9960 yra QQ grafiko

koreliacijos koeficiento normalumui tikrinti kritiné reik§mé su 10% reikSmingumo lygmeniu)

(zr. [3]).

Apibendrinant galima pasakyti, kad nagrin¢jamy zaly dydziy skirstinys pakankamai tiksliai

gali biiti apraSytas lognormaliuoju désniu.

4.3. Puasono proceso intensyvumo parametro pasikeitimo taskas

Nagrinéjant zaly atéjimo momenty procesa (zr. 4.1 skyrius), 2002—2005 mety laikotarpis,
remiantis anks€iau minétais pasteb¢jimais, buvo “suskaidytas® i du laikotarpius, t.y. iki
2005.01.01 ir nuo 2005.01.01 datos. Ir nors gauti rezultatai bei prielaidos lyg ir neprieStaravo

tokiam “padalinimui®, taciau matematinio pagrindimo nebuvo. Galbiit yra daugiau tokiuy

“laikotarpiy*“?

Siame skyriuje bus pateiktas algoritmas, kurio pagalba galima rasti Puasono proceso

intensyvumo parametro pasikeitimo taskus (toliau — pasikeitimo taskus), o véliau pritaikytas

nagrin€¢jamiems duomenims.

2 Tegul & yra reik§mingumo lygmuo, o p yra p-reik§mé. Tada, jeigu p < ¢, tai hipotez¢ [, yra atmetama, o

jeigu p > «, tai hipotezé H |, neatmetama. Siuo atveju tikriname hipotezg ar ¥ ~ N (/1,(72 ), ty. ar dydis Y

pasiskirstgs pagal normalyjj désnj su vidurkiu ¢ ir dispersija o’
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4.3.1. Algoritmas intensyvumo parametro pasikeitimo taskui rasti

Trumpai apraSysime [2] darbe pasiiilyta algoritma. Tarkime, kad intervale (0, T ] stebime
n nepriklausomy jvykiy, kurie jvyksta momentais 7,, kur 0<7, <...<T, <T. Be to, Sie

tvykiai “paimti* i§ Puasono proceso su intensyvumo parametru A(?):

Ay  hy <t<h
At)=<: ¢ (1)

A, h,<t<h,,

kur hy =0<h <...<h,<h,, =T, A #24,,, j=0,...,p—1,0 pyranezinomas parametras.

41>
Cia p yra skaidius pasikeitimo tasky, o 4, yra j -tojo pasikeitimo tagko vieta. Tegu:

D, =ﬁ(%_ij:ﬁ MR @)

" ijle "
kar W, =T, T, ,,i=1,...,n . Tegu:

Ay (i )= max{D], <i < n}, 3)

kur i yra taSkas, kuriame statistika |Di| pasiekia maksimalig reikSmg, o 7, ~ yra pasikeitimo

taSko vietos {vertis. Statistikos A apibréztos (3) formule, pasiskirstymas yra

max

sup ﬂM 0 (rx :0<r< 1} asimptotinis pasiskirstymas'’.

Pasiiilytas algoritmas pasikeitimo taSkams rasti:

1. Tegu i, =1. Randame Amax(imax) 1§ formulés (3), kur i=1,---,n. Jeigu
AL (imax)> C,, kur C, yra a lygmens kritin¢ reik§mé'®, tai pereiname { antra
zingsni. Jeigu A, (i, )<C,, tai tariama, kad pasikeitimo duomenyse néra ir

procediira baigiama.

2. a) Randame A (i

), kur i=1--i, , kur i, =i_ . Jeigu A, (i, )>C,, tai i

max

naujo apibréZiame i, =i, ir kartojame 2 Zingsnio a) dali, kol A (imax)< C,. Kai

max

13 Cia M yra Brauno tiltas, apibréztas M () = M (r)—rM (1), kur M yra Brauno judesys.
' Algoritme naudojamos Brauno tilto modulio maksimumo asimptotinés kritinés reik§més.
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taip atsitinka, tada apibréZiame i, =i,, kur i, yra paskutiné reikSme¢, su kuria
Amax (ilnax ) > Ca °

b) PanaSiq paieSka atliekame intervale i, <i<n, kur i, yra taSkas i surastas 1

max ?

zingsnyje. Apibrézkime i, =i___ +1, kur i = argmaxﬂDJ = il,...,n} ir kartokime

kol A, (i, )<C,. Tada apibrézkime i,, =i, —1, kur i, yra paskutiné reikimé, su
kuria Amax (ilnax ) > Ca -

<d ", tai yra tik vienas pasikeitimo tagkas ir algoritmas baigiasi.

c¢) Jeigu

ilast - iﬁm
PrieSingu atveju, reikia abi reikSmes laikyti kaip galimus kandidatus i pasikeitimo
taSkus ir kartoti Zingsni 1 ir Zingsnj 2 kitame intervale (intervaluose), kur i, =i, ir
n =i, , kol daugiau neaptiksite pasikeitimo tasky. Tada pereiname { 3 Zingsni.

3. Apibrézime vektoriy / = (ll,...,ls) kur /,=1,1 =nir l,,...,[ | yra Zingsniuose 1 ir 2

rasti taSkai (iSdéstyti didéjimo tvarka). Kiekviename intervale (l ") ) randame

i27i+2
statistikq D, ir patikriname ar jos modulio maksimumas vis dar reik§mingas. Jei ne, tai
eliminuojame atitinkama taSka. Kartojame 3 zingsni, kol skaicius galimy pasikeitimo
tasky jau nesikeiCia ir taSkai rasti ankstesnése iteracijose nesiskiria nuo pastarojoje
iteracijoje aptikty tasky.
4. Apskaiciuojame iSraiskos (1) parametrus kiekviename i§ pasikeitimo tasky gautame

intervale.

4.3.2. Nagrinéjamy duomeny pasikeitimo tasko radimas

Ankstesniame skyrelyje pateikta algoritma pritaikysime realiems duomenims. Pradésime nuo

statistikos, apibréztos lygtimi (2), modulio grafinio vaizdo (zr. 4.3.2.1 pav.).

1% Praktikoje rekomenduojama imti d = n/10 .
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4.3.2.1 pav. Statistikos |Dl.| grafikas intervale [Tl, 749] :

Randame galima kandidata i pasikeitimo taska. Statistikos, apibréztos (3) formule, reikSmé
yra 1.88 > 1.358' | o atitinkamas i yra 487. Tada “nupjauname® duomenis ir nagrinéjame

tvykius intervale [TI,T 437]- Statistikos, apibréztos formule (2), modulio grafinis vaizdas

minétame intervale pateikiamas 4.3.2.2 paveiksle.

o 100 200 300 400

4.3.2.2 pav. Statistikos |Di| grafikas intervale [TI,T 487] .

Statistikos, apibréztos (3) formule, reikSmé yra 0.64 ir atitinkamas i yra 249. Taigi

[y =487 . Dabar panagrinésime antra duomeny dalj (Zr. 4.3.2.3 pav.).

' Pradedame nuo kritinés reik§meés C .= 1.358, kur &, = 0.05 (plagiau zr. [2]).

a
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4.3.2.3 pav. Statistikos |Di| grafikas intervale [T 1sgs L 749] .

Statistikos, apibréztos (3) formule, reikSmé yra 0.72 ir atitinkamas i yra 561, todél

=488.

llast

Apibendrinant, galima pasakyti, kad remiantis pasillyta procediira yra tik vienas
intensyvumo parametro pasikeitimo taskas tarp 487 ir 488 jvykiu. Taigi, anks¢iau minétu
metodu jvertintas intensyvumo parametras pirmame periode yra 0.4643, o antrame periode

yra 0.6390.
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5. ISvados

Atlikus zaly atéjimo momenty ir zaly dydziu statisting analizg, galima padaryti tokias
i$vadas:
» Homogeninis Puasono procesas tinka aprasyti nagrinégjamy duomeny zaly skaiciaus
procesa finansiniams metams bei 2002-2004 mety periodui.
» 2002-2005 mety zaly skaidiaus procesui apraSyti tinka Puasono procesas, kurio
intensyvumo parametras apibréziamas:
(1)= {0.4643 0<t<1049
0.6390 1049 <t <1459
Cia t = 1049 atspindi 2004.11.16 data. Intensyvumo parametro pasikeitimo taskas
rastas [2] darbe pateiktu algoritmu.
» Agreguoti zaly dydziai pasiskirste pagal lognormalyji désni. Trys testai Sios

prielaidos neatmeté.

29



Literatura

1. T. Mikosch, Non—Life Insurance Mathematics, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg
(2004).

2. P. Galeano, Use of cumulative sums for detection of change points in the rate
parameter of a Poisson Process, Working Paper (2004), pp. 1-19.
http://docubib.uc3m.es/'WORKINGPAPERS/WS/ws046816.pdf

3. R.A. Johnson, D.W. Wichern, Applied Multivariate Statistical Analysis, Prentice-

Hall, Upper Saddle River, New Jersey (2002).

J. Kruopis, Matematiné statistika, Mokslo ir enciklopedijos leidykla, Vilnius (1999).

V. Cekanavi¢ius, G. Murauskas, Statistika ir jos taikymai I, TEV/Vilnius (2003).

J. Grandell, Aspects of Risk Theory, Springer-Verlag, New York (1992).

N s

J. Cepinskas, D. Rasinskis, R. Stankevi¢ius, A. Sernius, Draudimas, Pasaulio lietuviy

kulttros, mokslo ir Svietimo centras, Kaunas (1999).

Kompiuterinés programos:

Statistical Graphics Corporation, StatGraphics, version 3
SAS, version 9.1

MAPLE, version 7.00

Duomenys:
Realiis Lietuvos ne gyvybés draudimo jmonés automobiliy draudimo 2002-2005 metais

pranesty zaly duomenys.

30



