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Abstract

We consider the estimation of unknown parameters in the drift and diffusion coef-
ficients of a one-dimension diffusion X when the observation is a discrete sample. For
the estimation we use stationary distribution function. Using numerical methods we
approximate SDE and realize the algorithm with computer.

Santrauka

Darbe yra nagrinéjama vienmaciu homogeniniu difuziniu procesu parametru, iei-
nandiu 1 difuzijos ir poslinkio koeficientus, vertinimas. Vertinimui naudojama staciona-
riyju tankiy iSraiskos. Panaudojant skaitinius metodus lygtys yra modeliuojamos kom-
piuteriu, skai¢iavimams naudojant SAS statistikos paketa.



1. Ivadas

Norint paaiskinti nagrinéjamo reiSkinio dinamika daznai yra patogu pasinaudoti
stochastiniu procesu teorija. Konstruojant statistini proceso modeli, dazniausiai jis yra
kuriamas tolydus, o duomenys kuriems bandoma pritaikyti yra diskretis. Taciau bet ko-
kiu atveju, tam, kad modelis paaiskintu modeliuojama reiskini svarbiausias uzdavinys
yra ivertinti modelio parametrus.

Nors stochastiné analize, kuri ir nagrinéja atsitiktiniais procesais paremtas diferen-
cialines ir integralines lygtis, néra sena tikimybiu teorijos Saka, tac¢iau darbu kaip iver-
tinti proceso parametrus i§ diskre¢iuy duomeny yra gana daug. Vertinant parametrus
dazniausiai yra daroma prielaida, jog reiskini modeliuoja tam tikra stochastiné diferen-
cialiné lygtis (SDL) ir didziauso tikétinumo metodu, modifikuotu didziausio tikétinumo
metodu arba maziausiu kvadratu metodais kaip, pavyzdziui, straipsniuose [5], [4] arba
darbe [9] vertinami lygties parametrai.

Praktikoje nagrinéjant ivairius procesus modeliuotinus SDL pagalba, daznai idomi
ne konkreti SDL, aprasanti viena stebéjimu imti, bet nagrin¢jamos sistemos statistiki-
nis elgesys. Todél pravartu vietoje atskiru proceso trajektoriju elgsenos nagrinéti tankio
funkcijas ir su tuo kartu kylanti parametry vertinimo uzdavini.

Siame darbe procesu apragomuy stochastinemis diferencialinémis lygtimis parametry
vertinimui bus naudojami stacionarieji tankiai. Aisku, ne visi procesai turi stacionaruji
tanki, todél c¢ia apsiribojama homogeniniais, ji turinciais, difuziniais procesais. Taciau
praktiskai tai néra labai didelis apribojimas, nes dazniausiai taikymuose idomus butent
tokie procesai, kuriuy statistikiné elgsena ilgainiui stabilizuojasi, t.y. ju skirstiniai artéja
prie ribinio — stacionaraus skirstinio. Stebédami tokio proceso trajektorija, mes gali-
me visada nubraizyti jo reik§miy histograma, kuria galima interpretuoti kaip proceso
stacionaraus tankio aproksimacija. Daznai pagal nagrinéjama reiskini preliminariai zi-
nome, kokio pavidalo SDL galima butu ji modeliuoti. Todél jos neZinomu parametru ver-
tinimo metodo idé¢ja gana paprasta: padarius prielaida apie SDL pavidala, paskaic¢iuoti
teorinio stacionariojo tankio israiska ir rasti SDL parametrus minimizuojant skirtuma
tarp reikSmiu gautuy i8$ histogramos ir teorinio stacionariojo tankio tuose paciuose tas-
kuose. Sis metodas igsiskiria tuo, kad parametrai vertinami ne tiesiogiai i§ SDL, bet i
jos stacionariojo tankio iSraiskos.

Darbe pacioje pradzioje yra pateikiamas teorinis ivadas, pagrindziantis vertinimo
metoda. Antroje dalyje aprasomas vertinimo metodas ir konkretiems pavyzdziams pa-
teikiamos stacionariuju tankiu iSraiSkos. Trecioje dalyje praktiSkai nagrinéjamas pa-
sitlyto parametry vertinimo metodo veikimas. Vertinimo algoritmams modeliuoti nau-
dojamas SAS statistikos paketas.

Darbe nagrinéjama vertinimo algoritma savo magistriniame darbe nepriklausomai
modeliavo ir J. Jusel [10]. Jis nagrinéjo kitokias SDL bei naudojo kita programine iran-

ga.



2. Teorinis ivadas

2.1. Homogeniniai difuziniai procesai
Darbe bus nagrinéjami difuziniai procesai.

1 apibrézimas. Stochastinés diferencialinés lygties
t t
Xi=z+ /b(s,Xs) ds + /O‘(S,XS) dBs, t =0, (1)
0 0
sprendinys X, kurio koeficientai o ir b tenkina sprendinio egzistavimo ir vienaties saly-
ga (zr. [1]) vadinamas difuziniu procesu. Lygtyje naudojamas procesas {B;, t > 0} yra
vadinamas Brauno arba Vynerio procesu. Koeficientai ¢ ir b yra vadinami atitinkamai
difuzijos ir poslinkio koeficientais. Jei koeficientai ¢ ir b nepriklauso nuo ¢, tai proce-
sas yra vadinamas homogeniniu (laike) difuziniu procesu. Difuzinio proceso pavyzdys
pateiktas [I] paveiksle.

Difuzinis procesas

1 pav. Atsitiktinis procesas.

Zyméjimas X* reiskia, kad procesas prasideda taske z. Pagal & paZymeéjima visa
sprendiniu Seima uzrasoma {X* = € R}.

ILipsico (Rudolf Otto Sigismund Lipschitz) ir tiesinio augimo salygas.
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Difuzinio proceso termino kilmé yra aiskinama tuo, kad Sie procesais yra geri ma-
tematiniai modeliai aprasantys daleles elgseng difuzijoje kai chaotisko judesio déka
patenka is vienos aplinkos i kita, bei daugelyje kitu su difuzija susijusiu fizikiniy proce-
su. Tie patys procesai yra nagrinéjami ir determinuotu diferencialiniu lygciu dalinémis
iSvestinémis pagalba, kurios gana gerai modeliuoja kiekybine ju elgsena.

Difuziniu procesu panaudojima galima atrasti ir kitose srityse. Tam tikrais atvejais
juos galima naudoti kaip ribinius atvejus arba tolydzius atitikmenis diskretiems mode-
liams. Kaip pavyzdys biologijoje tai gali buti individu, turiné¢iu tam tikra pozZymi skai-
¢iaus kitimas laiko bégyje arba geno koncentracijos populiacijoje kitimas. Paskutiniu
metu §i teorija placiai taikoma finansuose.

Difuziniu procesu teorija yra glaudziai susijusi su diferencialiniu lyg¢iu dalinémis
iSvestinémis teorija ir tas rySys yra abipusis [8]. IS vienos pusés rezultatus gautus di-
ferencialiniu lygciu teorijoje galima pritaikyti difuziniams procesams i$ kitos puseés di-
fuziniu procesu pagalba galima gauti rezultatus pritaikomus diferencialinéms lygtims.
Vienas i§ difuziniu procesu pritaikymu diferencialinéms lygtims — artutiniu sprendiniu
radimas Monte Karlo metodu. Procesas modeliuojamas tam tikros stochastinés procedii-
ros pagalba ir funkcionalo reik§mé randama kaip vidurkis nuo daug kartu sugeneruotu
trajektoriju.

Labai svarbi difuziniu procesu teorijoje yra generatoriaus arba infinitezimalinio ope-
ratoriaus savoka.

2 apibrézimas. Homogeninio difuzinio proceso X = {X*} generatoriumi (infinitezima-
liniu operatoriumi) vadinamas operatorius A funkciju f : R — R aibéje, apibréziamas
lygybe

Afa) — 1 BFCD) = @)

, x€R.
t10 t

Generatoriaus apibreézimo sritis — aibé D, visu funkciju f : R — R, kurioms tokia (baig-
tineé) riba egzistuoja visiems = € R.

Remiantis vien apibrézimu surasti infinitezimalini operatoriy gana sunku. Daug

lengvesnis budas jam rasti yra pasialomas |1/ teoremoje.
1 teorema. Sakykime, X = {X*} — homogeninis difuzinis procesas, apibréztas lygtimi

Jei funkcija f € C*(R) turi apréztas pirmajq ir antraja isvestines, tai f € Dy ir

Af(@) = b(2) () + %02(@ f@), zeR, 3)

Irodyma galima rasti [1] Saltinyje.

2Difuzija - tai toks procesas, kai medziagos molekulés skverbiasi i§ didesnés koncentracijos viety link
mazesneés koncentracijos, pagal koncentracijos gradienta, kol pasikirsto vienodai.



2.2. Stacionarusis tankis

Pries ivedant stacionariojo tankio savoka, dar reikalingos Markovo proceso bei per-
éjimo tankio savokos.

3 apibrézimas. Atsitiktinis procesas X vadinamas (realiuoju) Markovo procesu su per-
éjimo tikimybe P(s,z,t,B), 0 < s <t, x € R, B € R, jei beveik tikrai

P{Xt c B ‘ thaXt27'~'7th7Xs} :P<S7Xs7t,B>
suvisais0 < s<tirBe R.

Kitaip tariant tai tokie procesai, kuriems ateitis ir praeitis, fiksavus dabarti yra
nepriklausomos, ar kitaip procesai, kuriu ateitis priklauso nuo praeities tik per dabarti.

4 apibrézimas. Markovo proceso X peréjimo tankiu yra vadinama funkcija p(s, z,t,y),
0<s<t,xy€R,jei salyginis tankis

DX4| X, Xtgooo Xty Xs (Ylz1, 2o, ..o, mp, x) = p(s, 2, t,y) = px, x, (y|z) (4)
suvisais 0 <ty <to < - <t <s<t, x1,To ..., T2,y ER,

1 pastaba. Tuo atveju, kai yra Zinomas peréjimo tankis p(s, z,t,y), rySys su peréjimo
tikimybe yra P(s, X,,t,B) = [, P(s,x,t,y) dy.

2 pastaba. Homogeninio difuzinio proceso atveju peréjimo tankis p(s, x,t,y) priklauso
tik nuo skirtumo ¢ — s. Jis yra uZrasomas kaip funkcija p(¢, z,y) := p(0,z,t,y) = p(s,z, s+
t? y) *

5 apibreézimas. Difuzinio proceso su perejimo tankiu p(t,z,y),t > 0, z,y € R, staciona-
riuoju tankiu vadinama tankio funkcija po(y), y € R

poly) = / otz y)po(@)de, t>0, yeR. 5)
R

Jei atsitiktinis procesas yra apibréztas ne visoje realioje skaiciu tieséje, o baigtiniame
intervale tuomet teisingas toks apibrézimas.

6 apibrézimas. Sakoma, kad difuzinis procesas X su peréjimo tankiu p = p(t, z, y) turi
stacionaruyji tanki p, intervale (a,b), jei

b
/p(t,x,ydy =1, z€(a,b), (6)

ir
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Difuzinio proceso stacionariojo tankio prasme galima buatu paaiskinti taip: jei pradi-
niu laiko momentu atsitiktinio proceso reiksme X, yra atsitiktinis dydis turintis tanki
po, tai bet kuriuo kitu laiko momentu ¢ > 0 proceso reiks§mé X; yra atsitiktinis dydis
turintis ta pati tanki p,. Be to, paémus baigtini reikSmiuy rinkini (X, X3,,..., X}, ) jis
turés ta pati skirstini kaip ir (X, 4, X¢y4¢, ..., Xy 4¢) Su visais ¢t > 0. Procesai turintys
pastaraja savybe yra vadinami stacionariaisiais| Nagrinéjant difuzinius procesus ma-
tome, teisinga yra tai, kad jei difuzinio proceso pradiné reikSmé turi stacionary tanki,
tai procesas yra stacionarus.

Nors stacionarieji procesai praktikoje ir yra placiai taikomi, ta¢iau sunku buatuy ti-
kétis, jog jie visa laika prasidétu nuo atsitiktinio dydzio turincio stacionary tanki. Bet
visgi jei nagrinéjamo proceso stacionarus tankis egzistuoja, tai jo tankis, laikui bégant,
priartéja prie stacionaraus tankio. Tai gali buti uzrasSyta taip:

p(t,l‘,y) —>PO(?/)7 tHOO, x7yER7 (7)

2.3. Ergodiskumas

Proceso turincdio stacionaru tanki p, polinki priartéti prie stacionaraus tankio dide-
liuose laiko intervaluose paaiskina kita savybé — ergodiskumas. Tai yra grynai stochas-
tinés sistemos savybe, priarteéti prie ribinio pasiskirstymo, nepriklausomai nuo pradinés
reik§meés. Matematiniais uzrasais procesas yra ergodiskas, jei su bet kuria maciaja ap-
rézta funkcija f : R — R,

T—oo T

1 T
lim — [ f(X7)dt = [ f(y)po(y)dy, T — occ.
0/ IR/

Atkiru atveju, kuris yra naudojamas darbe

T
. 1
lim T/l{XfeA} dt = /po(y) dy, T — oo. (8)

T—o00
0 R

Pastarasis uzrasas reiskia, kad vidutiné proceso X* buvimo aibéje A trukmé artéja i ti-
kimybe atsitiktiniam dydziui turiné¢iam tanki p, patekti i aibe A. Si savybe darbe panau-
dojama taip: vietoje to, kad generuoti keleta proceso trajektoriju ir ziareti ju suvidurkin-
ta elgesi, yra generuojama viena trajektorija paémus pakankamai ilga laiko intervala.
Ilgo laiko intervalo parinkimas, bei pradiniu generuojamo proceso reikSmiu pasalini-
mas, su tikslu iSvengti blogo pradinio tasko parinkimo itakos, pagal teorija leidzia gauti
stacionaru tanki.

2.4. Stacionaraus tankio radimas

2 teorema (Tiesioginé Kolmogorovo lygtis peréjimo tankiui). Tarkime, kad difuzinio
proceso {X?®} koeficientai b,oc € C%*(R), o jo peréjimo tankis p = p(t,z,y), t > 0, z,y €

3Sis stacionarumo apibrézimas pateikiamas kaip stacionarumas grieztaja prasme.
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R, yra tolydus srityje (0,+00) x R? kartu su savo dalinémis isvestinémis Op/ot, Op/dy,
0?p/9?y. Tada tankis p Sigje srityje tenkina lygti

op(t, z,y)
ot

vadinamaq, tiesiogine Kolmogorovo arba Fokerio—Planko lygtimi.

= Aip(t, z,y),

Sios teoremos irodyma galima surasti [1] Saltinyje. Pladiau Fokerio—Planko lygtis
nagrinéjama Saltinyje [2].
Pries pateikiant iSraiSka homogeninio difuzinio proceso stacionariam tankiui skai-

¢iuoti, reikia suformuluoti dar viena tvirtinima.

3 teorema. Sakykime, difuzinis procesas X su generatoriumi A ir peréjimo tankiu p(t, z,y)
turi stacionaryji tankj py = po(y) intervale (a,b). Tarkime, kad p ir py yra tolydZios funkci-
Jjos, turindios tolydZigsias dalines isvestines Op/0t, Op/dy, 8°p/d*y Opo/dy, 0*po/0%y. Tada
po intervale (a,b) tenkina tiesiogine Kolmogorovo (Fokerio—Planko) lygti.

Irodymas. Kadangi teisinga lygybé OEf(X[)/0t = EAf(X}), tai peréjimo tankiui gali-

me uzrasyti:
b b

%/p(t’x’y)f(y) dy = /P(tafﬁay)Af(y) dy, x € (a,b).

Lygybeé teisinga su visomis f € C?(a,b). Padauginame abi lygybés puses i$ py(z) ir suin-
tegruojame pagal = € (a,b)

b b b b

% / ( / p(t, z,y)po(x) dw) fly)dy = / ( / p(t, z,y)po(x) d:c) Af(y)dy,
arba ) b
2 [wiway= [ wwas

Kaire puse lygi nuliui, o desinéje gauname fab A*po(y) f(y) dy,

/mm@ﬂwwzo

su visomis f € C2(a,b). Todél A*py = 0 intervale (a, b).

4 teorema. Jei [3|teoremos salygomis o(z) > 0, x € (a,b), tai difuzinio proceso X stacio-
narusis tankis pg turi pavidala

= N ex y b(U) u a )
poly) = T p{2/02(u)d } y € (a,b); (10)

c



Cia c — bet koks taskas is intervalo (a,b), o

b Y (-1)
T fw
V= [/ ) p{Q/ 2w }dy] D

a Cc

yra normuojanti konstanta, su kuria f; po(y)dy = 1.

Irodymas. Suintegrave Kolmogorovo lygti stacionariajam tankiui gauname

1

—b(y)po(y) + 5(02(y)p0(y)), = const.

Paaiskinima kodél nattiraliyju krastu « ir b atveju desingje esanti konstanta turi bati
lygi nuliui galima rasti [2] Saltinyje. Pazymeékime q(y) := o*(y)po(y). Tada lygtis virsta

paprastai sprendziama lygtimi

oy 20(y)
q(y) = UQ(y)q(y)

su atsiskirianciais kintamaisiais. Jos bendrasis sprendinys yra

q(y) = Nexp{2/ :gg;)) du}, y € (a,b);

C

¢ia c bet koks fiksuotas intervalo (a,b) taskas. IS ¢ia isistate ¢ gauname reikalingg sta-
cionariojo tankio p, iSraiska.

3 pastaba. Kartais teoremoje gauta formule yra vadinama Wright’o, nes batent jis 1938
metais ja pateike.

4 pastaba. Kaip atrodo stacionarus tankis iSreikstiniu pavidalu yra gauta [4| teoremoje,
bet gali kilti klausimas, kada galima buti tikriems, jog toks tankis egzistuoja. Staciona-
riojo tankio egzistavimui pakanka tokiu salygu:

* (2) lygties koeficientas o(X;) > 0;

. tankio iSraiSkos reikSmés apibrézimo srities galuose turi buti lygios nuliui
(begalinio intervalo atveju artéti prie nulio);

o tankio iSraiSkoje integralas esantis po eksponente turi biuiti baigtinis.

2.5. Stochastiniu diferencialiniu lygéiu skaitinis sprendimas

Stochastinéje analizéje, kaip ir daugelyje kitu matematikos saku, lygéiu skaitinio
sprendinio poreikis atsiranda, nes Zingsnis po zingsnio visus skai¢iavimus stengiameés
kompiuterizuoti. Bet tai yra ne vienintelé priezastis — kita daug svaresné priezastis yra
tai, jog iSreik§tiniu pavidalu galime iSspresti tik labai nedidele stochastiniy diferencia-
liniy lyg¢iu dali. Stochastine lygti galima uZraSyti dviem iSraiSkom (2), (I). Mes nagri-
nésime integraline jos iSraiska. Integralams taikysime paprastu integralu skaitiniam
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sprendimui tinkancia teorija tik su tam tikromis iSlygomis. Cia mes negalime nekreipti
démesio i integrala nuo Brauno judesio.
Taigi, pirmiausia pasirenkame baigtinj laiko intervala [0, 7] ir ji suskaidome i dis-
krecius laiko momentus
O=to<ti<ta< ---<ty=T

su zingsniu h = T//N. Toliau konstruojame diskretaus laiko atsitiktini procesa X/ , k =
0,1,2,..., N, kuris priklauso tik nuo Brauno judesio By, £k =0,1,2,..., N, reikSmiu. Cia
kaip ir aproksimuojant nestochastiniu lygéiu sprendinius, ju artiniais, norime gauti kuo
artimesni sprendini tikrajam, kai h = T'/N — 0. Sprendinio artumui jivertinti naudosime
stipriasias aproksimacijas.

7 apibrézimas. Sakoma, kad { X"} yra sprendinio X n-tos eilés stiprioji aproksimacija,
jei su visais t € [0, 7]
E| X! - X,/ =0(h"), h—0,

t.y. egzistuoja tokia konstanta C su kuria E| X! — X,| < Ch".

Toliau svarbu panagrinéti { X"} brézima. Diskretaus proceso trajektorijos modeliuo-
jamos kompiuterio pagalba. Sio proceso, skirtingai nuo tikrojo X, trajektorijai didziausia
itaka daro Brauno procesas. Mums reikia tureti reikSmes B, diskreciais laiko momen-
tais kh, k = 1,2,..., N. Ji sugeneruoti galime keletu bidu. I§ Brauno judesio apibrézimo
zinoma, kad AB; = By, — B, ~ N(0, h). Kompiuterio pagalba reikia sugeneruoti ne-
priklausomus atsitiktinius dydzius & ~ N(0,1), i € N, o po to paimti AB; = &+/h. Bet ¢ia
vel iskyla klausimas, kaip sugeneruoti &;? Tai padaryti galime keletu budu. Matemati-
niai paketai tokie kaip Maple, Mathematica, Matlab ir kt. leidzia i§ karto sugeneruoti
normaluyji, kaip ir daugeli kitu, atsitiktiniu dydziu. Pavyzdziui Maple pakete normalu-
sis atsitiktinis dydis yra generuojamas komanda stat [random,normald([0,1]1][1].
Darbe pagrinde naudojamas SAS statistinis paketas, ¢ia normalus atsitiktinis dydis ge-
neruojamas komandos ranuni (seed) pagalba.

Kitas Zingsnis yra integralo diskretizavimas. Cia pasinaudosime skaitiniy metody
teorija, skirta spresti nestochastinéms lygtims, o jei tiksliau Eulerio aproksimacijomis.

Taigi turime paprasta diferencialine lygti

t
X, =b(t,X;), Xo=uz, arba X,=uz+ /b(s,Xs) ds, te€][0,T].
0
Suskaide intervala [0, 7] i N daliu gauname taskus ¢, = k7/N. Tuomet skai¢iuojame ne
X, visame intervale [0, 7], o X,, intervalo skaidiniuose [t;,t;1], kaik =0,1...,N —1,
let1
X = Xy, + / b(s, X;)ds = Xy, + b(ty, Xt )h,
g
¢ia h = (ty41 — t). Atmetus paklaidas, kurios atsiranda taikant sta¢iakampiuy metoda,
gauname paprasciausia Eulerio aproksimacija. Paprastosioms diferencialinéms lygtims
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ji yra pirmos eilés.
sup | X" — X,| = O(h), h—0.

t<T

2.5.1. Eulerio aproksimacija

Eulerio aproksimacijos analogas stochastinei diferencialinei lygéiai yra vadinamas
Eulerio—Murajamos. Naudosime (2) stochastinés lygties iSraiska . Aproksimacija galima

apibrezti lygybémis
Xp o = X[+ 0tk XP)h+ o(te, X[)ABy, X =z, AB, = ABy = By, — By, ty = kh.

Jei aproksimacija pratesime i visg intervala [0, 7] gausime tokias iSraiskas
X[ = X2 +0(te, X[ )t —te) + o(ty, X2 )(By = By,), X{ =, t€[tytpp).  (12)

Pritaikius Eulerio aproksimacija stochastinei lygciai, jei lygties koeficientai tenkina Lip-
Sico salyga

|b(t,x) — b(s,y)’2 + ‘O‘(t,{L‘) — J(s,y)‘2 < C’(|t — s+ |z — y|2),

tai Eulerio aproksimacija yra 1/2 eilés. Darbe daugiausia ir bus naudojama baitent $i ap-
roksimacija, nes norint ja pritaikyti funkcijoms nereikia tenkinti aukstos eilés glodumo
reikalavimu. Be to, ji gana lengvai modeliuojasi kompiuteriu.

2.5.2. Milsteino aproksimacija

Pritaikius Ito—Teiloro formule SDE, ir i aproksimuota lygti paémus dagiau nariu
galima gauti aukstesnés eilés aproksimacija, dar vadinama MilSteino aproksimacija.
Milsteino aproksimacija bendras atvejis:

Xh

tkt1

1 1
= X[ + (b — 500’) (X2 )h+ (X[ )ABy + 500’(X&)AB,3. (13)

Si aproksimacija geresné uz Eulerio, nes jos eile yra 1. [ iSraika jeinantis narys AB?
apsaugo nuo labai dideliu Brauno judesio Suoliu, kurie gali labai iSkreipti aproksimacija.

2.5.3. Stiprioji Teiloro 3/2 aproksimacija

Ito—Teiloro proceduroje paémus dar daugiau nariy (zZr. [1]) galima gauti dar tikslesne
3/2 aproksimacija. Bendru atveju ji uzsiraso taip:

tk+1 tg

1 1 1
X — x4 (b — 500') (X! )h+ (X[ )AB, + éagf(xg;)ABg + (Ao — 5520) AByh

1 Ah?
+ (Sb — Aa)(Xt};)AZk + ESQJ(X[;)AB}? + AbX[;T. (14)
Cia Af = bf' + %az f",0Sf = of'. Reikia atkreipti démesi, kad Sioje aproksimacijoje at-
siranda papildomas narys AZ; = ;:““ (Bs — By, ) ds. Jo negalime isreiksti Brauno judesio
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B reik§mémis diskretizacijos taskuose. Tai naujas atsitiktinis dydis pasiskirstes pagal
normaluji désni AZ, ~ N(0, %h?’). Norint naudoti aproksimacija reikia generuoti
jau nebe vieng atsitiktini dydi, bet pora (AB;, AZ,), kurie néra nepriklausomi. Bet pa-
sirodo iSeitis yra paprasta — galima generuoti du nepriklausomus atsitiktinius dydzius
Uy, Uy ~ N(0,1) ir pritaikius transformacija

1 1
ABy =UnwVh, — AZ, = 3 (U1 + ﬁUz) 32, (15)
gauti du koreliuotus atsitiktinius dydzius, kurie yra tinkami taikyti.
Jei Sia aproksimacija taikyti vienai i$§ nagrinéjamu CIR lygciu gausime tokig iSrais-
ka:
Xh

lkt1

o2 1 o2
=X} + (k(e - X} - Z)h + §a(xfk)1/2ABk + ?(ABk)Q

3

g ag _
+ <k§(9 - X} - g) (X) 12AB.h
h2

o o3 _ 1
+ <ka(X[;)1/2 — (k§(9 —-Xp) - g) (X7) 1/2> AZy— k(0 - X[;)? (16)

3. Nagrinéjamas uzdavinys

Siame darbe siekiama pasinaudoti stacionariuju tankiu teorija vertinant SDL para-
metrus. Tais gana daznais atvejais, kai atsitiktinis procesas turi stacionaru tanki, is jo
galima gauti gana daug informacijos apie proceso tikimybine elgsena. Visu pirma galima
daryti prielaidas apie proceso vidurki ir dispersija. Ta¢iau pagrindinis tikslas yra iden-
tifikuoti procesa ir ivertinti proceso parametrus. Zinant $ia informacija apie reigkinio
modeliuojamo procesu elgesi galima pasakyti beveik viska. Preliminariai identifikuoti
procesa galima bandant parinkti viena i$ difuzinio proceso tankiu gautu formulés
pagalba. Be to, daznai nagrinéjant procesa i§ anksto yra zinoma kokio tipo lygtimis ji
geriau modeliuoti. Pagrindiné problema yra paciu lygties parametry suradimas.

Darbe nagrin¢jama parametru vertinimo idéja gana paprasta: pasiémus vienag i$
nagrinéjamo proceso X trajektoriju sukonstruoti proceso histograma, po to Zinant sta-
cionaraus tankio teorine iSraiSka minimizuoti pagal teorinio stacionaraus tankio pa-
rametrus atstuma tarp histograma aprasomo tankio ir teorinio. Grafiskai uzdavinys
pavaizduotas [2| paveiksle.

Uzduoti galima bty suskirstyti i tokius Zingsnius:

¢ Gauti duomenis. Jie darbe gaunami pasirinkus difuzini procesa, lygtis diskreti-
zuojama ir aproksimuojama panaudojus viena i§ formuliuy — (12), arba (14).
Remiantis terorija iSdestyta (2.3) skyrelyje generuojama tik viena trajektorija ir
su ja dirbama

¢ Pasirenkama funkcija aprasanti atstuma tarp tankiu. Darbe siekiam minimizuoti
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Uzdavinio grafine iliustracija

14 -
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4-
2
0 ]
0.1 6.1
X
2 pav. UzZdavinys.
tokia funkcija:
Z(H(wz) — po(mi))Q — min, an)

=1
¢ia n — histogramos stulpeliu skaicius, H(z;) it po(z;) yra atitinkamai histogramos
ir teorinio stacionariojo tankio reik§mes. Si funkcija yra panasi i naudojama ma-
ziausiu kvadratu metode. Gal but galima surasti ir geresne tikslo funkcija.

¢ Panaudojus Lude [4] arba Contingent Gradient (CG) [6] metoda randamas tikslo
funkcijos minimumas pagal stacionariojo tankio p, parametrus.

3.1. Lygtys su tiesiniu poslinkio koeficientu

Cia bus nagrinéjamos lygtys su tiesiniu difuzijos poslinkio koeficientu b(x) ir skirtin-
gais difuzijos koeficientais o(x). Praktikoje o(z) daznai galima nustatyti Zinant nagri-
néjamo proceso X; kitimo rézius bei elgesi. Tarkime jei Zinoma, jog proceso svyravimai
nepriklauso nuo X;, tuomet o(z) turi buti konstanta. Taigi o(z) = o, kur ¢ maza teigia-
ma konstanta, apibrézianti viena i§ SDE tipu. Taciau yra ir tokiu lygciu, kur difuzijos
koeficientas priklauso nuo atsitiktinio proceso X; reiksmiu. Kaip pavyzdziui proceso,
modeliuojancio akeiju kainas kintancias diena i$ dienos ,dispersija priklauso nuo proce-
so reikSmiu: kuo didesnés kainos tuo didesni svyravimai. Tokiems procesams difuzijos
koeficientas yra o?(x) = o%z. Taip gauname dar viena SDE tipa. Dar viena difuzijos
koeficiento tipa galima surasti lygtyse, kuriomis yra aprasoma vieSosios nuomoneés tyri-
mai. Kaip pavyzdys dispersija dydzio aprasancio asmenu proporcija palaikanciu salies
prezidenta yra proporcinga z(1 — z). Svyravimai yra patys didziausi kai = yra artimas
50%. Tokiems dydziams difuzijos koeficientas yra atitinkamai o(z) = o%2(1 — z). Sie trys
skirtingi atvejai yra idomus tuo kad skirtingai itakoja stacionariojo tankio elgesi.
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3 pav. N tipo tankio pavyzdys su skirtingais parametrais

3.1.1. N tipo lygtys

Pirmas i$§ paminéty atveju yra procesas su difuzijos koeficientu konstanta. Sis atvejis
apraSomas tokia lygtimi:
dX; = k(0 — X;)dt + o dB,. (18)

Lygtyje 0 > 0, k£ > 0, 0 > 0. Pasinaudoje formule paskai¢iuojame stacionary tanki

Po(y) :Nexp{2/k(0—;x)dx} :Nexp{k(&—;yy}, (19)

0

konstanta ¢ia randama taip

v (fen{ 2 a) ()" @0

Stacionarus tankis Siuo atveju egzistuoja, nes o(zr) = o > 0 stacionarus tankis yra
normaliojo atsitiktinio dydZio tankis x ~ N(0,02/2k). Tokios lygtys darbe bus vadina-
mos N tipo. Kaip elgiasi stacionarieji tankiai imant skirtingus parametrus pavaizduota
paveiksle. lygtyje aprasomas procesas dar vadinamas su adityviuoju triukSmu.
Adityvusis triukSmas pasizymi tuo, kad nekeicia stacionariojo proceso kokybinés elgse-
nos: jis gali pakeisti ekstremumo dydi, bet ne jo vieta ar ekstremumuy skaiciu.

3.1.2. G tipo lygtys
Antrasis i§ atveju yra lygtis, kurios difuzijos koeficientas priklauso nuo proceso reiks-
miuy
dXt = ]{?(9 — Xt> dt + vV O'QXt dBt (21)
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Lygtyje 0 > 0, k > 0, 6 > 0. Si lygtis labiau Zinoma kaip Cox—Ingersoll—Ros (CIR)
lygtis, daugiausiai taikoma finansu teorijoje palikanu normoms modeliuoti. Taip pat
sia lygti galima sutikti nagrinéjant duomenuy perdavimo internete TCP protokolu laika
(zr. [3]). Metodus kaip vertinti Sios lygties parametrus maziausiu kvadratu metodais
bei asimptotines savybes galima rasti [4] straipsnyje, didziausio tikétinumo ivertiniai
pateikiami [5]. Siame darbe parametrai vertinami i§ stacionaraus tankio. Pasiremiant

(10) paskaic¢iuojame stacionaru tanki

po(y) = UTNy eXp{2/ %dx}

1

71 2% -
o2y o
0
o] -1
2k /o2
- (e /2 /w%/"zlew dw)
g
0
17 2kg (28 T\ T
()G )
Atkeite kintamuosius ir istate konstanta gauname

1 2]€y 2k6/02—1 —2k‘y
po(y) = @( ) €Xpy 3 (22)

o2

Gauname beveik atsitiktinio dydZio pasiskirséiusio pagal Gamma désni tanki. Sis tankis
nuo Gamma skirstinio skiriasi tuo, kad yra padaugintas i§ konstantos i—’; Stacionaraus
tankio egzistavimo salygos suformuluotos /4] pastaboje yra ispildytos. Gali kilti klausi-
mu dél o(X;) > 0 salygos, taciau pagal modelj nagrinéjame tik realiuosius procesus, o
posaknyje X = max(X,,0). Darbe §i tanki vadinsime G tipo. Lygtimi aprasSomas
procesas yra dar vadinamas procesu su multiplikatyviuoju triuk§mu. Multiplikatyvu-
sis triukSmas pasizymi tuo, kad gali i§ esmeés pakeisti stacionariojo tankio kokybine
elgsena: ekstremumu pozicija ir skaic¢iu. Kaip kinta stacionariojo tankio forma keiciant
parametrus galima pamatyti 4| paveiksle.

3.1.3. B tipo lygtys

Treciojo pavidalo lygtis yra uzrasoma:

dXt = k(@ — Xt) dt + \/ O'QXt(l — Xt) dBf (23)

4Pavadinima sudaro triju mokslininku, 1985 metais pasialiusiu §i modeli aprasyti palikanuy normoms,

pavardés.
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4 pav. G tipo tankio pavyzdys su skirtingais parametrais

Sioje lygtyje o > 0, k> 0,0 >0, z € [0, 1]. Vel pasinaudojant konstruojame staciona-

ry tanki.
o N 2] KO—7)
Poly) = a?y(1 —y) xp o?z(1 —x) v
0.5

- n(25) ) e

N
_ 0_21y2k6/02—1(1 i y)Qk(l—Q)/ﬂ—l’ N, = Nk (24)

Rasime konstanta

T (22)1 2k(1;9) —1
:<i( )5‘” )) | 25)

o2 )y2k:0/0'2—1(1 - y)Qk(l—G)/UQ—l. (26)

Sis tankis idomus tuo, kad kei¢iant lygties parametrus gali igyti nuo 1 iki 2 vir§aniu.
Pazvelgus i tankio iSraiska matome kad gavome tiksliai Beta skirstini, o parametrams
uzdeti apribojimai atitinka apribojimus keliamus Beta skirstiniui, todél stacionarus
tankis egzistuoja. Darbe Sis tankis vadinamas B tipo. Kaip kinta stacionarusis tankis
keic¢iant parametrus pavaizduota |5| paveiksle.
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T =
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=t
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0.8  gp

5 pav. B tipo tankio pavyzdys su skirtingais parametrais.

3.2. Ferhiulsto lygtis

Ivairiose mokslo Sakose gana svarbi yra Ferhiulsto lygtis, kuri yra logistinés stochas-
tines diferencialinés lygties atskiras atvejis. IS pradziu ji buvo naudojama biologiniu po-
puliaciju modeliavimui veéliau paplito ir kitose srityse. Ferhiulsto lygtis uzsiraso tokiu
pavidalu:

dX = (\X, — X?)dt + 0 X,dB,,

kur B, yra Brauno arba Vynerio procesas, o ¢ interpretuojamas kaip laikas. Sios lygties
sprendini galima uzrasyti iSreikstiniu pavidalu:

1 Xoe()\—%UQ)H—UBz

X, = — = .
t }/;5 1 +X[) fot e()\—%o'z)s—O'Bs) dS

(27)

Is sprendinio israiskos matosi, kad jei X, > 0, tai X; > 0 su visais. Nagrin¢jant spren-
dinio elgesi yra idomus trys atvejai: A\ < 02/2, A\ = 02/2, A\ > 0?/2. Pirmu atveju i8§
sprendinio iSraiskos matosi, jei t — oo, tai X; — 0. Gausis, jog krastas taske 0 yra pri-
traukiantysis ir procesas stacionariojo tankio neturi. Stacionariojo tankio galima tikétis
tuo atveju kai, A > o0%/2. Paskaiéiuojame stacionariojo tankio israiska;:

N [\ — 2

1

N 2\ 2
= exp{—anu——Q(z—l)}
o o

o022
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N 2\/o2%—2 2 2
= Wﬂ? eXp{Q/O' }exp —ﬁﬁ
N 2
= WIQ/\/JLQ exp{—ﬁx}. (28)

Funkcija py yra integruojam intervale (0, +o0), kai 2\/0? — 2 > —1 arba kitaip, kai
0% < 2\. Tuo atveju, kai 0? = 2), turime triukSmo indukuota virsma ir procesas stacio-
nariojo tankio neturi. Stacionarusis tankis egzistuoja kai 0? < 2\ ir neturi, kai o? > 2.
Panagrinéjus pacio stacionariojo tankio elgesi arti 0 gauname tokius rezultatus:

+00, kai 0%/2 < \ < 02,
li]l%lpo(x) =qN=2/\ kail\=o? (29)
0, kai \ > o2.

Matome, stacionariojo tankio iSraiSkos skiriasi priklausomai nuo to ar A\ < o? < 2\

ir 02> < \. Dar viena ypatybe arba stacionariojo tankio virsma galima iZvelgti x = 0
aplinkoje. Isskyrus du atvejus 2\ < 0% < A ir 0 < 2) gauname atitinkamai lim, o pjz =

+o00 ir lim, g pyz = 0

3.3. Lygtis su dvivirsuniu tankiu

Nagriné¢jant stacionariuosius tankius idomu paziaréti kaip sialomas parametru ver-
tinimo algoritmas elgiasi su dvivir§tniu sudétingesniu tankiu. Tam tikslui nagrinésime
tokiaq lygti:

dX; = (61 — Xi) (1 — Xi(02 — Xy)) dt + 0X,(6, — X,) dBy, (30)

¢ia 6, > 0,0, > 0, 0; < 0, 0 > 0 Stacionaruji tanki paskai¢iuojame pagal formule.

N om0t
po(y) = E p{2/ d } (31)

o?y?(0y —y 02220y — x)?

c

Suintegruojame reiskini po eksponente.

(01 —2)(1 —2(0 —x)) 0, —x B 0, —x
o222 (0y — x)? C 0222(0y — 2)2 o2x(0y — )’

Y

0, 1
I, = _
! / 20, — 22 2(0: —2)? de

—2—91111 _r —ﬁ 1—1— L — iln ‘ — L + const
T8 \w—060,) E\z z-—06 02" \z—0,) Os(x—06y) !

207

—iln r ” _ﬁ l+ ! + L + const
“e2\r -0, 2\ 2 —0,) " Ol — o) '
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Yy

(6h — ) 0, T
L= [ T8 g, %y Fln(z — 6y) +
) / o dx 5 nf — s n(x — 0y) + consty

[

ﬁ,)l

(9 27 0
[ I T 2 02 02 91 1 1 1
: 6 In - 9 + t-
1 ’ ($ 2> (9% (l' xr — 02) 92(1’ — 92) ('I 2) consts,

consty = consty — constsy.

Galiausiai gaunama stacionariojo tankio iSraiska:

)

N T ((201/65—1)1/63—61/62) 2
poly) = ( )

o?y?(0y — y)?
2 1 0, (1 1

4. Praktiné dalis

37—(92

Sioje dalyje praktiSkai nagrinéjamas 3 skyriuje suformuluotas uzdavinys. Praktis-
kai yra patikrinama ar veikia idéja, jog parametrus galime vertinti panaudojus teorine
stacionariojo tankio iSraiska ir proceso reik§miu histograma. Nagrinéjamuose pavyz-
dziuose naudojamos 3.1-3.3 skyriuose nagrinétos lygtys.

I8 pradziu lygtims yra pritaikomas vienas is (13), (14), aproksimacijos algoritmu.
Diskretizuotos lygties pagalba sugeneruojama atsitiktinio proceso trajektorija ir iS jos
yra sukonstruojama histograma. Toliau histograma aprasoma kreivé isvesta per stul-
peliu vidurio taskus, tuose paciuose taskuose yra artinama prie teorinio stacionariojo
tankio kreives. Kreiviy artumui vertinti naudojame tikslo funkcija.

Minimizuojame 1 priede aprasytu LUDE ir CG metodais (Contingent gradient me-
todo aprasyma galima surasti [6]). Patikrinti ar metodas i$ tikruju veikia panaudojame
tokia funcija: u = z+y?/(4x)+2%/y+2/2. Jos minimumas yrau = 4, kaiz = 05,y =z = 1
pritaikius LUDE algoritma L = 40 argumentai i§ intervalo (0, 100) po 100 iteraciju gau-
name tokius rezultatus « = 4.000000012, z = 0.5000172, y = 1.00003470, z = 1.000002346.

Taikant CG metoda gauname tokius rezultatus: © = 4.00000001, x = 0.5000035, y =
0.9999973, 2z = 0.9999966.

Suprogramuoti algoritmams bei atlikti skai¢iavimus buvo naudojamas SAS statisti-
kos paketas.

1 pavyzdys. Pirmiausia pradésime nuo 3.1 skyrelyje aprasytos CIR lygties. Panaudoje
lygtimi aprasoma aproksimacija ir paéme N = 100000 reik§miu, o histogramoje
n = 64 stulpeliu, gauname rezultatus pateiktus (1| lenteléje. Tikrosios reiksmés o = 0.5,
k =1, # = 3 (labai panasiis rezultatai gaunasi paémus N = 10000 ir n = 32). Kaip
matome tokiu batu vertinant parametrus gaunasi visai neblogi rezultatai. Taciau reikty
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1 lentele. CIR parametru vertinimas, gerai parinktas pradinis intervalas

Nr. Param. Tikrasis Ivertis Skirtumas SAP Metodas Tiksl. f-ja m.
1 k 1 0.857428  0.142572 0.142572 CG 3.593E—-05
o 0.5 0.476485  0.023515 0.04703
0 3 2.9836703 0.0163297 0.0054432
2 k 1 0.9416118 0.0583882 0.0583882 LUDE 3.59E-05
o 0.5 0.4992759 0.0007241 0.0014482
0 3 2.9835777 0.0164223 0.0054741

Tankiu palyginimas CIR

0.0?__ .......... .......... e e I e ..........

X(t)

+ + + Empirinis tankis Teorinis tankis
+ + + Ivertintas tankis

6 pav. Tankiai, 6 = 0.476, k = 0.942, 6 = 2.984, minimizuota CG metodu.

paminéti, jog Sie rezultatai gaunasi fiksavus gana tiksliai intervalg (intervalo ilgis apie
2), kuriame ieSkome parametru.

Jei intervalas yra parenkamas ne taip tiksliai, galime gauti rezultatus pateiktus 2
lenteléje. Cia taip pat pastebime, jog yra pagaunamas parametru k ir o2 santykis, bet ne
patys parametrai, Sia problema galima buvo pastebéti ir is formules. formule
aprasSomai kreivei brezti pakanka dvieju parametru, o mes bandome ivertinti tris. San-
tykis yra pagaunamas ir LUDE ir CG algoritmais, absoliuc¢ios parametru reikSmeés yra
skirtingos. grafikuose galima pastebéti, jog tankiai yra gana artimi, t.y. visai gerai
aproksimuojama, tad¢iau gauti parametrai visai ne tie. Palyginimui [9] ir [I1] paveiksluose
pateikta kaip elgiasi lygtys su blogai ivertintais parametrais.

Jei vieng i$ parametru fiksuojame pavyzdziui o gauname gana gerus rezultatus, ku-
rie pateikiami 3 lenteléje, o ju paieskai minimizavimo metoduose galima nurodyti gana
platu parametro intervala. Siuo atveju gauname gerai ivertintus ne tik stacionariojo
tankio, bet ir (13), (14), lygties parametrus (7r. 12-14 paveikslus). Minimizavimo
metodo pasirinkimas CIR lygéiai Siuo atveju labai didelés itakos neturi. Fiksuota para-
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Tankiu palyginimas CIR

X(t)

++ +
+ 4+ +

Empirinis tankis
Ivertintas tankis

Teorinis tankis

7 pav. Tankiai, 6 = 0.499, k = 0.857, 0 = 2.984, minimizuota LUDE metodu.

2 lentelé. CIR parametry vertinimas, minimizavimas placiame intervale

Nr. Param. Tikrasis Ivertis Skirtumas SAP Metodas Tiksl. f5ja m.
1 k 1 1.2102512 0.2102512  0.2102512 CG 0.000036

o 0.5 0.5660938 0.0660938 0.1321876

0 3 2983671 0.01632899 0.005442
2 k 1 6.3888252 5.3888252 5.3888252 LUDE 0.0000644

o 0.5 1.3095757 0.8095757 1.6191514

0 3 3.0073266 0.00732659 0.00244219

3 lentelé. CIR parametry vertinimas, fiksavus viena is$ parametru

Nr. Param. Tikrasis Ivertis Skirtumas SAP Metodas Tiksl. f-ja m.
1k 1 0.9441436 0.0558564 0.0558564 CG 0.000036

o 0.5 fiksuota 0 0

0 3 2.9836703 0.0163297 0.005443
2 k 1 1 0 0 LUDE 0.0000644

o 0.5 fiksuota 0 0

0 3 2.9790992 0.0209008 0.006966933

metra galime jvertinti kitais metodais, pavyzdziui didziausio tikétinumo ar maziausiu

kvadratuy sitlomais [4], [5] Saltiniuose.

Pries tai nagrinétuose pavyzdziuose buvo paimta gana daug proceso reikSmiuy ir his-

togramos stulpeliu. Dabar palyginimui pateiksime rezultatus su mazesnémis stebéjimu

imtimis su lygties reikSmiy N = 100, o histogramos n = 8. Vertiname visus tris para-

metrus nei vieno nefiksavus. Rezultatai 4 lenteléje ir 15, 16 grafikuose.
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9 pav. Lygtys, 6 = 1.31, k = 6.389, = 3.00, minimizuota LUDE metodu.

4 lentelé. CIR parametry vertinimas, N = 100

Nr. Param. Tikrasis Ivertis Skirtumas SAP Metodas Tiksl. f-ja m.
1 k 1 1.395783  0.395783 0.395783 CG 0.006477

o 0.5 0.7243144 0.2243144 0.4486288

0 3 2.8809054 0.1190946 0.0396982

Padidinus imti N = 1000, o n = 18 rezultatai pageréja. Rezultatai 5 lenteléje ir 17, 18
grafikuose.
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Tankiu palyginimas CIR

vor i e e e T T T 5

X(t)

+ t+ + Empirinis tankis Teorinis tankis
+ + + Ivertintas tankis

10 pav. Tankiai, 6 = 0.566, k = 1.210, § = 2.984, minimizuota CG metodu.

Tankiu palyginimas CIR

vor i T T T T T T :

X(t)

+ + + Empirinis tankis Teorinis tankis
+ + + Ivertintas tankis

11 pav. Tankiai, 6 = 1.31, k = 6.389, § = 3.00, minimizuota LUDE metodu.

5 lentelé. CIR parametru vertinimas, N = 1000

Nr. Param. Tikrasis Ivertis Skirtumas SAP Metodas Tiksl. f-ja m.
1 k 1 0.9960298 0.00397 0.00397 CG 0.00104213
o 0.5 0.6134528 0.1134528 0.2269056
0 3 3.029493 0.029493  0.009831

2 pavyzdys. Kitas nagringjamas pavyzdys yra Ferhiulsto lygtis. I ja ieina tik du para-
metrai, i$ (28) stacionariojo tankio matosi, jog galime ivertinti abu parametrus. Lygciai
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Tankiu palyginimas CIR

vor i e e e T T T 5

X(t)

+ t+ + Empirinis tankis Teorinis tankis
+ + + Ivertintas tankis

12 pav. Tankiai, & = 0.5, k = 0.944, § = 2.984, minimizuota CG metodu.

PLOT Tikrieji parametrai Su ivertintais parametrais

13 pav. Lygtys, 6 = 0.5, k = 1, § = 2.979, minimizuota LUDE metodu.

naudojame pacia paprasciausia (12) Eulerio aproksimacija. Lygtyje A = 1, 0 = 0.333. I$
lygties sugeneruojame N = 100000 reikSmiu ir sukonstruojame histograma is n = 64.
6 lentel¢je pirmas ir antras stebéjimai yra gauti minimizuojant siaurame intervale (in-
tervalo ilgis 1), o 3 ir 4 platesniame intervale (intervalo ilgis 2). Grafiskai rezultatai
pateikti 19-22 paveiksluose. IS ju matosi, kad nagrinégjamu metodu galima gana gerai

ivertinti parametrus.

3 pavyzdys. Aprasinéjant stacionariuosius tankius buvo gauta du dvivirsaniai tankiai:
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Tankiu palyginimas CIR

vor i e e e T T T 5

X(t)

+ t+ + Empirinis tankis Teorinis tankis
+ + + Ivertintas tankis

14 pav. Tankiai, 6 = 0.5, k = 1, 6 = 2.979, minimizuota LUDE metodu.

PLOT Tikrieji parametrai Su ivertintais parametrais

15 pav. Lygtys, 6 = 0.724, k = 1.396, § = 2.88, minimizuota CG metodu.

B tipo ir tankis skyriuje 3.3. Antrasis yra idomesnis tuo, kad tiksliai nezinome kiek pa-
rametru galima ivertinti (pirmu atveju gauname Beta tanki, kurio parametry skaicius
yra zinomas). Vertinant antraji tanki ir paémus N = 100 000 proceso reikSmiu, ir n = 64
histogramos reikSmiu (stulpeliu) gauti rezultatai pateikti 7 lentel¢je. Grafiskai tie pa-
tys rezultatai pateikti 23, 24 paveiksluose. Vertinant dvivirsani tanki pasidalytu metodu
gauti parametrai gerai aproksimuoja tiek tanki, tiek lygti.



Tankiu palyginimas CIR

0.35
0-30 -- ............. - ............. -. ..... s ....... .- ............. .-

0.25 7=

16 pav. Tankiai, 6 = 0.724, k = 1.396, 6 = 2.88, minimizuota CG metodu.
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17 pav. Lygtys, ¢ = 0.613, k = 0.996,0 = 3.029, minimizuota CG metodu.
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Tankiai, 6 = 0.613, k = 0.996, § = 3.029, minimizuota CG metodu.

Nr. Param. Tikrasis Ivertis Skirtumas SAP Metodas Tiksl. f-ja m.
1 A 1 1.0036841 0.0036841 0.0036841 CG 0.0000546
o 0.33 0.331714  0.0017148 0.00519
2 A 1 1.0014804 0.001480 0.001480 LUDE 0.0000566
o 0.33 0.33187 0.0018724 0.0056741
3 A 1 1.0036813 0.0036813 0.0036813 CG 0.0000547
o 0.33 0.33172 0.00172 0.005212
4 A 1 1.035641 0.0356417 0.035641 LUDE 0.0014367
o 0.33 0.41612 0.08612 0.260970
7 lentelé. CIR parametru vertinimas, N = 1000
Nr. Param. Tikrasis Ivertis Skirtumas SAP Metodas Tiksl. f-ja m.
1 o 0.8 0.7597948 0.0402052 0.0502565 CG 0.00002518
0 1 0.9277887 0.0722113 0.0722113
0 2 2.0293035 0.0293035 0.01465175
2 o 0.8 0.806572  0.00657256 0.0082157 LUDE  0.00006123
0, 1 0.974030  0.025969 0.0259699
0 2 2.009893 0.0098936 0.004946831
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19 pav. Lygtys, 6 = 0.3318, A = 1.0014, minimizuota LUDE metodu
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20 pav. Tankiai, 6 = 0.3318, A = 1.0014, minimizuota LUDE metodu
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21 pav. Lygtys, 6 = 0.41612, A = 1.035641, minimizuota LUDE metodu
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Tankiu palyginimas Ferhiulst lygciai

22 pav. Tankiai, 6 = 0.41612, A = 1.0356, minimizuota LUDE metodu
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23 pav. Tankiai, 6 = 0.8065, 0, = 0.974, 65 = 2.009, minimizuota LUDE metodu.

Sprendiniu palyginimas
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24 pav. Lygtys, 6 = 0.8065, 6, = 0.974, 65 = 2.009, minimizuota LUDE metodu.

30
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5. ISvados
Pabaigoje pateiksime keleta iSvadu apie nagrinéta metoda.

¢ Difuzini procesa aprasancios lygties ir stacionariojo proceso kreive apibiidinanciu
parametru skaicius yra nevienodas. Vertinant lygties parametrus ju galime iver-
tinti ne daugiau, nei reikia tankio kreivei nustatyti.

¢ Daznai sunku i$ tankio nustatyti kiek parametru galima vertinti. Tiksliai galima
nustatyti turint vieno i§ standartiniu tankiy iSraiska.

¢ Darbe pasiiilytu biidu parametrams vertinti svarbu yra pasirinkti tinkama mini-
mizavimo algoritma, bei tikslo funkcija.

¢ Patenkinamus rezultatus galima gauti ir ne su labai didelémis imtimis.
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1 Priedas

LUDE algoritmas

Praktikoje daugelyje sri¢iu, uzdaviniai formuluojami taip, jog tiesinio programavimo
irankiu nepakanka. Daznai prisireikia optimizuoti netiesine tikslo funkcija. Tikslo funk-
ciju biina pacdiu ivairiausiu, ta pat galima pasakyti ir apie optimizavimo metodus. Tac¢iau
kiekvienas metodas turi savu apribojimu, savu reikalavimu. Stai, kad ir gradientiniai
metodai — norint juos taikyti funkcija privalo tenkinti tolydumo, iSkilumo ir kt. salygas.
Efektyvaus optimizavimo metodo, kuris keltu kuo maziau reikalavimu suradimas yra
labai svarbus uzdavinys. Vis labiau populiaré¢ja stochastiniai paieskos algoritmai. Vie-
nas i§ ju yra LUDE (Line up evolutionary algorithm). Sio algoritmo privalumas, kad jo
pagalba iSvengiame daugelio problemu, kurios kyla naudojant nestochastinius paieskos
algoritmus. Galima butu iSvardinti tokius pagrindinius privalumus:

¢ Metodas gali buti taikomas netolydzZioms, nediferencijuojamoms, neiskiloms tikslo
funkcijoms.

¢ Nereikia skaiciuoty gradientu.
* Lengvai susidoroja su patekimo i lokaly minimuma problema.

Tacdiau kaip ir visi algoritmai turi savu trakumu. Pagrindinis trukumas, jog Sis optimi-

zavimo metodas sunkiai sprendzia uzdavinius su apribojimais.

Aprasymas

Sio algoritmo tikslas yra surasti globaly ekstremumo tagka, remiantis N kontroliniu
reikSmu ir i§ anksto pasirinkus tik kintamuju pagal kuriuos minimizuojame virsutini

ir apatini rézius. Minimizavimo uzduoti galima formuluoti taip:
min f(z). (32)

Pagal
reX={z|zeR" 2°<x <"}, (32)

¢ia f(z) yra uzduoties tikslo funkcija, o z'° ir 2'? yra kintamuju pagal kuriuos minimi-
zuojame apatinis ir virsutinis réziai.

Suformuluotos uzduoties minimizavimui, panaudojant LUDE algoritma, zingsniai
yra §ie:

1. Pasirenkama galutini iteraciju skaic¢iu mziter, o pirmoji iteracija prilyginama nu-

liui (iter = 0).

2. Sugeneruojama L sprendiniu z;, 7 = 1,..., L. Sprendiniai yra sugeneruojami atsi-
tiktinai, laikant, kad sprendiniai yra pasiskirste pagal tolyguji skirstini tarp vir-

Sutinio z"P ir apatinio z), rézio
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3. Vienetu padidinimas iteracijos numeris, iter = iter + 1.
4. Kiekvienam sprendiniui paskaic¢iuojama tikslo funkcijos reiksmeés f(z;),i =1,..., L.
5. Sprendiniai iSrikiuojami mazéjimo tvarka: x;, z,, z3, ..., 2, kur z; eina prie§ z;, jei
f(.ﬁl]z) > f(ﬂ?j), Z,j = 1, ceey L
6. Atliekama crossover keitimo operacija:
FOR i=1,...,L—1
Tinew = T; + r(xi11 — x;), kur r atsitiktinis dydis tarp 0 ir 1

if  f(Zinew) < f(zi41) then z; = &; new
END

7. Surikiuojami sprendiniai mazéjimo tvarka zq, o, 3, ...,z taip, kad x; eitu pries
Z; Jel f({L'1) > f(J]j), ,7=1,..., L.

8. Atliekama netolygaus keitimo operacija visiems sprendiniams
FOR i=1,...,L—1

L—i1+1
L

FOR j=1,...,N

Pmi =

Generuojame atsitiktini dydi r tolygiai pasiskirsciusi intervale (0, 1)
IF r < DPm,i
Generuojamas atsitiktinis dydis b igyjantis reikSmes 1 arba 0

ir atsitiktini dydi r tolygiai pasiskirsciusi intervale (0, 1)

IF b=0 THEN xi,new(j) — %(]) + (xup<]) o xi(j>)2672*iter/mxiter
] ] ; up( N\ | —2xiter /maiter
[F b=1 THEN &;pe(j) = 2i(j) — (2:(j) — 2 p(j))c_ie Zuiter /mait
END
END
IF f(xi,new) < f(xz) then Ti = Tjnew

END

9. Tikslo funkcijai priskiriama reik§mé gauta istacius geriausia sprendini ir iteraciju
skaicius padidinamas vienetu.

10. Jei iteraciju skaicius lygus maziter procediira baigiama priesingu atveju griztama
13 zingsni.

5 pastaba. Procediiroje 8 Zingsnyje ivedamas parametras d. Siam parametrui yra
priskiriama reik$me 1, jei optimizavimo uzdavinyje néra sprendiniu tarpusavio ap-

ribojimu.
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6 pastaba. Naudojamos procediiros privalumas, jog vieninteliai parametrai, ku-
riuos turi nurodyti vartotojas pradiniu sprendiniu aibé ir iteraciju skaicius.

2 Priedas

Cia pateikiamas SAS programos kodas, naudas paskai¢iavimas vienai i§ lygciu. Ki-
toms lygtims naudoto kodo nepateikiame, nes ten skiriasi tik tankio funkcijos ir pacios
lygtys.

/*Skaiciavimai CIR lygciai*/
options nodate pageno=1 linesize=80 pagesize=60;
data BrJ_pk;
temp = 0;
delta_t = 0.01;
do i =1 to 1000;

Z_t = rannor (19);

Z_t_2 = rannor (20);

Z_tt = Z_t + 1/sqrt(3) * Z_t_2;
output;

end;
drop temp delta_t 1i; run;
/*Generuojame procesa*/
proc iml;
use BrJ_pk;
read all var{Z_t} into br_j;
use BrJ_pk;
read all var{Z_tt} into br_jj;
total = nrow(br_j);
k = 1; sigma = 0.5; theta = 3;
param = j(3,2);
param[l,1]=k;
param[2,l]=sigma;
param[3,1l]=theta;
create parametrai from param;
append from param;
X=7j(total, 3) ;
X[1,1]1=0.1;/*Proceso pradzia*/
interval=100;/*intervalo ilgis 10000%*/
dt=interval/nrow (br_7j);
/*1. Cir lygtis*/
/*Eulerio aproksimacija*/
/*
do i=2 to total;
X[i,1]1=X[1i-1,1]+k* (theta-X[i-1,1])*dt+
sigma* ((X[1-1,1]1))##(0.5)*br_7J[i]*dt##(0.5);
end;
*/
/*Milsteino aproksimacija*/
do i=2 to total;



X[i,1]=X[1i-1,1]+(k* (theta-X[i-1,1])
—(sigma##2)/4)*dt+sigma* ((X[1-1,11))##(0.5)*br_J[i]*dt##(0.5)
+(sigma##2)/4*(br_Jj[i]1*dt##(0.5)) ##2;
end;
/* 3/2 aproksimacija*/
/* do i=2 to total;
X[1,11=X[i-1,1]+(k*(theta-X[i-1,1])-(sigma##2)/4)*dt
+sigma* (abs (X[1-1,1]))##(0.5) *br_j[i]*dt##(0.5)
+(sigma##2) /2% (br_j[i]*dt##(0.5)) ##2+ (k*sigma/2* (theta-X[1i-1,1])
-sigma##3/8)* (abs(X[1i-1,1]))##(-0.5)*dt*br_j[i]*dt##(0.5)
+(k*sigma* (abs(X[i-1,1]1))##(0.5)—-(k*sigma/2* (theta-X[i-1,1])
-sigma##3/8)* (abs(X[1i-1,1]))##(-0.5))*0.5*dt##(1.5) *br_jj[i];
end;
*/
create lygt_duom from X;
append from X;
quit; run; proc sort data=lygt_duom; by coll; run;
data lygt_duom_1;
set lygt_duom;
if coll<1l4 then x=coll; keep x;
drop coll col2 col3;
/*Gaminame proceso histograma*/
proc iml;
use lygt_duom_ 1;
read all var{x} 1into x_temp;
/*Duomenu histograma*/
x_min=x_temp[><,1];
X_max=x_temp[<>,1];
interval=x_max—-x_min;
dalys=50;
total=nrow (x_temp) ;
plotis=round(interval/dalys, .000001);/*vieno intervalo plotis*/
x_hist=j(dalys,2) ;/*Sukuriama matrica reiksmems saugoti*/
temp=x_temp[l,1];
j=1;
sustoti=x_temp[]j,1];
do i=1 to dalys;
x_hist[i,1l]=temp;
x_hist[i,2]=0;
do while (sustoti<(temp+plotis) & j<=total);
x_hist[i,2]=x_hist[i,2]+1;
j=3+1;
sustoti=x_templ[j,1];
end;
temp=temp+plotis;
end;
do i=1 to dalys;
x_hist[i,2]=x_hist[i,2]/total; end;
create mano_hist from x_hist;

append from x_hist; quit; run;
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proc capability data=lygt_duom_1 noprint;
var x ;
histogram x/OUTHISTOGRAM=histogram_duom_1;
run;
data mano_hist_1;
set histogram_duom_ 1;
x_kord=_MIDPT_; x_proc=_OBSPCT_/100;
keep x_kord x_proc;
drop _MIDPT_ _OBSPCT_ _VAR_;
proc gplot data=mano_hist_1;
plot (x_proc) *x_kord/ overlay; run;
/*Paskaiciuojame stacionaru tanki*/
proc iml;
use mano_hist_1;
read all into x_temp;
total=nrow (x_temp);/*Lygties parametrai*/
use parametrai;
read all into param;
X=7 (total,4);
k=param[l,1];
sigma=param[2,1];
theta=param([3,1];
k_1=0.66;
sigma_1l = 1.25;
theta_1 = 3.06;
plotis = x_temp[3,2]-x_temp[2,2];

/* _________________ */
do j=1 to total;
X[j,1] = = _temp[],1];
X[J,2] = x_temp[j,2];
X[3,3] = 1/ (sigma##2*x_temp[j,1]) *exp (2*k/sigma##2*
(theta*log(x_temp[j,1l])-x_temp[],1]1+1));
X[j,4] = 1/ (sigma_l##2*x_temp[]j,1])*exp(2*k_1/sigma_l##2*

(theta_l*log(x_temp[j,1])-x_templ[j,11+1));
end;
temp_1=X[+,2];
temp_2=X[+,3];
temp_3=X[+,4];
do k=1 to total;
X[k,2]=X[k,2]/temp_1;
X[k,3]1=X[k,3]/temp_2;
X[lk,4]1=X[k,4]/temp_3;
end;
create mano_hist_2 from X;
append from X;
quit; run;
/*Sulyginame stacionaru ir empirini tankius*/
proc gplot3d data=mano_hist_2;
plot (col2)*coll (col3)*coll (coléd)*coll; run;

data mano_hist_2;
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set mano_hist_2; if coll<0 then
coll=0.001;
/*Algoritmas LUDE*/
proc iml;
use mano_hist_2;
read all into x_temp;
total=nrow(x_temp) ;
X=7 (total, 8);
argument=round (ranuni (13) *100,1) ;
/*minimizuojama funkcija*/
start F_langeven(a) global (x_temp, total,X);
plotis = x_temp[3,1]-x_temp([2,1];
do k =1 to total;

X[(k,7] = 1/(al2]##2*x_temp[k,1])*exp(2*a[l]/a[2] ##2*

(a[3]*log(x_templk,1l])-x_templk,1]1+1));
end;
temp_11 = X[+,7];
do i =1 to total;

X[i,7] = X[1,7]/temp_11;
end;
do j = 1 to total;

X[3,8] = (x_temp[],2]-X[],7])##2;
end;

F_a_sigma = X[+,8];
return(F_a_sigma) ;

finish F_langeven;

/*Rusiavimo algoritmas*/
start rusiavimas (A,F) global(trr);
tarp=A| |F;
if trr=0 then do;
create tarp_1 from tarp;
append from tarp;
end;
else do;
call delete(work,tarp_1);
create tarp_1l from tarp;
append from tarp;
end;
close tarp_1;
if trr>0 then call delete(work, surusiuota);

sort tarp_l out=surusiuota by descending col4;

trr = 1;
finish;
A_min max = j(2,3);

)

A min max[1,1] = 0
A min_max[1l,2] =0
A_min_max[1,3] = 2
[2,1 2

[2,2 1

A_min_max

] =
] =

A_min_max
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A_min_max[2,3] = 4;
L = 80; /*1. pasirenkame L pradiniu reiksmiu*/
F = j(L+1,1);
A = j(L+1,3);
do i =1 to L+1 ;
A[i,1] = A_min max[1l,1] + ranuni(argument)*
(A_min _max[2,1]-A_min_max[1l,1];
A[i,2] = A_min_max[1,2] + ranuni(argument)*
(A _min_max[2,2]-A_min_max[1l,2]);
A[i,3] = A_min max[1l,3] + ranuni(argument)*

(A_min_max[2,3]-A min_max[1l,3]);

end;
maxiter = 100;
trr = 0;
do iter = 0 to maxiter;

if iter <> 0 then do;
use surusiuota;
read all var{coll col2 col3} into A;
end;
do j=1 to L+1;
F[j,1l]1=F_langeven(A[],]1);
end;
/*Surusiuojame pagal F mazejimo tvarka*/
run rusiavimas(A,F);
/*crossover operacija*/
use surusiuota;
read all var{coll col2 col3} into A;
A1l = 7j(1,3);
do i =1 to L;

A_1[11,1] = A[i,1] + ranuni(argument)*(A[i+1,1] - A[i,1]);
A_1[1,2] = A[i,2] + ranuni(argument)* (A[i+1l,2] - A[i,2]);
A_1[1,3] = A[i,3] + ranuni(argument)*(A[i+1,3] - A[i,3]);
if (F_langeven(A_1[1,]) < F_langeven(A[i,])) then
do;
Ali,1] = A_1[1,171;
A[i,2] = A_1[1,2];

end;
do j= 1 to L+1;
F [j,1] = F_langeven(A[j,1);
end;
run rusiavimas (A,F);
/*nonuniform mutation operacija*/
use surusiuota;
read all var{coll col2 col3} into A;
do i =1 to L+1l;
pm_i = (L-1i+41)/L;
do j = 1 to 3;/*kintamuju kaicius*/

r = ranuni (argument) ;



if (r < pm_i) then
do;
r = ranuni (argument);
B_1 = ranuni (argument) ;
A2 = 3(1,3);
if (B_1<0.5) then b=0; else b=1l;
if (b = 0) then A_2[1,3] = A[i,]j] + (A_min_max[2,3j]-A[i,]])*r/1
*exp (—-2*iter/maxiter);
if (b = 1) then A_2[1,3] = A[i,j] - (A[i,]j]-A_min_max[1l,3j])*r/1
*exp (—-2*iter/maxiter);
end;
end;
if (F_langeven(A_2[1,]) < F_langeven(A[i,])) then
do;
A[i,1] = A_2[1,11;
Ali,2] = A_2[1,2];
A[i,3] = A_2[1,31;
end;
end;
do j =1 to L+1;
F[j,1] = F_langeven(A[],]);
end;

run rusiavimas(A,F); /*Surusiuojame pagal F mazejimo tvarka*/

end;

use parametrai; read all into param_1;

use surusiuota; read all into param_2;

param_1[1,2] param_2[L+1,1]; param_1[2,2] = param_2[L+1,2];

param_1[3,2] = param 2[L+1,3]; print param 1; fnkc=param_2[L+1,4];
call delete(work,parametrai);
create parametrai from param 1;

append from param_1;

quit; run;

/*Paskaiciuojame stacionaru tanki*/ proc iml;

use mano_hist_1;

read all into x_temp;

total=nrow(x_temp) ;

use parametrai;

read all into param;

X=7 (total,4);
k=param[l,1]; sigma=param[2,l];theta=param([3,1];

k_l=param[l,2]; sigma_l=param[2,2];theta_l=param|[3,2];

plotis=x_temp[3,2]-x_templ2,2];

do j=1 to total;
X[j,1]=x_temp[],1];
X[j,2]=x_temp[],2];
X[3,31=1/(sigma##2*x_temp[],1]) *exp(2*k/sigma##2*
(theta*log(x_temp[j,1])-x_temp[]j,1]1+1));
X[j,4]=1/(sigma_1##2*x_temp[j,1]) *exp(2*k_1/sigma_1##2*

(theta_l1*log(x_temp[j,1])-x_temp[]j,1]1+1));



end;

temp_1=X[+,2];
temp_2=X[+,3];
temp_3=X[+,4];

do k=1 to total;
X[k,2]=X[k,2]/temp_1;
X[k,3]1=X[k,3]/temp_2;
X[k, 4]1=X[k,4]/temp_3;

end;

create mano_hist_3 from X;

append from X;

quit; run;

/*Sulyginame stacionaru ir empirini tankius*/ legend?2

frame cframe=ligr cborder=black position=center; axisl label=

none; title ’Tankiu palyginimas CIR’; proc gplot data=mano_hist_3;

plot (col2 col3 col4)*coll/ overlay

cframe = ligr
legend = legend2
grid

vaxis=axisl;

label coll='X(t)’; label col2='Empirinis tankis’;

label col3='Teorinis tankis’;

label col4='Ivertintas tankis’;
SYMBOL1 I=none C=Black V=plus;
SYMBOL2 I=join C=RED V=plus;

SYMBOL3 I=NONE C=GREEn V=plus;

run; /*Kitas minimizavimo budas*/

proc iml;
use mano_hist_2;
read all into x_temp;
total=nrow (x_temp) ;
X=7(total, 8);

start F_langeven(a) global (x_temp, total,X);

plotis=x_temp[3,1]-x_temp[2,1];

do k=1 to total;

X[k, 7]1=1/(al2]1##2) *exp(2*al[l]l/a[2] ##2* (1-x_temp[k,1]))*

x_temp[k,l]##(2*a[l

end;
temp_11=X[+,7];
do i=1 to total;

1/al2]1##2*a[3]1-1);

X[i,7]=X[1,7]/temp_11;

end;
y=J(total,1);
do j=1 to total;

X[j,8]=(x_temp[j,2]-X

end;
F_a_sigma=X[+,8];
return(F_a_sigma) ;

finish F_langeven;

[3,71)##2;
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con= {0.2 0.2 2,
2. 1. 4.};

a = {1. 1. 1l.};

tc = 3(1,12,.);

tc[6]=1l.e-11;

optn={0 2};

call NLPcg(rc,xr,"F_langeven",a,optn, con,tc) ;

quit; run;
/*Su gautais parametrais generuojame lygtis*/
proc iml;

use BrJ_pk;

read all var{Z_t} into br_j;

use BrJ_pk;

read all var{Z_tt} into br_jj;

total=nrow(br_3j);
use parametrai;

read all into param;

k=param[1,1];
sigma=param[2,1];
theta=param([3,1];
k_l=param[l,2];
sigma_l=param[2,2];
theta_l=paraml[3,2];

create parametrai from param;

append from param;

totall=total;

X=7j(totall,3) ;

X[1,11=0.01; /*Proceso pradzia*/
X[1,2]1=0.01;

interval=100;/*intervalo ilgis 10000*/
dt=interval/nrow (br_7j);

/*Milsteino aproksimacija*/

X[1,31=0;
do i=2 to totall;
X[1,11=X[i-1,1]+(k* (theta-X[i-1,1])—-(sigma##2)/4)*dt+
sigma* ((X[i-1,11))##(0.5)*br_Jli]l*dt##(0.5)+ (sigma##2)/4* (br_J[1i]1*dt##(0.5))##2;
X[1,2]=X[1i-1,2]+(k_1*(theta_1-X[1i-1,2])—-(sigma_l##2)/4)*dt+

sigma_1* ((X[1-1,2]))##(0.5)*br_J[i]*dt##(0.5)+ (sigma_1##2)/4* (br_Jj[i]*dt##(0.5))##2;
X[1i,3]=1i*dt;
end;
create lygt_duom_3 from X;
append from X;
quit; run;
legend2 frame cframe=ligr cborder=black
position=center; axisl label= none; title
"Sprendiniu palyginimasCIR’;
proc gplot data=lygt_duom_3; p
lot (coll col2 )*col3/ overlay



cframe ligr
legend = legend?2
grid
vaxis=axisl;
label col3='t’; label col2='Su ivertintais parametrais’; label
coll='Tikrieji parametrai’; SYMBOLl I=join C=RED V=none;
SYMBOL2 I=join C=GREEN V=none;

run;
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