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Abstract

We consider the estimation of unknown parameters in the drift and diffusion coef-
ficients of a one-dimension diffusion X when the observation is a discrete sample. For
the estimation we use stationary distribution function. Using numerical methods we
approximate SDE and realize the algorithm with computer.

Santrauka

Darbe yra nagrinëjama vienmaèiø homogeniniø difuziniø procesø parametrø, áei-
nanèiø á difuzijos ir poslinkio koeficientus, vertinimas. Vertinimui naudojama staciona-
riøjø tankiø iðraiðkos. Panaudojant skaitinius metodus lygtys yra modeliuojamos kom-
piuteriu, skaièiavimams naudojant SAS statistikos paketà.
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1. Ávadas

Norint paaiðkinti nagrinëjamo reiðkinio dinamikà daþnai yra patogu pasinaudoti
stochastiniø procesø teorija. Konstruojant statistiná proceso modelá, daþniausiai jis yra
kuriamas tolydus, o duomenys kuriems bandoma pritaikyti yra diskretûs. Taèiau bet ko-
kiu atveju, tam, kad modelis paaiðkintø modeliuojamà reiðkiná svarbiausias uþdavinys
yra ávertinti modelio parametrus.

Nors stochastinë analizë, kuri ir nagrinëja atsitiktiniais procesais paremtas diferen-
cialines ir integralines lygtis, nëra sena tikimybiø teorijos ðaka, taèiau darbø kaip áver-
tinti proceso parametrus ið diskreèiø duomenø yra gana daug. Vertinant parametrus
daþniausiai yra daroma prielaida, jog reiðkiná modeliuoja tam tikra stochastinë diferen-
cialinë lygtis (SDL) ir didþiauso tikëtinumo metodu, modifikuotu didþiausio tikëtinumo
metodu arba maþiausiø kvadratø metodais kaip, pavyzdþiui, straipsniuose [5], [4] arba
darbe [9] vertinami lygties parametrai.

Praktikoje nagrinëjant ávairius procesus modeliuotinus SDL pagalba, daþnai ádomi
ne konkreti SDL, apraðanti vienà stebëjimø imtá, bet nagrinëjamos sistemos statistiki-
nis elgesys. Todël pravartu vietoje atskirø proceso trajektorijø elgsenos nagrinëti tankio
funkcijas ir su tuo kartu kylantá parametrø vertinimo uþdaviná.

Ðiame darbe procesø apraðomø stochastinëmis diferencialinëmis lygtimis parametrø
vertinimui bus naudojami stacionarieji tankiai. Aiðku, ne visi procesai turi stacionàrøjá
tanká, todël èia apsiribojama homogeniniais, já turinèiais, difuziniais procesais. Taèiau
praktiðkai tai nëra labai didelis apribojimas, nes daþniausiai taikymuose ádomûs bûtent
tokie procesai, kuriø statistikinë elgsena ilgainiui stabilizuojasi, t.y. jø skirstiniai artëja
prie ribinio � stacionaraus skirstinio. Stebëdami tokio proceso trajektorijà, mes gali-
me visada nubraiþyti jo reikðmiø histogramà, kurià galima interpretuoti kaip proceso
stacionaraus tankio aproksimacijà. Daþnai pagal nagrinëjamà reiðkiná preliminariai þi-
nome, kokio pavidalo SDL galima bûtø já modeliuoti. Todël jos neþinomø parametrø ver-
tinimo metodo idëja gana paprasta: padarius prielaidà apie SDL pavidalà, paskaièiuoti
teorinio stacionariojo tankio iðraiðkà ir rasti SDL parametrus minimizuojant skirtumà
tarp reikðmiø gautø ið histogramos ir teorinio stacionariojo tankio tuose paèiuose tað-
kuose. Ðis metodas iðsiskiria tuo, kad parametrai vertinami ne tiesiogiai ið SDL, bet ið
jos stacionariojo tankio iðraiðkos.

Darbe paèioje pradþioje yra pateikiamas teorinis ávadas, pagrindþiantis vertinimo
metodà. Antroje dalyje apraðomas vertinimo metodas ir konkretiems pavyzdþiams pa-
teikiamos stacionariøjø tankiø iðraiðkos. Treèioje dalyje praktiðkai nagrinëjamas pa-
siûlyto parametrø vertinimo metodo veikimas. Vertinimo algoritmams modeliuoti nau-
dojamas SAS statistikos paketas.

Darbe nagrinëjamà vertinimo algoritmà savo magistriniame darbe nepriklausomai
modeliavo ir J. Jusel [10]. Jis nagrinëjo kitokias SDL bei naudojo kità programinæ áran-
gà.
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2. Teorinis ávadas

2.1. Homogeniniai difuziniai procesai

Darbe bus nagrinëjami difuziniai procesai.

1 apibrëþimas. Stochastinës diferencialinës lygties

Xt = x +

t∫
0

b(s, Xs) ds +

t∫
0

σ(s, Xs) dBs, t > 0, (1)

sprendinys X, kurio koeficientai σ ir b tenkina sprendinio egzistavimo ir vienaties sàly-
gas1 (þr. [1]) vadinamas difuziniu procesu. Lygtyje naudojamas procesas {Bt, t > 0} yra
vadinamas Brauno arba Vynerio procesu. Koeficientai σ ir b yra vadinami atitinkamai
difuzijos ir poslinkio koeficientais. Jei koeficientai σ ir b nepriklauso nuo t, tai proce-
sas yra vadinamas homogeniniu (laike) difuziniu procesu. Difuzinio proceso pavyzdys
pateiktas 1 paveiksle.

1 pav. Atsitiktinis procesas.

Þymëjimas Xx reiðkia, kad procesas prasideda taðke x. Pagal ðá paþymëjimà visa
sprendiniø ðeima uþraðoma {Xx, x ∈ R}.

1Lipðico (Rudolf Otto Sigismund Lipschitz) ir tiesinio augimo sàlygas.
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Difuzinio proceso termino kilmë yra aiðkinama tuo, kad ðie procesais yra geri ma-
tematiniai modeliai apraðantys dalelës elgsenà difuzijoje,2 kai chaotiðko judesio dëka
patenka ið vienos aplinkos á kità, bei daugelyje kitø su difuzija susijusiø fizikiniø proce-
sø. Tie patys procesai yra nagrinëjami ir determinuotø diferencialiniø lygèiø dalinëmis
iðvestinëmis pagalba, kurios gana gerai modeliuoja kiekybinæ jø elgsenà.

Difuziniø procesø panaudojimà galima atrasti ir kitose srityse. Tam tikrais atvejais
juos galima naudoti kaip ribinius atvejus arba tolydþius atitikmenis diskretiems mode-
liams. Kaip pavyzdys biologijoje tai gali bûti individø, turinèiø tam tikrà poþymá skai-
èiaus kitimas laiko bëgyje arba geno koncentracijos populiacijoje kitimas. Paskutiniu
metu ði teorija plaèiai taikoma finansuose.

Difuziniø procesø teorija yra glaudþiai susijusi su diferencialiniø lygèiø dalinëmis
iðvestinëmis teorija ir tas ryðys yra abipusis [8]. Ið vienos pusës rezultatus gautus di-
ferencialiniø lygèiø teorijoje galima pritaikyti difuziniams procesams ið kitos pusës di-
fuziniø procesø pagalba galima gauti rezultatus pritaikomus diferencialinëms lygtims.
Vienas ið difuziniø procesø pritaikymø diferencialinëms lygtims � artutiniø sprendiniø
radimas Monte Karlo metodu. Procesas modeliuojamas tam tikros stochastinës procedû-
ros pagalba ir funkcionalo reikðmë randama kaip vidurkis nuo daug kartø sugeneruotø
trajektorijø.

Labai svarbi difuziniø procesø teorijoje yra generatoriaus arba infinitezimalinio ope-
ratoriaus sàvoka.

2 apibrëþimas. Homogeninio difuzinio proceso X = {Xx} generatoriumi (infinitezima-

liniu operatoriumi) vadinamas operatorius A funkcijø f : R → R aibëje, apibrëþiamas
lygybe

Af(x) = lim
t↓0

Ef(Xx
t )− f(x)

t
, x ∈ R.

Generatoriaus apibrëþimo sritis � aibë DA visø funkcijø f : R → R, kurioms tokia (baig-
tinë) riba egzistuoja visiems x ∈ R.

Remiantis vien apibrëþimu surasti infinitezimaliná operatoriø gana sunku. Daug
lengvesnis bûdas jam rasti yra pasiûlomas 1 teoremoje.

1 teorema. Sakykime, X = {Xx} � homogeninis difuzinis procesas, apibrëþtas lygtimi

dXt = b(Xt) dt + σ(Xt) dBt. (2)

Jei funkcija f ∈ C2(R) turi aprëþtas pirmàjà ir antràjà iðvestines, tai f ∈ DA ir

Af(x) = b(x)f ′(x) +
1

2
σ2(x)f ′′(x), x ∈ R, (3)

Árodymà galima rasti [1] ðaltinyje.

2Difuzija - tai toks procesas, kai medþiagos molekulës skverbiasi ið didesnës koncentracijos vietø link
maþesnës koncentracijos, pagal koncentracijos gradientà, kol pasikirsto vienodai.
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2.2. Stacionarusis tankis

Prieð ávedant stacionariojo tankio sàvokà, dar reikalingos Markovo proceso bei per-
ëjimo tankio sàvokos.

3 apibrëþimas. Atsitiktinis procesas X vadinamas (realiuoju) Markovo procesu su per-
ëjimo tikimybe P (s, x, t, B), 0 6 s < t, x ∈ R, B ∈ R, jei beveik tikrai

P{Xt ∈ B | Xt1 , Xt2 , . . . , Xtk , Xs} = P (s, Xs, t, B)

su visais 0 6 s < t ir B ∈ R.

Kitaip tariant tai tokie procesai, kuriems ateitis ir praeitis, fiksavus dabartá yra
nepriklausomos, ar kitaip procesai, kuriø ateitis priklauso nuo praeities tik per dabartá.

4 apibrëþimas. Markovo proceso X perëjimo tankiu yra vadinama funkcija p(s, x, t, y),
0 < s < t, x, y ∈ R, jei sàlyginis tankis

pXt|Xt1 ,Xt2 ,...,Xtk
,Xs(y|x1, x2, . . . , xk, x) = p(s, x, t, y) := pXt|Xs(y|x) (4)

su visais 0 6 t1 < t2 < · · · < tk < s < t, x1, x2, . . . , xk, x, y ∈ R.

1 pastaba. Tuo atveju, kai yra þinomas perëjimo tankis p(s, x, t, y), ryðys su perëjimo
tikimybe yra P (s, Xs, t, B) =

∫
B

P (s, x, t, y) dy.

2 pastaba. Homogeninio difuzinio proceso atveju perëjimo tankis p(s, x, t, y) priklauso
tik nuo skirtumo t−s. Jis yra uþraðomas kaip funkcija p(t, x, y) := p(0, x, t, y) = p(s, x, s+

t, y).

5 apibrëþimas. Difuzinio proceso su perëjimo tankiu p(t, x, y), t > 0, x, y ∈ R, staciona-
riuoju tankiu vadinama tankio funkcija p0(y), y ∈ R

p0(y) =

∫
R

p(t, x, y)p0(x) dx, t > 0, y ∈ R. (5)

Jei atsitiktinis procesas yra apibrëþtas ne visoje realioje skaièiø tiesëje, o baigtiniame
intervale tuomet teisingas toks apibrëþimas.

6 apibrëþimas. Sakoma, kad difuzinis procesas X su perëjimo tankiu p = p(t, x, y) turi
stacionarøjá tanká p0 intervale (a, b), jei

b∫
a

p(t, x, y dy = 1, x ∈ (a, b), (6)

ir
p0(y) =

∫
R

p(t, x, y)p0(x) dx, t > 0, y ∈ (a, b).
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Difuzinio proceso stacionariojo tankio prasmæ galima bûtø paaiðkinti taip: jei pradi-
niu laiko momentu atsitiktinio proceso reikðmë X0 yra atsitiktinis dydis turintis tanká
p0, tai bet kuriuo kitu laiko momentu t > 0 proceso reikðmë Xt yra atsitiktinis dydis
turintis tà patá tanká p0. Be to, paëmus baigtiná reikðmiø rinkiná (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtk) jis
turës tà patá skirstiná kaip ir (Xt1+t, Xt2+t, . . . , Xtk+t) su visais t > 0. Procesai turintys
pastaràjà savybæ yra vadinami stacionariaisiais.3 Nagrinëjant difuzinius procesus ma-
tome, teisinga yra tai, kad jei difuzinio proceso pradinë reikðmë turi stacionarø tanká,
tai procesas yra stacionarus.

Nors stacionarieji procesai praktikoje ir yra plaèiai taikomi, taèiau sunku bûtø ti-
këtis, jog jie visà laikà prasidëtø nuo atsitiktinio dydþio turinèio stacionarø tanká. Bet
visgi jei nagrinëjamo proceso stacionarus tankis egzistuoja, tai jo tankis, laikui bëgant,
priartëja prie stacionaraus tankio. Tai gali bûti uþraðyta taip:

p(t, x, y) → p0(y), t →∞, x, y ∈ R, (7)

2.3. Ergodiðkumas

Proceso turinèio stacionarø tanká p0 polinká priartëti prie stacionaraus tankio dide-
liuose laiko intervaluose paaiðkina kita savybë � ergodiðkumas. Tai yra grynai stochas-
tinës sistemos savybë, priartëti prie ribinio pasiskirstymo, nepriklausomai nuo pradinës
reikðmës. Matematiniais uþraðais procesas yra ergodiðkas, jei su bet kuria maèiàja ap-
rëþta funkcija f : R → R,

lim
T→∞

1

T

T∫
0

f(Xx
t ) dt =

∫
R

f(y)p0(y) dy, T →∞.

Atkiru atveju, kuris yra naudojamas darbe

lim
T→∞

1

T

T∫
0

1{Xx
t ∈A} dt =

∫
R

p0(y) dy, T →∞. (8)

Pastarasis uþraðas reiðkia, kad vidutinë proceso Xx buvimo aibëje A trukmë artëja á ti-
kimybæ atsitiktiniam dydþiui turinèiam tanká p0 patekti á aibæ A. Ði savybë darbe panau-
dojama taip: vietoje to, kad generuoti keletà proceso trajektorijø ir þiûrëti jø suvidurkin-
tà elgesá, yra generuojama viena trajektorija paëmus pakankamai ilgà laiko intervalà.
Ilgo laiko intervalo parinkimas, bei pradiniø generuojamo proceso reikðmiø paðalini-
mas, su tikslu iðvengti blogo pradinio taðko parinkimo átakos, pagal teorijà leidþia gauti
stacionarø tanká.

2.4. Stacionaraus tankio radimas

2 teorema (Tiesioginë Kolmogorovo lygtis perëjimo tankiui). Tarkime, kad difuzinio

proceso {Xx} koeficientai b, σ ∈ C2(R), o jo perëjimo tankis p = p(t, x, y), t > 0, x, y ∈
3Ðis stacionarumo apibrëþimas pateikiamas kaip stacionarumas grieþtàja prasme.
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R, yra tolydus srityje (0, +∞) × R2 kartu su savo dalinëmis iðvestinëmis ∂p/∂t, ∂p/∂y,

∂2p/∂2y. Tada tankis p ðioje srityje tenkina lygtá

∂p(t, x, y)

∂t
= A∗

yp(t, x, y),

vadinamà tiesiogine Kolmogorovo arba Fokerio�Planko lygtimi.

Ðios teoremos árodymà galima surasti [1] ðaltinyje. Plaèiau Fokerio�Planko lygtis
nagrinëjama ðaltinyje [2].

Prieð pateikiant iðraiðkà homogeninio difuzinio proceso stacionariam tankiui skai-
èiuoti, reikia suformuluoti dar vienà tvirtinimà.

3 teorema. Sakykime, difuzinis procesasX su generatoriumiA ir perëjimo tankiu p(t, x, y)

turi stacionarøjá tanká p0 = p0(y) intervale (a, b). Tarkime, kad p ir p0 yra tolydþios funkci-

jos, turinèios tolydþiàsias dalines iðvestines ∂p/∂t, ∂p/∂y, ∂2p/∂2y ∂p0/∂y, ∂2p0/∂
2y. Tada

p0 intervale (a, b) tenkina tiesioginæ Kolmogorovo (Fokerio�Planko) lygtá.

A∗p0 = 0. (9)

Árodymas. Kadangi teisinga lygybë ∂Ef(Xx
t )/∂t = EAf(Xx

t ), tai perëjimo tankiui gali-
me uþraðyti:

∂

∂t

b∫
a

p(t, x, y)f(y) dy =

b∫
a

p(t, x, y)Af(y) dy, x ∈ (a, b).

Lygybë teisinga su visomis f ∈ C2
0(a, b). Padauginame abi lygybës puses ið p0(x) ir suin-

tegruojame pagal x ∈ (a, b)

∂

∂t

b∫
a

( b∫
a

p(t, x, y)p0(x) dx

)
f(y) dy =

b∫
a

( b∫
a

p(t, x, y)p0(x) dx

)
Af(y) dy,

arba

∂

∂t

b∫
a

p0(y)f(y) dy =

b∫
a

p0(y)Af(y) dy.

Kairë pusë lygi nuliui, o deðinëje gauname
∫ b

a
A∗p0(y)f(y) dy,

b∫
a

A∗p0(y)f(y) dy = 0

su visomis f ∈ C2
0(a, b). Todël A∗p0 ≡ 0 intervale (a, b).

4 teorema. Jei 3 teoremos sàlygomis σ(x) > 0, x ∈ (a, b), tai difuzinio proceso X stacio-

narusis tankis p0 turi pavidalà

p0(y) =
N

σ2(y)
exp

{
2

y∫
c

b(u)

σ2(u)
du

}
, y ∈ (a, b); (10)



9

èia c � bet koks taðkas ið intervalo (a, b), o

N :=

[ b∫
a

1

σ2(y)
exp

{
2

y∫
c

b(u)

σ2(u)
du

}
dy

](−1)

(11)

yra normuojanti konstanta, su kuria
∫ b

a
p0(y) dy = 1.

Árodymas. Suintegravæ Kolmogorovo lygtá stacionariajam tankiui gauname

−b(y)p0(y) +
1

2

(
σ2(y)p0(y)

)′
= const .

Paaiðkinimà kodël natûraliøjø kraðtø a ir b atveju deðinëje esanti konstanta turi bûti
lygi nuliui galima rasti [2] ðaltinyje. Paþymëkime q(y) := σ2(y)p0(y). Tada lygtis virsta
paprastai sprendþiama lygtimi

q′(y) =
2b(y)

σ2(y)
q(y)

su atsiskirianèiais kintamaisiais. Jos bendrasis sprendinys yra

q(y) = N exp

{
2

y∫
c

b(u)

σ2(u)
du

}
, y ∈ (a, b);

èia c bet koks fiksuotas intervalo (a, b) taðkas. Ið èia ásistatæ q gauname reikalingà sta-
cionariojo tankio p0 iðraiðkà.

3 pastaba. Kartais teoremoje gauta formulë yra vadinamaWrightÿo, nes bûtent jis 1938
metais jà pateikë.

4 pastaba. Kaip atrodo stacionarus tankis iðreikðtiniu pavidalu yra gauta 4 teoremoje,
bet gali kilti klausimas, kada galima bûti tikriems, jog toks tankis egzistuoja. Staciona-
riojo tankio egzistavimui pakanka tokiø sàlygø:

� (2) lygties koeficientas σ(Xt) > 0;

� (10) tankio iðraiðkos reikðmës apibrëþimo srities galuose turi bûti lygios nuliui
(begalinio intervalo atveju artëti prie nulio);

� (10) tankio iðraiðkoje integralas esantis po eksponente turi bûti baigtinis.

2.5. Stochastiniø diferencialiniø lygèiø skaitinis sprendimas

Stochastinëje analizëje, kaip ir daugelyje kitø matematikos ðakø, lygèiø skaitinio
sprendinio poreikis atsiranda, nes þingsnis po þingsnio visus skaièiavimus stengiamës
kompiuterizuoti. Bet tai yra ne vienintelë prieþastis � kita daug svaresnë prieþastis yra
tai, jog iðreikðtiniu pavidalu galime iðspræsti tik labai nedidelæ stochastiniø diferencia-
liniø lygèiø dalá. Stochastinæ lygtá galima uþraðyti dviem iðraiðkom (2), (1). Mes nagri-
nësime integralinæ jos iðraiðkà. Integralams taikysime paprastø integralø skaitiniam
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sprendimui tinkanèià teorijà tik su tam tikromis iðlygomis. Èia mes negalime nekreipti
dëmesio á integralà nuo Brauno judesio.

Taigi, pirmiausia pasirenkame baigtiná laiko intervalà [0, T ] ir já suskaidome á dis-
kreèius laiko momentus

0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tN = T

su þingsniu h = T/N . Toliau konstruojame diskretaus laiko atsitiktiná procesà Xh
kh, k =

0, 1, 2, . . . , N , kuris priklauso tik nuo Brauno judesio Bkh, k = 0, 1, 2, . . . , N , reikðmiø. Èia
kaip ir aproksimuojant nestochastiniø lygèiø sprendinius, jø artiniais, norime gauti kuo
artimesná sprendiná tikrajam, kai h = T/N → 0. Sprendinio artumui ávertinti naudosime
stipriàsias aproksimacijas.

7 apibrëþimas. Sakoma, kad {Xh} yra sprendinio X n-tos eilës stiprioji aproksimacija,
jei su visais t ∈ [0, T ]

E|Xh
t −Xt| = O(hn), h → 0,

t.y. egzistuoja tokia konstanta C su kuria E|Xh
t −Xt| 6 Chn.

Toliau svarbu panagrinëti {Xh} brëþimà. Diskretaus proceso trajektorijos modeliuo-
jamos kompiuterio pagalba. Ðio proceso, skirtingai nuo tikrojoX, trajektorijai didþiausià
átakà daro Brauno procesas. Mums reikia turëti reikðmes Bkh diskreèiais laiko momen-
tais kh, k = 1, 2, . . . , N . Já sugeneruoti galime keletu bûdø. Ið Brauno judesio apibrëþimo
þinoma, kad ∆Bi = Bt(i+1)h

− Btih ∼ N(0, h). Kompiuterio pagalba reikia sugeneruoti ne-
priklausomus atsitiktinius dydþius ξi ∼ N(0, 1), i ∈ N, o po to paimti ∆Bi = ξi

√
h. Bet èia

vël iðkyla klausimas, kaip sugeneruoti ξi? Tai padaryti galime keletu bûdø. Matemati-
niai paketai tokie kaip Maple, Mathematica, Matlab ir kt. leidþia ið karto sugeneruoti
normaløjá, kaip ir daugelá kitø, atsitiktiniø dydþiø. Pavyzdþiui Maple pakete normalu-
sis atsitiktinis dydis yra generuojamas komanda stat[random,normald[0,1]][1].
Darbe pagrinde naudojamas SAS statistinis paketas, èia normalus atsitiktinis dydis ge-
neruojamas komandos ranuni(seed) pagalba.

Kitas þingsnis yra integralo diskretizavimas. Èia pasinaudosime skaitiniø metodø
teorija, skirta spræsti nestochastinëms lygtims, o jei tiksliau Eulerio aproksimacijomis.

Taigi turime paprastà diferencialinæ lygtá

X ′
t = b(t,Xt), X0 = x, arba Xt = x +

t∫
0

b(s, Xs) ds, t ∈ [0, T ].

Suskaidæ intervalà [0, T ] á N daliø gauname taðkus tk = kT/N . Tuomet skaièiuojame ne
Xt visame intervale [0, T ], o Xtk intervalo skaidiniuose [tk, tk+1], kai k = 0, 1 . . . , N − 1,

Xtk+1
≈ Xtk +

tk+1∫
tk

b(s, Xs) ds = Xtk + b(tk, Xtk)h,

èia h = (tk+1 − tk). Atmetus paklaidas, kurios atsiranda taikant staèiakampiø metodà,
gauname paprasèiausià Eulerio aproksimacijà. Paprastosioms diferencialinëms lygtims
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ji yra pirmos eilës.
sup
t6T

|Xh
t −Xt| = O(h), h → 0.

2.5.1. Eulerio aproksimacija

Eulerio aproksimacijos analogas stochastinei diferencialinei lygèiai yra vadinamas
Eulerio�Murajamos. Naudosime (2) stochastinës lygties iðraiðkà . Aproksimacijà galima
apibrëþti lygybëmis

Xh
tk+1

= Xh
tk

+ b(tk, X
h
tk

)h + σ(tk, X
h
tk

)∆Bk, Xh
0 = x, ∆Bk = ∆Bh

k = Btk+1
−Btk , tk = kh.

Jei aproksimacijà pratæsime á visà intervalà [0, T ] gausime tokias iðraiðkas

Xh
t = Xh

tk
+ b(tk, X

h
tk

)(t− tk) + σ(tk, X
h
tk

)(Bt −Btk), Xh
0 = x, t ∈ [tk, tk+1]. (12)

Pritaikius Eulerio aproksimacijà stochastinei lygèiai, jei lygties koeficientai tenkina Lip-
ðico sàlygà ∣∣b(t, x)− b(s, y)

∣∣2 +
∣∣σ(t, x)− σ(s, y)

∣∣2 6 C
(
|t− s|+ |x− y|2

)
,

tai Eulerio aproksimacija yra 1/2 eilës. Darbe daugiausia ir bus naudojama bûtent ði ap-
roksimacija, nes norint jà pritaikyti funkcijoms nereikia tenkinti aukðtos eilës glodumo
reikalavimø. Be to, ji gana lengvai modeliuojasi kompiuteriu.

2.5.2. Milsteino aproksimacija

Pritaikius Ito�Teiloro formulæ SDE, ir á aproksimuotà lygtá paëmus dagiau nariø
galima gauti aukðtesnës eilës aproksimacijà, dar vadinama Milðteino aproksimacijà.
Milsteino aproksimacija bendras atvejis:

Xh
tk+1

= Xh
tk

+

(
b− 1

2
σσ′
)

(Xh
tk

)h + σ(Xh
tk

)∆Bk +
1

2
σσ′(Xh

tk
)∆B2

k. (13)

Ði aproksimacija geresnë uþ Eulerio, nes jos eilë yra 1. Á iðraiðkà áeinantis narys ∆B2
k

apsaugo nuo labai dideliø Brauno judesio ðuoliø, kurie gali labai iðkreipti aproksimacijà.

2.5.3. Stiprioji Teiloro 3/2 aproksimacija

Ito�Teiloro procedûroje paëmus dar daugiau nariø (þr. [1]) galima gauti dar tikslesnæ
3/2 aproksimacijà. Bendru atveju ji uþsiraðo taip:

Xh
tk+1

= Xh
tk

+

(
b− 1

2
σσ′
)

(Xh
tk

)h + σ(Xh
tk

)∆Bk +
1

2
σσ′(Xh

tk
)∆B2

k +

(
Aσ − 1

2
S2σ

)
∆Bkh

+ (Sb− Aσ)(Xh
tk

)∆Zk +
1

6
S2σ(Xh

tk
)∆B3

k + AbXh
tk

∆h2

2
. (14)

Èia Af = bf ′ + 1
2
σ2f ′′, o Sf = σf ′. Reikia atkreipti dëmesá, kad ðioje aproksimacijoje at-

siranda papildomas narys ∆Zt =
∫ tk+1

tk
(Bs−Btk) ds. Jo negalime iðreikðti Brauno judesio
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B reikðmëmis diskretizacijos taðkuose. Tai naujas atsitiktinis dydis pasiskirstæs pagal
normaløjá dësná ∆Zt ∼ N(0, 1

3
h3). Norint naudoti (14) aproksimacijà reikia generuoti

jau nebe vienà atsitiktiná dydá, bet porà (∆Bt, ∆Zt), kurie nëra nepriklausomi. Bet pa-
sirodo iðeitis yra paprasta � galima generuoti du nepriklausomus atsitiktinius dydþius
U1, U2 ∼ N(0, 1) ir pritaikius transformacijà

∆Bk = U1

√
h, ∆Zk =

1

2

(
U1 +

1√
3
U2

)
h3/2. (15)

gauti du koreliuotus atsitiktinius dydþius, kurie yra tinkami taikyti.
Jei ðià aproksimacijà taikyti vienai ið nagrinëjamø CIR lygèiø gausime tokià iðraið-

kà:

Xh
tk+1

= Xh
tk

+

(
k(θ −Xh

tk
)− σ2

4

)
h +

1

2
σ(Xh

tk
)1/2∆Bk +

σ2

2
(∆Bk)

2

+

(
k
σ

2
(θ −Xh

tk
)− σ3

8

)
(Xh

tk
)−1/2∆Bkh

+

(
kσ(Xh

tk
)1/2 −

(
k
σ

2
(θ −Xh

tk
)− σ3

8

)
(Xh

tk
)−1/2

)
∆Zt −

1

2
k(θ −Xh

tk
)
h2

2
. (16)

3. Nagrinëjamas uþdavinys

Ðiame darbe siekiama pasinaudoti stacionariøjø tankiø teorija vertinant SDL para-
metrus. Tais gana daþnais atvejais, kai atsitiktinis procesas turi stacionarø tanká, ið jo
galima gauti gana daug informacijos apie proceso tikimybinæ elgsenà. Visø pirma galima
daryti prielaidas apie proceso vidurká ir dispersijà. Taèiau pagrindinis tikslas yra iden-
tifikuoti procesà ir ávertinti proceso parametrus. Þinant ðià informacijà apie reiðkinio
modeliuojamo procesu elgesá galima pasakyti beveik viskà. Preliminariai identifikuoti
procesà galima bandant parinkti vienà ið difuzinio proceso tankiø gautø (10) formulës
pagalba. Be to, daþnai nagrinëjant procesà ið anksto yra þinoma kokio tipo lygtimis já
geriau modeliuoti. Pagrindinë problema yra paèiø lygties parametrø suradimas.

Darbe nagrinëjama parametrø vertinimo idëja gana paprasta: pasiëmus vienà ið
nagrinëjamo proceso X trajektorijø sukonstruoti proceso histogramà, po to þinant sta-
cionaraus tankio teorinæ iðraiðkà minimizuoti pagal teorinio stacionaraus tankio pa-
rametrus atstumà tarp histograma apraðomo tankio ir teorinio. Grafiðkai uþdavinys
pavaizduotas 2 paveiksle.

Uþduotá galima bûtø suskirstyti á tokius þingsnius:

� Gauti duomenis. Jie darbe gaunami pasirinkus difuziná procesà, lygtis diskreti-
zuojama ir aproksimuojama panaudojus vienà ið formuliø � (12), (13) arba (14).
Remiantis terorija iðdëstyta (2.3) skyrelyje generuojama tik viena trajektorija ir
su ja dirbama

� Pasirenkama funkcija apraðanti atstumà tarp tankiø. Darbe siekiam minimizuoti
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2 pav. Uþdavinys.

tokià funkcijà:
n∑

i=1

(
H(xi)− p0(xi)

)2 → min, (17)

èia n � histogramos stulpeliø skaièius, H(xi) it p0(xi) yra atitinkamai histogramos
ir teorinio stacionariojo tankio reikðmës. Ði funkcija yra panaði á naudojamà ma-
þiausiø kvadratø metode. Gal bût galima surasti ir geresnæ tikslo funkcijà.

� Panaudojus Lude [4] arba Contingent Gradient (CG) [6] metodà randamas tikslo
funkcijos minimumas pagal stacionariojo tankio p0 parametrus.

3.1. Lygtys su tiesiniu poslinkio koeficientu

Èia bus nagrinëjamos lygtys su tiesiniu difuzijos poslinkio koeficientu b(x) ir skirtin-
gais difuzijos koeficientais σ(x). Praktikoje σ(x) daþnai galima nustatyti þinant nagri-
nëjamo proceso Xt kitimo rëþius bei elgesá. Tarkime jei þinoma, jog proceso svyravimai
nepriklauso nuo Xt, tuomet σ(x) turi bûti konstanta. Taigi σ(x) = σ, kur σ maþa teigia-
ma konstanta, apibrëþianti vienà ið SDE tipø. Taèiau yra ir tokiø lygèiø, kur difuzijos
koeficientas priklauso nuo atsitiktinio proceso Xt reikðmiø. Kaip pavyzdþiui proceso,
modeliuojanèio akcijø kainas kintanèias diena ið dienos ,dispersija priklauso nuo proce-
so reikðmiø: kuo didesnës kainos tuo didesni svyravimai. Tokiems procesams difuzijos
koeficientas yra σ2(x) = σ2x. Taip gauname dar vienà SDE tipà. Dar vienà difuzijos
koeficiento tipà galima surasti lygtyse, kuriomis yra apraðoma vieðosios nuomonës tyri-
mai. Kaip pavyzdys dispersija dydþio apraðanèio asmenø proporcijà palaikanèiø ðalies
prezidentà yra proporcinga x(1 − x). Svyravimai yra patys didþiausi kai x yra artimas
50%. Tokiems dydþiams difuzijos koeficientas yra atitinkamai σ(x) = σ2x(1−x). Ðie trys
skirtingi atvejai yra ádomûs tuo kad skirtingai átakoja stacionariojo tankio elgesá.
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3 pav. N tipo tankio pavyzdys su skirtingais parametrais

3.1.1. N tipo lygtys

Pirmas ið paminëtø atvejø yra procesas su difuzijos koeficientu konstanta. Ðis atvejis
apraðomas tokia lygtimi:

dXt = k(θ −Xt) dt + σ dBt. (18)

Lygtyje σ > 0, k > 0, θ > 0. Pasinaudojæ (10) formule paskaièiuojame stacionarø tanká

p0(y) = N exp

{
2

y∫
θ

k(θ − x)

σ2
dx

}
= N exp

{
k(θ − y)2

σ2

}
, (19)

konstanta èia randama taip

N =

( ∞∫
−∞

exp

{
k(θ − y)2

σ2

}
dy

)−1

=

(√
πσ2

k

)−1

. (20)

Stacionarus tankis ðiuo atveju egzistuoja, nes σ(x) = σ > 0 stacionarus tankis yra
normaliojo atsitiktinio dydþio tankis x ∼ N(θ, σ2/2k). Tokios lygtys darbe bus vadina-
mos N tipo. Kaip elgiasi stacionarieji tankiai imant skirtingus parametrus pavaizduota
3 paveiksle. (18) lygtyje apraðomas procesas dar vadinamas su adityviuoju triukðmu.
Adityvusis triukðmas pasiþymi tuo, kad nekeièia stacionariojo proceso kokybinës elgse-
nos: jis gali pakeisti ekstremumo dydá, bet ne jo vietà ar ekstremumø skaièiø.

3.1.2. G tipo lygtys

Antrasis ið atvejø yra lygtis, kurios difuzijos koeficientas priklauso nuo proceso reikð-
miø

dXt = k(θ −Xt) dt +
√

σ2Xt dBt. (21)
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Lygtyje σ > 0, k > 0, θ > 0. Ði lygtis labiau þinoma kaip Cox�Ingersoll�Ross4 (CIR)
lygtis, daugiausiai taikoma finansø teorijoje palûkanø normoms modeliuoti. Taip pat
ðià lygtá galima sutikti nagrinëjant duomenø perdavimo internete TCP protokolu laikà
(þr. [3]). Metodus kaip vertinti ðios lygties parametrus maþiausiø kvadratø metodais
bei asimptotines savybes galima rasti [4] straipsnyje, didþiausio tikëtinumo ávertiniai
pateikiami [5]. Ðiame darbe parametrai vertinami ið stacionaraus tankio. Pasiremiant
(10) paskaièiuojame stacionarø tanká

p0(y) =
N

σ2y
exp

{
2

y∫
1

k(θ − x)

σ2x
dx

}

=
N

σ2y
exp

{
2

k

σ2
(θ ln x− x)

∣∣∣∣y
1

}
=

N

σ2y
exp

{
2k

σ2
(θ ln y − y + 1)

}
,

N =

( ∞∫
0

1

σ2y
exp

{
2k

σ2
(θ ln y − y + 1)

}
dy

)−1

=

(
e2k/σ2

σ2

∞∫
0

w2k/σ2−1e−w dw

)−1

=

(
e2k/σ2

σ2
Γ

(
2kθ

σ2

)(
2k

σ2

)−2kθ/σ2)−1

.

Atkeitæ kintamuosius ir ástatæ konstantà gauname

p0(y) =
1

Γ
(

2kθ
σ2

)(2ky

σ2

)2kθ/σ2−1

exp

{
−2ky

σ2

}
(22)

Gauname beveik atsitiktinio dydþio pasiskirsèiusio pagal Gamma dësná tanká. Ðis tankis
nuo Gamma skirstinio skiriasi tuo, kad yra padaugintas ið konstantos 2k

σ2 . Stacionaraus
tankio egzistavimo sàlygos suformuluotos 4 pastaboje yra iðpildytos. Gali kilti klausi-
mø dël σ(Xt) > 0 sàlygos, taèiau pagal modelá nagrinëjame tik realiuosius procesus, o
(22) poðaknyje X = max(Xt, 0). Darbe ðá tanká vadinsime G tipo. Lygtimi (22) apraðomas
procesas yra dar vadinamas procesu su multiplikatyviuoju triukðmu. Multiplikatyvu-
sis triukðmas pasiþymi tuo, kad gali ið esmës pakeisti stacionariojo tankio kokybinæ
elgsenà: ekstremumø pozicijà ir skaièiø. Kaip kinta stacionariojo tankio forma keièiant
parametrus galima pamatyti 4 paveiksle.

3.1.3. B tipo lygtys

Treèiojo pavidalo lygtis yra uþraðoma:

dXt = k(θ −Xt) dt +
√

σ2Xt(1−Xt) dBt. (23)
4Pavadinimà sudaro trijø mokslininkø, 1985 metais pasiûliusiø ðá modelá apraðyti palûkanø normoms,

pavardës.
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4 pav. G tipo tankio pavyzdys su skirtingais parametrais

Ðioje lygtyje σ > 0, k > 0, θ > 0, x ∈ [0, 1]. Vël pasinaudojant (10) konstruojame staciona-
rø tanká.

p0(y) =
N

σ2y(1− y)
exp

{
2

y∫
0.5

k(θ − x)

σ2x(1− x)
dx

}

=
N

σ2y(1− y)
exp

{
2k

σ2

(
θ ln

(
x

1− y

)
+ ln(1− y)

)
+ k ln 2

}
=

N1

σ2
y2kθ/σ2−1(1− y)2k(1−θ)/σ2−1, N1 = N2k. (24)

Rasime konstantà

N =

( 1∫
0

1

σ2
y2kθ/σ2−1(1− y)2k(1−θ)/σ2−1 dy

)−1

=

(
1

σ2

Γ
(

2kθ
σ2

)
Γ
(

2k(1−θ)
σ2

)
Γ
(

2k
σ2

) )−1

. (25)

Galutinë tankio iðraiðka

p0(y) =
Γ
(

2kθ
σ2

)
Γ
(

2k(1−θ)
σ2

)
Γ
(

2k
σ2

) y2kθ/σ2−1(1− y)2k(1−θ)/σ2−1. (26)

Ðis tankis ádomus tuo, kad keièiant lygties parametrus gali ágyti nuo 1 iki 2 virðûniø.
Paþvelgus á tankio iðraiðkà matome kad gavome tiksliai Beta skirstiná, o parametrams
uþdëti apribojimai atitinka apribojimus keliamus Beta skirstiniui, todël stacionarus
tankis egzistuoja. Darbe ðis tankis vadinamas B tipo. Kaip kinta stacionarusis tankis
keièiant parametrus pavaizduota 5 paveiksle.
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5 pav. B tipo tankio pavyzdys su skirtingais parametrais.

3.2. Ferhiulsto lygtis

Ávairiose mokslo ðakose gana svarbi yra Ferhiulsto lygtis, kuri yra logistinës stochas-
tinës diferencialinës lygties atskiras atvejis. Ið pradþiø ji buvo naudojama biologiniø po-
puliacijø modeliavimui vëliau paplito ir kitose srityse. Ferhiulsto lygtis uþsiraðo tokiu
pavidalu:

dX = (λXt −X2
t ) dt + σXt dBt,

kur Bt yra Brauno arba Vynerio procesas, o t interpretuojamas kaip laikas. Ðios lygties
sprendiná galima uþraðyti iðreikðtiniu pavidalu:

Xt =
1

Yt

=
X0e

(λ− 1
2
σ2)t+σBt

1 + X0

∫ t

0
e(λ− 1

2
σ2)s−σBs) ds

. (27)

Ið sprendinio iðraiðkos matosi, kad jei X0 > 0, tai Xt > 0 su visais. Nagrinëjant spren-
dinio elgesá yra ádomus trys atvejai: λ < σ2/2, λ = σ2/2, λ > σ2/2. Pirmu atveju ið
sprendinio iðraiðkos matosi, jei t → ∞, tai Xt → 0. Gausis, jog kraðtas taðke 0 yra pri-
traukiantysis ir procesas stacionariojo tankio neturi. Stacionariojo tankio galima tikëtis
tuo atveju kai, λ > σ2/2. Paskaièiuojame stacionariojo tankio iðraiðkà:

p0(x) =
N

σ2x2
exp

{
2

x∫
1

λu− u2

σ2u2
du

}

=
N

σ2x2
exp

{
2λ

σ2
ln u− 2

σ2
(x− 1)

}
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=
N

σ2x2
x2λ/σ2−2 exp{2/σ2} exp

{
− 2

σ2
x

}

=
N

σ2x2
x2λ/σ2−2 exp

{
− 2

σ2
x

}
. (28)

Funkcija p0 yra integruojam intervale (0, +∞), kai 2λ/σ2 − 2 > −1 arba kitaip, kai
σ2 < 2λ. Tuo atveju, kai σ2 = 2λ, turime triukðmo indukuotà virsmà ir procesas stacio-
nariojo tankio neturi. Stacionarusis tankis egzistuoja kai σ2 < 2λ ir neturi, kai σ2 > 2λ.
Panagrinëjus paèio stacionariojo tankio elgesá arti 0 gauname tokius rezultatus:

lim
x↓0

p0(x) =


+∞, kai σ2/2 < λ < σ2,

N = 2/λ, kai λ = σ2,

0, kai λ > σ2.

(29)

Matome, stacionariojo tankio iðraiðkos skiriasi priklausomai nuo to ar λ < σ2 < 2λ

ir σ2 < λ. Dar vienà ypatybæ arba stacionariojo tankio virsmà galima áþvelgti x = 0

aplinkoje. Iðskyrus du atvejus 2
3
λ < σ2 < λ ir σ2 < 2

3
λ gauname atitinkamai limx↓0 p′0x =

+∞ ir limx↓0 p′0x = 0

3.3. Lygtis su dvivirðûniu tankiu

Nagrinëjant stacionariuosius tankius ádomu paþiûrëti kaip siûlomas parametrø ver-
tinimo algoritmas elgiasi su dvivirðûniu sudëtingesniu tankiu. Tam tikslui nagrinësime
tokià lygtá:

dXt = (θ1 −Xt)
(
1−Xt(θ2 −Xt)

)
dt + σXt(θ2 −Xt) dBt, (30)

èia θ1 > 0, θ2 > 0, θ1 < θ2, σ > 0 Stacionarøjá tanká paskaièiuojame pagal (10) formulæ.

p0(y) =
N

σ2y2(θ2 − y)2
exp

{
2

y∫
c

(θ1 − x)(1− x(θ2 − x))

σ2x2(θ2 − x)2
dx

}
(31)

Suintegruojame reiðkiná po eksponente.

(θ1 − x)(1− x(θ2 − x))

σ2x2(θ2 − x)2
=

θ1 − x

σ2x2(θ2 − x)2
− θ1 − x

σ2x(θ2 − x)
,

I1 =

y∫
c

θ1

x2(θ2 − x)2
− 1

x(θ2 − x)2
dx

=
2θ1

θ3
2

ln

(
x

x− θ2

)
− θ1

θ2
2

(
1

x
+

1

x− θ2

)
−
(

1

θ2
2

ln

(
x

x− θ2

)
− 1

θ2(x− θ2)

)
+ const1

=
1

θ2
2

ln

(
x

x− θ2

) 2θ1
θ2

−1

− θ1

θ2
2

(
1

x
+

1

x− θ2

)
+

1

θ2(x− θ2)
+ const1
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I2 =

y∫
c

(θ1 − x)

x(θ2 − x)
dx =

θ1

θ2

ln

(
x

x− θ2

)
+ ln(x− θ2) + const2

I1 − I2 = ln

(
x

x− θ2

)(
2θ1
θ2

−1) 1

θ2
2
− θ1

θ2

− θ1

θ2
2

(
1

x
+

1

x− θ2

)
+

1

θ2(x− θ2)
− ln(x− θ2) + const3,

const3 = const1 − const2.

Galiausiai gaunama stacionariojo tankio iðraiðka:

p0(y) =
N

σ2y2(θ2 − y)2

(
x

x− θ2

)((2θ1/θ2−1)1/θ2
2−θ1/θ2) 2

σ2

(x− θ2)
−2/σ2

× exp

{
2

σ2

(
1

θ2(x− θ2)
− θ1

θ2
2

(
1

x
+

1

x− θ2

))}
. (32)

4. Praktinë dalis

Ðioje dalyje praktiðkai nagrinëjamas 3 skyriuje suformuluotas uþdavinys. Praktið-
kai yra patikrinama ar veikia idëja, jog parametrus galime vertinti panaudojus teorinæ
stacionariojo tankio iðraiðkà ir proceso reikðmiø histogramà. Nagrinëjamuose pavyz-
dþiuose naudojamos 3.1�3.3 skyriuose nagrinëtos lygtys.

Ið pradþiø lygtims yra pritaikomas vienas ið (13), (14), (12) aproksimacijos algoritmø.
Diskretizuotos lygties pagalba sugeneruojama atsitiktinio proceso trajektorija ir ið jos
yra sukonstruojama histograma. Toliau histograma apraðoma kreivë iðvesta per stul-
peliø vidurio taðkus, tuose paèiuose taðkuose yra artinama prie teorinio stacionariojo
tankio kreivës. Kreiviø artumui vertinti naudojame (17) tikslo funkcijà.

Minimizuojame 1 priede apraðytu LUDE ir CG metodais (Contingent gradient me-
todo apraðymà galima surasti [6]). Patikrinti ar metodas ið tikrøjø veikia panaudojame
tokià funcijà: u = x+y2/(4x)+z2/y+2/z. Jos minimumas yra u = 4, kai x = 0.5, y = z = 1

pritaikius LUDE algoritmà L = 40 argumentai ið intervalo (0, 100) po 100 iteracijø gau-
name tokius rezultatus u = 4.000000012, x = 0.5000172, y = 1.00003470, z = 1.000002346.

Taikant CG metodà gauname tokius rezultatus: u = 4.00000001, x = 0.5000035, y =

0.9999973, z = 0.9999966.
Suprogramuoti algoritmams bei atlikti skaièiavimus buvo naudojamas SAS statisti-

kos paketas.

1 pavyzdys. Pirmiausia pradësime nuo 3.1 skyrelyje apraðytos CIR lygties. Panaudojæ
(13) lygtimi apraðomà aproksimacijà ir paëmæ N = 100 000 reikðmiø, o histogramoje
n = 64 stulpeliø, gauname rezultatus pateiktus 1 lentelëje. Tikrosios reikðmës σ = 0.5,
k = 1, θ = 3 (labai panaðûs rezultatai gaunasi paëmus N = 10 000 ir n = 32). Kaip
matome tokiu bûtu vertinant parametrus gaunasi visai neblogi rezultatai. Taèiau reiktø
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1 lentelë. CIR parametrø vertinimas, gerai parinktas pradinis intervalas
Nr. Param. Tikrasis Ávertis Skirtumas SAP Metodas Tiksl. f-ja m.

1 k 1 0.857428 0.142572 0.142572 CG 3.593E−05
σ 0.5 0.476485 0.023515 0.04703
θ 3 2.9836703 0.0163297 0.0054432

2 k 1 0.9416118 0.0583882 0.0583882 LUDE 3.59E−05
σ 0.5 0.4992759 0.0007241 0.0014482
θ 3 2.9835777 0.0164223 0.0054741

6 pav. Tankiai, σ̂ = 0.476, k̂ = 0.942, θ̂ = 2.984, minimizuota CG metodu.

paminëti, jog ðie rezultatai gaunasi fiksavus gana tiksliai intervalà (intervalo ilgis apie
2), kuriame ieðkome parametrø.

Jei intervalas yra parenkamas ne taip tiksliai, galime gauti rezultatus pateiktus 2
lentelëje. Èia taip pat pastebime, jog yra pagaunamas parametrø k ir σ2 santykis, bet ne
patys parametrai, ðià problemà galima buvo pastebëti ir ið (22) formulës. (22) formule
apraðomai kreivei brëþti pakanka dviejø parametrø, o mes bandome ávertinti tris. San-
tykis yra pagaunamas ir LUDE ir CG algoritmais, absoliuèios parametrø reikðmës yra
skirtingos. 8, 10 grafikuose galima pastebëti, jog tankiai yra gana artimi, t.y. visai gerai
aproksimuojama, taèiau gauti parametrai visai ne tie. Palyginimui 9 ir 11 paveiksluose
pateikta kaip elgiasi lygtys su blogai ávertintais parametrais.

Jei vienà ið parametrø fiksuojame pavyzdþiui σ gauname gana gerus rezultatus, ku-
rie pateikiami 3 lentelëje, o jø paieðkai minimizavimo metoduose galima nurodyti gana
platø parametro intervalà. Ðiuo atveju gauname gerai ávertintus ne tik stacionariojo
tankio, bet ir (13), (14), (12) lygties parametrus (þr. 12�14 paveikslus). Minimizavimo
metodo pasirinkimas CIR lygèiai ðiuo atveju labai didelës átakos neturi. Fiksuotà para-
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7 pav. Tankiai, σ̂ = 0.499, k̂ = 0.857, θ̂ = 2.984, minimizuota LUDE metodu.

2 lentelë. CIR parametrø vertinimas, minimizavimas plaèiame intervale
Nr. Param. Tikrasis Ávertis Skirtumas SAP Metodas Tiksl. f-ja m.

1 k 1 1.2102512 0.2102512 0.2102512 CG 0.000036
σ 0.5 0.5660938 0.0660938 0.1321876
θ 3 2.983671 0.01632899 0.005442

2 k 1 6.3888252 5.3888252 5.3888252 LUDE 0.0000644
σ 0.5 1.3095757 0.8095757 1.6191514
θ 3 3.0073266 0.00732659 0.00244219

3 lentelë. CIR parametrø vertinimas, fiksavus vienà ið parametrø
Nr. Param. Tikrasis Ávertis Skirtumas SAP Metodas Tiksl. f-ja m.

1 k 1 0.9441436 0.0558564 0.0558564 CG 0.000036
σ 0.5 fiksuota 0 0
θ 3 2.9836703 0.0163297 0.005443

2 k 1 1 0 0 LUDE 0.0000644
σ 0.5 fiksuota 0 0
θ 3 2.9790992 0.0209008 0.006966933

metrà galime ávertinti kitais metodais, pavyzdþiui didþiausio tikëtinumo ar maþiausiø
kvadratø siûlomais [4], [5] ðaltiniuose.

Prieð tai nagrinëtuose pavyzdþiuose buvo paimta gana daug proceso reikðmiø ir his-
togramos stulpeliø. Dabar palyginimui pateiksime rezultatus su maþesnëmis stebëjimø
imtimis su lygties reikðmiø N = 100, o histogramos n = 8. Vertiname visus tris para-
metrus nei vieno nefiksavus. Rezultatai 4 lentelëje ir 15, 16 grafikuose.
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8 pav. Lygtys, σ̂ = 0.566, k̂ = 1.210, θ̂ = 2.984, minimizuota CG metodu.

9 pav. Lygtys, σ̂ = 1.31, k̂ = 6.389, θ̂ = 3.00, minimizuota LUDE metodu.

4 lentelë. CIR parametrø vertinimas, N = 100

Nr. Param. Tikrasis Ávertis Skirtumas SAP Metodas Tiksl. f-ja m.

1 k 1 1.395783 0.395783 0.395783 CG 0.006477
σ 0.5 0.7243144 0.2243144 0.4486288
θ 3 2.8809054 0.1190946 0.0396982

Padidinus imtá N = 1000, o n = 18 rezultatai pagerëja. Rezultatai 5 lentelëje ir 17, 18
grafikuose.
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10 pav. Tankiai, σ̂ = 0.566, k̂ = 1.210, θ̂ = 2.984, minimizuota CG metodu.

11 pav. Tankiai, σ̂ = 1.31, k̂ = 6.389, θ̂ = 3.00, minimizuota LUDE metodu.

5 lentelë. CIR parametrø vertinimas, N = 1000

Nr. Param. Tikrasis Ávertis Skirtumas SAP Metodas Tiksl. f-ja m.

1 k 1 0.9960298 0.00397 0.00397 CG 0.00104213
σ 0.5 0.6134528 0.1134528 0.2269056
θ 3 3.029493 0.029493 0.009831

2 pavyzdys. Kitas nagrinëjamas pavyzdys yra Ferhiulsto lygtis. Á jà áeina tik du para-
metrai, ið (28) stacionariojo tankio matosi, jog galime ávertinti abu parametrus. Lygèiai
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12 pav. Tankiai, σ̂ = 0.5, k̂ = 0.944, θ̂ = 2.984, minimizuota CG metodu.

13 pav. Lygtys, σ̂ = 0.5, k̂ = 1, θ̂ = 2.979, minimizuota LUDE metodu.

naudojame paèià paprasèiausià (12) Eulerio aproksimacijà. Lygtyje λ = 1, σ = 0.333. Ið
lygties sugeneruojame N = 100 000 reikðmiø ir sukonstruojame histogramà ið n = 64.
6 lentelëje pirmas ir antras stebëjimai yra gauti minimizuojant siaurame intervale (in-
tervalo ilgis 1), o 3 ir 4 platesniame intervale (intervalo ilgis 2). Grafiðkai rezultatai
pateikti 19�22 paveiksluose. Ið jø matosi, kad nagrinëjamu metodu galima gana gerai
ávertinti parametrus.

3 pavyzdys. Apraðinëjant stacionariuosius tankius buvo gauta du dvivirðûniai tankiai:
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14 pav. Tankiai, σ̂ = 0.5, k̂ = 1, θ̂ = 2.979, minimizuota LUDE metodu.

15 pav. Lygtys, σ̂ = 0.724, k̂ = 1.396, θ̂ = 2.88, minimizuota CG metodu.

B tipo ir tankis skyriuje 3.3. Antrasis yra ádomesnis tuo, kad tiksliai neþinome kiek pa-
rametrø galima ávertinti (pirmu atveju gauname Beta tanká, kurio parametrø skaièius
yra þinomas). Vertinant antràjá tanká ir paëmus N = 100 000 proceso reikðmiø, ir n = 64

histogramos reikðmiø (stulpeliø) gauti rezultatai pateikti 7 lentelëje. Grafiðkai tie pa-
tys rezultatai pateikti 23, 24 paveiksluose. Vertinant dvivirðûná tanká pasiûlytu metodu
gauti parametrai gerai aproksimuoja tiek tanká, tiek lygtá.
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16 pav. Tankiai, σ̂ = 0.724, k̂ = 1.396, θ̂ = 2.88, minimizuota CG metodu.

17 pav. Lygtys, σ̂ = 0.613, k̂ = 0.996,θ̂ = 3.029, minimizuota CG metodu.
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18 pav. Tankiai, σ̂ = 0.613, k̂ = 0.996, θ̂ = 3.029, minimizuota CG metodu.

6 lentelë. Ferhiulst parametrø vertinimas, N = 100000

Nr. Param. Tikrasis Ávertis Skirtumas SAP Metodas Tiksl. f-ja m.

1 λ 1 1.0036841 0.0036841 0.0036841 CG 0.0000546
σ 0.33 0.331714 0.0017148 0.00519

2 λ 1 1.0014804 0.001480 0.001480 LUDE 0.0000566
σ 0.33 0.33187 0.0018724 0.0056741

3 λ 1 1.0036813 0.0036813 0.0036813 CG 0.0000547
σ 0.33 0.33172 0.00172 0.005212

4 λ 1 1.035641 0.0356417 0.035641 LUDE 0.0014367
σ 0.33 0.41612 0.08612 0.260970

7 lentelë. CIR parametrø vertinimas, N = 1000

Nr. Param. Tikrasis Ávertis Skirtumas SAP Metodas Tiksl. f-ja m.

1 σ 0.8 0.7597948 0.0402052 0.0502565 CG 0.00002518
θ1 1 0.9277887 0.0722113 0.0722113
θ2 2 2.0293035 0.0293035 0.01465175

2 σ 0.8 0.806572 0.00657256 0.0082157 LUDE 0.00006123
θ1 1 0.974030 0.025969 0.0259699
θ2 2 2.009893 0.0098936 0.004946831
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19 pav. Lygtys, σ̂ = 0.3318, λ̂ = 1.0014, minimizuota LUDE metodu

20 pav. Tankiai, σ̂ = 0.3318, λ̂ = 1.0014, minimizuota LUDE metodu
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21 pav. Lygtys, σ̂ = 0.41612, λ̂ = 1.035641, minimizuota LUDE metodu

22 pav. Tankiai, σ̂ = 0.41612, λ̂ = 1.0356, minimizuota LUDE metodu
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23 pav. Tankiai, σ̂ = 0.8065, θ̂1 = 0.974, θ̂2 = 2.009, minimizuota LUDE metodu.

24 pav. Lygtys, σ̂ = 0.8065, θ̂1 = 0.974, θ̂2 = 2.009, minimizuota LUDE metodu.
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5. Iðvados

Pabaigoje pateiksime keletà iðvadø apie nagrinëtà metodà.

� Difuziná procesà apraðanèios lygties ir stacionariojo proceso kreivæ apibûdinanèiø
parametrø skaièius yra nevienodas. Vertinant lygties parametrus jø galime áver-
tinti ne daugiau, nei reikia tankio kreivei nustatyti.

� Daþnai sunku ið tankio nustatyti kiek parametrø galima vertinti. Tiksliai galima
nustatyti turint vieno ið standartiniø tankiø iðraiðkà.

� Darbe pasiûlytu bûdu parametrams vertinti svarbu yra pasirinkti tinkamà mini-
mizavimo algoritmà, bei tikslo funkcijà.

� Patenkinamus rezultatus galima gauti ir ne su labai didelëmis imtimis.
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1 Priedas

LUDE algoritmas

Praktikoje daugelyje srièiø, uþdaviniai formuluojami taip, jog tiesinio programavimo
árankiø nepakanka. Daþnai prisireikia optimizuoti netiesinæ tikslo funkcijà. Tikslo funk-
cijø bûna paèiø ávairiausiø, tà pat galima pasakyti ir apie optimizavimo metodus. Taèiau
kiekvienas metodas turi savø apribojimø, savø reikalavimø. Ðtai, kad ir gradientiniai
metodai � norint juos taikyti funkcija privalo tenkinti tolydumo, iðkilumo ir kt. sàlygas.
Efektyvaus optimizavimo metodo, kuris keltø kuo maþiau reikalavimø suradimas yra
labai svarbus uþdavinys. Vis labiau populiarëja stochastiniai paieðkos algoritmai. Vie-
nas ið jø yra LUDE (Line up evolutionary algorithm). Ðio algoritmo privalumas, kad jo
pagalba iðvengiame daugelio problemø, kurios kyla naudojant nestochastinius paieðkos
algoritmus. Galima bûtø iðvardinti tokius pagrindinius privalumus:

� Metodas gali bûti taikomas netolydþioms, nediferencijuojamoms, neiðkiloms tikslo
funkcijoms.

� Nereikia skaièiuotø gradientø.

� Lengvai susidoroja su patekimo á lokalø minimumà problema.

Taèiau kaip ir visi algoritmai turi savø trûkumø. Pagrindinis trûkumas, jog ðis optimi-
zavimo metodas sunkiai sprendþia uþdavinius su apribojimais.

Apraðymas

Ðio algoritmo tikslas yra surasti globalø ekstremumo taðkà, remiantis N kontroliniø
reikðmø ir ið anksto pasirinkus tik kintamøjø pagal kuriuos minimizuojame virðutiná
ir apatiná rëþius. Minimizavimo uþduotá galima formuluoti taip:

min
x

f(x). (32)

Pagal
x ∈ X = {x | x ∈ Rn, xlo 6 x 6 xup}, (32)

èia f(x) yra uþduoties tikslo funkcija, o xlo ir xup yra kintamøjø pagal kuriuos minimi-
zuojame apatinis ir virðutinis rëþiai.

Suformuluotos uþduoties minimizavimui, panaudojant LUDE algoritmà, þingsniai
yra ðie:

1. Pasirenkama galutiná iteracijø skaièiø mxiter , o pirmoji iteracija prilyginama nu-
liui (iter = 0).

2. Sugeneruojama L sprendiniø xi, i = 1, . . . , L. Sprendiniai yra sugeneruojami atsi-
tiktinai, laikant, kad sprendiniai yra pasiskirstæ pagal tolygøjá skirstiná tarp vir-
ðutinio xup ir apatinio xlo rëþio
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3. Vienetu padidinimas iteracijos numeris, iter = iter + 1.

4. Kiekvienam sprendiniui paskaièiuojama tikslo funkcijos reikðmës f(xi), i = 1, . . . , L.

5. Sprendiniai iðrikiuojami maþëjimo tvarka: x1, x2, x3, . . . , xL, kur xi eina prieð xj, jei
f(xi) > f(xj), i, j = 1, . . . , L

6. Atliekama crossover keitimo operacija:

FOR i = 1, . . . , L− 1

xi,new = xi + r(xi+1 − xi),kur r atsitiktinis dydis tarp 0 ir 1

if f(xi,new) < f(xi+1) then xi = xi,new

END

7. Surikiuojami sprendiniai maþëjimo tvarka x1, x2, x3, . . . , xL taip, kad xi eitø prieð
xj jei f(xi) > f(xj), i, j = 1, . . . , L.

8. Atliekama netolygaus keitimo operacija visiems sprendiniams

FOR i = 1, . . . , L− 1

pm,i =
L− i + 1

L

FOR j = 1, . . . , N

Generuojame atsitiktiná dydá r tolygiai pasiskirsèiusá intervale (0, 1)

IF r < pm,i

Generuojamas atsitiktinis dydis b ágyjantis reikðmes 1 arba 0

ir atsitiktiná dydá r tolygiai pasiskirsèiusá intervale (0, 1)

IF b = 0 THEN xi,new(j) = xi(j) +
(
xup(j)− xi(j)

)r
d
e−2∗iter/mxiter

IF b = 1 THEN xi,new(j) = xi(j)−
(
xi(j)− xup(j)

)r
d
e−2∗iter/mxiter

END

END

IF f(xi,new) < f(xi) then xi = xi,new

END

9. Tikslo funkcijai priskiriama reikðmë gauta ástaèius geriausià sprendiná ir iteracijø
skaièius padidinamas vienetu.

10. Jei iteracijø skaièius lygus maxiter procedûra baigiama prieðingu atveju gráþtama
á 3 þingsná.

5 pastaba. Procedûroje 8 þingsnyje ávedamas parametras d. Ðiam parametrui yra
priskiriama reikðmë 1, jei optimizavimo uþdavinyje nëra sprendiniø tarpusavio ap-
ribojimø.
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6 pastaba. Naudojamos procedûros privalumas, jog vieninteliai parametrai, ku-
riuos turi nurodyti vartotojas pradiniø sprendiniø aibë ir iteracijø skaièius.

2 Priedas
Èia pateikiamas SAS programos kodas, naudas paskaièiavimas vienai ið lygèiø. Ki-

toms lygtims naudoto kodo nepateikiame, nes ten skiriasi tik tankio funkcijos ir paèios
lygtys.

/*Skaiciavimai CIR lygciai*/

options nodate pageno=1 linesize=80 pagesize=60;

data BrJ_pk;

temp = 0;

delta_t = 0.01;

do i = 1 to 1000;

Z_t = rannor(19);

Z_t_2 = rannor(20);

Z_tt = Z_t + 1/sqrt(3) * Z_t_2;

output;

end;

drop temp delta_t i; run;

/*Generuojame procesa*/

proc iml;

use BrJ_pk;

read all var{Z_t} into br_j;

use BrJ_pk;

read all var{Z_tt} into br_jj;

total = nrow(br_j);

k = 1; sigma = 0.5; theta = 3;

param = j(3,2);

param[1,1]=k;

param[2,1]=sigma;

param[3,1]=theta;

create parametrai from param;

append from param;

X=j(total,3) ;

X[1,1]=0.1;/*Proceso pradzia*/

interval=100;/*intervalo ilgis 10000*/

dt=interval/nrow(br_j);

/*1. Cir lygtis*/

/*Eulerio aproksimacija*/

/*

do i=2 to total;

X[i,1]=X[i-1,1]+k*(theta-X[i-1,1])*dt+

sigma*((X[i-1,1]))##(0.5)*br_j[i]*dt##(0.5);

end;

*/

/*Milsteino aproksimacija*/

do i=2 to total;
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X[i,1]=X[i-1,1]+(k*(theta-X[i-1,1])

-(sigma##2)/4)*dt+sigma*((X[i-1,1]))##(0.5)*br_j[i]*dt##(0.5)

+(sigma##2)/4*(br_j[i]*dt##(0.5))##2;

end;

/* 3/2 aproksimacija*/

/* do i=2 to total;

X[i,1]=X[i-1,1]+(k*(theta-X[i-1,1])-(sigma##2)/4)*dt

+sigma*(abs(X[i-1,1]))##(0.5)*br_j[i]*dt##(0.5)

+(sigma##2)/2*(br_j[i]*dt##(0.5))##2+(k*sigma/2*(theta-X[i-1,1])

-sigma##3/8)*(abs(X[i-1,1]))##(-0.5)*dt*br_j[i]*dt##(0.5)

+(k*sigma*(abs(X[i-1,1]))##(0.5)-(k*sigma/2*(theta-X[i-1,1])

-sigma##3/8)*(abs(X[i-1,1]))##(-0.5))*0.5*dt##(1.5)*br_jj[i];

end;

*/

create lygt_duom from X;

append from X;

quit; run; proc sort data=lygt_duom; by col1; run;

data lygt_duom_1;

set lygt_duom;

if col1<14 then x=col1; keep x;

drop col1 col2 col3;

/*Gaminame proceso histograma*/

proc iml;

use lygt_duom_1;

read all var{x} into x_temp;

/*Duomenu histograma*/

x_min=x_temp[><,1];

x_max=x_temp[<>,1];

interval=x_max-x_min;

dalys=50;

total=nrow(x_temp);

plotis=round(interval/dalys,.000001);/*vieno intervalo plotis*/

x_hist=j(dalys,2) ;/*Sukuriama matrica reiksmems saugoti*/

temp=x_temp[1,1];

j=1;

sustoti=x_temp[j,1];

do i=1 to dalys;

x_hist[i,1]=temp;

x_hist[i,2]=0;

do while (sustoti<(temp+plotis) & j<=total);

x_hist[i,2]=x_hist[i,2]+1;

j=j+1;

sustoti=x_temp[j,1];

end;

temp=temp+plotis;

end;

do i=1 to dalys;

x_hist[i,2]=x_hist[i,2]/total; end;

create mano_hist from x_hist;

append from x_hist; quit; run;
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proc capability data=lygt_duom_1 noprint;

var x ;

histogram x/OUTHISTOGRAM=histogram_duom_1;

run;

data mano_hist_1;

set histogram_duom_1;

x_kord=_MIDPT_; x_proc=_OBSPCT_/100;

keep x_kord x_proc;

drop _MIDPT_ _OBSPCT_ _VAR_;

proc gplot data=mano_hist_1;

plot (x_proc)*x_kord/ overlay; run;

/*Paskaiciuojame stacionaru tanki*/

proc iml;

use mano_hist_1;

read all into x_temp;

total=nrow(x_temp);/*Lygties parametrai*/

use parametrai;

read all into param;

X=j(total,4);

k=param[1,1];

sigma=param[2,1];

theta=param[3,1];

k_1=0.66;

sigma_1 = 1.25;

theta_1 = 3.06;

plotis = x_temp[3,2]-x_temp[2,2];

/*-----------------*/

do j=1 to total;

X[j,1] = x_temp[j,1];

X[j,2] = x_temp[j,2];

X[j,3] = 1/(sigma##2*x_temp[j,1])*exp(2*k/sigma##2*

(theta*log(x_temp[j,1])-x_temp[j,1]+1));

X[j,4] = 1/(sigma_1##2*x_temp[j,1])*exp(2*k_1/sigma_1##2*

(theta_1*log(x_temp[j,1])-x_temp[j,1]+1));

end;

temp_1=X[+,2];

temp_2=X[+,3];

temp_3=X[+,4];

do k=1 to total;

X[k,2]=X[k,2]/temp_1;

X[k,3]=X[k,3]/temp_2;

X[k,4]=X[k,4]/temp_3;

end;

create mano_hist_2 from X;

append from X;

quit; run;

/*Sulyginame stacionaru ir empirini tankius*/

proc gplot3d data=mano_hist_2;

plot (col2)*col1 (col3)*col1 (col4)*col1; run;

data mano_hist_2;
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set mano_hist_2; if col1<0 then

col1=0.001;

/*Algoritmas LUDE*/

proc iml;

use mano_hist_2;

read all into x_temp;

total=nrow(x_temp);

X=j(total,8);

argument=round(ranuni(13)*100,1);

/*minimizuojama funkcija*/

start F_langeven(a) global(x_temp,total,X);

plotis = x_temp[3,1]-x_temp[2,1];

do k = 1 to total;

X[k,7] = 1/(a[2]##2*x_temp[k,1])*exp(2*a[1]/a[2]##2*

(a[3]*log(x_temp[k,1])-x_temp[k,1]+1));

end;

temp_11 = X[+,7];

do i = 1 to total;

X[i,7] = X[i,7]/temp_11;

end;

do j = 1 to total;

X[j,8] = (x_temp[j,2]-X[j,7])##2;

end;

F_a_sigma = X[+,8];

return(F_a_sigma);

finish F_langeven;

/*Rusiavimo algoritmas*/

start rusiavimas(A,F) global(trr);

tarp=A||F;

if trr=0 then do;

create tarp_1 from tarp;

append from tarp;

end;

else do;

call delete(work,tarp_1);

create tarp_1 from tarp;

append from tarp;

end;

close tarp_1;

if trr>0 then call delete(work,surusiuota);

sort tarp_1 out=surusiuota by descending col4;

trr = 1;

finish;

A_min_max = j(2,3);

A_min_max[1,1] = 0.2;

A_min_max[1,2] = 0.2;

A_min_max[1,3] = 2;

A_min_max[2,1] = 2;

A_min_max[2,2] = 1;
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A_min_max[2,3] = 4;

L = 80; /*1. pasirenkame L pradiniu reiksmiu*/

F = j(L+1,1);

A = j(L+1,3);

do i = 1 to L+1 ;

A[i,1] = A_min_max[1,1] + ranuni(argument)*

( A_min_max[2,1]-A_min_max[1,1];

A[i,2] = A_min_max[1,2] + ranuni(argument)*

( A_min_max[2,2]-A_min_max[1,2]);

A[i,3] = A_min_max[1,3] + ranuni(argument)*

( A_min_max[2,3]-A_min_max[1,3]);

end;

maxiter = 100;

trr = 0;

do iter = 0 to maxiter;

if iter <> 0 then do;

use surusiuota;

read all var{col1 col2 col3} into A;

end;

do j=1 to L+1;

F[j,1]=F_langeven(A[j,]);

end;

/*Surusiuojame pagal F mazejimo tvarka*/

run rusiavimas(A,F);

/*crossover operacija*/

use surusiuota;

read all var{col1 col2 col3} into A;

A_1 = j(1,3);

do i = 1 to L;

A_1[1,1] = A[i,1] + ranuni(argument)*(A[i+1,1] - A[i,1]);

A_1[1,2] = A[i,2] + ranuni(argument)*(A[i+1,2] - A[i,2]);

A_1[1,3] = A[i,3] + ranuni(argument)*(A[i+1,3] - A[i,3]);

if (F_langeven(A_1[1,]) < F_langeven(A[i,])) then

do;

A[i,1] = A_1[1,1];

A[i,2] = A_1[1,2];

A[i,3] = A_1[1,3];

end;

end;

do j= 1 to L+1;

F [j,1] = F_langeven(A[j,]);

end;

run rusiavimas(A,F);

/*nonuniform mutation operacija*/

use surusiuota;

read all var{col1 col2 col3} into A;

do i = 1 to L+1;

pm_i = (L-i+1)/L;

do j = 1 to 3;/*kintamuju kaicius*/

r = ranuni(argument);
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if (r < pm_i) then

do;

r = ranuni(argument);

B_1 = ranuni(argument);

A_2 = j(1,3);

if (B_1<0.5) then b=0; else b=1;

if (b = 0) then A_2[1,j] = A[i,j] + (A_min_max[2,j]-A[i,j])*r/1

*exp(-2*iter/maxiter);

if (b = 1) then A_2[1,j] = A[i,j] - (A[i,j]-A_min_max[1,j])*r/1

*exp(-2*iter/maxiter);

end;

end;

if (F_langeven(A_2[1,]) < F_langeven(A[i,])) then

do;

A[i,1] = A_2[1,1];

A[i,2] = A_2[1,2];

A[i,3] = A_2[1,3];

end;

end;

do j = 1 to L+1;

F[j,1] = F_langeven(A[j,]);

end;

run rusiavimas(A,F); /*Surusiuojame pagal F mazejimo tvarka*/

end;

use parametrai; read all into param_1;

use surusiuota; read all into param_2;

param_1[1,2] = param_2[L+1,1]; param_1[2,2] = param_2[L+1,2];

param_1[3,2] = param_2[L+1,3]; print param_1; fnkc=param_2[L+1,4];

call delete(work,parametrai);

create parametrai from param_1;

append from param_1;

quit; run;

/*Paskaiciuojame stacionaru tanki*/ proc iml;

use mano_hist_1;

read all into x_temp;

total=nrow(x_temp);

use parametrai;

read all into param;

X=j(total,4);

k=param[1,1]; sigma=param[2,1];theta=param[3,1];

k_1=param[1,2]; sigma_1=param[2,2];theta_1=param[3,2];

plotis=x_temp[3,2]-x_temp[2,2];

do j=1 to total;

X[j,1]=x_temp[j,1];

X[j,2]=x_temp[j,2];

X[j,3]=1/(sigma##2*x_temp[j,1])*exp(2*k/sigma##2*

(theta*log(x_temp[j,1])-x_temp[j,1]+1));

X[j,4]=1/(sigma_1##2*x_temp[j,1])*exp(2*k_1/sigma_1##2*

(theta_1*log(x_temp[j,1])-x_temp[j,1]+1));
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end;

temp_1=X[+,2];

temp_2=X[+,3];

temp_3=X[+,4];

do k=1 to total;

X[k,2]=X[k,2]/temp_1;

X[k,3]=X[k,3]/temp_2;

X[k,4]=X[k,4]/temp_3;

end;

create mano_hist_3 from X;

append from X;

quit; run;

/*Sulyginame stacionaru ir empirini tankius*/ legend2

frame cframe=ligr cborder=black position=center; axis1 label=

none; title ÿTankiu palyginimas CIRÿ; proc gplot data=mano_hist_3;

plot (col2 col3 col4)*col1/ overlay

cframe = ligr

legend = legend2

grid

vaxis=axis1;

label col1=ÿX(t)ÿ; label col2=ÿEmpirinis tankisÿ;

label col3=ÿTeorinis tankisÿ;

label col4=ÿIvertintas tankisÿ;

SYMBOL1 I=none C=Black V=plus;

SYMBOL2 I=join C=RED V=plus;

SYMBOL3 I=NONE C=GREEn V=plus;

run; /*Kitas minimizavimo budas*/

proc iml;

use mano_hist_2;

read all into x_temp;

total=nrow(x_temp);

X=j(total,8);

start F_langeven(a) global(x_temp,total,X);

plotis=x_temp[3,1]-x_temp[2,1];

do k=1 to total;

X[k,7]=1/(a[2]##2)*exp(2*a[1]/a[2]##2*(1-x_temp[k,1]))*

x_temp[k,1]##(2*a[1]/a[2]##2*a[3]-1);

end;

temp_11=X[+,7];

do i=1 to total;

X[i,7]=X[i,7]/temp_11;

end;

y=j(total,1);

do j=1 to total;

X[j,8]=(x_temp[j,2]-X[j,7])##2;

end;

F_a_sigma=X[+,8];

return(F_a_sigma);

finish F_langeven;
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con= {0.2 0.2 2,

2. 1. 4.};

a = {1. 1. 1.};

tc = j(1,12,.);

tc[6]=1.e-11;

optn={0 2};

call NLPcg(rc,xr,"F_langeven",a,optn, con,tc) ;

quit; run;

/*Su gautais parametrais generuojame lygtis*/

proc iml;

use BrJ_pk;

read all var{Z_t} into br_j;

use BrJ_pk;

read all var{Z_tt} into br_jj;

total=nrow(br_j);

use parametrai;

read all into param;

/*-------------------*/

k=param[1,1];

sigma=param[2,1];

theta=param[3,1];

k_1=param[1,2];

sigma_1=param[2,2];

theta_1=param[3,2];

create parametrai from param;

append from param;

/*-------------------*/

total1=total;

X=j(total1,3) ;

X[1,1]=0.01; /*Proceso pradzia*/

X[1,2]=0.01;

interval=100;/*intervalo ilgis 10000*/

dt=interval/nrow(br_j);

/*Milsteino aproksimacija*/

X[1,3]=0;

do i=2 to total1;

X[i,1]=X[i-1,1]+(k*(theta-X[i-1,1])-(sigma##2)/4)*dt+

sigma*((X[i-1,1]))##(0.5)*br_j[i]*dt##(0.5)+(sigma##2)/4*(br_j[i]*dt##(0.5))##2;

X[i,2]=X[i-1,2]+(k_1*(theta_1-X[i-1,2])-(sigma_1##2)/4)*dt+

sigma_1*((X[i-1,2]))##(0.5)*br_j[i]*dt##(0.5)+(sigma_1##2)/4*(br_j[i]*dt##(0.5))##2;

X[i,3]=i*dt;

end;

create lygt_duom_3 from X;

append from X;

quit; run;

legend2 frame cframe=ligr cborder=black

position=center; axis1 label= none; title

ÿSprendiniu palyginimasCIRÿ;

proc gplot data=lygt_duom_3; p

lot (col1 col2 )*col3/ overlay
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cframe = ligr

legend = legend2

grid

vaxis=axis1;

label col3=ÿtÿ; label col2=ÿSu ivertintais parametraisÿ; label

col1=ÿTikrieji parametraiÿ; SYMBOL1 I=join C=RED V=none;

SYMBOL2 I=join C=GREEN V=none;

run;
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