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Ivadas

Fraktalai mus supa visur. Tai debesys, kalnai, liepsnos liezuviai, medziai ar sudétinga miisy
kraujagysliy sistema. Vieni juy nuolat kinta, kiti i$laiko susiformavusia struktiira. Tokie kasdieniai
ir, atrodytu, paprasti dalykai per pastaruosius trisdeSimt mety tapo intensyviy tyriné¢jimy objektu
ir nuostabts meniski vaizdai tapo sudétingomis matematinémis formulémis. Taciau tas sudétin-
gumas nemazina noro toliau domeétis fraktalais ir uz jy slypin¢ia matematika. PrieSingai, fraktalai
— puiki priemoné skatinti doméjimasi matematika. Ypac jei juos galima pateikti paprastomis,
kiekvienam suprantamomis priemonémis, integruoti i kitus dalykus. Viena tokiy priemoniy —
Logo.

Logo — tai mokymo filosofija, o taip pat ir programavimo kalby Seima, naudojanti ir pertei-
kianti konstruktyvistines Sios filosofijos idéjas. Tradiciné¢ Euklido geometrija pagrista abstrakci-
jomis: tasko negalima iSmatuoti, tiesé neturi plocio. Ta sunku suprasti jaunesniems mokiniams.
Logo programose naudojamas vézliukas — konkretus objektas, kuri galima matyti ekrane ir val-
dyti. Logo geometrija tinkama ir jaunesniems, ir vyresniems mokiniams. Zinoma, ja nereikia pa-
keisti tradicinés geometrijos, taciau tai puiki priemoné pradéti mokytis geometrijos ir matemati-
kos apskritai.

Logo geometrija skatina naudoti kompiuterius mokymui ir mokymuisi. Jaunesnieji mokiniai,
paprastomis komandomis valdydami véZliuka, o vyresnieji ir rim¢iau programuodami Logo kal-
ba, gali perprasti ne tik darbo kompiuteriu principus, bet kartu susidométi ir kitais déstomais da-
lykais, nagrinéti kity dalyky objektus Logo vézliuko pagalba. Logo — puiki priemoné sudominti
mokinius matematika, paprastai ir vaizdziai pademonstruoti nepaprasta fraktaly grozj.

Sio darbo tikslai — istirti papras¢iausius fraktalus, iSnagrinéti fraktaly savybiy realizavimo ir
fraktaly atvaizdavimo Logo priemonémis galimybes, sudaryti fraktaly déstymo mokiniams meto-
dika naudojant Logo. Siems tikslams jgyvendinti iskeliami darbo uzdaviniai — uZrasyti matema-
tinius fraktaly sudarymo algoritmus Logo kalba bei pateikti keleta fraktaly realizavimo Logo kal-
ba pavyzdziy.

Darba sudaro dvi dalys. Pirmojoje pateikiamas fraktaly apibréZzimas, jy savybés, trumpa
fraktaly istorija, detaliau nagrinéjami zinomi fraktalai — Julijaus ir Mandelbroto aibés. Antrojoje
dalyje nagrin¢jamos fraktaly vaizdavimo Logo priemonémis galimybeés, pateikiami Logo prog-

ramy fraktalams kurti pavyzdziai.



1. Bendroji dalis

1.1. Kas yra fraktalas?
Prie§ apibrézdami, kas yra fraktalas, susipazinsime su netradicine simetrijos rasimi, vadina-
ma mastelio simetrija. Mastelio simetrija paaiSkinsime keletu pavyzdziy [7].
Imkime bet kokio dydZio lygiakrast] trikampi. Laikykime, kad trikampio kraStiniy ilgiai yra
vienetiniai, o trikampio plota pazymékime raide 4. Kiekvieng trikampio krasting pakeiskime

1 pav. pavaizduota lauzte, sudaryta i§ vienodo ilgio atkarpuy.

— /N

1 pav. Kiekviena atkarpa (trikampio krasting) keic¢iame lauzte

Gauname zvaigzdés formos figiira, turin¢ia 12 krastiniy, kuriy kiekvienos ilgis yra 1/3. At-
likdami kita Zingsnj, kiekvienai 1§ 12 naujosios figiiros krastiniy kartojame ta pacia 1 pav. pa-
vaizduota procediira: atkarpa keiciame lauzte. Gautoji figlira jau turi 48 krastines, ir kiekvienos
ilgis yra 1/9. Atlikdami tolesnius Zingsnius, ta pacia procediira kartojame be galo. Tokiu budu

gauname geometrinj objekta, kuri atrado Helge von Kochas'. Jis vadinamas Kocho snaige
(2 pav.).
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2 pav. Pirmieji 5 Kocho snaiéés sudarymo Zingsniai

Zinoma, galutinio bei tobulo Kocho snaigés piesinio pavaizduoti nejmanoma, nes tikrajai
Kocho snaigei sudaryti reikéty be galo daug zingsniy.

Panagrinékime kita pavyzdi. Imkime bet koki juoda trikampi, sujunkime Sio trikampio kras-
tiniy vidurio taSkus. Gausime keturis trikampius, panasius | pradini. Pasalinkime viduriniji
trikampi. Su kiekvienu 1§ likusiy trijy trikampiy atliekame ta pacia procediira: sujungg atkarpo-
mis kiekvieno trikampio krastiniy vidurio taskus, i§ kiekvieno trikampio, padalinto i keturis 1 ji
panasius trikampius, paSaliname viduriniuosius. Atlik¢ be galo daug tokiy zingsniy, gausime
geometrinj objekta, kurj pirmasis pasitilé V. Sierpinskis®. Sis objektas vadinamas Sierpinskio né-

riniu (3 pav.).

1 Niels Fabian Helge von Koch (1870-1924) — Svedy matematikas.
2 Wactaw Franciszek Sierpinski (1882—1969) — lenky matematikas, plétojgs aibiy teorija, skai¢iy teorija, funkcijuy
teorija ir topologija.
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3 pav. Pirmieji 5 Sierpinskio trikampio sudarymo Zingsniai
Kocho snaiges ir Sierpinksio nérinio sudarymas yra rekursinio proceso pavyzdys. Tai toks
procesas, kai kas zingsni v¢l ir vél taikome tas pacias pagrindines taisykles, o kiekvieno zingsnio
pabaiga tampa kito Zingsnio pradzia. Cia apraSyti geometriniai rekursiniai procesai panasiis i
kitus rekursinius procesus, kuriy objektai yra skaiciai. Pavyzdziui, Fibonacio seka sudaroma taip
pat rekursinio proceso biidu: 1) turime F,=11ir F,=1; 2) F =F, +F,_, visiems N>2.
Pastebime, kad ir Kocho kreive, ir Sierpinskio nérinys pasizymi tokia savybe: artinant tam
tikros ju dalies vaizda, jis atrodo lygiai taip pat, kaip ir pradinis objektas. Kad ir kiek daug vaizda

artintume, niekas nepasikeis. Si savybé yra vadinama mastelio simetrija. Tai skirtingy masteliy

simetrija, simetrija tarp didelio ir mazo, tarp mazo ir dar mazesnio.

4 pav. Kocho kreivés mastelio simetrija
Mastelio simetrija gali ir nebuti visiSkai tiksli. Mandelbroto aibé (ja iSsamiau nagrinésime
kitame skyrelyje), pavadinta B. Mandelbroto®, pirmojo, émusio nagrinéti $ia aib¢ ir mastelio si-
metrija, garbei, turi mastelio simetrija, taciau didinamos aibés vaizdo dalys yra labai panaSios i

pradini vaizda, bet ne visiskai identiskos (5 pav.).

x6 ' x100
5 pav. Net ir 2000 karty padidinus Mandelbroto aibg, gaunami vaizdai, panasis i pradini [10]

x1

3 Benoit B. Mandelbrot (g. 1924) — pranciizy-amerikie¢iy matematikas, fraktaly geometrijos pradininkas; Jeilio
universiteto matematikos moksly Sterlingo profesorius, emeritas; IBM Thomas J. Watson tyrimy centro
mokslinis bendradarbis; Siaurés vakary Ramiojo vandenyno nacionalinés laboratorijos mokslinis bendradarbis.
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Terming ,,fraktalas® (i§ lotyniSko zodzio fractus — suduzes, suskiles) 1975 metais pasitlé
B. Mandelbrotas, norédamas viena savoka apraSyti tokius skirtingus objektus, kaip Kocho krei-
ve, Sierpinskio nérinj ir Mandelbroto aibg. Sie objektai yra fraktalai ir turi keleta bendry savybiy.
Viena 1§ ju — ka tik apraSyta mastelio simetrija.

Norédami fraktalus apibrézti matematiskai (taip, kaip juos apibrézé B. Mandelbrotas), turime

susipazinti su dviem savokomis: Hausdorfo dimensija ir topologine dimensija.
Tegu @ - apréztasis aibés IR” poaibis, 0 N (€) — maziausias atviryju aibiy, kuriy
skersmuo €, skaiCius, reikalingas visiskai uzpildyti poaibi ©@. Tada galima apibrézti poaibio

© Hausdorfo dimensija d:

€0 lOg €
Hausdorfo dimensija nesunku apskai¢iuoti paprastiems fraktalams. Pavyzdziui, sudarydami

Kocho kreive vieng atkarpa pakeiciame keturiomis, kuriy kiekvienos ilgis yra lygus 1/3 pradinés

atkarpos ilgio, taigi §iuo atveju N,(€)=4, e=3. Tada Kocho kreivés Hausdorfo dimensija

log4

i d, (@)=
bus lygi H( ) log3

~1,26.

Sierpinskio nérinio atveju kiekviename Zingsnyje imame atskirus trikampius, kuriais uzden-

n

giamas pradinis trikampis. n-tajame zingsnyje turésime 3" trikampiy su spinduliu 2— Taigi

e . . . _ _nlog3 _log3 . ) ) .
Sierpinskio nérinio Hausdorfo dimensija nevirSys nlog 1/2 log 2 ir galima sakyti, kad ji

. log3
~1,58.
lygi log2

6 paveiksle palyginama paprasc¢iausiu euklidinés geometrijos objekty ir Kocho kreivés Haus-
dorfo dimensija. Matome, kad euklidinés geometrijos objekty Hausdorfo dimensija yra sveikasis
skaicius, o Kocho kreivés, kaip, beje, ir kity fraktaly — trupmeninis. Tai siejasi ir su paciu ter-
minu ,,fraktalas* (angl. fraction — trupmena).

Topologiné dimensija — tai sveikasis skaiCius, charakterizuojantis tam tikras aibes. Kreiviy

topologiné dimensija yra 1, pavirsiy — 2, kiiny — 3.
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6 pav. Euklidinés geometrijos objekty ir Kocho kreivés
Hausdorfo dimensija

Dabar galime pateikti B. Mandelbroto fraktaly apibrézima: fraktalas — tai aibés IR" poaibis,
kurio Hausdorfo dimensija yra didesné uZ topologing dimensija. Véliau Hausdorfo dimensija
B. Mandelbrotas pavadino fraktaline dimensija.

Pagal tai, kokiu budu fraktalai generuojami, jie skirstomi i tris grupes:

« Iteruotyjy funkciju sistemos. Jomis apraSoma pastovi geometriné keitimo taisykleé.
Siuo biidu sudaromi tokie fraktalai, kaip Kantoro aibé, Sierpinskio kilimélis, Sierpinskio
nérinys, Peano kreivé, Kocho snaigé, Harter-Heighway drakono kreivé, T kvadratas,

Mengerio kempiné¢ ir pan. (7 pav.)

7 pav. Sierpinskio kilimélis, Sierpinskio nérinys, Peano kreivé, drakono kreive, T kvadratas [10]

- Neapréztu sekos didéjimu apraomi fraktalai. Siuo biidu generuojami fraktalai ap-
raSomi rekurentiniais sarySiais kiekviename erdvés (pvz., kompleksiniy skaiciy aibés)
taske. Tokiy fraktaly pavyzdziai: Mandelbroto aibé, degancio laivo fraktalas ir Liapuno-

vo fraktalas (8 pav.).



8 pav. Mandelbroto aib¢, degancio laivo fraktalas, Liapunovo fraktalas [10]
« Atsitiktiniai fraktalai. Tai fraktalai, generuojami ne determinuotaisiais, o atsitiktiniais

procesais. Tokiy fraktaly pavyzdziai yra fraktaliniai kraStovaizdziai, Brauno® medis

(9 pav.).

9 pav. Brau medis [10]
Fraktalai gali biiti klasifikuojami ir pagal mastelio simetrijos tipa. Yra trys fraktaly mastelio
simetrijos tipai:
+  Tikslioji mastelio simetrija. Fraktalo, turin¢io tokia mastelio simetrija, vaizdas atrodo
identiskas priartinus ji neribota skaiciy karty. Tikslia mastelio simetrija dazniausiai turi
iteruotyjy funkcijy sistemomis generuojami fraktalai.
- Apytikslé mastelio simetrija. Sios mastelio simetrijos fraktaly vaizdai, juos artinant,
atrodo labai panasiis { pradinj vaizda, taCiau néra tikslios jo kopijos. Artinant fraktalo
vaizda, matomos deformuotos viso fraktalo kopijos. Rekurentiniais sarySiais aprasomi
fraktalai paprastai turi apytiksle mastelio simetrija.
+ Statistiné mastelio simetrija. Tai silpniausias mastelio simetrijos tipas. Tokiuose frak-
taluose, artinant vaizda, tik iSlaikomi esami skaitiniai ar statistiniai jverciai. Statisting
mastelio simetrija turi atsitiktiniai fraktalai.
Ne visi mastelio simetrija turintys objektai yra fraktalai. Pavyzdziui, realiyju skaiciy ties¢
turi tikslia mastelio simetrija, taciau jos Hausdorfo ir topologiné dimensijos abi yra lygios viene-

tui, todeél realiyjy skaiciy ties¢ néra fraktalas.

4 Robert Brown (1773—-1858) — brity botanikas.
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1.2. Fraktaly istorija

Objektai, kuriuos dabar vadiname fraktalais, buvo tyrin¢jami daug anksciau, nei ivestas Sis
terminas.

Jau graiky geometrai nagrinéjo kiigiu pjiivius. Tai buvo 1000 mety pries tai, kai N. Koperni-
kas®, J. Kepleris® ir I. Niutonas’ paneigé susidariusia nuomone, kad visi dangaus kiinai juda ap-
skritimais, ir atrado elipses, paraboles ir hiperboles (o kiigiy pjiiviai ir yra elipsés, parabolés arba
hiperbolés). XVII amziuje 1. Niutonas ir G. Leibnicas® pradéjo skai¢iuoti funkcijy diferencialus ir
iSvestines. Tuomet buvo pastebéta, kad kai kurios i§ gauty funkcijy gerai tinka tikrovés modelia-
vimui. Taciau apie 1870 metus matematikoje ivyko perversmas: buvo atrasti geometriniai dari-
niai, kuriy negalima buvo pavadinti nei vienmaciais, nei dvimaciais, nei trimaciais objektais.
Dauguma i juos zitréjo kaip 1 patologija. Tyrinétojai tuo metu stengési suprasti svyravimus: Nilo
potvynius, kainy kaita ekonomikoje, molekuliy sukimasi judanciuose skysciuose, kur tradiciniy
modeliy duomenys netiko. Daugeli mety §i matematikos raida atrodé nesusijusi su fraktalais,
taciau tokie objektai, kaip ir kai kurios matematinés kreives, chaotiski orbity judéjimai, netvar-
kingi laiko tarpy grafikai, turi mastelio simetrija: padidinus maza fragmenta, jis atrodo labai pa-
naSus i pradinj viso objekto vaizda. Sie faktai ine$¢ indélj i fraktaly teorija, jie yra fraktaly teo-
rijos Saknys.

Dar 1525 metais vokie¢iy menininkas Albrechtas Dureris® parasé ,,Dailininko vadova*, kurio
viename skyriuje buvo nagrin¢jami rastai, sudaryti i§ penkiakampiy. Durerio penkiakampis

(10 pav.) labai panaSus i Sierpinskio kilimélj, tik sudarytas ne 1§ kvadraty, o 1§ penkiakampiy.

10 pav. Keturi pirmieji Durerio penkiakampio iteracijos Zingsniai

Pirma karta rekursini panasuma nagrin¢jo ir aprasé filosofas G. Leibnicas. 1872 metais Kar-
las Vejer$trasas' atrado funkcija, kuri yra tolydi visoje skai¢iy aibéje, taciau nediferencijuojama

jokiame taSke:

5 Nicolaus Copernicus (1473—1543) — astronomas, pirmasis pateikes heliocentrini saulés sistemos aisSkinima.

6 Johannes Kepler (1571-1630) — vokie¢iy matematikas, astronomas, labiausiai zinomas dél planety judéjimo
désniy iSvedimo.

7 Isaac Newton (1643—1727) — angly matematikas, fizikas, astronomas, iSrad¢jas ir filosofas, laikomas vienu i$
labiausiai nusipelniusiy mokslininky istorijoje.

8 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716) — vokieéiy filosofas, eruditas, daug nusipelngs ir filosofijos, ir
matematikos istorijoje.

9 Albrecht Diirer (1471-1528) — vengry kilmés vokieciy dailininkas, medzio droz¢jas, graveris, matematikas,
pirmasis Europoje mene pavaizdavgs magiskaji kvadrata.

10 Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) — vokie¢iy matematikas, laikomas Siuolaikinés analizés
pradininku.
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f(x)=z a"cos(b"mrx), &ia 0<a<l1 ir ab>1+%n.
n=0

Sios funkcijos grafikas dabar vadinamas fraktalu, nes, kaip ir fraktalai, yra be galo sudétinis,

t. y. turi mastelio simetrija.

TR Al Y
SR i

11 pav. Vejerstraso funkcija, kai a=9, b=0,7. Simta karty priartinus grafiko vaizda, matoma aiski mastelio simetrija

-2

1904 metais Helge von Kochas, norédamas patikslinti ir sukonkretinti VejerStraso rezultata,
pateiké labiau geometrinj panasios funkcijos aprada. Sios funkcijos grafikas vadinamas Kocho
snaige, ja nagrin¢jome 1.1 skyriuje. Tai viena i§ pirmyjy apraSyty fraktaliniy kreiviy. Kreives,
turin¢ias mastelio simetrija, toliau nagrinéjo Paul Pierre Levy'', 1938 metais apraSes nauja frak-

taling kreivg — Levy C kreivg.

12 pav. Levy C kreive

Dzordzas Kantoras'? apras$é realiyju skaiciy aibés poaibius, turin¢ius nejprasty savybiy: to-
kius poaibius sudar¢ tik realieji skaiciai tarp 0 ir 1. Kantoro aibé sudaroma pakartotinai dalijant
atkarpas 1 tris lygias dalis ir iSmetant vidurinigja. Pradedama paSalinant vidurinyji trecdalj 18

vienetinio intervalo [0;1]. Po pirmojo Zingsnio lieka aibé, sudaryta i§ intervaly

11 Paul Pierre Lévy (1886—1971) — pranciizy matematikas

12 Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) — vokie¢iy matematikas, labiausiai zinomas kaip aibiy
teorijos kur¢jas.
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2

1 Co AR . . o ey .
{0; - Y 3 Kiekvienas i$ Siy intervaly taip pat dalijamas { tris dalis ir iSmetamos vidu-

3

riniosios. Sis procesas kartojamas be galo. Kantoro aibe sudaro tie intervalo [0, 1] taskai, kurie
nepasalinami §io begalinio proceso metu. Sesi pirmieji Kantoro aibés sudarymo zingsniai pavaiz-

duoti grafiskai:

13 pav. Kantoro aibés sudarymas

Tokia Kantoro aib¢ taip pat laikoma fraktalu. Kompleksiniy skaiciy aibéje iteruotas funkcijas
XIX amziaus pradzioje — XX amziaus pabaigoje tyrinéjo Henri Poincare, Felix Klein, Pierre Fa-
tou, Gaston Julia. Deja, tuomet, be kompiuterinés grafikos galimybiy, nebuvo priemoniy vaiz-
dziai atskleisti visg ju iSnagrinéty objekty grozi.

7-ajame XX amziaus deSimtmetyje B. Mandelbrotas savo darbuose'® émé nagrinéti mastelio
simetrija. 1975 metais B. Mandelbrotas pasitilé temina ,,fraktalas®, pateiké ispiidingus kompiute-
riu sukurtus fraktaly vaizdus.

Siandieninés fraktaly geometrijos pradzia ir yra sicjama su B. Mandelbroto darbais. 1977
metais iSleistoje knygoje ,,Gamtos fraktaly geometrija“ mokslininkas rasé: ,,Kodél (elementario-
ji) geometrija daznai vadinama Salta ir sausa? Viena i§ priezasCiy — tai negaléjimas atvaizduoti
debesuy, kalny, kranty ar medzio formy. Debesys — ne rutuliai, kalnai — ne kiigiai, krantai — ne ap-
skritimai, ir nei medzio zZieve glodi, nei Zaibas tiesém sklinda. <...> Daugybé gamtos formy yra
tokios netaisyklingos ir padrikos, kad palyginus su elementariaja geometrija, gamta demonstruo-
ja ne tik aukstesni, bet ir visiskai kitoki sudétingumo laipsni.“[6]

Dabar fraktaly geometrija taikoma daugybéje sri¢iy: interneto technologijose, signaly ir pa-
veikslu glaudinime, kompiuterinéje grafikoje, medziagotyroje, populiaciju biologijoje, Zmogaus

fiziologijoje, {vairiose meno Sakose ir net psichologijoje.

1.3. Mandelbroto ir Julijaus aibés
Mandelbroto ir Julijaus aibés yra ko gero labiausiai zinomi ir graziausi fraktalai. Julijaus ai-
bés (kartais dar vadinamos Julijaus-Fatu aibémis) taip pavadintos pranciizy matematiky Gastono

Julijaus' ir Pjero Fatu'® garbei.

13 How Long Is the Coast of Britain? Statistical Self-Similarity and Fractional Dimension (Science, 1967). Siame
straipsnyje B. Mandelbrotas apraso kreives, turinc¢ias mastelio simetrija. ApraSomos kreivés — tai fraktaly
pavyzdziai, taciau Siame straipsnyje §io termino autorius dar nevartoja.

14 Gaston Maurice Julia (1893—-1978) — pranciizy matematikas, iSvedgs Julijaus aibiy formulg. Jo darbus
populiarino B. Mandelbrotas.

15 Pierre Joseph Louis Fatou (1878-1929) — pranciizy matematikas, daugiausia nagrinéjgs kompleksing analizing
dinamika.
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Nepaprasto grozio ir, atrodyty, sudétingumo geometriniai dariniai aprasomi itin paprastomis
kompleksiniy skaiciy sekomis:

z,, =z2.+cC,

¢ia ¢ yra kompleksiné konstanta.

Si seka priklauso nuo konstantos ¢ ir pradinio tasko z,. Julijaus aibés gaunamos fiksuojant
konstanta c ir leidZiant z, kisti kompleksiniy skaiciy aibéje. Mandelbroto aibg gauname fiksuoda-
mi taska z, = 0 ir keisdami parametra c. Jei taska z, paimsime toli nuo 0, tai seka labai greitai ir
neapréztai didés. Tai galioja ir tam tikriems #, jei taSkas z, yra toli nuo 0. Taciau yra tokiy z,, ku-
riems seka (z,) yra apréZzta. Tokie taskai, su duotga konstanta ¢, sudaro daugianario

f.(z)=2"+c uzpildyta Julijaus aibe K.. Tikroji Julijaus aibé sudaryta tik i§ krastiniy aibés K.
tasky, taciau paprastumo deélei aibg K. vadinsime Julijaus aibe.

Julijaus aibé ypac priklauso nuo konstantos c, todél parinkdami skirtingas ¢ reikSmes, gausi-

me daugybe visiskai skirtingy Julijaus aibiy (14—17 pav.).

14 pav. Julijaus aibé, kai 15 pav. Julijaus aibé, kai 16 pav. Julijaus aibé, kai 17 pav. Julijaus aib¢, kai ¢=-
c=0,285 ¢=0,285+0,013i c=0,45-0,1428i 0,70176-0,3842i

Egzistuoja dvieju tipu Julijaus aibés: vienos i$ jy yra vientisos, jos vadinamos jungiosiomis
aibémis (Fatu aibémis); kitos sudarytos 1§ daugybés atskiry tasky ir vadinamos Kantoro aibémis
(Fatu dulkémis).

Dabar galima apibréZti nauja aibg. Aibé konstantos ¢ reikSmiy, su kuriomis aibé K. yra jungi,
vadinama Mandelbroto aibe M. B. Mandelbrotas buvo pirmasis aprasg¢s Sia aibg ir kompiuteriu
sugeneraves jos vaizda.

Mandelbroto aibg galima apibrézti ir kitaip: tai aibé ¢ reikSmiy, su kuriomis, pradedant

z9 =0, seka (z,) yra aprézta.
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18 pav. Mandelbroto aibé

Pazvelge 1 Mandelbroto aibés vaizda (18 pav.), matome kardioidés apribota sriti. Kardioidés
susikirtimo taSkas yra taske 0,25, o prieSingas kraStas kerta realiaja asi taSke -0,75. Kardioidg lie-
¢ia skritulys su centru taske -1 ir spinduliu 0,25. Kardioidg taip pat lieCia be galo daug mazesniy
skrituliy, iSsidésc¢iusiy aplink visa kardioidg, Siuos skritulius lieCia be galo daug dar mazesniy
skrituliy ir t. t. [ kair¢ nuo didZiojo skritulio, ant realiosios asies yra taskas, vadinamas Myrber-
go-Feigenbamo tasku, jo koordinaté yra -1,401... Atkarpa tarp Sio tasko ir taSko -2 yra aibéje M.
Ant Sios atkarpos yra dar viena kardioidés formos sritis, kurios susikirtimo taskas yra -1,75, ir ja
lie¢ia be galo daug skrituliy, kaip ir didziaja kardioide. Tokiy kardioidziy apriboty sriciy yra dau-
giau, ir ne tik ant realiosios aSies. B. Mandelbrotas rado viena tokia sriti su centru taske
0,1565201668+1,032247109i ir jrodé, kad ju yra be galo daug. Visos §ios sritys yra sujungtos su
didziaja kardioide gijomis, ant kuriy taip pat yra tokiu pat kardioidés formos sriciy su jas liec¢ian-
Ciais skrituliais, todél aibé M yra jungi.

Kai kurios j{domesnés Mandelbroto aibés sritys turi net atskirus pavadinimus. Pavyzdziui,
sritis, kurios centras yra taske -1,25+0,047i, o skersmuo — apie 0,009+0,0057, vadinama jiiros ar-

kliuky sléniu, o sritis su centru 0,3 ir skersmeniu 0,1+0,1; — drambliy sléniu (19 pav.).

01y
0,08
0,06
0,04
0,02

1 08-06-0,402 0 0204

19 pav. Juros arkliuky slénis (kairéje) ir drambliy slénis
Dauguma Julijaus aibiy turi mastelio simetrija. Jei daug karty padidintume aibés K, krasta,
iSvystume vienoda vaizda, nepriklausomai nuo to, kiek karty didiname ir kuria aibés krasto vieta
didiname. Tuo tarpu Mandelbroto aib¢ turi tik apytiksle mastelio simetrija. Aib¢je M yra be galo
daug mazesniy jos kopiju, tac¢iau didinant gaunamas vaizdas priklauso nuo to, kiek karty ir kuria

aibés M vieta didiname (20 pav.).
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20 pav. Padidintos skirtingos Mandelbroto aibés dalys

1.4. Fraktalai realiame pasaulyje
Gamtoje gausu apytiksliy fraktaly. Tokie natiiraliis fraktalai taip pat turi mastelio simetrija,
taciau artinimy skaicius yra baigtinis. Debesys, snaiges, kalnai, upiy raizginiai, Zzmogaus krauja-
gysliy sistema yra puikis fraktaly gamtoje pavyzdziai.
Gerai zinomas fraktalas gamtoje — paparcio lapas (21 pav.). Jame akivaizdi mastelio simetri-
ja — kiekviena paparcio lapo Sakelé panasi 1 visa lapa, o taip pat sudaryta i§ maZesniy Sakeliy, pa-

nasiy i ja. Zinoma, toks mastelio simetrijos Zingsniy skai¢ius paparéio lape yra baigtinis.

7

\

N

ALY
///

SSAL
g 7

21 pav. Paparcio lapas turi mastelio simetrija
Fraktalo savybiy turi net ir 22 paveiksle matomas vaizdas. Tai gali biiti uolos pavirsius, mo-
lio lopinélis. Pasirinkus tam tikra tokio vaizdo dalj ir ja priartinus, gautas vaizdas bus panasus {

pradinj.



22 pav. Ir Siame vaize iZvelgiama ma;lio simetrija
Atsiradus kompiuteriams atsirado galimyb¢ i§samiau nagrinéti fraktalus. Kompiuteriais buvo
galima ne tik daug spar¢iau generuoti ir nagrinéti ivairius fraktalus, bet ir kurti tikroviskus vaiz-
dus panaudojant fraktaly sudarymo algoritmus.
Medziai ir paparciy lapai turi fraktaly savybiy ir juos pagal rekursinius algoritmus galima

modeliuoti kompiuteriu (23 pav.).

23 pav. Iteruotyjy funkcijy sistemomis sumodeliuotas paparcio lapas ir medis
Kalno pavirsiy taip pat galima modeliuoti kompiuteriu pagal fraktaly generavimo algorit-
mus. Pavyzdziui, imkime trikampi trimatéje erdvéje (24 pav.). Atkarpomis sujunkime trikampio
krastiniy vidurio taskus. Gauname keturis trikampius. Tada pradinio trikampio krastiniy vidurio
taskus atsitiktinai paslenkame nustatytoje srityje. Ta sritis — apskritimas aplink pradini taska su
tam tikru spinduliu. Antrajame Zingsnyje ta pati veiksma kartojame su keturiais maZesniaisiais
trikampiais, tik Sikart apskritimo, kuriame galime slinkti taSkus, spindulys bus perpus maZzesnis.

Tokiu rekursiniu algoritmu sukurto fraktalo bet kuri priartinta dalis bus panasi { pradinj fraktala.
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24 pav. Kalno pavirSiaus modeliavimas kompiuteriu

1.5. Fraktalai mokykloje
Fraktalai i mokykling programa nejtraukiami, taciau jie puikiai tikty uzklasinése pamokelése,
naudingi biity ir matematikos pamokose. Ne d¢l to, kad fraktalai svarbiis matematikos kurse,
taciau del to, kad fraktalai, kaip jokia kita tema, gali ypa¢ sukelti mokiniy doméjimasi matemati-
ka. Kokios to priezastys? [4]
«  Fraktalus nagrinéti {domu. Tai kelia ir mokiniy, ir mokytojuy entuziazma mokytis ir
ieSkoti naujy atradimy.
« Fraktalai yra grazis. Tai suzadina vaizduote ir skatina tolesni doméjimasi déstomu
dalyku.
« Fraktalai suprantami visiems. Skirtingo sudétingumo fraktalus gali nagrinéti ir
jaunesni, ir vyresni mokiniai, studentai.
+ Fraktalai Zadina nora pazinti. Paprastos, lengvai kei¢iamos fraktaly sudarymo taisyk-
lés leidzia nagrinéti ir gauti netikéciausius rezultatus keiCiant tam tikrus parametrus.
- Kompiuteriai pagerina mokymasi. Kompiuteriu sukurti fraktaly vaizdai dar labiau
suzadina nora gilinti matematikos Zinias.
Susipazinus su fraktalais, galima juos nagrinéti, atvaizduoti kompiuterinémis priemonémis ir
informaciniy technologijy pamokose.
UZduotys mokiniams galéty biiti pagal Sio darbo 1.1 skyriuje pateiktus algoritmus sudaryti
paprastus fraktalus — Kocho snaige, Sierpinskio nérini, pazaisti chaoso zaidima (jis paaiskinamas
antroje darbo dalyje), vyresniesiems galima pasiiilyti nagrinéti sudétingesnius fraktalus, atvaiz-

duoti juos kompiuterinémis priemonémis, patiems sukurti fraktala.
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2. Fraktalai su Logo

2.1. Logo programavimo kalba

Logo programavimo kalba labiausiai tinka norint perprasti darbo kompiuteriu principus. Sia
programa galima atlikti {vairius uzdavinius: piesti paveikslus, braizyti geometrines figiiras, atlikti
matematinius skai¢iavimus, modeliuoti jvairius fizikos, chemijos procesus.

Logo programa labai patogu modeliuoti ir projektuoti jvairiy sri¢iy uzdavinius naudojant
Siuolaikinio programavimo idéjas. Si darba gali atlikti netgi jaunesniojo amZiaus vaikai. Prog-
rama nesudétinga, greitai perprantama, taciau turinti daug galimybiy jvairiems darbams projek-
tuoti bei programavimo veiksmams uzraSyti.

Logo programa leidzia mokiniui kiekviena Zingsni aprasyti paciam, taigi pati programa jokiy

»paslépty” procediiry neatlieka. Tai svarbu nagrin¢jant fraktalus ir norint atskleisti tikraji ju gro-

v

71

Lietuvoje Logo pradétas naudoti prie§ penkiolika mety. Dabar lokalizuota Komenskio Logo
versija naudojama daugelyje Lietuvos mokykly. Netrukus Lietuvos mokyklas turéty pasiekti
naujausia ir daugiausia galimybiy turinti lokalizuota Imagine Logo versija. Siame darbe pateikia-
mi programy fraktalams kurti pavyzdziai skirti dabar Lietuvoje populiariai sulietuvintai Komen-

skio Logo programai.

2.2. Paprasciausiy fraktaly kiirimas su Logo
Pradedant pazint] su fraktalais, galima pademonstruoti fraktaly savybes naudojant papras-
Ciausias geometrines figiiras, susipazinti su fraktaly sudarymo procesu — rekursija. Zinoma, reku-
rsinis procesas néra lengvai perprantamas, taciau Logo suteikia priemones, Zymiai palengvinan-
¢ias §] uzdavini.
Sia paprasta procediira, panaudojant cikla ir rekursija, sukuriama figiira, turinti mastelio si-
metrija, ir sudaryta i§ kvadraty:
tai kvadratai :kr ilgis :kv_skaicius
jeigu :kr ilgis < 2 [baik]
kartok 2 [kartok :kv skaic¢ius [pr :kr ilgis ds 90 »
pr :kr ilgis kr 90] kr 180]
kvadratai :kr ilgis / 3 :kv_skaicius * 3

taskas
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25 pav. Procediira kvadratai
gaunama figlira su mastelio simetrija

Susipazinus su rekursija ir pritaikius ja elementarioms figliroms, nesunku pereiti prie tikry,
tegu pradzioje ir paprasCiausiy, fraktaly.
Sia Logo procediira nupie$iamas fraktalinis medis. Procediiros pradinis duomuo — medzio
kamieno (pirmojo rekursijos zingsnio) ilgis:
tal medis :dydis
jeigu :dydis < 5 [baik] pr :dydis
kr 30 medis :dydis * 0,7 d$ 60 medis :dydis * 0,7
kr 30 at :dydis

taskas

26 pav. Procediiros medis 50
rezultatas

Sioje procediiroje panaudoje atsitiktiniy skai¢iy parinkimo funkcija bet .koks galime su-
kurti tikroviskesnius, ne tokius simetriSkus medzius. Apras¢ dar viena procediira, keleta karty
tvykdancia pirmaja, pradedant i§ skirtingy viety ekrane, gausime programa, kuri nupie§ daug
skirtingy medziy — miSka. Tokia programa galima panaudoti jvairiuose Logo projektuose. Vyk-
dant programa nurodoma, kiek medziy piesti ir didziausias galimas medzio kamieno ilgis:

tai medis2 :dydis
jeigu :dydis < 5 [baik] pr :dydis
kr 30 medis2 :dydis * ( ( ( bet.koks 5 ) + 5 ) / 10 )
ds 60 medis2 :dydis * ( ( ( bet.koks 5 ) + 5 ) / 10 )

kr 30 at :dydis

taskas
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taili miskas :m :d
kartok :m [ppsp bet.koks 14 tebus "x bet.koks 600 »
tebus "y bet.koks 300 es eik.x.y :x :y pS »
medis2 :d * ( ( ( bet.koks 5 ) + 5 ) / 10 )]

taskas

4% Komenskio Logo® sistema - miskas -3l x|
Byla Taisa Langas Patinktys Zinynas

¢ |=8l@

27 pav. Procediiros miskas 10 80 rezultatas

Pereikime prie pirmoje darbo dalyje minéty fraktaly. Nesudétingomis procediiromis galima
nubraizyti Kocho snaigg ir Sierpinskio nérini. Zinoma, zingsniy skaicius, kurj galima atvaizduoti
kompiuterio ekrane, bus ribotas.

Sudarydami Kocho snaigg, procediirai nurodome pradinio trikampio krastinés ilgj ir rekursi-
jos zingsniy skaiciy:

tai koch :ilg :Zgs
kartok 3 [krst :ilg :Zgs rt 120]

taskas

tai krst :ilg :zZgs
jeigu :zZgs = 0 [pr :1ilg baik]
krdt :ilg / 3 :%2gs - 1
kr 60 krdt :ilg / 3 :%2gs - 1
ds 120 krst :ilg / 3 :zgs - 1
kr 60 krst :ilg / 3 :z2gs - 1

taskas
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28 pav. Procediiros koch 200 6 rezultatas
Sierpinskio trikampio programoje pradiniy duomeny daugiau — apatinés kairiosios pradinio
trikampio vir§tinés koordinatés, pradinio trikampio krastinés ilgis ir rekursijos Zingsniy skaicius:
tai sierpinski :x :y :ilg :Zgs
jeigu :2gs = 0 [trikampis :x :y :ilg baik]
sierpinski :x :y :ilg / 2 :Z2gs - 1
sierpinski :x + :ilg / 2 :y :ilg / 2 :zgs - 1
sierpinski :x + :ilg / 4 :y + :ilg * 0.433 :ilg / 2 :Zgs-1

taskas

tai trikampis :x :y :ilg
es eik.x :x eik.y :y zZvelk 30 ps
kartok 3 [pr :ilg ds 120]
es eik.x :x + :ilg / 2 eik.y :y + 2 pd
spalvink

tadkas

29 pav. Procediiros sierpinski
-100 -100 200 6 rezultatas
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2.3. Chaoso Zaidimas

Imkime bet kokj trikampi ABC ir losSimo kauliuka. Kiekvienai trikampio virStnei priskirkime
dvi 1§ Sesiy galimy kauliuko metimo baig¢iy. Tarkime, virSiinei 4 priskiriame skaicius 1 ir 2, vir-
Stinei B — skaicius 3 ir 4, o virStinel C — skaicius 5 ir 6. Tokiu budu kiekviena virSiiné turi vieno-
da tikimybe buti pasirinkta. Dabar jau galima pradéti zaidima.

Ridename kauliuka. Pazymime virStng, atitinkancia atvirtusi skai¢iy. Tarkime, iSkrito 5. tada
paZzymime virSing C. Tai bus misy iSeities taskas.

1 zingsnis. Vél ridename kauliuka. Tarkime, atvirto 2 (vir§ingé 4). Pazymime taska M, esanti
pusiaukeléje tarp C ir 4.

2 zingsnis. Vél ridename kauliuka. Pazymime taska M., esant] pusiaukeléje tarp buvusio tas-
ko M, ir naujai iSrinktos vir§uings.

3 zingsnis. Te¢siame §i chaoso Zaidima iki begalybés, kiekviena karta pazymédami pusiauke-
lés taska tarp buvusio pusiaukelés tasko ir naujai iSrinktos virSinés.

Paméginkime §i zaidima realizuoti Logo kalba. Tam tereikia apraSyti dvi paprastas procedi-
ras. Pirmaja procediira imituojame pirmaji kauliuko metima ir pazymime iseities taska. Ja vyk-
dydami tai pat nurodome, kiek karty bus metamas kauliukas:

tai chaosas :n

tebus "t bet.koks 6

jeigu :t = 1 [es eik.i [-200 -200] p$ pr 0,1 at 0,1]
jeigu :t = 2 [es eik.i [-200 -200] p% pr 0,1 at 0,1]
jeigu :t = 3 [es eik.i [200 -200] ps$ pr 0,1 at O,1]
jeigu :t = 4 [es eik.i [200 -200] psS pr 0,1 at 0,1]
jeigu :t = 5 [es eik.i [0 300] ps$ pr 0,1 at 0,1]
jeigu :t = 6 [es eik.i [0 300] ps$S pr 0,1 at 0,1]

kartok :n - 1 [tebus "k bet.koks 6 trik :k]

tasSkas

Antraja procediira aprasome vézliuko veiksmus kiekvienai i§ likusiy kauliuko metimy baig-
miy:

tai trik :k
jeigu :k = 1 [tebus "Z ( Saknis ( ( - 200 - koks.x ) * »
(- 200 - koks.x ) + ( - 200 - koks.y ) * »
( - 200 - koks.y ) ) ) / 2 zvelk kiek.link [-200 -200] »
es pr :Z p$ pr 0,1 at 0,1]
jeigu :k = 2 [tebus "Z ( Saknis ( ( - 200 - koks.x ) * »
(- 200 - koks.x ) + ( - 200 - koks.y ) * »
(- 200 - koks.y ) ) ) / 2 zvelk kiek.link [-200 -200] »
es pr :Z ps pr 0,1 at 0,1]
jeigu :k = 3 [tebus "Z ( Saknis ( ( 200 - koks.x ) * »
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( 200 - koks.x ) + ( - 200 - koks.y ) * »

(- 200 - koks.y ) ) ) / 2 zvelk kiek.link [200 -200] »
es pr :Z psS pr 0,1 at 0,1]

jeigu :k = 4 [tebus "Z ( Saknis ( ( 200 - koks.x ) * »
( 200 - koks.x ) + ( - 200 - koks.y ) * »

(- 200 - koks.y ) ) ) / 2 zvelk kiek.link [200 -200] »

es pr :Z p$ pr 0,1 at 0,1]
jeigu :k = 5 [tebus "Z ( Saknis ( ( 0 - koks.x ) * »
(0 - koks.x ) + ( 300 - koks.y ) * »
( 300 - koks.y ) ) ) / 2 zvelk kiek.link [0 300] »
es pr :Z p$ pr 0,1 at 0,1]
jeigu :k = 6 [tebus "Z ( Saknis ( ( 0 - koks.x ) * »
(0 - koks.x ) + ( 300 - koks.y ) * »
( 300 - koks.y ) ) ) / 2 Zvelk kiek.link [0 300] »
es pr :Z pS pr 0,1 at 0,1]
tasSkas
Chaoso zaidime metus kauliuka pakankamai daug karty (naudojantis kompiuterio programa
nesunku ,,mesti“ kauliuka kad ir 10000 karty), pradeda ryskéti i$ atidedamuy tasky sudaryta figtra

— tai Sierpinskio nérinys.

Fa) 5 R VL)
30 pav. Procediiros chaosas 10000
rezultatas

2.4. Naturaliy fraktaly vaizdavimas su Logo
Pitagoro teorema yra tikriausiai labiausiai Zinoma senoves graiky teorema. Ypac¢ jdomu, kad
ir ja galima pasinaudoti sudarant fraktalus.
Pitagoras savo teoremoje teige: jei trikampis ABC yra status, tuomet ant trikampio statiniy
sukonstruoty kvadraty ploty suma yra lygi ant trikampio {Zambinés sukonstruoto kvadrato plotui

(31 pav.).
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31 pav. Pitagoro
teoremos brézinys

31 paveikslo bréZiniu paremtas fraktalas — Pitagoro medis. Jis, nors ir pavaizduotas eleme-
ntariomis figiiromis, labai panasus 1 Ziedinio kopiisto galva. Konstrukcija labai panasi i jau nagri-
nétus fraktalinius medzius, tik Cia atkarpos pakei¢iamos kvadratais.

Stai Logo programa Pitagoro medziui braizyti (vykdant programa nurodomi didZiausio pra-
dinio kvadrato ir maziausio kvadrato kraStiniy ilgiai):

tail pitagoras :x :y
jeigu :x < :y [baik]
kvadratas :x
pr :x kr 45
pitagoras :x / 8Saknis ( 2 ) :y
es ds 90 pr :x / Saknis ( 2 ) p$s
pitagoras :x / Saknis ( 2 ) :y
es at :x / 8aknis ( 2 ) kr 45 ps at :x

taskas

tai kvadratas :x
kartok 4 [pr :x ds 90]

taskas

32 pav. Procediiros pitagoras 50 2 rezultatas

Kita programa realaus pasaulio fraktalui atvaizduoti Siek tiek sudétingesné. Prie§ ja patei-

kiant susipazinsime su vienu i§ fraktaly sudarymo algoritmy — iteruotyju funkcijy sistemomis.
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Iteruotyju funkcijuy sistemas (IFS) dabartiniu ju pavidalu pirmasis apra$¢ J. Hutchinson'
1981 metais. IFS fraktalai dazniausiai vaizduojami dvimatéje erdvéje, nors juos galima atvaiz-
duoti ir kitoje n-matéje erdveje. IFS fraktalas — tai rekursiniy lygciy sistemos sprendinys. Toks
fraktalas sudarytas i§ keliy savo paties atvaizdziy sajungos, kai kiekvienas atvaizdis aprasomas
tam tikra funkcija. Jau ne karta minétas Sierpinskio nérinys yra IFS fraktalo pavyzdys. Atvaiz-
duojant fraktalo elementus, jie dazniausiai sumazinami, todé¢l taskai taip pat mazéja ir perkeliami
ar¢iau vienas kito. Tokiu budu IFS fraktalas yra sudaromas i$ keliy galbiit persidengianciy ma-
Zesniy savo paties atvaizdziy, o kiekviena 1§ Siy atvaizdziy sudaro dar mazesni jo atvaizdziai ir
t. t. I$ Cia fraktalai igyja ir pagrinding savo savybg — mastelio simetrija.

Iteruotyjy funkcijy sistema galima uzrasSyti taip:

S=U f.(S), ¢ia SSR" ir f,:R">R".
i

Paprasciau tariant, IFS yra aibé atvaizdziy, kuriuos taikant geometrinéms figiiroms ju seka
artéja prie tam tikros ribinés figtros, fraktaly teorijoje vadinamos atraktoriumi (pavyzdziui,
taisyklingyju n-kampiy sekos riba, kai n—oo, yra apskritimas).

Dazniausiai naudojamas algoritmas IFS fraktalams sudaryti yra chaoso zaidimas, kurio kon-
krety atveji Sierpinskio nériniui sudaryti jau nagrin¢jome: parenkamas atsitiktinis pirmasis tas-
kas, tada atsitiktinai parenkama viena 1S sistemos funkcijy, ir ja iteruojant randamas kitas fraktalo
taskas.

Yra ir kitas biidas IFS fraktalams sudaryti. Sudaromos visos galimos nustatyto ilgio funkciju
sekos ir taskai atidedami taikant kiekviena i§ gauty funkcijy seky pradiniam taskui arba figiirai.

UZzraSykime iteruotyjy funkcijy sistema natiiraliam fraktalui — paparcio lapui — sudaryti.

Pirmiausia atidedamas pradinis taSkas koordina¢iy pradzioje (x,=0; y,=0). Tada atide-
dami kiti taskai, atsitiktinai parenkant viena i$ keturiy koordinaciy transformacijy:

1. x,,=0;y,.,=016y, —tikimybé¢, kad bus parinkta 3i koordina¢iy transformacija,
yra 0,01.

2. x,.,=02x,-026y,; y,,,=0,23x,+0,22y,+1,6 — &i koordinaciy transformacija
parenkama su tikimybe 0,07.

3. x,,=-0,15x,+0,28y,; y,,,=0,26x,+0,24 y +0,08 — tikimybé pasirinkti $ia
transformacija yra 0,07.

4. x,.,=085x,+0,04y,; v, ,=—0,04x,+0,85y,+1,6 — tikimybé, kad bus pasiri-
nkta $i transformacija, yra 0,85.

Pirmaja koordinaciy transformacija pieSiamas stiebas, antraja — apatinis kairysis lapas, tre-
Ciaja — apatinis deSinysis lapas. Ketvirtaja transformacija generuojamos sumazintos stiebo ir

dviejy apatiniy lapy kopijos — tai kiti paparcio lapai ir jy stiebai.

16 John Irwin Hutchinson (1867—1935) — amerikieCiy matematikas.
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Dabar galime uzrasyti Sias IFS taisykles Logo kalba. Tam apraSysime keleta procediiry: ke-
turias procediras visoms koordinaciy transformacijoms aprasyti, vieng procediira transformacijai
atsitiktinai parinkti, viena procediira taskui atidéti ir viena procediira, vykdancia programa.

tai papartis :n
ppsp 2 es tebus "x 0 tebus "y 0 kartok :n [parink piesk]

taskas

tai parink
tebus "r bet.koks 100
jeigu :r = 0 [transfl baik]
jeigu :r < 8 [transf2 baik]
Jeigu :r < 15 [transf3 baik]
transf4

taskas

tai piesk
eik.x :x * 160 eik.y :y * 160 - 80
pS pr 0,1 at 0,1 es

taskas

tai transfl
tebus "x 0 tebus "y 0,16 * :y

taskas

tal transf2
tebus "t 0,2 * :x - 0,26 * :y
tebus "y 0,23 * :x + 0,22 * :y + 0,16
tebus "x :t

taskas

tail transf3
tebus "t -0,15 * :x + 0,28 * :y
tebus "y 0,26 * :x + 0,24 * :y + 0,08
tebus "x :t

taskas

tail transf4
tebus "t 0,85 * :x + 0,04 * :y
tebus "y -0,04 * :x + 0,85 * :y + 0,16
tebus "x :t

taskas
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33 pav. Procediiros
papartis 10000 rezultatas

2.5. Logo programos Mandelbroto ir Julijaus aibéms sudaryti

Mandelbroto bei Julijaus aibes nagrinéjome pirmojoje darbo dalyje, tad ¢ia pateikiamos tik
Logo programos Sioms aibéms sudaryti.

Algoritmas Mandelbroto aibei sudaryti yra gana paprastas. Kompleksiniy skai¢iy aibés sritj,
kurioje yra Mandelbroto aibé padalijame i tam tikra skaiCiy pikseliy. Tarkime, kad ¢ yra kiek-
vieno tokio pikselio vidurio tagkas. Keigiant ¢ reik§mes sekoje z,,,=z.+c, tikrinama, ar pik-
selio, kurio centras yra taske ¢, skersmuo yra didesnis uz 4. Jei taip, pikselis nepriklauso Mandel-
broto aibei, ir atskira procediira, priklausomai nuo to, kaip sparciai seka did¢ja tame taske, taSkas
nuspalvinamas pagal RGB model; parinkta spalva. Jei pikselio skersmuo néra didesnis uz 4, fik-
suotg skai€iy karty pakeitg ¢ reikSme¢ darome prielaida, kad pikselis yra Mandelbroto aib¢je arba
labai arti jos. Tokiu atveju pikselis nuspalvinamas juodai.

Programos rezultatas — Mandelbroto aibés sritis, apribota kvadratu, kurio apatinio kairiojo
kampo koordinates ir kraStinés ilgi nurodome vykdant programa. PavyzdZiui, norint atvaizduoti

visa Mandelbroto aibg, jvedame komanda mandelbrot -2 -2 4.

taili mandelbrot :xstart :ystart :side
langas vvl
slépkis es
kartok 1000 [tebus "x :xstart + ( kartojimai / »
( 1000 / :side ) ) tikrink :x :xstart :ystart :side]
parodyk "baigta

tadkas

tai tikrink :x :xstart :ystart :side
kartok 1000 [iteracija :x :ystart + ( :side / 1000 ) * »
kartojimai 0 0 0 :xstart :ystart :side]

taskas
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tai iteracija :cx :cy :zx :zy :1it :xstart :ystart :side
jeigu :it > 100 [juodas :cx :cy :xstart :ystart :side baik]
tebus "zxn :zx * 1zx - :1zy * :1zy + :CX
tebus "zyn :cy + 2 * :1zx * :zy
Jeigu ( i1ilgis ( :zxn * :zxn + :zyn * :zyn ) ) > 4 »
[spalva :cx :cy :1t :xstart :ystart :side baik]
iteracija :cx :cy :zxn :zyn :it + 1 :xstart :ystart :side

taskas

tail juodas :cx :cy :xstart :ystart :side
eik.x.y ( :cx - :xstart ) * ( 1000 / :side ) - 500 »
( :cy - :ystart ) * ( 1000 / :side ) - 500
ppsp 0
ps
pr 1
es

taskas

tai spalva :cx :cy :it :xstart :ystart :side
eik.x.y ( :cx - :xstart ) * ( 1000 / :side ) - 500 »
( :cy - :ystart ) * ( 1000 / :side ) - 500
jeigu :it > 0 [ppsp ( gksr ( liekana :it 14 ) * 18 0 0 )]
Jeigu :it > 13 [ppsp ( gksr 255 ( liekana :it 14 ) * »
18 0 )1
jeigu :it > 27 [ppsp ( gksr 255 - ( liekana :it 14 ) * »
18 255 0 )]
jeigu :it > 41 [ppsp ( gksr 0 255 ( liekana :it 14 ) * »
18 )1
Jeigu :it > 55 [ppsp ( gksr 0 255 - ( liekana :it 14 ) * »
18 255 )]
jeigu :it > 69 [ppsp ( gksr ( liekana :it 14 ) * 18 »
0 255 )]
jeigu :it > 83 [ppsp ( gksr 255 ( liekana :it 16 ) * 16 »

es

taskas
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34 pav. Procediiros mandelbrot -2 -2 4 35 pav. Procediiros mandelbrot 0,28
rezultatas -0,012 0,004 rezultatas

Programa Julijaus aibéms sudaryti labai panasi | pateikta Mandelbroto aibés sudarymo prog-
rama. Vykdydami 8ig programa, nurodome konstantos ¢ reikSme — realiaja ir menamaja komp-
leksinio skaiCiaus dalis. Taip gaunamas visas Julijaus aibés vaizdas, skirtingas su {vairiomis ¢

reikSmémis.

tai julia :cx :cy
langas
vvl
slépkis
es
kartok 1000 [tebus "zx -2 + ( kartojimai / 250 ) »
tikrink :cx :cy :zx]
parodyk "baigta

taskas

tai tikrink :cx :cy :zx
tebus "zyamp 3aknis 4 - :zx * :zX
kartok apvalink :zyamp * 500 [tebus "zy 0 - :zyamp + P
( kartojimai / 250 ) tebus "zxa :zx b
iteracija :cx :cy :zxa 0 - :zyamp + b
( kartojimai / 250 ) 0 :zx :zy]

taskas

tai iteracija :cx :cy :zxa :zya :it :1zx :zy
jeigu :it > 100 [juodas :zx :zy baik]
tebus "zxn :zxa * :zxa - :zya * :zya + :cx

tebus "zyn :cy + 2 * :1zxa * :zya
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jeigu ( ilgis ( :zxn * :zxn + :zyn * :zyn ) ) > 4 »
[spalva :zx :zy :it baik]
iteracija :cx :cy :zxn :zyn :it + 1 :zx :zy

taskas

tal juodas :zx :zy
eik.x.y :1zx * 250 :zy * 250
ppsp 0
rs
pr 1

es

taskas

tal spalva :zx :zy :it

eik.x.y :1zx * 250 :zy * 250

(@]

jeigu :it > 0 [ppsp ( gksr ( liekana :it 14 ) * 18 0

v

Jeigu :it > 13 [ppsp ( gksr 255 ( liekana :it 14 ) *
18 0 )1

jeigu :it > 27 [ppsp ( gksr 255 - ( liekana :it 14 ) * »

18 255 0 )]

jeigu :it > 41 [ppsp ( gksr 0 255 ( liekana :it 14 ) * »

18 )1

Jeigu :it > 55 [ppsp ( gksr 0 255 - ( liekana :it 14 ) *

18 255 )]

jeigu :it > 69 [ppsp ( gksr ( liekana :it 14 ) * 18 »

0 255 )]

jeigu :it > 83 [ppsp ( gksr 255 ( liekana :it 16 ) * 16 »
255 )1

ps

pr 1

es

taskas
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36 pav. Proceduros julia 0,285 0,013 37 pav. Procediros julia -0,70176
rezultatas -0, 3842 rezultatas
Vykdant abi Sias programas, kiekvienam taskui atidéti atlickama daug sudétingy skaiciavi-
muy, todél programos veikia labai l1étai. Kompiuteris gali atlikti aritmetines operacijas tik su
sveikaisiais skaiciais, todél kompleksiniai skaiciai aproksimuojami racionaliaisiais, o Sie iSreiS-
kiami sveikaisiais skaiciais ir operacijomis su jais. Tokia operacijy virtiné ypac ir sulétina prog-

ramos darba.
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ISvados

Siame darbe i$tyriau, kaip modeliuojami fraktalai bei pateikiau keleta programu Logo kalba
fraktalams sudaryti. Programos antrojoje darbo dalyje pateikiamos nuosekliai, nuo paprasciausiy
programéliy supazindinti su rekursija iki sudétingesniy algoritmy jvairiems fraktalams sudaryti,
taip pasitlant glausta fraktaly mokymo naudojant Logo metodika.

Fraktalus reikéty laikyti vaizdzia matematiniy objekty vizualizavimo priemone, naudotina
matematikos ir informatikos dalyky uzklasinéje veikloje. Pavyzdziui, iliustruojant rekursijos, ko-
mpleksinio kintamojo savokas, kompiutering grafika.

Ispudingas fraktaly grozis ir natiiraliis fraktalai gamtoje ypa¢ sudomina mokinius. Nagrinéja-
nt fraktalus susipazistama su koordinaciy sistemomis, sveikyju skai¢iy aritmetika, begalybés sa-
voka, lavinami skai€iavimo ir braizymo igiidZiai. Fraktalus gali nagrinéti ivairaus amZiaus moki-
niai. Perteikiant fraktalus paprasta ir visiems lengvai perprantama Logo kalba, kartu yra ugdomi
algoritmavimo, programavimo ir darbo su kompiuteriu gebéjimai. Sudétingiems fraktalams suda-
ryti Logo priemonés néra racionalios d¢l leéto programy darbo atliekant ypa¢ daug skaiciavimy.
Zinoma, galima sudaryti fraktaly generavimo algoritmus Logo kalba, tat¢iau sudétingiems frakta-
lams i§samiau nagrinéti labiau tinka tam skirtos programos, galin¢ios generuoti ypac¢ sudétingus

fraktalus ar ju dalis per zymiai trumpesnj laika.
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Summary
Generation of fractals with Logo
Master's degree thesis

Fractals are all around us, in the shape of a mountain range, cloud formation, flickering fires
or our own vascular systems. Such familiar things have become the focus of intense research
over the last three decades. Complex mathematical formulas were discovered behind these
simple at a first glance structures. It may seem odd that this complexity encourages to go further
and further into the fractal theory. Especially when the beauty of fractals is demonstrated using
simple tools, such as Logo.

Logo is the name for a philosophy of education and a continually evolving family of
programming languages that aid in its realization. Logo programming language uses a turtle, a
concrete object that may be seen and handled. In this way geometry is much easier to understand
even for the youngest children than the traditional Euclidean geometry, which is constructed on
abstractions.

The goal of this master's degree thesis is to analyze properties and generation algorithms of
simple fractals and to implement these algorithms into Logo programming language suggesting
methodology of teaching fractals using Logo in schools and providing some examples of Logo
programs for fractal generation.

The thesis consists of two parts. The first part provides basic theory on fractals. It begins
with a simple explanation of what a fractal is using examples of self-similarity and recursive
process and going into a more mathematical definition of fractals, introduced by B. Mandelbrot.
After a brief history of fractals, a more in-depth analysis of Mandelbrot and Julia sets, the two
well-known fractals arising from very simple sequences of complex numbers defined by the
relation z,,,=z.+c, is given. The last chapter of the first part points out the reasons how
fractals are useful and why they should be taught at school — fractals are fun; fractals are
beautiful; anyone can play with them; fractals promote curiosity; computers, when used to
explain fractal theory, enhance learning.

The second part focuses on using Logo to generate fractals. It provides a few Logo programs
of various complexity ranging from simple recursive functions to handling operations with
complex numbers. Examples of Logo programs include generation of fractal trees, Koch
snowflake and Sierpinski gasket, implementation of chaos game and iterated function systems,
and manipulating complex numbers to draw Mandelbrot and Julia sets. The programs are
arranged in such a way that they suggest a brief methodology of integrating fractal theory and its

Logo implementation into the mathematics curriculum or after-school activities.
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