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1 Jvadas

Matematiné biologija nagrinéja daugybe jvairiausiy matematiniy modeliy. Populiacijy
dinamikos modeliavimas—vienas i§ jy. Matematinéje biologijoje yra zinomi Sarpo-Lotkos—
McKendrikso [1], Hopenstedo—Staroverovo [2,3], Gurtino-MacKamy [4]|, Hadelerio [5] popu-
liacijos modeliai. Taciau Sie modeliai neatsizvelgia j vieng svarbiausiy reiskniy daugelyje
populiacijy—jaunikly prieziura. Sis instinktas yra jgimtas daugelio zZinduoliy ir pauksciy popu-
liacijose.

Darbuose [6-9] pateikti trys populiacijy dinamikos modeliai, kuriuose atsizvelgiama j
vaiky pieziura. Dviejuose i$ jy laikoma, kad populiacija—vienalyté, kituose-dvilyteé, ir poros
sudaromos tik poravimosi periodui.

Modelyje [10] pateiktas populiacijos dinamikos modelis, kuriame atsizvelgiama j amziy,
pateliy néstuma, vaiky prieziura, ekologinius veiksnius. [ vaiky prieziuros savoka jeina jaunik-
liy maitinimas, Sildymas, saugojimas nuo priesy. Skirtingy ly¢iy poros sudaromos naudo-

jant harmoninio vidurkio funkcija, ir laikoma, kad poros egzistuoja tik dauginimosi periodu.

ey —

ev e —

ir poreproduktyvyjj amziaus intervalus. Individai, esantys priesreproduktyviajame amziaus
intervale, skirstomi j jauniklius, kuriems reikalinga motinos prieziura, bei paauglius, kurie
jau yra savarankigki individai, tik dar nepasiruose daugintis. Reproduktyvaus amziaus indi-
vidai skirstomi j patinus, neapvaisintas pateles, apvaisintas pateles ir jauniklius priziurincias
pateles.

Darbo tikslas-iSnagrinéti ir jsisavinti pateikta metoda. Modelj sudaro integrodiferen-
cialinés lygtys dalinémis iSvestinémis su integralinio tipo salygomis. Lygciy skaicius pri-
klauso nuo biologiskai galimo maksimalaus skaic¢iaus palikuoniy, ir jis yra baigtinis. Limituo-
tos populiacijos atveju surandami separabilus sprendiniai, nelimituotos populiacijos atveju

irodoma egzistavimo ir vienaties teorema.



2  Zyméjimai

T3—néstumo periodas;

T,—vaiky prieziuros periodas;

uy (t, 7 )dm—paaugliy arba suaugusiy patiny skai¢iaus vidurkis, kuriy amzius momentu ¢
priklauso intervalui & € [ry, 71 + dn];

us(t, 7o) dme—paaugliy pateliy arba neapvaisinty suaugusiy pateliy skaic¢iaus vidurkis, kuriy
amzius momentu ¢ priklauso intervalui £ € [1y, 73 + d73];

Usky ko (, T1, T2, T3)dT1dTodTs, ki ke > 0, 1 < ki + ko < n—vidutinis skai¢ius, apvaisinty
ki vyriskos lyties ir ke moteriskos lyties amziaus € [r3, 73 + d73] embrionais, amziaus £ €
[T2, T2 + d73] pateliy skai¢ius momentu ¢, kurias apvaisino amziaus £ € [11, 71 + dr] patinai;

Ugky ky (t, tauy, T, 74 )dTdTodT—vidutinis amziaus £ € [1o, To + d73] momentu ¢ pateliy skai-
¢ius, kurios priziuri amziaus £ € [1y4, 4 +d7y] kq patinélius ir ky pateles, kuriy tévas jy motinos
apvaisinimo metu buvo & € |1, 7y + dr| amziaus;

v1(t, 71 )dt-tikimybé 7 amziaus paaugliui arba suaugusiam patinui (7; € (7}, 711 )—paaug-
liui, 74 € (711, 00)-suaugusiam patinui) numirti laiko intervale [t,t + dt];

vo(t, 7o)dt—tikimybé 75 amziaus paauglei arba nepavaisintai suaugusiai patelei (rp €
(T4, To1)—paauglei, 75 € (791, 00)—neapvaisintai suaugusiai patelei) numirti laiko intervale
[t,t + dt];

Uk ko (t, T1, T2, T3)dt—tikimybé 7, amziaus patelei numirti laiko intervale [t,¢ + dt], kuri
yra apvaisinta k; vyriskos lyties ir ky moteriskos lyties embrionais, kuriy amzius 73, ir kurig
apvaisino amziaus 7 patinas;

Uik ko (t, T1, T2, T4 )dt—tikimybé 75 amZiaus patelei, kuri priziuri k; patinélj ir ko patele, kuriy
amzius 71, numirti laiko intervale [¢,t + dt];

Vdkykssiso (Es T1, T2, Ta)dt—tikimybeé k; — s; patinéliams ir ko — s pateléms jaunikléms, kuriy
amzius 74, ir kuriy motina tuo pat metu yra 7, amziaus, o tévas apvaisinimo metu buvo
amZziaus 71, numirti laiko intervale [t, ¢ + dt];

Diyks (L, T1, T2 )dt—tikimybé patelei i§ poros, susidedancéios i§ 71 amziaus patino ir 7 amzZiaus
patelés, pastoti ky vyriskos lyties ir ko moteriskos lyties embrionais laiko intervale [¢,t 4 dt];

p(N(t))dt-tikimybé paaugliui arba suaugusiam individui numirti laiko intervale [¢,t 4 dt]
del ekologiniy priezasciy, priklausanc¢y nuo suminio paaugliy ir suaugusiy individy skai-
¢iaus N(t);

L (t, 79)dmydt—vidutinis amZiaus £ € |19, T2 + d73] neapvaisinty pateliy skaicius, kurios bus
apvaisintos laiko intervale [t,t + dt];

Su1(t, 72)drydt-amziaus € € 1o, T2 + d7s] motiny vidutinis skaicius, kurios baigia rupintis
savo jaunikliais laiko intervale [t,t + dt];

Su2(t, 7)dmydt—amziaus £ € [12, T2 + d72] motiny vidutinis skaicius, kuriy visi jaunikliai

numirs laiko intervale [t,¢ + dt];



Lk ks, (t, 71, T2, T4 )dTidTodTsdt—amZiaus € € [19, 7o 4 d73] pateliy vidutinis skai¢ius, kurios
rupinasi k; patinéliais ir ko patelémis, kuriy amzius & € [ry4, 74 +d74], ir kuriy tévas jy motinos
apvaisinimo metu buvo amziaus £ € [y, 71 + dr|, ir kuriy k; — s; patinéliai ir ko — so patelés
jauniklés numirs laiko intervale [t, ¢ + dt];

Sukiky (, T1, T2, Ta)dT1dTodTydl—amZiaus £ € |19, 79 + d73] motiny vidutinis skaicius, kurios
rupinsis k; patinéliais ir ky patelémis jauniklémis, kuriy amzius £ € [ry, 74 + d74], ir kuriy
likusieji jaunikliai zus laiko intervale [t,t + dt];

uf, uy, U3y, p, Ugy, p, Pradiniai kintamieji;

0s = (Ts1,Ts2), Ts1 > Ty—lytinio aktyvumo amziaus intervalas (s = 1 patinams, s = 2
pateléms);

Tos = Tos + 13, Tos = Tos + 14, s = 1,2;

Kai 199 — 191 > T35 + T}, tai

[0, 72, To1], Ty € [To1,T21),
w(Te) = [0, T4l Ty € [To1, Taz),

(7o — T2, Tu], T2 € [Taz, To2),

ir kai To2 — T21 S T3 + T4, tai

[0772—%21], T2 € [%21,%22)
w(Ty) = [7'2 — To2, T2 — 7~'21], T2 € [%22,%21);
(T2 — Tag, Ty, Ty € [To1, Tao]

o1 = (11, T12), 02 = (To1,To2), 03(73) = (T3 + To1, T3 + To2), 04(T4) = (T4 + To1, T4 + Ta2),
74 = (To1, To2)—vaiky prieziuros amziaus intervalas,

Q2 = (14, %)\{721,%21,7'22,%2},

Qs ={(71,72,73) : 71 € 01, T2 € 03(13), 73 € (0,T3)},

Qs ={(m1,72,74) : 11 € 01, To € 04(14),74 € (0,T})}.

Be to, 09 = 03(0), 04(0) = 03(T3).

[Ug]ry—¢|-funkcijos us Suolis, kai 7 = &.

3 Nemigruojancios populiacijos modelis

Siame skyriuje pristatome nemigruojancios populiacijos modelj [10], kuriame atsizvel-
giama ] individy lytj, amziy, pateliy néstuma ir vaiky prieziura. Mirtingumo greitis apibréziamas
dviejy démeny suma: 1-asis démuo—mirtingumas dél naturaliy veiksniy, 2-asis démuo—mirtin-
gumas del aplinkos jtakos. Pory sudarymui naudojama harmoninio vidurkio funkcija, ir
laikoma, kad poros egzistuoja tik kryzminimosi laikotarpiu.

Tegul |k| = ki + ko ir |s| = s1 + so, kur |[k| =1,2,...,n

Modelj sudaro (3.1)—(3.5) lygtys:



lygtys patinams

’8u1 8u1
—_—t —— = — N t>0 > T,
ot + 87'1 (V1+p( ))uh ,y T1 4,
Urli=o = uy, T € [Ty, 00), (3.1)
n—1 n—ko
U1|n -1, = Z Zlﬁ/ dTl/ Uy by | ryerydT2, € 2> 0;
=0 k=1

lygtys apvaisintoms pateléms

( OUsk ke Ousp, i OUs, ke
8151 -+ (97'21 -+ 87'; "= _(V3k1k’2 + p(N))u3k1k2> t >0, (7—177_277—3> € Q3>
u3k‘1k2|t:0 = ugk1k27
73 € [0,15], T2 € [T+ To1, T3 + T22), 71 € (711, T12), (3.2)
w | _ DPkqk U1U2
3k1ks|T3=0 =
1ka |73 fal uydr| + f@ uodTh
L t >0, 7 € [T21,T22), T1 € (T11,T12);

lygtys pateléms, priziurin¢ioms savo jauniklius

( Otapyi Oage, O, o
8151 : 87'21 -+ 87'; "= _(V4k‘1k2 + p<N))u4k1k2 - Luk1k2 + Su}ﬁkw

t> 07 (7—17 7—27_4) S Q47

(3.3a)
Uk ky =0 = nglkz,, 7y € [0,T4), 7o € [Ty 4 To1 + T3, 74 + T2 + T3], 71 € 03

kU4k1k2|r4:0 = Uskyky|raery, €20, o € [To1 + T3, 700 + T3], 71 € 074,

kur

|k -1
uk’lkg E § 1/4’61]62,5152“4]61]627 (33b)

0<s<k
0, k| =n; 0 <k; <n,

SUk1k2 B Z Z ViasysoskikoWdsysos 1 < ’k| < n— 1 (330)
j= \kH—l \ |= J>0

lygtys neapvaisintoms ir baigusioms priziuréti savo jauniklius pateléms

(Ouz | Ouz _
ot T2

t >0, 7 € (Ty,00)\{ 721, To1 + T3 + T}, Taz, Too + T3 + T4},

—(V2 =+ p(N))UQ - Lu + Su,l + Su,27

u2|t—0 = Ug, T2 € [T47 )7 (34)

n 1 n—k1
Ug|ryer, = E kz/ dﬁ/ Udy by | ry=mydT2, £ >0,

—0 k=1
[ [u2|r=¢] = 07 §1 = To1, To1 + T3+ Ty, Top, Top + 15+ Ty,
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kur

0, 7€ (Ty,00)\(T21, T22),

n
L, =
“ E E Uy kol ryo @715 T2 € (T21,T22),
i 1

j=1 |k|=5 Y7
;>0

/

0, 1€ (Ty,00)\(Ty+ 121 + T35, Ty + 90 + T5),

S”%l B Z Z / u4k1k2|7’4:T4dT17 T2 € (T4 + 721 + T3’ T4 + T2 + T3)’
1 1

j=1 lkl=5 V9
L k;>0

0, 7€ (Ty,00)\(T01 + 13,700 + T35+ T}),

Suz = > / dT4/ Vik k00U ko 071, T2 € (To1 + T3, T2 + T3 + 1),
w(T2) o1

j=1 |kl=j
k; >0

\

n—1 n—kq

o0 o0 Ts
N = / uld']—l—|—/ u2d7‘2—i— Z Z/ dTg/ dTg/ U3k1k2d7'1
Ty Ty fe1—0 ky—1 "0 o3(73) o1

n—1 n—k;

Ty
. Z Z/ dT4/ d72/ Ushy by AT - (3.5)
0 04(74) o1

k1=0 ko=1
Suderinamumo salygos:

(0 ‘ 0 ’
u3k’1k2 T3=T3 — u4k1k‘2 74=0

ugklkg‘ﬁ:O :p/ﬂkz’t:Ou(l)ug/ (/ ucl)d’r{ +/ ungé)?
1 k o 72
n—1 n—ks
() =) ki / dr / Wik |y, d72, (3.6)
k a1 o4(Ty)

=0 k1=1

n—1 n—k1
L= b / dn / ot |,
\

k1=0 ko=1

. . 0 0 0 0 . oo
Visos duotos funkcijos v1, Vo, Vag, by s Vaki ks Vierkaisisas Phikas Ui s Ua, U3, ky» Uik ky 1T NEZINOMOS
funkcijos wuy, ug, Usk, &y, Uak, k, turi buti teigiamos, nes kitaip jos netekty biologinés prasmes.

Be to [ uldr] + [ ujdr; turi buti teigiamos.

4 Separabilus sprendiniai

Tarkime, kad gyvybiSkai svarbus greiCiai v1, Vo, Vsk, ke s Vaki ks> Vi kassises Phiks YTa stacio-

narus. leskosime separabiliy sprendiniy tokiu pavidalu:

ui(t, 7)) =vi(m)f(t), f(0)=1, ui (1) = vi(m),

uz(t,72) = v2(72) f (1), uy(72) = v2(72), (A1)
Uskoy oy (E, T1, T2, T3) = Vskyky (71, T2, 73) f (1), Uy, 1y (T1, T2, T3) = Uspyky (71, T2, T3), .
Uakoy by (t, T1, T2, Ta) = Vahoy by (715 T2, Ta) f (1), UL oy (T1 T25 Ta) = Vaery (T1, T2 Ta),



(

\

Ul(Tl) 1(7'1) Am—Ta) ) wl(T4) =1,

va(72) = sz(TQ) R w(Ty) = 1,

Vs ks (T1, T2, T3) = AT?’Ul(7'1)v2(72 — T3) W3k, ky (T1, T2, T3) /X, (4.2)
Uttty (11, T2, 7a) = € M0y (7)) 0g (15 — T — T3 wapy 1y (71, T2, T) /1,

a:/ v1d71+/ Vo dTy.
o1 g2

A yra nezinoma kintamyjy atskyrimo konstanta, a; ir as—ieskomos teigiamos konstantos,

W1, WY, W3k, ky» Wik, k,—ieSkomos funkcijos.

Istatydami (4.1)—(4.2) funkcijas j (3.1)—(3.6) lygtis, rasime lygtis nezinomoms funkcijoms

A
W1, Wy, W3k kys Wik ko -

((9{01]6 + 0 f=—(n+ P(N))Ulf t>0, 7 > 1T,

U1f|t 0="v1, T1E€ T4,

k2 0 k=1 4Ty

n 1 n— kg
vlf’T1=T4 / dTl/ U4k1k2f"r4 T4d7-27 t Z 07
g.
\

(Oyvaf + Oryvaf = — (1 + p(N))vaf — Lu+ Sut + Suz, >0, 75 € Qo,

Vo flizo = v2, Ty € [Ty, 00),

n—1 n—ky
U2f|7'2 =Ty — Z Z kQ/ dTl/ U4]€1k32f|7’4:T4d7—27 t Z 07
k1=0 ko=1 g1 o4(Ta)

|[v2f|r=e] = 0, &= o1, To1, To2, T2,

(atviiklkgf + 57203k1k2f + 8T3U3k1k2f = _(V3k1k2 + P(N))Ui%klsz, t>0 (71772773) € Qs,
U3k1k‘2f|t:0 = U3k1k27

73 € [0, T3], T2 € [13 4 To1, T3 + To2], 71 € (T11, T12)

v f] N pk1k2U1U2f2
3k1k —0 =
1kaJ |73 fal Ulde{ —+ ng Ugdeé
L t <0, 2 € [T21,T22], 71 € (T11,T12),

(
8tv4k‘1k:2f + 8T2U4k‘1k:2f + 8T4U4k1k2f = _(V4k1k’2 + p(N))U4k1k2f - Luklkz + Suk‘lk:zy
t >0, (11,72m1) € Q4

Udkyko f lt=0 = Vakyhy, Ta € [0, 1Y), 7o € T4+ o1 + T3, 7y + o2 + T3], 71 € 01,

\U4k1k:2f|—r4:0 = Uskyhoo f | ramrys € 2> 0,70 € [To1 + 15,790 + T3], 1 € 071.



Atskyre kintamuosius ir pazyméje A = % + p(N) gausime lygtis:

wy = —wy, (Ty,00),
wl(T4) = 1,
{(wé\) = —V2w2 Ly + Swi + Swas

w2(T4) =1, [w2|72:§] =0, &= To1, To1, To2, T22;

OryW3kyky + OryW3kiky = —Viky ko Wik ko »
Wik ky | r3=0 = Dhiks, T2 € 025

{872w4k1k2 + Or, Wakyky = —V3kykyWakyky — Lok kg + Swkikas
Wik ey | =0 = W3kyko lms=13, T2 € 04(0), 71 € 01
Cia Lupkyky» Swkiky apibrezti (3.3b)—(3.3¢) lygtimis
B {O, Ty € (Ty, 00)09,
=

Am)wy(1), ™ € 03,

- {o, 75 € (Th, 00)\ou(Th),
’ B(r)wywy (ro — Ty — Ty), 72 € 04(Th),
0, Ty € (Ty,00)\0y,
Sz = [ C(1y, 7y — & — T3)wy(x)dx, T € Gy,
Kuriose !
A(r —?/12 Z/ w0 (1) iy, (11, )T, Y1 =
J=1
B(r2) = Z Z / ATy (1) Wany iy (11, 72, T ),
=L i

72,T4 —y1§ E / V4k1k200w1(71)w4k1k2(7'1,7'2,74)617‘1,

j=1 |kl=5 ¥ 91

k>0
[T21, T2 — T3], Ty € [To1,T21),
W(Ty) = (7o = T5 — Ty, 70 — T3], T2 € [To1,T22)
(7o — T35 — Ty, Too)] Ty € [Tag, Ta2)

jeigu Too — o1 > I3 + Ty, ir

[7'21,72 —T3], T2 € [7:21;7:22),
W(T2) = { [T21, 22, Ty € [Taz, T21)

[T — T5 — Ty, Too], To € [To1,T22)

jei T — o1 < T3+ 1T}

(4.3)

(4.4)



Konstantoms y; ir y» = as/a gauname tokias lygtis

( n—1 nsz
1= K1 Dy (A, Y1) Y2,
Lo (47
1= kQDklkz()" yl)yh
\ k1=0 ko=1
kur
Dk, (N 1n) = / wl(ﬁ)@*’\(ﬁ*n) dmy
g1
X / w2)\<7—2)€7/\(T2+T3)w3k1k2 (7-17 T2 + T3 + T4, T4) dTQ;
g2
A-ai rasti gauname tokia charakteristine lygtj
1= y1/ wy(m)e M dry —|—y2/ wy (2)e M7 dry, (4.8)
o1 g2
o funkcijai N = f(t)( turime uzdavinj
N' =N\ —p(N)), N(0)=8=aB(\), (4.9)
kur
B()\) = yl/ w1 (Tl)e_A(Tl_TAl)dTl + y2/ wg\(Tg)e_A(T2_T4)dTQ
Ty Ty
n—1 n—kq Ts
+ y1y2 Z Z / de/ dT2/ wy (1) w5 (72) Wk, ko (11, T2 + T3, 73)
k1=0 k=0 * 0 o2 1
% e—>\(7'1+T2+T3—2T4)d7_1
n—1 n—kq Ty
+ 12 Z Z/ d74/ dT2/ wy (1) w5 (72) Wk, ko (T1, T2 4+ 74 + T3, 7)
k1=0 ky=0 "0 o2 o1
x e Mt s =20) 7 (4.10)

Teorema 1. Tequl f-jos V1, Vo, U3k kys Vakike s Vakykaisises Phiks 17 Pastovus dydzZiai Ty, Ty < 75 <
T < 00 yra teigiami, kai s = 1,2. Tegqul vy, v, € C°([Ty,)), Prr, € CO¥ (G, X G9),
Vskiks € COM(Q3), Vakkoisises Vakiks € COVH(Qy). Tada:

(1) Egzistuoja vienintelés teigiamos funkcijos wq, Wsg, ky, Wak ky, Lenkinancios lygtis (4.3),
(4.5), (4.6). Fiksuotiems yy ir X\ egzistuoja vienintelé teigiama funkcija ws, tenkinanti

lygt; (4.4). Funkcijos wy, Wa, W3k, ky, Wag,k, taip pat tenkina sqlygas

wy € Cl([T47 OO])? W3k ko € CO,l,l(@S)?
W4k ko € C0’171(@4)7 U)g\ € C([T47 OO)) N Cl(QZ)?
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(2) Fiksuotam dydziui A funkcijos vy, Vo, Usk kys Vakyky tenkina:

S C1(<T4, OO)), Vo € (C((T4, OO)) N CI(QQ),

Vstks € CO(Q5) NCOMLY(Q3\{ma — 73 = a1 }),
Vs, € CO(Qy) NCOULHQu\{72 — 74 — T3 = 71 }),

jei Tog — To] > T3 + T4. Ir

U3k ko € CO(GS) N COJJ(QS)?
Vit € CO(Q4) NCOHH(Qy),

jei Tog — To1 < I3+ T1y;

(3) su teigiamais y1(No) ir yo(Xo) sistema (4.7), (4.8) turi bent vieng realy sprending
(1(A0), ¥2(Ao), Ao)-

Jeigu p(0) = 0, p'(N) > 0, YN > 0 ir N tenkina sqglygg B(Xo) < oo, tai sistema
(3.1)—(3.6) turi bent vieng vienparametrine klase teigiamy separabiliy, (4.1),(4.2) tipo

sprendiniy (su teigiamu parametru o), kurie elgiasi taip:

0, kai Ao < 0,
(ula U2, U3k ko U/4k‘1k2) - o0, kai AO Z Supy P,

(UlaU?av3k1kzyv4k’1k2)N*/67 ka’l )\0 € (07supN p>7
kait — oo, kur N,-vienintelé lygties p(N.) = Ao realioji Saknis.

Irodymas. Lygtys (4.3), (4.5), (4.6) nepriklauso nuo A, ir remiantis teoremos salygomis,
gali buti i8sprestos tiksliai. Lygtis (4.6) gali buti iSspresta rekurentiniu budu, pradedant nuo
|k| = n. Lygtis (4.4) turi véluojanéia struktura tik tuo atveju, kai 7o € (721, 7o) ir gali buti
iSspresta kaip paprasta diferencialiné lygtis.

Parodysime, kad lygtys (4.7), (4.8) turi bent vieng realy sprendinj.

Pazymeékime

( n—1 n—k1

Qi\(yl) = Z Z kQDklkz()‘>y1)v
k1=0 ko=1

n—1 n—ks

QQ/\(yl) = Z Z leklkg()\>yl)a

L k2=0 k1=1

lygti (4.7) perrasykime taip:

1
Y1 = — )
a\y
1(11) (4.11)
Y2 =
QQA(yl)
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Nagrinéjame (4.4) lygtj.
Kai Ty € [T4,T21], tail Lw = 0, Sw’1 = 0, Sw72 = 0. Todél

(w3) = —wowy, 7o € (T4, ),

Kai mn € (7'21,7'22), tai

Lo = ylZZ/ NI w1 (1) iy g (11, 72) dmy - w03 (72)

j=1 lkl=5 ¥ 91
k; >0

< Z Z SUP Py ky (T2)Y / e Ty (1) dry - w) (1)

-
j=1 Ikl=5 "1
k;=>0

< Z Z SUD Phyky (T2) - w5 (T2),

-,
j=1 lkl=j
k; >0

Sw71 Z 0ir Sw,Z Z 0. Todél

(w3)' (Vz Z > Sup pryy (72) )% (r2),  [wz(2)] = 0.

=1 k=3 T
k; >0

IS pastaryjy lygciy gauname jvercius

— [y
w%(Tz) = Wy (T2) =€ Jr, 2(£)d(£), T2 € [T4,721], (4 12)
w;‘(Tg) > U)Q*(TQ) — f4 va(§) d(©)— [} 2o7=1 32 k|=; SUPr pklkg(g)d§7 Ty > Tol. '
IS cia seka, kad
0< L < L Yy, >0
su vy, =2 U,
@) aN)
kur
n 1 n—k1
@ ( Z k?2/ dTl/ wi(T1)e —Am= T4)w2 (72)
k1=0 ka=1
X e )\(T2+T3)w4k1k2<7'177-2 + Ty + Ty, Ty) dra < @) ().
Todél
1 1
(y1 - /\—> <0 ir (yl - )\—> > 0.

I3 to i8plaukia, kad lygtys (4.11); turi bent viena teigiama Saknj y;(\) € (0, ﬁ) Akivaizdu,
kad tiek yi(A), tiek ir yo(N) = m

gausime charakteristine lygtj parametrui A

1:y1(/\)/ wl(Tl)e_)\(ﬁ—Tzl) d71+y2(/\)/ w%(TQ)e—A(Tg—TQ dTQ.
o1 oo

—tolydZios parametro A funkcijos. Istate ys(A) i (4.8),
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Parodysim, kad $i lygtis turi bent viena realia Saknj A = A\g. Pazyméje

* .
wy = SUP Wik, >0, wae = inf  wypp, > 0.
k1,k2,m1,m2 k1,k2,m1,m2

) =m0 |

g1

wy (1)e N T gy +y2()\)/ w) (13)e N2 dr,

o2
gausime jvercius:

n—1 n—kq

Z Z k2/ wy (11)e 2T dry

k1=0 k2=1

X / wg*(Tz)e_A(72+T3)w4k1k2 (7‘17 T2 + T3 + T4, T4) dTg
[2p)

n—1 n—ky
2 Z Z l{?Q / €_>\(T2+T3)w2* (7'2) inf W4k ko (7'1, T2 + T3 —+ T4, T4) dTQ
k1=0 ko=1 702 m

Bn) <wp Y Y kl/ wy (1 )e =) dn/ W (72)e N g,
o1

n—1 n—ko
qé\(yl) > Wyx Z Z /{?1/ w1 (Tl)e—A(T1—T4) dTl/ w;‘(Tg)e_)\(Tl+T3) dry.
Tuomet

r(A) = /wl(ﬁ)@“ﬁT4)d7'1y1()\)+/ wé\(Tz)e Ar2—Ta) deyQ()‘)
g1

> m(A) =
1( ) w4 Z 0 21 k12 kl fal w1 (Tl)e_/\(Tl+T3) dTl

ir

() < m\) !
r = T2 = po K
Zkl Lo it by [ wau(2) infr, waryk, (71, 72 + Ts + Ty, Ta)e A2478) dry

1

w4* Do et ki J,, wi(m)eMrt1s) dr

Lygtis 7(A) = 1 turi bent viena realiag Saknj A\, nes 0 < nm1(A\) < () < m2(A), funkcijos
mir ne—monotoniskai didéja nuo 0 iki oo, kai A kinta nuo —oo iki oo.
Remiantis papildoma salyga (3 (Ao) < 00, (4.9) lygties sprendinys elgiasi taip:
0, jeid <0,
N — {0, jei o > supy p,
N,, jei Ao € (0,supy p)-
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5 Egzistavimo ir vienaties toerema, kai p =0

Siame paragrafe nagrinésime (3.1)—(3.6) modelj su stacionariais gyvybigkai svarbiais grei-
Clais V1, Va, U3k ky, Vakikes Phiks> Vakikaisiso- 1al p = 0 jrodysime egzistavimo ir vienaties teo-
rema. Nagrinésime atvejj mo9— 791 > T3+7Ty. (Priesinga atvejj galima iSnagrinéti analogiskai.)

Pazymeékime:

Dy={t=n—Tyn,n+ T3},
[y = {t =Ty — To1,To — Ly, T2, o + 13, T2 — T21, T2 — T2, T2 — 7122} U {7'2 = 721,722,%21,%22}7
Dy ={t=m0— 701,70 — T4, 7o, o + T3, T2 — To1, T2 — T2, T3} U{To — T3 = Ta1, Toz, To1 }
Cy={t=m0— 101,70 — Ty, 70,70 + T3, 70 — To1, T2 — Too, T4, Ta + T3} U{m2 — 74y = T3 + To1 }.
Teorema 2. Tegul funkcijos Vi, Va, Vskkys Vaky ks> Dkiks s Vikikaisise 7 konstantos Tz, Ty, Ts1, Ts2,
kar s = 1,2 tenkina pirmos teoremos sqlygas. Tequl Too — Ty > T3 + Ty. Tarkime, kad
pradiniai duomenys u(l),ug,uglﬁb,ug,ﬂ,62 tenkina (3.6) lygtis. Tegul ul ir u§ € CY([T}, )),
W, € COM(Qs), Uy, € COV(Q,). Tada kiekvienam baigtiniui t* > 0 sistema (3.1)—
(3.4) turi vienintelj teigiamq sprending, toks, kad:
uy € CO([0,¢*] x [Ty, 00)) NCH(((0,t*) x (Ty,00))\I'1),
uy € C°([0,¢*] x [Ty, 00)) NCH(((0,t*) x (Ty,00))\TI'2),
uz € C°([0, ] x Q3) NCOLL(((0,t*) x Q3)\I's),
ug € CO([0, 8] x Qq) NCOL(((0,7) x Qu)\I'3).
Irodymas. Apibrésime:
|k|+1

Utkrko = Vikiks T g E Vi ko;s152
j:

0<s;<k;

q(t, m2) Z Z/ Pry ko (71, T2)un (8, 71 )dre, (5.1)

j=1 lkl=5 ¥ °1
k;>0

Bs = us(t,Ty),s = 1,2, (5.2)
h(t) = / uy (t, m)dm + / ug(t, 72)dTs. (5.3)
o1 02
UzraSysime lygtis (3.1)—(3.4) integraline forma.
1. (3.1) uzrasykime srityje D_ = {(t,71) : 0 <t <1 — Ty, 71 > T4}.

Turime charakteristines lygtis

dt _dr _ dw o fm=
1 1 —u du o
—1uy

Kadangi 1 =t + &, £ =const., tai suintegrave lygtj (3.1) gausime

t
u(t, 1) = u(ry = t)e” BT — i (ry — e e OF 0 <t <m — T
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Srityje Dy :t > 1 — Ty > 0 turime

dt = dTl,
du1

Todelt =71 +¢&, 0

Ul(t,Tl) = Bl(T4 +t— Tl)eif;i ul(x)dx’ t Z T1 — T4 > 0.

Tokiu budu gauname sistema

t
ur(t, ) = ul(m — t)e_fﬁ—t”l(x)dm, 0<t<n —1Ty,

— [T vy (z)dz (5.4)
ul(t,Tl) :Bl(T4+t—7'1)€ Ty V1 s t 2 T1 —T4.

. Nagrinékime (3.2) lygtj. Kai 0 < ¢t < 73 turime

d’T3 - dt,
%:?:$:M — dT2:dt,
~V3kiky U3k ks sk, _ 0
U3k ko
Todél

_,0 — [73 vaky ko (TL 2+ T2 —T3,2) d
u3k1k2(t7 T1, 7—277—3> — u3k1k2(7-177—2 - t7 T3 — t)e f3 t 12 ) 0 S t S T3.

Kai t > 73 turime

dt = dT3,
dT2 = dTg,

dusp, k
—2 = d7'3.
_V3k‘1 ko u3k1k2

Todeél
DPlyka U1U2 _ (73 _
U3k, ko (t1,7'177-2,7-3) = ( 1 2h e Jo? vaky ko (T1,2472 ‘rs,:v)dm’ t> 7.
(t—73,71,72—73)

Sias funkcijas sujungiame j sistema:

( _,,0 — I73 U3k ko (T1,2+T2—T3,2)dx
Ushy ey (t, T1, T2, T3) = Usp g, (T1, T2 — 1,73 — )€ Jra—t P31k ;

0<t<m,
(5.5)

6_ fOTS V3kqiko (T17$+7'2—7'3,x)d37
)

Pkik, U1U2
h

u3k‘1k2 (tla T1, T2, 7_3) = (
t—73,T1,T2—T3

t>73
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3. Nagrinékime (3.3) lygtj. Kai 0 <t < 74, 74 > 0 turime

dTQ = dt,
d _dr_dn__ duk I
1 1 1 ~ Uk, ko Wk by T Sk ks dttggey iy 0
_ﬁ4k1k2u4k1k2 + Suk1k2 B .
Todél

¢ _,,0 " ¢ — JTA | Dagy ko (T1, 2+ T2 —Ta,2) d
U4k1k2( 77177'2,7'4) = U4k1k2(7'1,7'2 — U, T4 — )6 4

T4 5
+ / e fn4 Vaky kg (TI’I+T27T4’x)deuk1k2 (7] +1— Ty, T1, 7] + T2 — T4, n)dn’
T4—1

0§t§7’4.

Analogiskai srityje t > 74 gauname

dt = d7'4,
dTQ = dT4,
du4k1k‘2

= dt.

- 174]€1 ko u4k1 ko + Suk1 ko
Todeél

T4 ~ _
Uskyko (T T15 T2y Ta) = Uskykoo (T — Ta, T1, T2 — Tay 0)€f° Paky by (T2 ¥ T2 —Ta, )

T4 ~
+/ e~ Pk (ot mmn)de g L (0t — Ta, T, T2 — Tay)d,
0

t27'4.

Kadangi wgg, g, (t, 71, 72, 0) = Usp,k, (t, 71, T2, T3), tai pasinaudojesistema (5.5) gausime

( 0 — T4 Dap o (11,24 T2 — T4, ) d
u4k‘1k:2 <t7 T1, T2, 7-4) == u4k1k;2(7—17 Ty — t? Ty — t)e fT4 ¢ 172

T4 Yy
+ / e fn4 Vaky ko (Tl’x+7—2_7—4’m)dzsuk1k2 (77 +1— T4, T1, 1) + T T4, ’r])d’f],
Ta—1t

0<t<my,

T4 ~ _
Uy ko (B T15 T2y Ta) = Ugky ko (T — Tay T1, T2 — 74,T3)€f° Pakyky (11,0274 @) de
T4

+ e f:l Vikiha (7—17x+7—2_7—47$)d$8uk1k2 (77 +1— Ty, 7, N+ To — Ty, 77>d777

0
t27-47
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kur

Ul (t — T, T1, T2 — T, T3) =

4. Nagrinésime (3.4) lygtj.

a) Kai o € (T4,7'21), tal
dt . dTQ

1

1 — U2 .

(.0
u3k1k2(7—177-2 — t,Tg — t)

T.
xXe fT;—t+T4 U3k ke (T1,2+T2—Ta—T3,2)dx
)

7_4§t§7—4+T37

Py kg U112
h
(t—Ta—T3,71,72—74—T3)

T3
| xe” Jo 2 V3ky ko (Tl,x+7'277'47T3,x)dm7 t> 1+ Ty

Srityje 0 <t < 7o — Ty, 7o € (T}, T91) turime

dTQ = dt,
d’UQ

—loUg

Todél

= dt.

u2 <t7 7-2) - ug(TQ — t)ei f‘:;—t V2(£ﬂ)dm.

Analogiskai srityje t > 1 — Ty, 70 € (74, T21) gauname

dt = dTQ,

d’LLg

U’Q(ta 7_2) — BQ(T4 +t— 7_2)6_ f;j VQ(x)dl’.

Vadinasi turime sistema

{Ug(t,TQ) =u

ug(t, 7)) = Bo(Ty +t — 7’2)6_ITTj e > Ty

(12 = )~ Fam @ g < <7, -1,

(5.7)

b) Tegul 75 € [T21, 721 + T3]. Tuomet

Ous
ot

arba
Ouy
ot

4 Qv _
67’2_

6u2 .

oy

o - pklkguldﬁ
V2 Z Z o fgl uldT{—l—f@ u2d7'5>u2

j=1 |kl=j

k; >0

)
Uo.
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Taip pat kaip ir isvedant (5.7), gauname

: (5.8)

t
u(ry — t)e” Joeta\Wlaein-nde 0 <t < 7y — 7y
Ug =
7f721+t—7'2 (V2+q\h)‘(zvz+t772>dx

u2<7—21+t_7_2,7—21)6 tZT2_7_21.

Analogiskai uzrasomos us intergralinés lygtys kitais atvejais. Uzrasysime likusias
U9 iSraiskas.

c) Kaimp € [1o1 + T3, 701 + T3+ T4, tai L, # 0,S,2 # 0. Todél gauname sistema
(ug(TQ _ t)e_ f()t(l’Q""q\h)|(a:¢:c+7—2—t)d$

t
+ / e ht i Wlesinodng (4 1 — t)dn,
0

0<t< 71— Ta,

Uo = 5.9
T ) aar £ o, e P Bl (5:9)
t
+ / 6_ f;(”?""q\h)|(a:,z+7'27t)dmsu72(77’ TI _',_ 7—2 _ t)dn,
To1+t—T2
L t> Ty — Tor.
d) Kai Ty € [721 + T3 + T4, 7'22], tai Lu 7& 0, Su71 7& 07 Smg 7é 0. Todél
'ug (7—2 _ t)e_ Jo 240\R)| (2 047y —tyd
t t
+/ ¢ fn (V2+Q\h)|(z’z+7—27t>dx(SUJ + Su,?) (77777+T27t)d77a
0
0<t< 71— To,

t
Ug(To1 +t — To, To1)e S ttmmy (2 0\D) (@ 2ty d

t
+/ 6* f;(V2+Q\h)I(I,Z+7'2*t)dx(Su,]_ + Su,2>(r],77+7'27t)d/’77
To1+t—T2

L t > Ty — To1.

e) Kai Ty € [7'22,7'22 -+ T3 —+ T4], tai Lu = O, Su,l 7£ 0, SU’Q 7£ 0. Todél

( ug(TQ —t)e” S va()de

T -
+/ 6_‘[?12 1/2(415)(133(Sfu71 +Su72)(77+t—7-2,77)d77;
t—1o
0<1t< 75— 7o,
UZ = < _f‘rQ VQ(.T)dl‘ (511)
UQ(TQQ +1t— T2, 7'22)6 722

T2 .
+ / e fn2 VZ(JC)dz(SuJ + Su,2)(77+t*7'2,77)dn’

722
t > Ty — Too.

\
f) Kai 1y € [mo9 + T3 + T}, 00| gauname sistema
0 —f‘r{ v(z)dz
Us(T9g — t)e Jm2t , 0<t <y —T9—1T5—"1Ty4,
"y — { (T2 — 1) 9 — To2 3 4 (5.12)

ua(ran + Ty + Ty + t — 79,79 + T + Ty)e™ Jramsmpsm 200

Pasinaudoje (5.3), (5.4), (5.8)—(5.10), gausime integraline lygtj. Trumpumo délei, ja

uzraSysime taip:

h = K(h,t, Bl7BQ,Su’1,Su72). (513)
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Si lygtis turi véluojanciag struktura. Mes ja nagrinésime judédami asimi ¢ zingsniu 75.

Tegul t € [0,7T5]. Pasinaudoj¢ (5.5), gausime ugg,x,, kai ¢ < 73 (tuo paciu randame
It Usk, ky |rs=1y, kKai t < T3). Pradedant |k| = n, rekurentiskai iSsprendziame (5.6) su Syx, ks,
apibréztu (3.3) lygybe ir gauname g, ,, kai 0 < t < 74+ 75 (tuo pa¢iu randame uskyka|r,—1,,
kai 0 <t < Ty +T;s). Tai, (3.1)3, (3.4)3, (5.2) ir funkcijy S, 1 ir S,2 apibrézimai leidzia rasti
Bi, By, Suy, kai 0 < ¢t < Ty + Ty it Sun, kai 0 < t < Ty,

Todél, panaudoje (5.4), rasime uy, kai 0 <t < 7+ 713,71 € [Ty, 00| (tuo paciu ir fal urdry,
ir remdamiesi apibrézimu randame ¢, kai 0 <t < 791 + T3).

Lygybé (5.7) apibrézia ug, kai 0 <t < 7 + 13,7 € [Ty, 721]. Lygybés (5.8)—(5.10) rodo,
kad wus priklauso nuo t, 7 ir h, kai t € [0, T3], 70 € [121, To2]. Todél (5.13) yra integraliné lygtis
funkcijai h, kai t € [0, T3].

Naudodami (5.8)—(5.10) lygtis, galime pastebéti, kad K(h",-) > K(I,-), jeigu b > K
ir 0 < K(f, wdn,-) < K(h,-) < K(co,-). Tai leidzia iSspresti (5.13) iteracijy metodu,
pradedant nuo h° = [ wu;dr ir gauti monotoniskai augancia seka {K(h°,-)}, kuri konver-
guoja, nes yra aprézta dydziu K(oo,-). Be to, i§ (5.3), (5.13), (5.8)—(5.10) isplaukia, kad

t
A+~ pe| < a/ b — B ldg, s=12,... (5.14)
0
kur a > O-tam tikra konstanta. Todél
!hSH — hs‘ < astSE, c= sup (K(oo, ) —/ uldﬁ), s=1,2,... (5.15)
S! tG[O,T3] o1
ir seka {h°} tolygiai konverguoja j grieztai teigiama funkcija h € C°([0,T3]). h vienatis seka

is analogisko (5.14) nelygybei jvercio dviems (5.13) sprendiniams.
Zinant h is (5.7)~(5.12) randame uy, kai t € [0, T3], 7 € [T, 00). O

6 ISvados

Darbe pateiktas straipsnio [10]| dalies referatas. 1. ISnagrinéti limituotos populiacijos
modelio separabilieji sprendiniai.

2. Nelimituotos populiacijos atveju, kai reprodukcijos intervalas didesnis uz néstumo
trukme ir vaiky prieziuros perioda, jrodyta sprendinio egzistencijos ir vienaties teorema.

3. Tuo paciu metodu §i teorema gali buti jrodyta populiacijai, susilaukianc¢iai palikuoniy

vienintelj karta gyvenime.
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Summary

On a Population Model with Child Care

A deterministic model for a sexual age-structured population with females pregnancy, ma-
ternal care of offspring, and an environmental pressure is presented. The model involves pairs
that exist for period of mating only and uses mating function of simplified harmonic mean
type. All adult males are treated as singles. Each sex has pre-reproductive, reproductive,
and post-reproductive age intervals. All adult individuals (of reproductive age) are divided
into males, single females, pregnant females, and females taking child care. All individuals
of pre-reproductive age are divided into young and juvenile groups. All young individuals
are under maternal care while juveniles can live without maternal care. The model consists
of integro-differential equations. Separable solutions are studied for the limited nondispers-
ing population. The existence and uniqueness theorem is proved in the case of unlimited

population.
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